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Chapitre 1

Introduction

Le but de ce mémoire est de présenter les travaux que j’ai réalisés en statistique
des processus depuis le début de ma thése.

1.1 La problématique générale

De maniére générale, nous nous intéressons & l’estimation d’un parameétre de
dimension fini, présent dans un modele de processus stochastique. Une des originalités
de nos travaux est que nous n’observons pas directement le processus dont nous
voulons estimer les paramétres. Plusieurs situations pour l’observation reviennent
fréquemment :

1. L’observation des valeurs moyennes du processus.
2. L’observation bruitée du processus.

Les motivations pour considérer ces problémes sont issues des applications telles que
la finance, ’économétrie ou des modeéles physiques. Du point de vue statistique, elles
conduisent & une structure compliquée des observations. En particulier celles ci ne
sont jamais markoviennes.

La majeure partie de nos travaux a été réalisée sous I’hypothése d’observations
hautes fréquences. Cette hypothése permet d’utiliser les propriétés trajectorielles des
processus pour construire des estimateurs. De maniére générale, nous nous posons
aussi la question de I'optimalité des estimateurs que nous obtenons. Méme dans le
cas oll le processus est une diffusion et 'observation est directe, ’étude de 'opti-
malité est un probléme délicat. Dans la situation ou le processus est partiellement
caché, cette étude est, a priori, encore plus difficile. Cependant, dans certaines situa-
tions, nous pouvons calculer I'informations de Fisher du modéle. Dans d’autres cas,
nous nous contentons de caractériser la vitesse optimale d’estimation. Ces méthodes
sont alors proches de celles employées en statistique non paramétrique (comparaison
d’expériences statistiques, propriétés de régularité des signaux, choix adaptatif de
fréquences optimales).

Au cours de ces travaux nous nous sommes intéressés a trois grandes classes de
processus stochastiques :
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1. Les processus de diffusions.
2. Les processus du type mouvements browniens fractionnaires.
3. Les processus a trajectoires multifractales.

Les outils probabilistes utilisés dans ces trois cas sont variés (calcul stochastique, cal-
cul de Malliavin, représentation spectrale, décomposition trajectorielle des processus
sur une base). Cependant les résultats que nous obtenons ont une certaine unité.
En particulier, les résultats obtenus pour des processus fractionnaires permettent de
mieux comprendre ceux sur les diffusions.

Soulignons qu’un travail présenté ([12]) ne concerne pas la statistique des proces-
sus. Ce travail est totalement dans le champ de la statistique non paramétrique par
méthode de seuillage. Cependant, les outils de probabilité et d’analyse utilisés sont
proches de ceux du reste du mémoire.

1.2 Organisation du mémoire

Les travaux présentés sont regroupés en 5 chapitres. Chacune des sections de ces
chapitres correspond & un travail publié (numéroté de [1] & [13]). Les chapitres peuvent
étre lus de maniére indépendante. Signalons que pour ne pas alourdir certains énoncés
de théoréme, nous ne précisons pas toujours toutes les hypothéses nécessaires. En
revanche, nous avons essayé d’expliquer les idées des preuves quand celles-ci étaient
trés techniques dans les papiers publiés.

Le chapitre 2 présente des résultats obtenus pendant ma thése sur 'estimation
des parameétres d’une diffusion X, lorsque 'on observe n moyennes locales sur des
intervalles de longueur A. L’objectif était de savoir si 'on pouvait obtenir des résul-
tats semblables au cas de 'observation discrétisée (X;a). Comme dans le cas d’une
observation discréte, les résultats sont trés différents suivant la nature du pas A,
nous avions considéré successivement les situations : A fixe, A = A, = 1/n, puis
A, — 0 avec nA,, — oo ([1]-[3]). Une des difficultés provient du fait que pour ’ob-
servation discréte la procédure d’estimation est basé sur le schéma d’Euler. Un tel
schéma n’existe pas pour les moyennes de diffusion. Le travail [2] résout le probléme
de trouver un analogue au schéma d’Euler dans notre cas. Nous présentons aussi
dans ce chapitre un travail réalisé plus tard avec Michael Sgrensen dans le cadre du
réseau Européen DYNSTOCH. Ce travail [4] est assez différent du reste du chapitre.
Néanmoins les méthodes utilisées, de type ’contrastes explicites pour les diffusions’,
nous ont suggéré de le placer dans ce chapitre.

Le chapitre 3 présente des résultats obtenus sur le bruit de microstructure pour
des modeles de diffusions. On observe maintenant la diffusion X aux instants i/n
et chaque observation est entachée d’une erreur. Une de nos motivations initiales
était de comparer avec les travaux de Delattre et Jacod [DJ97] qui considéraient
le probléme de 1'observation avec erreur d’arrondi. Dans les travaux [5]-[6], réalisés
avec Jean Jacod en 2001, nous caractérisons la vitesse d’estimation d’un paramétre
de diffusion. Notons que le calcul de 'information de Fisher n’est fait que dans le cas
plus simple d’'une diffusion gaussienne.
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Plus tard, le probléme de D’estimation non paramétrique de la volatilité, dans
une situation proche, & été étudié par Zhang et al. (|JZMASO05]). Le dernier travail
présenté 7] dans ce chapitre concerne lestimation de paramétres dans des modéles
a volatilité stochastique. Il s’appuie, en parti, sur des résultats anciens de ma theése,
et sur ces méthodes introduites plus récemment dans le champ de I’économétrie pour
estimer la volatilité.

Le chapitre 4 contient un travail [8] élaboré courant 2004-2005 avec Emmanuel
Gobet. Il s’agissait de voir comment les méthodes introduites par E. Gobet ([Gob01]-
[Gob02]) pour étudier la vraisemblance d’une diffusion discrétisée pouvaient s’appli-
quer dans nos modéles cachés. Nous considérons en détail le cas de I'observation des
moyennes locales de la diffusion avec un pas A, = 1/n. Ces résultats précisent donc
ceux qui avaient été obtenus pendant ma thése en calculant I'information de Fisher
exacte du modeéle. Cependant ce travail est un peu a part, & cause des outils probabi-
listes utilisés qui sont issus du calcul de Malliavin. Notons aussi que toute une partie
des idées de ce papier peuvent s’appliquer pour d’autres types d’observations.

Le chapitre 5 présente deux travaux [10]-[11] élaborés de 2002 a 2004 avec Marc
Hoffmann. Il s’agissait de comprendre comment la vitesse d’estimation était modi-
fige lorsque I'on remplace la diffusion cachée par un processus de type mouvement
brownien fractionnaire. Une motivation provient du travail, fait pendant ma thése,
sur ’estimation du parameétre de diffusion dans un modéle & volatilité stochastique.
Nous obtenions un estimateur a vitesse n'/4 (voir [9]). Ce résultat fut ensuite com-
plété par Marc Hoffmann dans [Hof02|, qui montre que cette vitesse est optimale.
L’idée est que la régularité trajectorielle du processus semble jouer un réle dans la
vitesse d’estimation quand ce processus est caché. En remplacant la diffusion cachée
par un processus de type mouvement brownien fractionnaire on peut calibrer la ré-
gularité du processus par l'indice de Hurst H. Dans [10] nous considérons un modéle
& volatilité stochastique ol la volatilité est une ’diffusion’ dirigée par un brownien
fractionnaire : dV; = a(V;, 0)dW/T + ’dérive’. Nous cherchons a estimer ce paramétre
de ’diffusion’ 6. La vitesse obtenue est n!'/T41)  Ceci confirme bien que la régula-
rité de la volatilité joue un réle dans la précision d’estimation. Remarquons que plus
la volatilité est irréguliére, plus le paramétre est facile a estimer. Ceci correspond a
I'idée que plus les variations de la volatilité sont importantes, plus elles sont faciles
& détecter depuis 'observation du prix de ’actif.

Dans [11], nous complétons cette étude en cherchant & estimer le paramétre de
Hurst. Le processus est X = W/ et 'observation est discréte et bruitée. On obtient
alors encore la méme vitesse n'/Z+4H) Cependant le parametre de Hurst et le para-
metre de ’diffusion’ 6 jouent des roles trés différents. Les travaux [10] et [11] reposent
donc sur des idées assez différentes. Précisons que le probléme de 'estimation de H
dans un modéle & volatilité stochastique a ensuite été traité dans la thése de Mathieu
Rosenbaum ([Ros07]).

Le chapitre 6 présente deux travaux autour des signaux multifractals. C’est en
assistant au cours ‘Introduction to multifractal analysis’ donné par Stéphane Jaffard
dans le cadre des ’rencontres mathématiques’ du CIRM en mars 2004, que j’ai dé-
couvert ce théme. Un peu plus tard, & la lecture du papier de S. Jaffard 'On the
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Frisch-Parisi conjecture’ [Jaf00], il semble que des problémes d’estimation non pa-
ramétrique apparaissent naturellement dans le cadre de 'analyse multifractale. Le
premier travail présenté [12], a été élaboré avec Marc Hoffmann en 2006-2007. Il re-
prend le probléme, classique en statistique non paramétrique, d’estimer une fonction
déterministe f dans un modeéle de bruit blanc. On sait que la vitesse d’estimation de
f dépend de sa régularité, et nous faisons I’hypothése d’une régularité multifractale
pour cette fonction. Nous résolvons alors le probléme de la vitesse minimax dans ce
probléme (ainsi que celui de I'estimation adaptative). Nous montrons que, pour une
perte L™, exposant de la vitesse d’estimation est donné, en fonction du spectre de
singularité d de la fonction, par la quantité :

H+ (d— d(H))/x
°H +d

min
H

Un point important est que le résultat classique sur les espaces de Besov (avec "coude’
dans la vitesse [DJ98]) se retrouve comme cas particulier de la formule générale que
nous obtenons.

Le dernier travail [13]| présenté a été réalisé en 2007-2008, avec Emmanuel Bacry,
Marc Hoffmann et Jean Frangois Muzy. Les motivations pour ce travail proviennent
de constatations empiriques faites sur des données de fluides turbulents. Ces constata-
tions suggérent d’étudier le comportement asymptotique de la 'fonction de partition’
d’un processus de cascade multiplicative. Nous nous placons dans le cadre d’une
asymptotique mixte, avec données hautes fréquences et temps total d’observation
tendant vers l'infini. Notre travail étend alors les résultats de Resnick et al 2003
[RSGWO3] qui considéraient le cas d’une observation sur [0, 1].
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Remarque : La note au CRAS [9] ci dessus n’est pas doublée d'une publication.
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Chapitre 2

Estimateurs explicites en
statistique des diffusions. Le cas de
I’observation de I'intégrale d’une
diffusion

Les trois premiers travaux présentés correspondent & la premiére partie de ma
thése [T]. On étudie le probléme de 'estimation des paramétres d’une diffusion dont
on observe les moyennes plutét que les valeurs exactes en certains instants. L’objectif
est d’obtenir des estimateurs explicites et d’étudier leur comportement asymptotique.
Les différents travaux [1]-|3| correspondent & différents choix pour 'asymptotique du
modéle.

Le dernier travail présenté dans cette partie a été réalisé avec Michael Sgrensen
et concerne 'estimation d’une diffusion sous 'hypothése d’un coefficient de diffusion
asymptotiquement petit. L’objectif de ce travail était en fait de montrer que ’on
peut trouver une grande classe d’estimateurs explicites qui sont asymptotiquement
gaussiens, en se passant des conditions sur le pas de discrétisation introduites dans
le méme cadre par Sgrensen & Uchida (2003) [SU03|.

2.1 Observation discrétisée avec pas fixe pour un proces-
sus d’Ornstein-Uhlenbeck

L’intérét de cet exemple particulier est que ’on peut mener les calculs de fagon

explicite. Le processus étudié est solution stationnaire de ’équation dX; = uX:dt +

odBy, et on observe X; = % iXH)A X¢ds pour ¢ = 0,...,n —1 et A un pas de

discrétisation fixe. Dans [1] nous obtenons que le processus des intégrales (X;); est un
processus gaussien stationnaire ARMA (1,1). Cette structure ARMA (1,1) apparait

9



10 CHAPITRE 2. ESTIMATEURS EXPLICITES

sur la relation suivante que nous obtenons entre deux observations consécutives :

(DA (ond _ gu((i+1)A=s)

Xiy1 — "X, = 0/ dB;
1

K Jin

_|_i
I

(DA ((u(i+2)A—s) _
U/ (e Yap, (@1

(i+1)A A

Nous vérifions que la densité spectrale du processus satisfait les conditions suffi-
santes pour que I'estimateur de Whittle noté 6,, = (fin,62) soit consistant et asymp-
totiquement normal. On sait qu’il est alors équivalent au maximum de vraisemblance
exact (voir Dzhaparidze & Yaglom (1983) [DY83], Dacunha—Castelle & Duflo (1986)
[DCDA86]). Nous obtenons une expression explicite pour le contraste de Whittle. Si
W est connu, ’estimateur (f% est lui aussi explicite et sa variance asymptotique est
204, qui est la méme variance asymptotique que celle du maximum de vraisemblance
de 02 basé sur I'observation des valeurs discrétes (Xia)i=0,....n—1-

Nous considérons ensuite un estimateur moins spécifique au caractére gaussien des
observations et donc a priori plus adapté & une généralisation a d’autres diffusions.
Nous utilisons pour cela la méthode introduite par Ryden (1994) [Ryd94| dans le
cadre des chaines de Markov cachées. Nous nous donnons un entier m supérieur
ou égal & 1 et découpons les observations (Xo,..., X,_1) en paquets de taille m,
(Xkms -+ Xgmam—1) pour k = 0,..., |n/m] — 1. L’idée est alors d’utiliser comme
fonction de contraste la log-vraisemblance qu’auraient les observations si ces paquets

étaient indépendants. Le contraste obtenu est alors la somme des log-vraisemblances

de chacun des paquets. On note 97(:“ ) — (/]%m),JZ;m)) Pestimateur résultant de la

maximisation de ce contraste. En remarquant que les observations forment une suite
a-mélangeante, nous pouvons démontrer la convergence et normalité asymptotique

pour é&m) :

Jfm(E gy =, (o, 10 (9)~1 + 210 (99) "L (™) (90)1<m>(90)*1)

ot 1™ (6y) est la matrice d’information de Fisher correspondant a ’observation d’un
bloc de données (Xo, ..., X,,_1) et H™ () est une matrice explicite qui provient
de la dépendance des vraies données.

En évaluant numériquement cette variance asymptotique théorique, il apparait
que, plus m est grand, plus l'estimateur de Ryden s’approche de Vefficacité (ce qui
n’est pas étonnant). Il est, au contraire, plus inattendu que quand A tend vers 0, la

variance asymptotique de U~2;m) augmente fortement, méme si la vraie valeur de p
est connue. L’estimation de o2 par cette méthode est donc moins bonne que par O:Qn
dont la variance asymptotique est indépendante de A.

Pour éclairer ce résultat numérique, nous calculons théoriquement un équivalent

quand A tend vers 0 pour la variance asymptotique de J~2§lm) quand m = 2 et p est

connu :

0,2

Alpla

- (m
var 0%, " ~A_0
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Bien que restreint au cas trés particulier d’une diffusion de type Ornstein-Uhlenbeck
ce travail nous a éclairé sur la possibilité d’estimer efficacement les parameétres d’une
diffusion lorsque I’on observe ses moyennes. En particulier le paramétre o2 s’estime
aussi bien que depuis l'observation discréte des X;A. On retrouvera dans le chapitre
4 de ce mémoire, un résultat proche obtenu dans un cadre beaucoup plus général. De
plus, ce travail nous a permis de voir que certaines méthodes inspirées des chaines de
Markov cachées & états finis ne sont pas trés bonnes quand le pas de discrétisation est
petit. Ceci nous a incité, dans les travaux suivants [2]-[3], & utiliser des méthodes plus
spécifiques aux propriétés trajectorielles des diffusions dans le cas d’une discrétisation
avec pas petit.

2.2 Discrétisation d’une diffusion intégrée et comparai-
son avec le schéma d’Euler

Dans [2|, nous considérons une diffusion unidimensionnelle & valeurs dans un
intervalle (I, r),
dXt = CL(Xt)dBt + b(Xt)dt,

ou a et b sont des coefficients a priori quelconques. Pour A, une suite de pas
convergent vers 0, on considére les moyennes locales de la diffusion, construites avec
ce pas A, :

o 1 DA,
Xi,n:/ Xgds pouri=0,...,n—1
A, iAn

Notre objectif est d’obtenir des développements du type schéma d’Euler pour le pro-
cessus (Yi,n)i:(),..‘,n—l et de les comparer au schéma d’Euler classique basé sur les
(Xia, ). La motivation principale est que l'on sait que 'on peut obtenir des esti-
mateurs explicites basés sur 'observation des (X;a, ) en utilisant le schéma d’Euler
classique (voir Kessler 1997 [Kes97]).

Une difficulté provient du fait que nous considérons une diffusion & valeurs dans
(I,7) avec —oo < < r < 4o00. Il nous faut formuler une hypothése qui assure que la
diffusion n’approche pas trop les bords [, r, qui sont en général des points d’explosion
pour les fonctions que nous considérerons dans la suite. Pour cela nous introduisons
deux fonctions B; et B, sur (I,7) qui tendent respectivement en [ et r vers l'infini
(par exemple B = 1+ (x —I)"' et B, = 1+ (r — 2)~! si les bords sont finis, ou
Bi(z) = B,(z) = 1+ |z|" quand | = —c0 ou r = o0). Nous introduisons I'hypotheése
(R) suivante :

VE>0,3¢>0,vt>0, E| sup Bi(X,)F|G | <eBF(Xy) (2.2)
s€t,t+1]

Vk>0,3¢>0,¥t>0, E < sup B (X)" | gt> < eBF(X)) (2.3)
sEt,t+1]

ou G = o(Xs,s < t).
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Nous démontrons que pour une diffusion sur (—oo, 00), cette hypothése est vérifiée
si les coefficients a et b satisfont la condition usuelle de croissance sous-linéaire. Véri-
fier (R) est plus difficile lorsque que 1'un des bords est fini. Nous avons en particulier
étudié les diffusions suivantes sur (0, 00), issues de modéles financiers,

AdX, = p(X; —m)dt + o XPdt, <0, m>0et e [1/2,1].

Pour ¢ = 1 (diffusion "GARCH’), on peut ramener probléme de la borne 0 & une
borne infinie en considérant X ~!. Le cas ¢ = 1/2 (modéle de Cox-Ingersoll-Ross)
est plus difficile & traiter. Il faut utiliser le lien entre la loi de ce processus et celle
d’un processus de Bessel ([Leb97|) dont on connait, par ailleurs, la loi du minimum
[RY99]. On trouve que si cg = 2|u|m/o? > 1 alors la condition (R) est vérifiée avec
la restriction que (2.2) n’est vraie que pour k < ¢ — 1. Remarquons que si ¢y < 1,
la borne 0 est atteignable par le processus et donc (R) ne peut étre vraie. Nous
déduisons le cas ¢ € (1/2,1) du cas précédent.

Nous montrons alors sous ’hypothése (R) et des conditions de régularité sur les
coefficients a et b le théoréme suivant :

Théoréme 2.1. On a,

Xin — Xin, = a(Xia, ) AY?E , + ein (2.4)
YiJrl,n - Yi,n - b(yi,n)An = a(XiAn)A}z/Z (fz,n + gz{-l—l,'n,) +E€in (2-5)

0 &g = A2 [NIVR (s — ity By et €, , = AL [UTDR (6 + 2)A — 5)dBy

et e n, €im sont des termes de reste d’ordre A,,.

Le développement (2.5) est un schéma d’Euler pour (X ,,) qui est 'approximation
pour une diffusion X quelconque de la formule exacte (2.1) obtenue dans le cas d’'un
processus d’Ornstein-Uhlenbeck. A la différence du schéma d’Euler standard on voit
que les innovations (& n+§;, 1 ,,) ne sont pas i.i.d. mais ont la structure d'un processus
ARMAC(1,1). Nous pouvons déduire de ce résultat un comportement pour la variation
quadratique des moyennes d’une diffusion. On montre en effet que si A,, = 7'/n avec
T fixe,

n—1 T
S (Kivin — Xin)® 25 273 / a(X,)2ds.
i=0 0

Ce reésultat est a rapprocher de ceux de Dellatre et Jacod (1997) [DJ97| qui étudient
la variation quadratique du processus X observé avec erreurs d’arrondis.

2.3 Estimation jointe des coefficients de dérives et diffu-
sions sous condition d’ergodicité
Dans ce travail [3]|, nous reprenons le cadre du travail précédent [2| et faisons

I’hypothése que la diffusion est récurrente positive avec une mesure stationnaire vy.
Le temps total d’observation nA,, tend vers 'infini avec n.



2.3. ESTIMATION POUR UNE DIFFUSION ERGODIQUE 13

Nos premiers résultats sont des théorémes limites pour des fonctionnelles de X ,,.
Nous établissons, les convergences suivantes pour f : (I,7) — R suffisamment régu-
liéres :

_IZf zn m) VO(f) (26)
-1 Z f i, n z+1 n Y7,',77, - Anb(yz,n)) %} éVO(f,)7 (27)
! Z f ) n z+1 n Xi,n)Q %} gl/o(f) (28)

Les résultats (2.7)7(2.8) soulignent la différence de comportement asymptotique entre
quantités basées sur les moyennes locales et les valeurs exactes (X;a,, ). En particulier,
le fait que la limite dans (2.7) soit différente de zéro si f n’est pas constante provient
de la structure non i.i.d des innovations dans le schéma d’Euler (2.5). Pour préci-
ser ces théoréme limites nous obtenons, sous 'hypothése nA2 — 0, des Théorémes
Centraux associés a (2.7) et (2.8) avec des vitesses de convergences respectivement
égales a v/nA, et v/n. Remarquons que ’hypothése de décroissance rapide du pas
de discrétisation, nA?1 — 0, est classique pour 'obtention de vitesses de convergence
[DCFZ86] |Yos92|.

Supposons maintenant que les coefficients de diffusion et dérive, a(z, o) et b(x, p)
dépendent d’un paramétre § = (u,0) € O1 x Oy ot ©1 et O2 sont pour simplifier
deux compacts de R. Pour estimer ce paramétre on introduit la fonction de contraste
suivante :

n-1 [~ -
(Xit1m — Xin — b(Xin, 1)
= : : 1 znv
A ( znua) Z Oga )

An Z a (nf‘))> (K1 — Xin)? an (2.9)

ZTL?

2
i=0 3

Ce contraste est obtenu en modlﬁant le contraste usuel basé sur les X;a, (voir Kessler
(1997) |Kes97]) pour tenir compte de la différence de comportement asymptotique
entre fonctionnelles de (X;a) et de (X;,,) mise en évidence par (2.7)—(2.8).
Considérons l’estimateur (fin, o) = arginf, L, (u,0).
Sous la condition d’identifiabilité (minimale) que les fonctions de dérive et diffu-
sion ne sont par vy presque partout égales pour des valeurs différentes des paramétres,
on démontre le résultat suivant :

Théoréme 2.2. 1) Si A, — 0, nA, — oo, Uestimateur est consistant en probabilité.
2) De plus, sinA% — 0, on a la convergence en loi de ((nAn)%(ﬂn — o), n%(ﬁn - 00)>

vers une lot gaussienne

N (0’ {VO <W>}_l> QN (0’196 {VO <W>}—1> |
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Remarquons que 'estimation de la dérive est efficace et 'estimation du paramétre
de diffusion est a vitesse y/n avec une variance asymptotique légérement supérieure
a celle obtenue par Kessler (1997) [Kes97| dans le cas de l'observation directe de X.

Exemple d’application. Pour illustrer la simplicité des estimateurs obtenus par
notre méthode, considérons par exemple un modele C.I.R.

dXt = (,U,Xt + M/)dt + o/ XtdBt.

Les estimateurs obtenus sont alors entiérement explicites :

=1
nATL An Z?:Ol Xi,n /L/n
S A X 10 — Xin)

n—1 -1~ ~ 2 ~ )
[Zizol {Xz‘,n (Xz'+1,n - Xi,n) + %Xi,n (Xi+1,n - Xi,n)Q}]

et

R 3 _ —1 = —\2
62 = (A Y X (Ko - )

De plus, le théoréeme 2.2 implique le comportement asymptotique suivant :

1 A
(nAn)2 (fin — 1) 2|l ol =2 0
(nAn)% (:u/n - :u/) n;OO 07 02 - 2/~L/ (2:“/ - 0.2)|#7| 0
nz (02, — o?) 0 0 954

2.4 Estimation de paramétres sous I’hypothése d’un faible
coefficient de diffusion

Le dernier travail [4] que nous présentons dans ce chapitre concerne 'obtention
d’estimateurs explicites dans un modéle de diffusion avec petit bruit. Considérons,
pour € > 0, la solution de 'EDS

AXE = b(XE, a)dt + o (X5, B)AWs, ¢ € [0,1], (2.10)
Xo = xo,

ou W est un mouvement brownien r-dimensionnel. Le paramétre a estimer («, 3) est
élément du produit des deux compacts O, x O3 C R? x RY. Nous faisons 'hypothese
que le coefficient de diffusion est asymptotiquement petit : € — 0. Si X¢ est observé
contintiment, seul le probléeme de I’estimation de la dérive o se pose. Le cas para-
métrique est traité dans Kutoyants (1994) ([Kut94]) et des extensions au cas semi
paramétrique le sont plus tard par le méme auteur ([Kut98], [IK01]).

Si X est observé aux instants k/n pour k = 0,...,n, Genon-Catalot (1990)
[GCI0] propose un estimateur de o dans le cas ou la diffusion est unidimensionnelle.
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Sous la condition, € = O(n*1/2), reliant le pas discrétisation et la taille du coefficient
de diffusion, ’estimateur proposé est asymptotiquement équivalent au maximum de
vraisemblance basé sur ’observation continue du processus. Un estimateur des coef-
ficients de dérive et de diffusion basé sur (Xj/y,)k=0,....n €st proposé par Sorensen et
Uchida (2003) [SU03| sous la condition restrictive

(ey/n)™t — M > 0. (2.11)

Sous des conditions proches, Uchida (2004) [Uch04] considére un estimateur du co-
efficient de dérive par fonction d’estimation de type martingale approchée.

Dans un travail commun avec M. Sgrensen [4] nous proposons un estimateur par
fonction de contraste des deux paramétres «, 8 qui soit asymptotiquement gaussien
en remplagant la condition (2.11) par la condition moins restrictive :

lim(en”) ™! < oo pour un certain p > 0. (2.12)
Le contraste que nous introduisons est de la forme

Uen(0) = <Z{log det Z_1(8) + €2n]5,:(a)5k_1(ﬂ)1]3k(a)}> (2.13)
k=1

avec Zg(B) = [00™|(Xpn, B) et Pr(a) = Xp/n — E(X(g—1)/n, @) 01 & yp(, @) est
a priori n’importe quelle fonction de prédiction de Xj/, quand X(;_1),, = z. Une
originalité du travail est que nous exhibons des conditions générales sur §~ pour que
Iestimateur résultant du contraste soit consistant et asymptotiquement gaussien.
Pour cela notons & (x,«) le flot correspondant a ’équation différentielle ordinaire
obtenue en prenant ¢ = 0 dans (2.10) et introduisont la condition :

[C] Les différences entre les fonctions &/, et & /n €t entre leurs dérivés jusqu’a
Pordre 2 en «, sont controlées uniformément (sur un compact contenant la
trajectoire de X°) par en=3/2.

Nous montrons alors le théoréme suivant :

Théoréme 2.3. Sous les conditions [C] et (2.11), Uestimateur 6. ,, = arginf Us ,(6)
est consistant et,

5_1(645,71 — ) -1
<\/ﬁ(ﬁ€,n - ﬁ[))) - N(Oaj(e()) )7

ou I(6p) est la méme matrice d’information que dans Sorensen et Uchida (2003)
[SU03].

Remarquons qu'’il est toujours possible d’obtenir un contraste (2.13) explicite. Si
le flot de 'EDO correspondant & € = 0 est explicite il suffit de prendre £ = £. Si-
non, il suffit de considérer une approximation & un pas de schéma d’Euler avec ordre
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arbitrairement élevé. Le papier de Sgrensen et Uchida [SU03] correspondait en parti-
culier & ce choix avec un schéma d’ordre 1 : £(z, @) = x + b(x, a)/n. Nous montrons
aussi que notre formalisme contient les estimateurs du type fonctions d’estimation
martingales de Bibby, Jacobsen et Sgrensen (2004) [BJS04]. On peut en effet vérifier
que le choix &(z, ) = E, [Xi/n | X(i—1)/n = 7] satisfait nécessairement la condition
[C].

Application a un modéle financier. Pour voir si ’hypothése € — 0 est réaliste
en finance, nous avons appliqué notre méthode & un modéle & deux facteurs, log-
prix d’actif / taux d’intérét, avec possibilité de corrélations entre les mouvements
browniens (voir Longstaff et Schwartz 1995 [L.S95], Overhaus et al 2006 [OBBT06]).

dY; = (Ry + p)dt + eridWy', Yo =10 € R,
dR, = pia(m — Ry)dt + era/Ry(pd W} + (1= p?)2dW?),  Ro =79 > 0.

Nous calibrons ce modéle sur des valeurs plausibles pour des taux d’intérét observés
sur 25 ans avec des données mensuelles (voir par exemple Chan et al 1992 [CAKLS92|)
et un actif sans prime de risque. Il apparait que I'estimation des paramétres de
diffusion est bonne (voir Table 2.1). Par contre I’estimation des paramétres de dérive
est plus biaisée. En particulier la valeur de p; = —(1/2)e%k7 est trop petite pour étre
correctement estimée.

(i1 | -0.065 (0.53) || 4in | 10.02 (4.9)
k7| 24.9(2.1) || &3 | 437 (33)

2.06 (0.56)
0.013 (0.06)

> 3>

TABLE 2.1 — moyenne (ecart type) de Iestimateur obtenu par Monte Carlo (les vraies
valeurs des paramétres sont py = —0.125, g = 5.7, m = 2, k2 = 25, k3 = 450, p = 0)



Chapitre 3

Bruit de microstructure

Ce chapitre concerne 'estimation de paramétres dans des modéles de diffusions
observées avec du bruit. Dans les deux premiers travaux présentés [5]-[6], 'objectif
était d’évaluer, de maniére théorique, la quantité d’information perdue & cause de ce
bruit. Pour cela, nous calculons l'information de Fisher du modéle au travers d’une
propriété L.A.N. et présentons ensuite des estimateurs explicites optimaux.

Les modeles de diffusions bruitées sont largement utilisés en finance pour modé-
liser des prix d’actifs. Le bruit y est alors appelé ’bruit de microstructure de marché’
et il modélise que, & trés haute fréquence, on ne peut plus négliger dans les varia-
tions des prix des phénomeénes comme l'illiquidité du marché ou I’écart entre I'offre
et la demande. Ce modeéle permet, en particulier, de reproduire deux faits empiriques
observés sur les données : a trés hautes fréquences, les retours sont corrélés néga-
tivement et la volatilité est sur-estimée. De nombreux travaux économétriques ont
alors considéré le probléme d’estimer la volatilité de maniére robuste aux bruits. En
particulier L. Zhang, P. Mykland et Y. Ait-Sahalia (2005) [ZMASO05|, puis Zhang
(2006) |Zha06] introduisent des méthodes d’estimations non paramétrique, dont nos
résultats (paramétriques) [5] permettent de caractériser 'optimalité en vitesse.

Dans le dernier travail [7] de ce chapitre, nous poursuivons les travaux qui avaient
été initiés dans ma thése sur I'estimation de paramétres dans un modéle a volatilité
stochastique. En particulier, nous faisons le lien avec ces développements récents,
obtenus en économétrie, autour de ’estimation de volatilité intégrée dans le cadre de
bruit de microstructure.

3.1 Estimation d’une diffusion gaussienne bruitée : la pro-
priété LAN

Dans ce travail en commun avec J. Jacod [5] nous considérons une diffusion gaus-
sienne,

Xi _/Dt Ve(s, 0)dB,

17
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ol € O est un paramétre & estimer. Les observations sont de la forme Xl-/n—&—\/ﬁUm
pour i = 0,...,n, et pour chaque n les U; , sont i.i.d. de loi N(0,1), indépendants
du processus X. La suite p, est une suite bornée qui calibre la taille des erreurs
d’observations dans ce modéle.
Notons par py la densité sur R"™*! de la loi du vecteur des observations
oM = (X, + VPnUin)i_.

n
Notre résultat principal est le suivant.
Théoréme 3.1. Supposons que c(.,.) > e >0, ¢, ¢, ¢ € C(R?), ¢(.,0) est a-Hélder

avec a > 1/4. Alors le modeéle satisfait la propriété LAN autour de 6 avec une certaine
vitesse uy, et information Iy :

vh, m%(()(”)) 2 WU - g (3.1)
p9 01

ot U suit une loi N'(0,1). Les vitesses et informations sont données par :

1 . 0 2
o Cas I,np, —0:  up=n'"? 1921/2/0 Zgjzeizd&

1 ; 2
o Cas 2, npp —1>0: up=n/? Iy = / ¢(s,0)°(2 4 c(s,0)/1) S,
0 2v1c(s,0)32(4 + c(s,0)/1)3/

. YA B L ¢(s,0)?
e R O BRI R Ty v =t

Interprétation : Rappelons que, de maniére générale, une telle propriété LAN
permet de caractériser que la vitesse d’estimation optimale dans le modéle est u,* et
la variance asymptotique associée est 1/1y (voir Jeganathan (82, 83) [Jeg82], [Jeg83]).

Le cas 1 dans le théoréme 3.1 correspond a la situation ou p, tend suffisamment
vite vers 0 pour que 'effet du bruit soit négligeable. La vitesse est donc classiquement
v/n et Uinformation est la méme que dans le cas ou les valeurs X; /n SONt Observées sans
bruit [GCJ93]. Dans le cas 2, le bruit a une taille suffisante pour que I'information
de Fisher soit diminuée mais la vitesse reste y/n. Le cas 3 est le plus intéressant :
la présence du bruit modifie la vitesse d’estimation. En particulier si le bruit est de
taille constante p, = p, une situation classique en finance, alors la vitesse d’estimation
optimale est n'/4.

Idée de la preuve : le cas homogéne. Les observations sont gaussiennes, mais
le fait qu’elles soient non markoviennes et non stationnaires rend difficile I’étude de
la vraisemblance. Notons que la suite des observations forme une chaine de Mar-
kov cachée dont la chaine de Markov sous-jacente est (Xi/n)izoymyn. Cependant, les
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résultats existants sur 1’étude de la vraisemblance des chaines de Markov cachées
(voir Leroux 92 [Ler92|, Bickel et Ritov 96,98 [BR96] [BRR98|, Douc et Matias 2001
[DMO1]), n’ont aucune chance de s’étendre ici. En effet ceux-ci reposent sur la pro-
priété d’oubli de la condition initiale dans le probléme de filtrage de la composante
cachée par la composante observée. Cette propriété d’oubli est, en général, obtenue
comme conséquence d’une propriété d’ergodicité de la chaine sous-jacente. Or notre
asymptotique de pas de discrétisation en 1/n exclut cette propriété d’ergodicité. De
plus les travaux cités ci-dessus conduisent toujours a une vitesse /n. Ils n’incluent
donc pas des situations ou l'information contenue dans la composante observée est
infiniment plus faible que celle contenue dans la chaine sous-jacente.

Pour simplifier ’étude nous avons d’abord considéré le cas homogeéne ou la fonction
¢(s,0) ne dépend pas de s. Les accroissements entre les observations forment alors la
série stationnaire,

Ri = /c(0)(Bi/n — Bi—1)/n) + VPuUin —Uiz1), i=1,...,n.

Il est facile de voir que 'on peut transformer, par une application linéaire ne dé-
pendant pas de 6, ces données en un vecteur gaussien Z = (Z,...,Zy,), dont les
composantes sont indépendantes et

var(Z;) = Csf) + 2p, (1 — cos( ))-

n+1
Les premiéres composantes du vecteur Z sont trés informatives sur le parameétre
car la part du bruit y est réduite. Par exemple var(Z;) = @ + O(P3) et si 'on
observait n copies i.i.d. de variables distribuées comme Z; il serait possible d’estimer
60 a la vitesse y/n. Au contraire les derniéres composantes de Z contiennent trés peu
d’information sur #. Prenons par exemple p, = 1 alors var(Z,) ~ %9) + 4 et il est
facile de voir qu’il serait impossible de construire un estimateur consistant de 6 depuis
n copies indépendantes de Z,. Une étude détaillée de la vraisemblance du vecteur Z
nous permet de montrer le théoréeme 3.1 dans le cas ou ¢ ne dépend pas de s.

Un probléeme apparaissant dans la résolution du cas homogéne est que les variables
d’intéréts dans ’étude Z7, Zs, . .. dépendent de toutes les observations et ne sont donc

pas du tout ’locales’ : on a par exemple Z; = (%)1/2 Z?zl sin(nLle)Rj. 11 est donc
impossible de passer au cas non homogéne en appliquant directement 1’idée naturelle

de ’geler’ localement en temps le coefficient de diffusion c(s, 0).

Le cas général : introduction d’un ’sur’ et ’sous’ modéle. Pour résoudre
le probléme dans le cas général, nous avons introduit deux modéles plus simples &
étudier pour lesquels nous savons montrer la propriété LAN et nous en déduisons
ensuite le théoréme 3.1.

La principale difficulté dans I’étude de la vraisemblance étant ’absence de pro-
priété de Markov, notre idée a été de la 'forcer’ & réapparaitre. Pour cela on se donne
un entier k, et on décide que toutes les k,, observations bruitées, on observe aussi la
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valeur exacte de la diffusion sous-jacente. On appelle 'sur-modéle’, le modéle statis-
tique constitué des observations O ainsi obtenues :

O = O U {X, e =0,..., Ly = [n/ky]}.

,sur

Nous pouvons découper 'observation Q=" en [, blocs de données :

B,, = {ka-n s X mkp+1 + anmkn+1,n7 cooy Xmbpakp—1 + anmkn+kn71,n}
n n n

pour m =0,...,l, — 1. Un avantage du ’sur-modéle’ est que en utilisant la propriété
de Markov de la diffusion aux instants mk, /n, la log-vraisemblance de Q)" 3 une
structure additive :

(n),sur ln—1
PYtunh (y(n)sury _ -
In én),sur (O\)SUT) = E_O log vraisemblance du bloc B,

On peut alors montrer que sous la condition k,/n — 0, et si ¢ est assez réguliére, on
peut remplacer la log-vraisemblance de chaque bloc par une log-vraisemblance prove-
nant d’un modéle homogéne. On arrive alors a montrer sous la condition I, = o(u,,?2)
que la log-vraisemblance du ’sur-modeéle’ satisfait une propriété LAN exactement du
méme type que (3.1). Remarquons que la condition I, = o(u;,2) est inévitable. Elle
assure que les [, observations rajoutées ne suffisent pas, & elles seules, a estimer
le paramétre a une vitesse supérieur & u, ! et ne modifient donc pas la vitesse du
probléme.

Un ’sous-modéle’ est obtenu en enlevant des données au vrai modéle tout en cher-
chant & simplifier la structure de la vraisemblance résultante. Il est facile de voir que
si l'on supprime dans le vecteur (Ry, ..., Ry) les variables R, pour m =0,...,1,
on obtient un modéle statistique dont les données forment des blocs indépendants.
Sous les mémes conditions k,/n — 0 et I, = o(u,?2) on peut alors montrer que ce
modéle, moins informatif, satisfait la propriété LAN (3.1).

Il est alors trés naturel que notre modéle initial, 'coincé’ entre ces deux modéles,
vérifie aussi la propriété LAN. C’est une conséquence du résultat général suivant que
nous montrons.

Proposition 3.2. Soit une suite de modéles statistiques (S0, Fg', F1', F3', (Py)), avec
F§ C F' C F3 et notons Zg/’z = (dPg /dP[) Fn. Supposons que Z?n’l/e converge en
loi sous Py vers une limite Y vérifiant 0 <Y < oo et E(Y) =1, pour i =0 et pour
i =2 (la suite (, étant quelconque). Alors celte convergence a aussi lieu pour i = 1.

3.2 Estimateurs efficaces pour une diffusion bruitée

Dans ce travail avec J. Jacod [6] nous poursuivons I’étude de 'inférence d’une
diffusion bruitée en considérant un modéle général pour le processus X,

dXt == btdt + C(t, Xt, G)th, E(Xo) =1. (32)
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Notre observation est toujours de la forme O™ = (X i 4+ p,U; ) ot les bruits sont, a n
fixé, i.i.d. de loi A(0,1). Ces bruits sont définis sur un seul espace probabilisé comme
des accroissements d’un brownien auxiliaire U, ,, = \/ﬁ(W(’Z )/ w! In)> AVeC w’
indépendant de W.

Nos hypothéses sur la diffusion (3.2) sont :

Hypothése (HR) : (6,t,2) — c(6,t,x) est une fonction de © x [0,1] x R —
(0,00), qui est deux fois continiment différentiable en 6 et une fois en x. les fonctions
¢, ¢, ¢ sont deux fois continiiment différentiables en x et une fois en t. Le processus de
dérive b = by(w) est optionnel et borné sur les événements du type {sup;cjo 1) |X¢| <

q}

Sous ces hypotheses la loi de X est uniquement déterminée par (3.2), notons cette
loi Py. Nous faisons les hypothéses d’identifiabilité suivantes :

Hypothése (HI) : (i) Si £ # 0 on a Py(c(t, X+, &) = c(t, X¢,0), ¥t € [0,1]) =0

(ii) On a Py(é(t, X, 0) = 0, Vt € [0,1]).

Placons nous dans un des trois cas du Théoréme 3.1 avec le choix de la vitesse
correspondante :

Cas 1, np, — 0: on prend u, = 1/y/n
Cas 2, np, — 1> 0: on prend u, =1/y/n
Cas 3, np, — 00 : on prend u, = (p,/n)/*

Alors nous avons le résultat suivant.

Théoréme 3.3. Supposons (HR) et (HI). On peut construire un estimateur Oy, qui
o

converge en probabilité vers 0 sous Py. De plus, si 0 € O, la suite u;l(én—ﬁ) CoOnverge
en loi sous Py, vers une variable de loi mélange gaussien, N'(0,1/1Iy) ou Iy a la méme
expression que dans le théoréme 3.1 sauf que ’on remplace les quantités déterministes
c(s,0) (resp. ¢(s,0)) par les variables aléatoires c(s,0, Xs) (resp. ¢(s,0, Xs)). De plus,
cette convergence en loi est stable par rapport & la tribu engendrée par W et W' (voir
[Jac97], [Rén63] pour la définition de convergence stable).

Dans le cas 1, notre estimateur a le méme comportement asymptotique que celui
de Genon-Catalot et Jacod (93) [GCJ93] dans le cas ou il n’y a pas de bruit. On
sait, par exemple par les travaux de Dohnal [Doh87], que cet estimateur est optimal
et donc le notre I'est aussi dans le cas 1. Dans les cas 2 et 3, une comparaison avec
le Théoréme 3.1 nous permet de dire que notre estimateur est, au moins dans le cas
gaussien, optimal.

L’estimateur que nous construisons dans le théoréme 3.3 est obtenu en minimisant
une fonction de contraste qui est essentiellement inspirée de la vraisemblance exacte
du ’sur-modéle’ dans le cas gaussien. Remarquons que les estimateurs classiques basés
sur la variation quadratique ne sont pas employables en présence de bruit, méme
dans le cas 1. En effet, nous vérifions, que si p, n'est pas négligeable devant n=3/2
les estimateurs de Genon—Catalot et Jacod [GCJ93] ne convergent alors pas a vitesse

NG
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3.3 Etude d’un modéle a volatilité stochastique avec bruit
de microstructure

Dans ce travail [7] nous considérons un processus de diffusion V', qui modélise
la volatilité d’un actif financier Y solution de dY; = +/V;dW; + ’drift’. Nous suppo-
sons que V' est solution d’une équation différentielle stochastique dV; = b(V;, 6)d By +
a(V;)dt, qui satisfait les mémes conditions de régularités que dans les travaux [2]-{3|
du chapitre 2. De maniére générale, on sait qu’il est impossible d’observer exactement
la volatilité d’un actif et de nombreuses méthodes ont été proposées en économeétrie
pour Pestimer ([BZ02], [BNS04]|, [ZMAS05]|, [Zha06], [CD06], [BNHLSO08]). Pour res-
ter trés général vis & vis de ces méthodes, nous faisons 'hypothése suivante sur
I'observation :

Pour un certain pas A = A, — 0, nous pouvons estimer les volatilités moyennes
Vi=A1 i(gzl)A" Vsds par certaines variables observées V}, 1=20...,N,. De plus
la variable V; est mesurable par rapport a la tribu Ggin, =0(Vs,Ys,s < (i+1)A,) V
Q(M)An oll (Qt) est une filtration engendrée par des variables indépendantes des
processus (qui contient, par exemple, des bruits de microstructure).

Reésultats sur I’estimation du paramétre

Nous faisons d’abord les hypothéses suivantes sur la qualité de I'estimation de la
volatilité :
(B) 1l existe une suite b, —— 0 telle que :

Vi=0,... N, —1, (E[%-V”gmn} < bue(14 V4.

(V) 11 existe une suite v, —— 0 telle que pour tout p > 1, il existe ¢(p) avec :

Vi=0,...,N, —1, E[f/i—vi

2p c
| an] < Be(p)(1 + VD).

Sous les mémes hypothéses de régularité, d’ergodicité et d’identifiabilité sur la
diffusion que dans les travaux [2]-[3|, nous montrons le résultat suivant.
Théoréme 3.4. Supposons A, — 0, N,A, — 00, by, = 0o(A,), v, = o(N,A2)
alors on peut construire un estimateur 0,, basé sur les (V;)i—o,.. N, qui converge en
probabilité vers la vraie valeur 6y du parameétre.

Si on suppose de plus, NyA3 — 0, b, = 0(A%/2Nn_1/2), vp, = 0(Ay), alors :
VN AL (0, — 0p) % (0,1(60)7"). (3.3)

La matrice I(6p) est la matrice d’information de Fisher du modéle ot (Vi)i<n, A, e€st
directement observé.
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On déduit donc de ce théoréme que notre estimateur a une variance asymptotique
minimale, & la différence de ceux qui avaient été introduits plus tét dans Genon—
Catalot et al (1999, 2000) [GCJL99|, [GCILO0]. Notre estimateur est basé sur une
approximation de la vraisemblance exacte de l’observation continue, donnée par la
formule de Girsanov. L’étude des propriétés asymptotiques de 'estimateur repose
sur les résultats qui avaient été obtenus dans [2]-|3]. Cependant la condition sur
le pas N,A3 — 0 est moins restrictive que dans ces travaux. Cela est d au fait
que 'on estime que le paramétre de dérive, et la forme du contraste utilisé est donc
plus simple. Remarquons qu’il est crucial d’obtenir la condition la moins restrictive
possible sur la vitesse de décroissance vers 0 du pas A,. En effet, celui c¢i apparait
aussi, en général, dans le contréle du biais b, et de la variance v, d’estimation de la
volatilité.

Etude de différents choix d’estimateurs pour la volatilité

Nous étudions d’abord le cas de la volatilité réalisée. Si on observe le processus
de prix Y en certains instants ¢;, 7 = 0,...,n, on utilise alors

~ 1 . . . .
Vi= K Z (Y;fj+1 - }/%j)27 ou B; = {.] ‘ lj € [ZAm ('L + 1)An]}-
" jeB;

Il est connu que si 6, = sup,;_g__,|tj+1 — t;| est trés petit devant A, la volatilité
réalisée V; est un bon estimateur de la volatilité intégrée. Dans notre travail, nous
établissons que si nd2 — 0, on peut choisir A, tel que toutes les hypothéses du
Théoréme 3.4 soient vérifiées.

Un probléme est que la volatilité réalisée est sensible aux bruits de microstructure
qui apparaissent pour les données trés hautes fréquences. Nous avons alors étudié la
possibilité d’utiliser le "Two-Scales-Realized-Volatility’ (TSRV) introduit par Zhang et
al (05) [ZMASO05]. Supposons, maintenant, que nos observations soient Xy, = Yy, +¢;,
ou les €;,, sont i.i.d. avec des moments de tout ordre. En suivant I'idée de Zhang et
al. (2005) [ZMAS05] on introduit la variation quadratique calculée avec la plus haute
fréquence possible,

> 1

2—-__ - E X, —X;.)? 34

€ 2(#B; — 1) = ( i1 t]) (3.4)
j+leB;

et pour M > 1, on considére une moyenne de variations quadratiques calculées avec
une fréquence plus basse,

1
M
[X7 X]?Vg = M Z (th+1u - th)g- (35)

JEB;
JEMEB;

[’idée de Zhang et al. (2005) [ZMASO05] est que (3.4) est essentiellement un estimateur
du bruit de microstructure plutét que de la volatilité. Au contraire, en diminuant



24 CHAPITRE 3. BRUIT DE MICROSTRUCTURE

la fréquence d’échantillonnage dans (3.5), la contribution du bruit est plus réduite.
Pour obtenir le TSRV on compense les effets des bruits dans ces deux estimateurs en

posant :
1

A,
Il est montré dans Zhang et al (2005) que si le processus de volatilité s — V; est
déterministe, A, fixe, et M = M, calibré de maniére optimale, v converge vers la
volatilite intégrée a vitesse n'/® ot n est le nombre d’observations bruitées utilisées.
Cette vitesse est trés lente, mais ce n’est pas étonnant car dans le probléme paramé-
trique associé (qui correspond au cas particulier V; = 0, Vt) nous avions montré que
la meilleure vitesse possible était n'/4 ([5]-[6]). Remarquons que cette vitesse n'/®
n’est pas la meilleure possible dans le probléme non paramétrique. En effet, Zhang
(2006) [Zha06] trouve un estimateur & vitesse n'/4 qui est donc optimal. Un avantage
avec I'estimateur non paramétrique (3.6) est qu’il est plus simple & mettre en ceuvre
et & étudier.

Dans notre travail [7], la volatilité V' n’est plus déterministe et le pas A, tend
vers 0. Cependant en suivant essentiellement la preuve de [ZMAS05] nous montrons
la proposition suivante.

2(#B; — M)~

‘A/Z': M &

X, X]et — (3.6)

Proposition 3.5. Supposons n&lll/g — 0, et choisissons M, ~ (5;2/3 et A, telle
que 5o/ 21/ = o(Ay), A, = o(nfl/Qéﬁl/Q), alors les conditions du théoréeme 3.4
sont vérifiées. 1l est donc possible d’estimer efficacement le paramétre de dérive de la
volatilité en présence de bruits de microstructure.

La condition entre le nombre d’observations et le pas de discrétisation, né}ll/ o 0,

est évidemment extrémement restrictive. Elle résulte du fait que chacune des volati-
lités intégrées V; est estimée & vitesse tres lente en présence de bruit.

Quel estimateur choisir sur un échantillon fini 7

Au vu des conditions de la Proposition 3.5, il n’est pas clair que sur un échan-
tillon fini, 'usage du TSRV soit toujours préférable & celui de la volatilité réalisée.
Par méthode de Monte Carlo, nous avons étudié numériquement le comportement
de l'estimateur sur un modeéle de diffusion GARCH. La volatilité est solution de
dV; = (aV; + B)dt + oVid B avec les valeurs o = —10, 3 =4, o0 = 2.5 qui sont plau-
sibles pour des données financiéres si 'unité de temps est exprimée en années (voir
[ABMO5]). Le temps total d’observation est 10 ans. Nous considérons 3 cas possibles
pour ’observation discréte du processus de prix.

e Cas A : Le nombre d’observations est n = 4-10°. Ceci correspond & des donnée
‘ultra haute fréquence’ avec une observation de prix toutes les 10 secondes
environ.

e Cas B : Le nombre d’observations est n =5 - 10°.

e Cas C : Le nombre d’observations est n = 1.33 - 10°. Ce qui correspond & une
donnée toutes les 5 minutes environ.
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La table 3.1 montre les résultats obtenus pour notre estimateur basé sur la vo-
latilité réalisée, en absence de bruit de microstructure. L’estimation est trés bonne
dans les cas A-B, et est légérement biaisée dans le cas C. La table 3.2 contient les
résultats lorsque l'on ajoute, dans le cas A, des bruits de microstructure gaussiens
d’écart-type 2 - 1073. On voit que la variance de Iestimateur basé sur la volatilité
réalisée augmente, alors que 'estimateur basé sur le TSRV est insensible & la pré-
sence du bruit. Cependant ’estimation de 3 est fortement biaisée, méme en absence
de bruit, lorsque I'on utilise le TSRV (un probléme de biais analogue est discuté en
détail dans [ASMZ05]).

TABLE 3.1 — Sans bruit de microstructure, « = —10, 6 =4, 0 = 2.5
Cas A || 6y, | -10.14 (1.84) || B, | 4.02 (0.53)
Cas B | &, | -10.06 (3.98) | B, | 3.98 (0.53)
Cas C || dn | -9.02 (1.84) || B, | 3.59 (0.57)

—~

TABLE 3.2 — Cas A, avec bruit de microstructure, « = —10, § =4, 0 = 2.5.
Basé sur TSRV | (sans bruit) || Gy, | -9.99 (1.94) | B, | 3.45 (0.47)
(avec bruit) || dy, | -9.90 (2.15) || B, | 3.42 (0.55)
Basé sur V.R. | (sans bruit) || &, | -10.14 (1.84) || 3, | 4.02 (0.53)
( ) || Gn | -9.98 (3.22) || B, | 3.97 (1.03)

avec bruit
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Chapitre 4

Maximum de vraisemblance par
calcul de Malliavin dans des
modéles cachés

L’étude de la vraisemblance exacte dans des modeéles de diffusions discrétisées
est rendue difficile par le fait que la densité de transition d’une diffusion n’est
pas explicite. En 1987, Dohnal [Doh87| étudie la vraisemblance de 1'observation de
(Xf/n)i:()?,__,n ott X7 est une diffusion unidimensionnelle,

AX? = a(X?,0)dB; + b(XP)dt, X = xo. (4.1)

Il démontre que la vraisemblance satisfait un développement asymptotique du type
LAMN. L’approximation polyndémiale de cette vraisemblance, ainsi que I’étude asymp-
totique pour une diffusion avec bords, est réalisée par Ait-Sahalia (2002) [AS02]. Ces
travaux s’appuient sur une expression exacte de la transition de X comme espérance
d’une fonctionnelle d’'un pont brownien. Un probléme est que cette expression exacte,
qui avait été trouvée dans Dacunha-Castelle et Florens-Zmirou (1986) [DCFZ86],
n’existe que dans le cas unidimensionnel (méme si des possibilités d’approximations
existent encore dans le cas multidimensionnel [AS08]).

La propriété LAMN dans le cadre d’une diffusion multidimensionnelle & été éta-
blie par Emmanuel Gobet en 2001 [Gob01] [Gob02]. Un point crucial de ce travail
est l'obtention d’une nouvelle expression, basée sur le calcul de Malliavin, pour la
transition du processus X.

Dans le travail 8], réalisé¢ avec Emmanuel Gobet, 'objectif était de savoir si cette
nouvelle méthode pouvait s’étendre a la situation plus difficile d’'une observation
non markovienne. Bien que de nombreuses idées de ce travail soient générales, nous
nous sommes concentrés sur ’exemple de ’observation d’intégrales de diffusions. Cet
exemple nous apparaissait, a priori, plus simple que le cas d’une diffusion bruitée ou
qu’un modéle & volatilité stochastique.

27
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Une expression générale pour la ’fonction score’ du modéle.

La premiére étape de notre travail a été de généraliser & des observations non
markoviennes les expressions de la vraisemblance obtenues par calcul Malliavin dans
[Gob01]. Notons Ul = (Uf)z':o,m,n,l nos observations de la trajectoires (Xt9>te[0,1}-
Le vecteur U? est une fonctionnelle de Wiener que nous supposons réguliére au sens
de Malliavin (voir [Nua95|), et réguliére par rapport au parameétre 6. Notons K (0) la
matrice de Malliavin de U? :

K(0) = |(pUf, D.UY)| .
(9) VT [l o<ij<n—1
Théoréme 4.1. Sous la condition de non dégénérescence det(K(0))~! € N,LP on
a:

p ouf
E(uo,...,un_l,ﬁ):E sl > 5 K@) DU | | (U)); = (uy); |, (4.2)

0<i,j<n—1
ot § est l'opérateur de Skorohod.

Remarquons que la formule (4.2) n’est pas 'immédiate extension des formules de
E. Gobet sur la densité de transition. En effet, si on choisit U? = X{, notre formule
donne

P B ox/?
pt(x(]?y?e) - E |:5 < 80

qui n’est pas la formule de [Gob01]. En fait (4.2) étend la formule usuelle pour le
score d’un vecteur gaussien. En particulier si U? est un élément du premier chaos de
Wiener (et est donc gaussien), le membre de droite de (4.2) se calcule explicitement
et on retrouve la formule usuelle pour les vecteurs gaussiens. On voit que la matrice
de Malliavin joue exactement le méme réle que la matrice de covariance dans le
cas gaussien. En particulier, si les observations ont une structure de dépendance
complexe, la matrice de Malliavin est typiquement difficile & évaluer. Le membre de
droite de (4.2) reste alors trés dur a étudier.

—1
<D,Xf,D,Xf> D,Xf) | X, = y] :

Propriété LAMN pour des intégrales de diffusions.

Spécifions maintenant notre observation : on considére y une mesure positive sur
[0, 1] dont le support n’est pas réduit & {0,1}. Et on suppose que notre observation

est L
Onﬁ = (Y?)i:(),...,n—l = </ Xerz M(dS)) .
0 n 1=0,...,n—1

geeey

Notre résultat est le suivant.

Théoréme 4.2. Supposons a : Rx O — R, b : R — R de classe C* bornées
ainsi que toutes leurs dérivées. Supposons de plus, a(x,0) > a > 0 pour tout xz,0
Alors, la vraisemblance du modéle satisfait une propriété LAMN avec vitesse \/n et
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1 /:\ 2
information aléatoire Iy = 2/ <a> (X5, 0)ds.
0 a

C’est a dire, si Uon note p™? la densité de O™ sur R™ :

dpn,9+h/\/ﬁ 1
Vh S R, In W(Onﬁ) = hNn — §h2In + OP(l),
avec I, =2 Iy et N, —2 U x (Iy)'/2, o0 U suit une loi N'(0,1).
P loi stable

Remarquons que ce résultat nous apprend que linformation contenue dans le
modéle ne dépend pas de la mesure p et est en particulier égale & l'information
contenue dans les observations ponctuelles (X /n)i:O,...,n- En fait, on obtient aussi
comme sous produit de la preuve du théoréme 4.2 le résultat surprenant suivant : Si
on observe a la fois les moyennes locales (Y?)i:07,,,7n_1 et les observations ponctuelles
alors I'information du modéle est doublée. Cela veut dire qu’il n’y a pas de redondance
entre ’observation des moyennes locales et des valeurs exactes.

L’étude de la log-vraisemblance est essentiellement obtenue en intégrant la for-
mule (4.2) entre 0 et 6+ h/+/n. Cependant on ne cherche pas a appliquer directement
cette formule au vecteur O™? car Vexpression résultante est alors inextricable. On
utilise d’abord la méme astuce que dans le travail [5] en rajoutant des observations
ponctuelles de la diffusion a certains instants. Ceci permet de définir un ’sur-modéle’
dont I'observation est, pour k = k, entier,

ondsur — on.b | {ka/n, m=0,...,0,:= [n/k]}

En utilisant le propriété de Markov de X aux instants mk/n, la log-vraisemblance
du sur-modele est alors la somme de log-vraisemblances de blocs de taille &, pour
lesquelles on applique la formule (4.2). Si k,/n — 0, on montre que dans chaque
bloc, on peut approximer les données par des éléments du premier chaos. Pour cela
on contrdle erreur faite en norme Sobolev sur l'espace de Wiener, avec un ordre
suffisamment élevé, pour pouvoir faire la substitution dans le membre de droite de
(4.2). Tl est en particulier nécessaire de controler finement en n les moments de
Iinverse de la matrice de Malliavin d’un bloc de données. On utilise ensuite que ['on
sait faire les calculs, de maniére exacte, pour des variables du premier chaos.

Notons que pour bien évaluer les termes d’erreurs, on a aussi besoin de majo-
rations et minorations sur la densité du vecteur des données. LLe méme probléme
apparaissait dans [Gob01]-[Gob02]. Dans notre travail, nous montrons la proposition
suivante :

Proposition 4.3. Sous les mémes hypothéses que celles du théoréme 4.2, le vecteur
(X9, fol X%du(s)) admet une densité py,(u,v) qui satisfait :

e lem ) <y (u,0,0) < ey temelw ) (4.3)

Les constantes ¢y and cy dépendent seulement des bornes sur les fonctions a, a= !, b
et leurs dérivées.
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Pour prouver la proposition 4.3, nous nous inspirons des méthodes développées
par Hirsch et Song (1997, 1998) [HS97]|-[HS98| pour montrer la positivité des den-
sités de certaines fonctionnelles de Wiener. L’idée est d’utiliser un développement
de ces fonctionnelles autour de leur ’squelette’. Remarquons que la borne inférieure
dans (4.3) ne se déduit pas, a priori, des méthodes sur les ’variables uniformément
elliptiques’ introduites par Kohatsu-Higa (2003) [KH03| dans un contexte proche.



Chapitre 5

Vitesse d’estimation dans des
modéles cachés fractionnaires

Le premier travail que nous présentons trés succinctement est une note au CRAS
[9] rédigée durant ma thése. Elle concerne ’estimation du parameétre de diffusion
pour un modéle & volatilité stochastique. Les résultats sur la vitesse d’estimation
que nous obtenions, précisés par un travail ultérieur de Marc Hoffmann [Hof02|, nous
ont servis de motivations pour I’étude de processus cachés fractionnaires. Les deux
travaux [10]-[11] que nous présentons ensuite ont été réalisés avec Marc Hoffmann.
Nous considérons respectivement ’estimation d’un paramétre de 'type diffusion’ et de
Hurst pour un processus caché fractionnaire. Soulignons que les difficultés techniques
rencontrées dans le cadre des processus fractionnaires d’indice H € (1/2,1) sont trés
différentes (et plus délicates) que dans le cas des diffusions.

5.1 Le cas d’une volatilité brownienne

Considérons le modeéle & volatilité stochastique,

dY; = /VidW; (5.1)
dV;g == b(‘/t)dt + OCL(Xt)dBt,

ou B et W sont deux mouvements browniens indépendants. On observe la discréti-
sation (Yz’/n)i:O,...,w Le résultat que nous obtenions dans [9] est le suivant :

Proposition 5.1. Sous des conditions de régularité sur a et b analogues o celles de
[2], on peut construire un estimateur 0y, tel que n'/*(6,, — 0) soit tendue sous Py.

Dans un papier publié en (2002) Marc Hoffmann [Hof02] montre que cette vitesse
n'/* est la meilleure possible. Remarquons qu’il y a un lien tres fort avec le modele
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de diffusion bruitée étudiée dans [5]-[6]. En effet, notre observation est équivalente a

i+1)/n

)/ 2
VVed W,

(
O;L = log (n(yv(i—l-l)/n - }/i/n)Q) = log (\/ﬁ

loi (i+1)/n )
= log n/ Vsds | +1og N'(0,1)=.

n

On voit donc que la discrétisation d’un modeéle & volatilité stochastique est formel-
lement trés proche de 'observation de la volatilité avec un bruit (multiplicatif) de
taille 1. La vraisemblance est donc encore plus compliquée que dans le cas d’un bruit
additif, pour lequel on ne savait déja calculer 'information de Ficher que dans des
cas particuliers. Pour ces raisons, I’étude de I'optimalité dans [Hof02] repose sur des
méthodes non paramétriques qui utilisent la régularité du signal cachée V et ne donne
que des résultats sur la vitesse. Pour mieux comprendre ce résultat, avec Marc Hoff-
mann, nous avons considéré un modéle & volatilité stochastique avec des trajectoires
cachées dont la régularité est différente du cas brownien.

5.2 Estimation de paramétres dans un modéle a volatilité
stochastique fractionnaire

Considérons le modéle & volatilité stochastique
dY; = 0, dW;, oy = ®(0, W), (5.3)

ott WH est un mouvement brownien fractionnaire d’indice de Hurst H € (1/2,1), et
0 est élément d’un certain intervalle compact ©. Le paramétre H, supposé connu,
permet de calibrer 'indice de Hélder des trajectoires de la volatilité, ce qui permettra
de caractériser le lien entre la vitesse d’estimation et la régularité de la volatilité. La
propriété de mémoire longue du mouvement brownien fractionnaire est aussi une jus-
tification du choix de la volatilité dans le modeéle (5.3) (voir [CR96], [CR98], [BCALIS],
[Rob01], [CR02]).

Enoncons précisément les résultats obtenus avec Marc Hoffmann dans [10]. Nous
faisons les hypothéses suivantes.

Hypothése A. La fonction ¢ : © xR — R est élément de C% (i.e. admet des dérivées
d’ordre 3 qui sont au plus a croissance polynomiale).

Hypothése B. Pour tout 6§ € ©, x ~ ®(#,z)? est bijective de R vers un certain
ouvert X C R; (2,0) ~ a(f,z) = 9,9%(0, (%) 1(0,z)) est C} et Vo € X,V0 €
©,a(0,z) > 0.

Hypothése C. On a Vx € X,V € ©,0a(8,x)/a(0,z) > 0.

Le résultat d’estimation est :
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Théoréme 5.2. Soit H € (% 1) et supposons les hypothéses A, B et C. Alors il existe
un estimateur 0, basé sur (Yi/n)i=o,...n tel que

1 A~

n2+id (6,, — 0)
soit une suite tendue sous Py (uniformément en 0).

Remarquons que ’hypothése A est une simple hypothése de régularité et que
I’hypothése B permet de définir une fonction a qui joue le réle d’un coefficient de
diffusion. On peut en effet montrer que V = o est solution de dV; = a(0, V;)dW} ou
l'intégrale stochastique par rapport a W est définie trajectoriellement (en utilisant
H > 1/2). L’hypotheése C est alors une hypothése d’identifiabilité. Essentiellement ce
jeu d’hypothéses exclut que 6 ait le réle d’un parameétre de dérive que ’on ne pourrait
pas estimer (comme par exemple dans ®(6, WH) =0 + W}H).

L’estimateur est basé sur I’étude de la discrétisation d’une trajectoire de mouve-
ment brownien fractionnaire. On introduit V; = Nf +1)/N Vsds, i=0,...,N—1
et on consideére la différence généralisée

p
AdVZ- = Z djVHj, pour d= (do, ce ,dp).
Jj=0

En suivant Istas et Lang (1997) [IL97], on appelle ’ordre’ de la différence d =
(do, .. .,dp) € RPTL lentier m(d) tel que :

P P
pour k=0,...,m(d)—1: Zdiikzo’ et Zdﬂm(a)?éo
i=0 ;

Alors on peut démontrer le résultat suivant :

Proposition 5.3. Supposons H > 1/2 et m(d) > 2. Il existe une constante k4 p
telle que pour toutes fonctions h de classe Cllg :

N—p—1

—p— 1
NN (AT v)_ﬁ;dﬂ/ a(Vs, 0)*h(Vi)ds + 0, (N7V2). (5.4)
=0 0

De nombreux résultats de convergences existent dans des cadres proches de la
proposition 5.3 (voir [BM83], [GL89], [IL97], [Coe01]). La difficulté nouvelle provient
ici de la présence de la fonction de poids h(V;). De plus, ’absence de structure de
martingale pour le mouvement brownien fractionnaire rend impossible ’emploie des
méthodes usuelles dans le cadre des diffusions.

Pour démontrer (5.4) nous nous inspirons de la construction de I'intégrale stochas-
tique, par décomposition sur des bases d’ondelettes, donnée dans [CKR93|. En effet,

on sait étudier les quantités Sy (h) := N1 ZN P 1{ ]Avd‘gH) - lig’H} hin, quand

h est déterministe. Pour étendre & un processus stochastique ¢ — hy ~ h(V;) , on
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développe ce processus sur une base (déterministe) de L2(]0,1]). On utilise ensuite la
linéarité de 'opérateur h — Sy (h). La régularité de type Besov Bfoo de la trajectoire
du mouvement brownien fractionnaire nous permet alors de démontrer (5.4) dans le
cas H > 1/2.

Nous montrons ensuite que la vitesse n'/(
suivante.

2+4H) et optimale, sous I’hypothése

Hypothése D. Sur un compact K C R, inf e geo ®(0,2) > 0 De plus, infcr geo 0, P (0, z) >
0.

Théoréme 5.4. Soit H € [%,1). Supposons A et D. Alors la vitesse n'/(41+2) ¢gt
optimale au sens minimaz suivant. Pour tout ouvert non vide U C ©, il existe C > 0
telle que,
lim inf inf sup Py {v,, ! |F — 6] > C} >0,
ocU

n—oo F

ot linfimum est sur tous les estimateurs.

La preuve du théoréme 5.4 repose sur une extension de la méthode introduite dans
[Hof02], et la difficulté principale nouvelle réside dans le contréle d’'un changement
de loi par une formule de Girsanov sur le mouvement brownien fractionnaire (voir
Decreusefond et Ustiinel, 1999 [DU99]). Nous présenterons plus en détail dans le
paragraphe suivant une méthode générale pour obtenir des bornes inférieures, qui
contient essentiellement le théoréme 5.4.

5.3 Estimation de l’autosimilarité d’une trajectoire ca-
chée

L’objectif du travail [11], réalisé en commun avec Marc Hoffmann, était d’étudier
I'estimation du paramétre de Hurst dans un modéle proche du paragraphe précédent.
Nous simplifions le modele (5.3) en supposant que le processus caché est un mouve-
ment brownien fractionnaire et notre observation (Y;)i=o,... » en est une discrétisation
bruitée :

Vi=oW/, Yi=V,, +a(Vi,)&', i=0,...,n. (5.5)

Le travail précédent correspondait essentiellement & ’estimation du paramétre o pour
H connu, et nous nous intéressons maintenant & 'estimation de H avec ¢ inconnu.

Hypothéses et résultats

Considérons un ensemble de paramétres de la forme D := [H_, Hy| X [o_,04] C
(3,1) x (0,400).

On suppose que le processus V' et les bruits sont définis sur un méme espace de
probabilité et nous faisons 'hypothése suivante sur la structure des bruits.
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Hypothése A. (i) La fonction x ~~ a(x) est bornée el contindment différentiable
avec une dérivée bornée.

(11) Pour tout n, il existe une certaine filtration F" = (F{*,t > 0) telle que le processus
V' est adapté et le terme de bruit £ a Uinstant i/n est f6+1)/n—mesumble. De plus :

7ILJ,O'{gzn ’ zy}n} = O? 71117,0'{(5?)2 ’ zy}n} = 1’
et SUD(H,0)eD SUPin E?{,U{(gzn)ZL} < Fo0.

Cette hypothése contient en particulier le cas ot les bruits sont i.i.d. et indépen-
dants du processus.

Théoréme 5.5. Sous l’hypothése A, on peut construire un estimateur ﬁn dont la
vitesse est nt/(2H4H)

lim sup limsup sup P%70{n1/(2+4H)|fIn —H|>c¢}=0.

c—00 n—oo (H,0)eD

Remarquons que la vitesse dépend du paramétre que ’on cherche & estimer, ce
qui est une situation inhabituelle en statistique paramétrique. On peut montrer que
cette vitesse est optimale, sous les conditions supplémentaires suivantes.

Hypothése B. (i) On a inf; a(z) > 0.

(11) Conditionnellement a V', les variables ' sont indépendantes, absolument conti-
nues avec une densité, x ~> exp (—vm(x)), de classe C?. Cette densité, ainsi que ses
dérivées, sont négligeables devant 1/z% a Uinfini. De plus,

sup E{ (Lvin(€M)*(1 + [€2[%)} < +oo, (5.6)

7,n

et les fonctions x ~ %vm(x) sont Lipschitz, avec une constante de Lipschitz indé-
pendante de i,n.

Théoréme 5.6. Sous les hypothéses A et B et pour tout ensemble de paramétres D
non vide,

liminfinf sup P% {nY/CHH|F - H| > ¢} >0,

n—oo F (Hﬂ')ED ’

Uinfimum étant pris sur tous les estimateurs possibles.

L’hypothése B n’est pas uniquement technique. En particulier (5.6) assure que le
modele statistique de translation/dilatation unidimensionnel 6 — 6 + a(0)£* a une
information de Fisher finie. Ceci exclut des situations ou la position de la trajectoire
cachée V;/,, serait trop facile a estimer depuis I'observation Y; (comme par exemple
pour des bruits & de loi discrete...).
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Construction de ’estimateur

Le parameétre H est lié a la propriété d’invariance d’échelle du fBM donnée par
le relation (W/{{ )¢ = WIWH),. Trajectoriellement, cette propriété se retrouve, par
exemple, sur le développement dans une base multi-échelle. Soient d;x,j > 0, k < 2J
les coefficients dans une base d’ondelettes du signal (V;)yc[o,1) et introduisons I'énergie

contenue dans le niveau j :
27

Qj = Z( s k)Q-

k=0

Alors, la propriété d’invariance d’échelle implique une décroissance du type @Q; ~ 2J2H

(|TK92|, [CKR93|, [AGF95], [AV98]). Ceci suggeére d’approcher H en fonction des

+1

énergies du signal par H; = -1 log Q’ . Cette quantité n’est pas observée, mais si

~

Qjn est un estimateur non parametrlque de la fonctionnelle quadratique du signal
(;, on peut poser

Hin = —=log Qjrin, (5.7)
j7n

L’étude de la quantité ﬁj,n est alors inspirée des méthodes non paramétriques de
Gayraud et Tribouley (1999) [GT99] [Tri00] pour l'estimation adaptative d’une fonc-
tionnelle quadratique. En effet on peut écrire

ﬁjm—H:Hj—H-i-ﬁj,n—Hj

ou H; — H ne dépend que du signal et joue le role du biais en statistique non pa-
ramétrique. Au contraire, 7-A{j7n — 'H; provient de l'erreur d’estimation du signal et
joue le role d’un terme de variance. On peut alors déterminer la vitesse d’estimation
en cherchant & équilibrer ces deux termes. Cependant la situation est inversée par
rapport au cas classique : le terme de biais ne dépend pas de la régularité du signal
et décroit en 279/2, alors que le terme de variance dépend du niveau de régularité du
signal. En effet, U'erreur faite entre Qj n et Qj est d’ordre 27/2 /n, et par (5.7) on voit
que le terme de variance est de 'ordre

~ 23/2p=1  9§/2,—1

Hjn —Hj = @j,n = o %H (5.8)

ol la régularité du signal intervient dans la vitesse de décroissance du dénominateur.
L’équilibre entre termes de biais et variance est réalisé pour un niveau j = j,(H)
tel que 29n(H) ~ pt/(+2H) i conduit & la vitesse souhaitée. Comme ce niveau cri-
tique dépend de la régularité du signal que ’on ne connait pas, il faut recourir & une
méthode adaptative. Pour cela on définit un indice j* en cherchant & minorer la dé-
croissance (a priori inconnue) du niveau d’énergie @j,n qui apparait au dénominateur
dans le terme de variance (5.8). On pose donc

5 =50 {j | Qin =t}
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Sile niveau t; ,, est bien choisi on peut montrer que cet indice aléatoire j* est toujours
comparable & I'indice optimale.

Lemme 5.7. Si on choisit tj, = 2in=1 alors pour tout € > 0, il existe L > 0 telle
que
oir (" 2 gn(H) = Le) 21 —e.

On peut alors déduire que 'estimateur H, = ﬁjn vérifie les conclusions du
théoréme 5.5.

Idée de la preuve de la borne inférieure

Pour montrer la borne inférieure nous nous sommes inspirés des liens classiques
entre vitesse d’estimation et probléme de test sur des familles & deux points (voir par
exemple Le Cam [LeC73|, Donoho et Nussbaum [DN90], Donoho et Liu [DL91]).

Pour f une fonction de [0,1] dans R, notons P(. | f) la loi de l'observation
(Y3)i=o,....n conditionnellement & V' = f. De plus rappelons que la distance en variation
totale entre deux mesures de probabilité,

= lov = sup | [hd(p—p)|,
Alleo<1
est maximale quand les mesures sont étrangéres. Cette distance est alors égale & 2.
La premiére étape pour démontrer le théoréme 5.6 est de caractériser la précision
maximale & laquelle la trajectoire cachée peut étre reconstruite depuis ’observation.
On peut démontrer le lemme suivant.

Lemme 5.8. Supposons les hypothéses A et B. Pour tout € > 0, il existe M > 0 tel
que, n||f—gl|3 < M et les contréles sur la norme Hélder 1/2, Hng_ll/g\/HgH%Ug <M,
impliquent :

[P =P g)llry <2—e

Ce lemme montre que depuis 'observation, il est impossible de discerner exacte-
ment deux signaux cachés dont la distance en norme L? est de I'ordre de 1//n.

Pour montrer que la vitesse maximale d’estimation est nﬁ, on considére un
probléme de test entre deux points de l'espace des paramétres Hy et H; tels que
Hy ~ Hy + nfﬁ. L’idée est de construire un ’couplage’ entre deux mouvements
browniens fractionnaires d’indice respectif Hy et Hp tel que, trajectoriellement, les
deux processus soient a distance 1/y/n. Par le lemme 5.8, il est impossible de savoir
lequel des deux processus a été observé. Il en résulte qu’il est impossible d’estimer si
Hy ou Hj est la vraie valeur du paramétre.

Cependant un tel couplage est trop contraignant a réaliser (et est sans doute
impossible). On relache donc une contrainte dans la construction en s’autorisant
a remplacer un des deux browniens fractionnaires par un processus dont la loi est
équivalente.

Rigoureusement, nous montrons la proposition suivante (et démontrons ensuite
qu’elle est suffisante avec le lemme 5.8 pour obtenir le théoréme 5.6).
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Proposition 5.9. Soit Hy € (1/2,1), o9 > 0 et posons Hy = Hy + I_ln_ﬁ,
o1 = oo(1+ I (log n)nfﬁ)

Pour I suffisamment grand, il existe une suite d’espaces de probabilité (X", X", P")
sur lesquels on peut construire deux processus stochastiques (fi’n)te[ovl], 1= 0,1 tels
que :

(i) Pour 1/2 < o < Hy, les suites des normes Holder, ||£9" |3 et ||E17™|3a, sont
tendues sous P™.

(it) Définissons, pour i = 0,1, les lois sur R"*! - Pt = [ P"(dw)P"(. | £ (w)).
On a alors : ‘

lim ||P"" =P} [Ty =0, i=0,1.

n—00 e

(iii) Il existe une transformation mesurable T™ : X™ +— X™ telle que la suite n||&5™(w)—
E0(T™(w))|3 soit tendue sous P™.

(iv) Si n est suffisamment grand, la mesure de probabilité P™ et sa mesure image
T"P"™ sont équivalents sur (X™, X™). De plus, pour un ¢* € (0,2), on a

”Pn — TnPn”TV <2- ct <2
pourvu que n soit assez grand.

Les processus &% et €17 sont des approximations des browniens fractionnaires
d’indice Hy et H;. Le point (ii) signifie que ’observation bruitée de ces deux processus
est statistiquement équivalente au sens de Le Cam [LC86| a I'observation bruitée
des browniens fractionnaires. Le point (iii) signifie que l'on peut transformer chaque
trajectoire d’un des processus en l'autre avec une erreur d’ordre 1/y/n. Et le point
(iv) signifie que cette transformation 7™ laisse ’invariante’ la loi des processus. Les
conditions (iii) et (iv) sont essentiellement contradictoires. L’équilibre entre elles deux
détermine la vitesse d’estimation du probléme.

Pour construire ce couplage, nous utilisons la représentation du mouvement brow-
nien fractionnaire, sur une base de L2(R), donnée par Meyer, Sellan et Taqqu (1999)
[MST99]. Un avantage de cette représentation est que les coefficients basses fréquences
forment une série temporelle de type ARFIMA et les coefficients hautes fréquences
sont i.i.d. Les approximations %" (resp. £1'") sont obtenues en ne retenant qu’un
nombre fini de coefficients dans les représentations de oW Ho (resp. oy WH1). La
transformation 1" consiste alors & envoyer les coeflicients basses fréquences de la re-
présentation correspondant & I'indice Hy sur ceux correspondant a I’indice Hy. Pour
contréler I'influence de T™ sur la loi du processus, nous devons majorer des distances
entre matrices de Toeplitz de grandes tailles. Pour cela nous nous inspirons des mé-
thodes utilisées par Dahlhaus (1989) [Dah89|, Fox et Taqqu (1987) [F'T87] dans le
contexte d’observations de séries temporelles & mémoire longue. Ces calculs sont assez
longs et délicats. Ils sont présentés dans la 'version détaillée’ du papier [11].



Chapitre 6

Etude statistique de signaux
multifractals

Les signaux multifractals apparaissent dans de nombreuses disciplines telles que la
turbulence, la finance, ’étude du trafic internet ou celle du génome (voir par exemple
[Kol62], [Fri95], [AdCBT 96|, [GBP196], [Man97]|, [PW99|, [BMDO0|, |[YALO1]).

De maniére heuristique, une fonction multifractale est une fonction f pour laquelle
le comportement asymptotique de la norme [P des accroissements

tog (16 S 1k + 13) — £P)
lim =—s (6.1)
0n—0 1Og5n

dépend du choix de p. Nous renvoyons, par exemple, & Lee et al [LLRO06], ot il est trés
clair que sur certaines données financiéres la limite dans (6.1) dépend de p. Etudier
des signaux multifractals nous apparaissait, aussi, assez naturel aprés nos travaux
sur le brownien fractionnaire. En effet, si f est la réalisation d’'un M.B.f., la limite
dans (6.1) vaut presque sirement l'indice de Hurst (indépendamment de p).

Le premier travail présenté dans ce paragraphe [12], réalisé¢ avec Marc Hoffmann,
est cependant trés différent des travaux précédents. Il s’agit d’étudier le probléme
classique de la vitesse d’estimation minimax d’une fonction inconnue appartenant
a une certain espace fonctionnel. En utilisant les résultats de S. Jaffard [Jaf00], on
résout ce probléme sur un espace de fonctions de régularité multifractale prescrite.
Un des points important de ce travail est qu’il généralise les résultats bien connus de
vitesse minimax sur les espaces de Besov classiques.

Le second travail [13] présenté concerne les processus de cascades multiplicatives,
qui sont des processus dont les trajectoires sont multifractales. La motivation de
ce travail provient de constatations empiriques, faites par E. Bacry et J.F. Muzy
[MBBPO8|, sur les données de turbulences. En effet sur ces données, le comportement
dans (6.1) semble différer selon le temps total d’observation T'. Pour comprendre cela,
nous étudions la convergence (6.1), pour f réalisation presque stire d’un processus
de cascade, avec 4, — 0 et T' — oo. Ce travail, en collaboration avec E. Bacry, M.

39
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Hoffmann et J.F. Muzy, étend les résultats de [RSGWO03] qui considérait le cas d,, — 0
et T'= 1. En particulier, nous montrons que la limite de (6.1) dépend effectivement
du comportement asymptotique de T

6.1 Le probléme de ’estimation non paramétrique revi-
sité

Considérons le modeéle de bruit blanc gaussien :
Y.(dz) = f(z)dz + ¢ W(dx), (6.2)

ol f € L2([0,1]¢) et W(dz) est un champ gaussien sur [0, 1]¢ centré, d’intensité don-
née par la mesure de Lebesgue. Les observables sont de la forme Yz(p) := (¢, f) +
e [ (z)W(dz), pour toutes fonctions tests ¢. Il est bien connu que la vitesse d’esti-
mation de f dans (6.2), sous Pasymptotique ¢ — 0, est représentative de la vitesse
d’estimation dans d’autres problémes non paramétriques : régression, estimation de
densité (voir [IH77], [BLO6], [Nus96], [GNOS]).
On appelle risque minimax sur une classe de fonctions F, avec perte L™ (7 > 1),
la quantité :
R(m,F,e) = inf sup (Ef’ fg —f
fe feF

:) v (6.3)

L’évaluation du risque minimax pour différentes classes de fonctions (régularité Hol-
dérienne, Sobolev, Besov, analytique) a été le sujet de nombreux travaux (voir [IK76],
[TH77], [IH78], [Nus85|, [GLT96]). Plus tard, le probléme d’adaptativité par rapport
a la classe F a aussi été étudié (|JGN90|, [Lep90|, |Lep91|, [GN92|, |Lep92b]|, [Lep92al,
[Don94|, [DJ94al, [DJKP95|, [DJKPI6], [DJIS]).

Le fait principal est que la vitesse d’estimation dépend de la régularité de la
fonction & estimer. Pour illustrer cela, rappelons les résultats de Donoho et al (1996)
[DJKP96] dans le cadre des boules des espaces de Besov. La norme Besov d’indice
s >0, p> 0 est, par exemple, définie comme

p)l/p

(o1
£, = s 25D (S
= k

olt (1 )j>—1.k est une base d’ondelettes de [0, 1] (voir [Coh00]).

Donoho et al (1996) [DJKP96]| évaluent le risque quand la classe de fonction est
une boule F = B;OO(T‘) de rayon r de ’espace de Besov. Le controle asymptotique
sur le risque minimax dépend des relations entre 7, p et s, et est donné (& un facteur
log preés) par la décroissance polynomiale :

R(m, B, (1),€) Xe—o0 220(s.p,7)
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L’expression de la vitesse est [DJKPI6] :

d—i?s sim < p(l+2s),
v(s,p,m) =

s—=1/p+1/m .

_— > p(l+ 2s).

d+2s—2/p st 2 p(l+2)

On voit que cette expression présente un 'coude’; qui fait que la vitesse devient plus
lente si la norme de perte est trop grande par rapport & la norme de contréle de
la régularité. Les deux cas m < p(1 4 2s) (resp. m > p(1 + 2s)) sont parfois appelé
cas ’dense’ (resp. cas ’lacunaire’) a cause de la structure des mesures des problémes
bayesiens associés (voir [DJKP96|, [DJ94b] ). Le cas m = p(1+2s) est souvent appelé
‘cas critique’.

Avant d’introduire la classe de régularité qui nous intéresse, nous avons besoin de
quelques rappels d’analyse multifractale.

Les fonctions multifractales et la conjecture de Frisch-Parisi

En analyse, la notion de multifractalité est d’abord une notion de régularité locale.
Soit 29 € [0,1]¢ et a > 0, on dit que f est C*(zo) si il existe ¢ > 0 et un polynome
P,, de degré au plus [a] tel que sur un voisinage de xg :

‘f(x) - Pxo(x)’ < C’.%‘ - xo‘a.
L’exposant de Holder de f en xq est

h¢(zo) == sup {a >0, fe Co‘(xo)}7

et on considére 'ensemble des points de régularité exactement H :
S¢(H) :={z €[0,1]%, hy(x) = H}.

Cet ensemble est typiquement de mesure nulle, mais on peut évaluer sa taille en
posant pour tout H,

(6.4)

0y () {dime(H) si Sp(H) # 2,

—00 siSp(H) =

ou dim est la dimension de Hausdorff. La fonction H +— d(H) est appelé spectre de
singularité de f. Une fonction est considérée multifractale si d(H) # —oo pour au
moins deux valeurs de H.

1l est clair que cette notion est délicate & manipuler en pratique. Cependant elle
est reliée & la quantité suivante plus exploitable. Pour p > 0, on pose

sf(1/p) :==sup{s >0, f € By }. (6.5)
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La fonction 1/p +— s¢(1/p) € (0,00] est bien définie dés que f est globalement
Holder, et est appelé frontiére du domaine de Besov de f. Notons que les indices
s¢(1/p) définis rigoureusement dans (6.5) sont essentiellement les mémes que la limite
apparaissant dans la définition heuristique (6.1). On peut montrer le lemme suivant
(voir [Jaf00]).

Lemme 6.1. La fonction s¢(-) est croissante, concave et vérifie s'p(-) < d.

Il avait été conjecturé par U. Frisch et G. Parisi [FP85] que la régularité locale
(6.4) peut étre retrouvée depuis des informations globales du type (6.5). La relation
proposée (aussi appelé 'formalisme multifractal’) est de la forme suivante :

dy(H) = n;f {pH — pss(1/p) +d}. (6.6)

Des arguments heuristiques qui permettent de deviner (6.6) peuvent étre trouvés dans
[FP85], [Jaf97] ou [12]. I existe des fonctions f qui ne vérifient pas la relation (6.6),
cependant Jaffard (2000) [Jaf97| montre que dy(H) est nécessairement inférieur au
membre de droite de (6.6) (& condition de réduire ’ensemble des p sur lequel I'infimum
est calculé). Il montre aussi, dans [Jaf00|, que la conjecture est vérifiée pour quasi-
toutes les fonctions.

C’est a la lecture de ce papier, que nous est venu l'idée du programme suivant.
Puisque la régularité locale est reliée & une description en espace fonctionnel, peut-on
caractériser la vitesse minimax sur cet espace et la relier & la régularité locale ?

Résultats de vitesse d’estimation

Soit s une fonction vérifiant les conclusions du lemme 6.1 et s(0) > 0. Il est naturel
d’introduire ’ensemble des fonctions dont le domaine de Besov est inclus dans celui
limité par s :

M(s(~),7') = {f € LQ([O, 1]d), sup ] HfHB;(;{p) < 7“}. (6.7)

p€(0,+00

Bien sur, seul le bord du domaine, c’est a dire les fonctions f telles que sy = s, seront
vraiment importantes dans la suite.
Pour 7 > 1, introduisons I’équation suivante en p :

s(1/p) = g <Z - 1) . (6.8)

Notons p* la solution nécessairement unique (si elle existe) a cette équation.

Théoréme 6.2. Si s'(c0) < dr/2 (qui est toujours vrai si m > 2), alors la solution
p* de (6.8) eziste.
— On peut construire un estimateur f. r tel que :

2s(1/p™)
s (By|[for

™\ 1/7 57**
) / < <5\/log i) o (log 1> , (6.9)
rem(s()r) T ¢

ot < signifie inférieur a une constante prés qui dépend de 7, s(-) et r seulement.
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FI1GURE 6.1 — Régularité effective en fonction de 7 et s
s(1/p)

s(1/p*) 1

s(0)

— 1/p
s 1/p*

_11/2 o

— Cas extremal : Si §'(-) = 0 sur un voisinage 1/p* alors on a le raffinement :

2s(1/p*)
T\ 1/ 1 2s(1/p*)+d
) < | ey/log 2 .
™

On voit que s(1/p*) joue le role d'un indice de régularité effectif dans le probléme.
La figure 6.1 illustre les notations du théoréme. Remarquons que lorsque 7 croit vers
00, il est clair sur le dessin que s(1/p*) décroit jusqu’a s(0), la régularité Holder
globale des fonctions de la classe. Intuitivement cela n’est pas surprenant.

Le résultat suivant précise que la vitesse de (6.9) est optimale & un facteur log
pres.

fs,ﬂ_f

o

Théoréme 6.3. Le risque minimaz sur la classe M(s(-), 7’) est minoré de la maniere
susvante :
- Si '(1/p*) > 0, alors

2s(1/p*)
55(1/p )+
R(m, M(s(-),r),€) <5\/log i) T (6.10)

- Si §'(1/p*) =0, alors

25(1/p*)
R(m, M(s(),7),¢) 2 =077+,

On verra que la distinction s'(1/p*) = 0 contre s'(1/p*) > 0 correspond essentiel-
lement & la distinction standard entre cas 'dense’ et cas ’lacunaire’ dans le cas des
espaces de Besov.

On peut maintenant faire le lien avec la régularité locale des fonctions. Notons
.7:77(5(-),7‘) le sous ensemble des fonctions de M(s(-),r) pour lesquelles le spectre
de singularité est donné par la conjecture de Frisch-Parisi. Rappelons ’énoncé précis
donné par Jaffard (2000) de cette conjecture [Jaf00] :

A(H) = inf {Hp—ps(1/p) +d}, VH € [s(0),d/p.]
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ou p est la solution de s(1/p.) = d/pe.

Théoréme 6.4. Les bornes sup et inf des théorémes 6.2-6.3 sont vraies sur FP(s(-),r).
De plus, si m > p. + 2, l'exposant de la vitesse d’estimation s’exprime de la maniére

suwante : L/ u i d(H
d+2s(1/p*)  He[s(0),d/p] 2H +d

La formule (6.11) nous permet de voir comment dans la vitesse d’estimation
Pimpact des points de régularité H est pondéré par leur quantité (mesurée en terme
de dimension). En particulier si m — oo, leffet des dimensions s’estompe et la vitesse
est gouvernée par lirrégularité la plus forte présente dans le signal : H = s(0).

Oun retrouve aussi la séparation cas 'dense’/lacunaire’. En effet dans le cas dense,
s'(1/p*) = 0, 'infimum dans (6.11) est atteint pour un H tel que d(H) = d. Sous la
condition s'(1/p*) > 0, il est atteint pour un H tel que d(H) < d.

Construction de ’estimateur et explication de la vitesse

L’estimateur utilisé est une estimateur de type seuillage de coefficients sur une
base de L2([0, 1]%). Cette base vérifie des propriétés de base inconditionnelle et de "su-
per concentration’; telles que présentées dans Kerkyacharian et Picard (2000) [KP0O0].
Un point clé de ces propriétés sur la base est qu’elles permettent de contréler les
termes d’erreur non linéaire, en norme L™. En effet, elles permettent d’écrire, pour
7 # 2, la relation de type orthogonalité suivante (voir [DKT98]) :

™

> ikligmeny| <D IiklTlGmeny (6.12)
() .Gk

ou A est n'importe quel sous ensemble d’indices. La vitesse de I'estimateur est alors
reliée & 'appartenance & des espaces de Besov faibles pour le signal. Ce lien est étudié
précisément dans les travaux sur les problémes de maxiset (voir [KP02], [Riv05]). Il
apparait clairement en comparant le membre de droite de (6.12) a la définition de la
norme de I'espace de Besov faible /4 oo (7) :

V= ch,kwj,m HfHqu(ﬂ) = iggtq Z 5kl L e )=t}

Jk (3,k)

Essentiellement, on peut montrer que la vitesse d’estimation pour un signal dans
lyoo(m) est 1 — q/m. Pour voir apparaitre la vitesse de notre probléme il faut donc
chercher pour quelle valeur minimale de ¢ le signal est élément de ;o (7). A cette
fin, rappelons le résultat de [KP00] sur le lien entre espaces forts et faibles :

Proposition 6.5. (Theorem 6.2 dans [KP00]) Si 1 <m < oo, s >0,

e oo C sz (m). (6.13)
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Par la définition (6.7), on peut appliquer cette proposition a tout couple (p, s) =
(p,s(1/p)). En cherchant & minimiser l'indice ¢ = %Id résultant, on voit qu’il faut
considérer p* = sup{p | p > W}. Ceci conduit immédiatement & I’équation
(6.8). Rigoureusement, on ne peut pas appliquer les résultats a ce p critique qui
vérifie 'égalité p = 25&%. On remplace alors (6.13) par un résultat proche, sans

que cela change la vitesse (& des facteurs log pres).

La borne inférieure et les risques Bayésiens

Pour démontrer le théoréme 6.3, nous considérons un probléme Bayésien, avec une
mesure a priori p sur I'espace L2([0, 1]%). Ce probléme Bayésien doit étre comparable
avec le probléme minimax initial. Il faut, en particulier, étre capable de construire
une mesure qui, avec forte probabilité, charge les fonctions de Iespace /\/l(s(-),r).
Cependant, méme la construction d’un seul élément de ./\/l(s(-), r) est un probléme
compliqué, qui est résolu dans Jaffard [Jaf00]. L’expression trouvée dans [Jaf00] nous
semblait difficile & exploiter si s(-) est quelconque. Cependant si s est linéaire, le
résultat de S. Jaffard se simplifie, et la construction est essentiellement une "série
lacunaire" d’ondelettes a coefficients déterministes.

Considérons donc une fonction linéaire 5(1/p) = B+ a/p avec a € [0,d] et 5 > 0.
Si on choisit pour § une fonction tangente & s, on a alors par concavité : 5(-) > s(-).
On déduit donc I'inclusion M (3(-),7) € M(s(-),r) qui conduit & la comparaison des
risques :

R(m, M(5(-),7),€) < R(m, M(s(:),r),¢€). (6.14)

Le lemme suivant, simple, nous permet de construire des éléments de M(é(), r)
comme séries lacunaires :

Lemme 6.6. Soit g =3 ;50 ) cjktjx telle que :
Vi k, el < 9—3(B+d/2)
et le nombre de coefficients différents de zéro satisfait :
Vj, Card{k, cjj # 0} < 2/(d=2),
Alors, on a HgHBﬁf;{p) <1 pour tout p > 0.

Ce lemme nous suggére de définir une mesure a priori de la maniére suivante. On
fixe un niveau j et on choisit au hasard les coefficients c¢;j de la fonction f sur ce
niveau j en posant :

P r273(6+d/2)  ayec probabilite 277!
K10 avec probabilite 1 —27Ja~1

La pente « calibre donc le niveau de lacunarité de la mesure a priori. Pour o = 0 la
mesure est dense. Notons p; la mesure ainsi définie et considérons le risque de Bayes
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associé, pour un estimateur f quelconque :

nanld) = ( [, EA01F- fIIZw]uj(df)>l/7r-

En nous inspirant des méthodes de [DJ94b], nous montrons les minorations suivantes
pour le risque de Bayes.

Proposition 6.7. 1) Si a # 0, prenons M avec 0 < M < r~22log?2 et soit j = j(e)
satisfaisant

Ma(j — 1)20-D(28) < 572 < Mo j2i(d+20),

Alors, on a :

- d+28
ir}fé’BJ(E)m(f) 2z <z~: log ;) . (6.15)

2) Si o =0, prenons j = j(e) satisfaisant

2U=1(d+20) < =2  27(d+25)

on a alors :
T _mB
inf Ep joy - ()" = 77425, (6.16)
f

On peut ensuite montrer que le risque minimax sur M(E(), r) est comparable au
risque Bayésien pour la mesure p;. Puis par la comparaison (6.14), on voit que les
membres de droite dans (6.15)-(6.16) sont des minorations pour le risque minimax
sur ./\/1(5(), r). Le choix de « et (3 est libre, pourvu que 5(1/p) = G+ «/p soit tangent
a s. Si on optimise ce choix, on voit qu'il faut considérer une tangente en 1/p* et la
borne inférieure est alors (6.10). Le théoréme 6.3 est ainsi démontré.

Un point intéressant dans la preuve est que le niveau de lacunarité de la mesure
bayésienne dépend de la pente de s(-) en l'indice critique 1/p*. En particulier la
mesure est dense si a = §'(1/p*) = 0.

Un autre point intéressant dans la preuve est que le choix de la tangente optimale
nous montre la relation suivante sur la vitesse :

s/pY) _ ., at7b
d+2s(1/p*)  ap d+28°

ou l'infimum est restreint aux couples «, 5 définissant une tangente a s. Cet infimum
se réexprime aisément en utilisant la transformée de Legendre de ¢ — s(q). Or d(H)
est reliée par (6.6) a la transformeée de Legendre de p — ps(1/p) (qui est la réciproque
de la précédente). Par quelques calculs standard sur les fonctions concaves on en
déduit Pexpression (6.11).
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Exemples de domaine de Besov

e Retour sur les boules de Besov. En fait le cas classique F = B, (r) est contenu

dans nos résultats. Il correspond en effet au bord du domaine de Besov défini par la
fonction suivante (voir figure 6.2) :

so+d(1/p—1/po) si0<1/p<1/pg
S0 sinon.

SSO,Po(l/p) = {
On retrouve en particulier que la mesure de Bayes est, soit dense (si s'(1/p*) = 0),

FIGURE 6.2 — Cas d’un seul espace de Besov

8({[p)

S0 1 Ss0,p0
So—d/po 7
,
a —— 1/p
e 1 1
’ P*  po
'l
_d/2 o

soit avec un degré maximum de lacunarité (si s'(1/p*) = d, comme sur le dessin). Le
cas 'critique’ correspond a 1/p* = 1/pg et il y alors une infinité de tangentes possibles
a la courbe en ce point. 11 y a donc une infinité de mesures de Bayes possibles dans
la preuve de borne inférieure (si on combine ces mesures, on peut gagner un facteur
log dans la borne inférieure, ce qui est connu dans le cas ’critique’).

o L’intersection de deur espaces de Besov. A titre d’illustration, on peut calculer la
vitesse minimax sur l'intersection de deux boules de Besov, F = B! (r)N B2 (7).
On voit apparaitre trois régimes selon les valeurs de 7. Si 7 est au dessus d’un certain
seuil la vitesse est donnée par le régime ’lacunaire’ de I'un des espaces de Besov, si 7
est sous un certain seuil la vitesse est celle du régime ’dense’ de "autre espace. Entre
ces deux seuils, une nouvelle vitesse apparait (qui mélange l'information sur les deux
espaces).

e Un signal avec Chirps. Dans [HKP99|, Hall, Kerkyacharian et Picard déve-
loppent une méthode de seuillage par bloc pour une perte L2. Ils considérent une
classe de fonctions de régularité Holder global sy avec des singularités isolées de type
"chirps’. Ces singularités sont décrites par un niveau Holder s; < so et un niveau de
portée v € [0, 1]. Les auteurs précisent des conditions pour que les singularités isolées
ne contribuent pas et que la vitesse d’estimation soit donc sy /(252 + d).

En fait on peut identifier un bord de domaine de Besov qui correspond a 1’en-
semble fonctionnel décrit dans [HKP99|. Notre méthode permet alors de retrouver
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les conditions de [HKP99| (qui correspondent & un cas dense). On peut, en plus,
étendre les résultats au cas ou les singularités isolées ne sont plus négligeables. Notre
méthode donne alors de nouvelles vitesses (qui dépendent de s1, s2 et ).

o Signaux aléatoires multifractals. Dans [12] nous déterminons la vitesse d’esti-
mation quand f est la réalisation de certains processus aléatoires multifractals (séries
lacunaires aléatoires, cascades).

6.2 Modéle de cascades multiplicatives en asymptotique
mixte

Ce travail [13], réalisé avec E. Bacry, M. Hoffmann et J.F Muzy, concerne la
statistique des processus de cascades. Initialement, ces processus ont été proposés par
B. Mandelbrot [Man74| pour modéliser la dissipation d’énergie en turbulence. Plus
récemment, il a été montré que ces modéles décrivent bien certains faits empiriques
des séries financiéres (voir [BP03], [MFC97|, [BMDO00]).

Avant de présenter nos résultats, rappelons quelques définitions sur ces processus.

Définition des cascades multiplicatives

Dans la suite on notera, r = (r1,...,7;) € {0,1}, un j-uplet de longueur j
quelconque. On peut considérer r comme une chemin dans un arbre dyadique et
pour ¢ < j, on notera r|i le chemin raccourci :

rli=(ry,...,r).

Pour r € {0,1}/ on note I, = [ZLI 7271 g:l 7;27% + 277] I'intervalle de longueur
277 obtenu par j divisions successives de [0, 1].

Soit {Wr},c10,1}4, jen un ensemble de variables i.i.d indexées par tous les r-uplets
de longueur finie. On suppose que la loi commune de ces variables vérifie W > 0,
E[W]=1.

Pour tout j € N*, on définit une mesure aléatoire p; sur [0,1] dont la dérivée
par rapport a la mesure de Lebesgue est constante sur les intervalles dyadiques de
longueur 277 en posant :

j
%(x) = HWM’ pour z € I, et tout r € {0,1}.
i=1
La figure 6.3 présente comment ces densités sont obtenues par récurrence (en décou-
pant chaque intervalle dyadique en deux et en multipliant par une variable indépen-
dante sur chaque nouvel intervalle). La mesure de cascade pioo est obtenue en passant
a la limite j — oco. Par exemple, la masse totale est donc :

Hoo ([07 1]):j1LI&2_j Z HWTl’L

re{0,1}1 i=1
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FIGURE 6.3 — Définition des mesures p; sur [0, 1].

dpo  Q 1 1
- | i
XWO XW1
dpr 0 Wo 1{2 441 1
o ! } i
X Woo xWor  xWio X W11

dps WoWoo = WoWor = WilWie = Wil

dx L] L] L] 1

Le processus de cascade est obtenu en intégrant cette mesure :
X = poo([0,t]),  VE€(0,1].

Rappelons le résultat de Kahane et Peyriére [KP76| sur l'existence de la mesure
limite.

Théoréme 6.8 (Kahane et Peyriére). 1) Si E[W log, W] < 1 la variable aléatoire
too ([0, 1]) n'est pas presque sirement nulle.
2) Si on pose T(p) = p — logy E[WP] — 1. Pour p > 1,

7(p) > 0 = E[po([0, 1])?] < 0.

Par construction, le processus vérifie des relations d’autosimilarité comme par
loi

exemple X5 = (W/2)X1. On peut alors aisément voir que, si les moments sont
finis, ils vérifient la relation exacte :
P 1\ 7)+1
E [(Xﬂ —Xﬁ) ] - <) E[XY]. (6.17)
27 27 27

Ceci explique le comportement multifractal dans le sens ou la limite de (6.1) doit
dépendre de p au travers de 'exposant 7(p). Posons

29 -1

SGp) =Y (X% —X%)p.

k=0

Ona E[S(j,p)|=27"WE [X?]. Cependant, un des faits les plus importants des pro-
cessus de cascades est que les moments empiriques n’ont pas le méme comportement
que leur espérance si |p| est trop grand.



50 CHAPITRE 6. ETUDE STATISTIQUE DE SIGNAUX MULTIFRACTALS

Théoréme 6.9 (|Mol96], [OWO00]|, [RSGWO03|). Soit p € R alors,

1 .
lim M —70(p),
j—o0 - p.S.
ot To(p) est égale a
7(p), Vp € (py,p0)
To(p) =4 hgp, Vp>pg (6.18)

hop, Vp <py

avec

,00], hi =7'(p}),

ps =inf{p >1|pr'(p) — 7(p 1
00,0), hy =7'(pg).

) <
py =sup{p < 0| pr'(p) —7(p) <0

0} € (

yel-

Cet effet de linéarisation (6.18) de la loi d’échelle pour |p| grand est classiquement
observé sur les données de turbulence (voir par exemple [OWO02|, [LACO04]).

Cependant, les exposants p§ ol interviennent la linéarisation semble dépendre du
rapport entre la longueur totale de la série observée et I’ "échelle intégrale" (ou échelle
de décorrélation) du phénomene ([MBBPO08]). En particulier, il est constaté que la
linéarisation apparait pour des valeurs de |p| plus grandes si le temps d’observation
est important.

Un choix d’asymptotique mixte

Pour comprendre cela, dans [13], nous considérons donc un modeéle de processus
multifractal (X;);>0 dont 1’échelle typique de décorrélation est finie (égale & 1). Le
temps total d’observation tend vers —+oo.

Pour tout m > 0, on se donne (ug?)) une mesure de cascade sur [m,m + 1] de
générateur W. Ces cascades sont indépendantes, et on définit un processus (Xi)i>0

en intégrant la somme de ces mesures :

,_A

X, = ) + u<l)zz+1 Vvt € [m,m + 1].
=0

Nous considérons les moments empiriques des accroissements, avec pas 277, sur un
intervalle [0, N], (N > 1) :

N2/ -1
. p
SG,N.p) =S (Xk;—X%) . (6.19)
k=0

Par (6.17), on a E[S(j, N,p)] = N2 B[X7V).
Dans [13], nous étudions le comportement de S(j, N, p) dans 'asymptotique mixte
j —ooet N — oo.
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Théoréme 6.10. Supposons que N ~;_. 29X quec x > 0 alors :

1 i, N
hIIl 08g9 S(]v ap) N Tx(p);
J—00 -—] p-S.

ot Ty (p) est égale a

7(p) = x, Vp € (py,py)
() =1 hip, Vp > pi
h p, Vp < py
avec

py =inf{p >1|pr'(p) —7(p) <0} € (1,00], h =7'(p}),
py =sup{p < 0| p7'(p) —7(p) <0} € [~00,0), hy =7'(py).

Ce théoréme permet de voir que la linéarisation est repoussée pour des valeurs de
|p| plus grandes. Ceci confirme les résultats empiriques.

Pour démontrer le théoréme 6.10, nous démontrons en fait le résultat plus fort
qui est la convergence presque sir de 2770t (5 N, p) vers une constante. Nous
précisons ensuite cette convergence par I'obtention d'un TCL. La preuve s’inspire
de celle du théoréeme 6.9 dans [RSGWO03]. Une des difficultés nouvelles, ici, est que
nous avons besoin d’évaluer les moments des mesures p; qui apparaissent dans les
construction de cascades quand les conditions du théoréme 6.8 pour la bornitude
de ces moments ne sont plus vraies. Pour exploiter I'indépendance des cascades,
qui permet de compenser ces problémes d’explosion des moments, nous utilisons
une inégalité de type interpolation entre L' et L? pour des sommes de variables
indépendantes (voir [vBE65]).

Dans notre travail, nous étendons aussi les résultats de convergence quand on
remplace dans (6.19) les accroissements de X par des coefficients dans une base
d’ondelettes. Les calculs sont alors plus délicats car la base d’ondelettes n’est pas
nécessairement adaptée a la structure dyadique utilisée dans la construction des cas-
cades.

Finalement, nous montrons que ’on peut déduire du théoréme 6.10 une caracté-
risation de type grande déviation de la distribution des accroissements du processus
sur [0, N]. Pour cela, soit d(h) le spectre multifractal tel que prévu par la conjecture
de Frisch-Parisi (6.6), qui s’écrit ici : d(h) = inf,cr{ph — 7(p)}.

Théoréme 6.11. Soit h € (hi,hy), alors :

1 . , ,
lim lim = log # {k €f{0,..., N2 —1} | 2790t < X} — X, < 2—J<’H>}

e—0 j 27 2]

= x +d(h), (6.20)

ke{0,...,N2 —1} | 2770+ < Xy — X < 2—j(h—a>}

— 1
lim lim — log # {
e—=0 7 27 27

= x +d(h). (6.21)
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Ce résultat permet de dénombrer la quantité de singularités correspondant & un
exposant de Holder h dans le signal. Le théoréme 6.11 montre que, en asymptotique
mixte, des singularités de régularité plus forte (et plus faible) apparaissent. Elles
correspondent aux exposants h € [, he) (resp. h € (hy, hy]). Ce résultat permet
de comprendre que des estimateurs basés sur la statistique d’ordre des accroissements
du processus devraient avoir un comportement dépendant de x. C’est en particulier
le cas des estimateurs utilisés dans ’analyse des valeurs extrémes. Nous envisageons
d’étudier, dans la suite, le comportement asymptotique de ces estimateurs sur des
modéles de cascades.
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