Valeurs propres et vecteurs propres



Exercice

Soit A = (i’ 52), u= (711) et v= (?) Quelles sont les images de u et

v par multiplication par A ?

» v est un vecteur propre de A.

> u n'est pas un vecteur propre de A car Au n'est pas un multiple de u.



Définitions

Défintion : valeur propre et vecteur propre

» Un vecteur x est un vecteur propre de la matrice A carrée de taille n X n
si Ax = Ax pour un certain réel \.

> Un réel \ est une valeur propre de A si il y a une solution non-triviale
(autre que 0) a I'équation x of Ax = Ax. Une telle solution est alors
appelée vecteur propre associé a la valeur propre .

Exercice

0o -2
et trouver les vecteurs

Montrer que 4 est une valeur propre de A = (74 9

propres associés.



Définition : espace propre
L'ensemble des solutions de (A—Al) x = 0 est appelé espace propre de A
associé a la valeur propre A

Exercice
-1 6
Soit A= (2 1 6. Une valeur propre de A est A = 2. Trouver une base
2 -1 8

de I'espace propre associé.

Multiplication
A

Exercice
Supposons que \ est une valeur propre de A. Déterminons les valeurs propres
de A? et A3. En général, quelles sont les valeurs propres de A"?



Théoreme

Si vi,..., Vv, sont des vecteurs propres associés a des valeurs propres
disctinctes A1, ..., A\, d'une matrice A de taille n x n, alors {v1,...,v,} sont
linéairement indépendants.



L'équation caractéristique



Résumé

Si on connait une valeur propre A de A. On trouve les vecteurs propres de A en
résolvant
(A=Xhx=0.

Mais comment trouve-t-on les valeurs propres de A 7

x doit étre non-nul

I
(A — Xl)x = 0 doit avoir des solutions non-triviales
I
(A — Al) n'est pas inversible
I
det (A—X)=0

(I'équation caractéristique)

Il faut résoudre det (A — AI) = 0 for A pour trouver les valeurs propres.




Définitions : équation et polyn6me caractéristique
Pour une matrice carrée A, on définit
> son polyndme caractéristique par det (A — \/)

> son équation caractéristique par det (A — A/) =0

Exercice
Trouver les valeurs propres de A = (—06 ;‘))

Exercice

—_
o
—

Trouver les valeurs propresde A= [0 —5 0

—
oo
—_



Théoreme sur les matrices inversibles
Soit A une matrice de taille n x n. Alors A est inversible si et seulement si :

» 0 n’est pas valeur propre de A.
> det A#£0



Diagonalisation



Factorisation d'une matrice

Définition : matrice diagonalisable
Pour une matrice A de taille n x n, s'il existe une factorisation

» de la forme A = PDP™ !, avec

» D matrice diagonale, c’est-a-dire avec des O hors de la diagonale.
on dit que A est diagonalisable.

Pourquoi cela nous intéresse-t-il ?



Exercice

. 6 —1
Soit A = (2 3).

- _ 1 (11 (5 0 1
1. Vérifier que A= PDP™" avec P = (1 2), D= (0 4) et P77 =
2 -1
-1 1)
2. Calculer D?, D?, puis D*.

3. Trouver une formule pour A*.



Quand est-ce que A est diagonalisable 7

Ou encore

Finalement

G)-GDE D6



En general,

A (V1 Vo
etsi (v
(v

A0

0 Ao

Vn) = (Vl Va2 cee Vn) .

0 0
V) est inversible, A vaut
A0 0
0 X 0

Vn) (V1 Vo



Théoréme de diagonalisation

Une matrice A de taille n X n est diagonalisable si et seulement si A n’a pas de
vecteurs propres linéairement dépendants.

En fait, A= PDP~!, avec D matrice diagonale, si et seulement si les colonnes
de P sont n vecteurs propres linéairement indépendants de A. Dans ce cas, les
entrées de la diagonale de D sont les valeurs propres de A rangées dans le
méme ordre que les vecteurs propres dans P



Exemple
2 00

Diagonalisons la matrice A= | 1 2 1|, sic'est possible.
-1 0 1

lére étape : recherche des valeurs propres
2—A 0 0
det(A—A)y=det| 1 2-X 1 |=2-X*10-X)=0.Les
-1 0 1—A
valeurs propres de Asont A =1 et A = 2.



2ere étape : recherche de vecteurs propres linénairement indépendants
En résolvant (A — A\l)x = 0, pour chaque valeur de )\, on obtient

0
> une base pour A=1: vy = | —1

—_

0
> une base pour A=2:vo=|1]vs=] 0
0

3iéme étape : construction de P
0O 0 -1

P=({-1 1 0
1 0 1



4ieme étape : Construction de D a partir des valeurs propres

correspondantes
1 0 O

D=0 2 0
0 0 2

5iéme étape : vérification

2 0 0 0 0 -1 0 0 -2
AP={(1 2 1 -11 0}|=(-1 2 O

-1 0 1 1 0 1 1 0 2

0 0 -1 1 0 0 0 0 -2
PD=(-1 1 0 0 2 0]=(-1 2 0

1 0 1 0 0 2 1 0 2



Exercice

2 4 6
Diagonaliser A= [0 2 2], si c'est possible
0 0 4
Exercice
2 0 0
Pourquoi A= |2 6 0| est diagonalisable?

wW
V)
—

Théoreme
Une matrice de taille n X n qui a n valeurs propres disctinctes est diagonalisable

Exercice

Diagonaliser, si c’est possible, la matrice A
-2 0 0 O

A— 0 -2 0 0

24 —-12 2 0
o 0 0 2
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