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Corrigé du devoir a rendre

Exercice 1 1. Pour produire 2 unités de P; et 5 unités de P, il faut 2 x 1+ 5 x % = 7 unités
de My, 2 x2+5x + =1 unités de My et 2 x 3+ 5 x 3 = 16 unités de Ms.

2. De maniere générale, les quantités de My, My, M3 nécessaires a la production de x unités
de P, et y unités de P, sont :

flay) =aty, faley)=20+3, foley)=30+2
3. f:R? - R3.
Méthode 1. La production est supposée étre linéaire en les quantités de matieres premieres,
donc f est linéaire. Méthode 2. On peut également arguer que fi, fo, f3 sont a I’évidence
3 formes linéaires sur R?, donc f = (fi, f2, f3) est linéaire. Méthode 3. On peut encore
montrer rapidement que f(u + Av) = f(u) + Af(v) pour tous v € R* v € R?, X\ € R.
Finalement f € L(R? R3).

4. La matrice représentative de f s’obtient directement a partir du résultat de la question 2.
(ou en calculant les images des vecteurs de la base canonique de R?) :

M = Mat(f, cangs, cangs) = € Ms2 (R)

W N =
DO Nof—= =

5. Méthode 1. Le déterminant extrait obtenu avec les 2 premieres lignes et colonnes de
M vaut —3/2 # 0. Donc rgM > 2 et majorée par le nombre de colonnes (soit 2). D’ou
rgf =rgM = 2.

Méthode 2. On peut aussi appliquer I'unique étape de I’algorithme d’élimination de Gauss
(ci-dessous) pour obtenir ce rang.

Par le théoreme du rang, dim (Ker f) = 0 et Ker f = {Og2}. Une base de Im f (de dimension
2) est donnée par les deux vecteurs colonnes de M.

On échelonne Mu = *(a,b,c) a aide de 'algorithme d’éliminations de Gauss :

1 1 a 1 1 a
2 1/2 1 b ~ 0 -3/2| b—2a |. (1)
3 2 c 0 -1 c— 3a

Ainsi (a,b,¢) € Im f <= 2(b—2a) = ¢ — 3a <= 5a + 2b — 3¢ = 0.

6. L’entreprise peut utiliser l'intégralité des quantités a, b, c de My, My, M3 en produisant Py, Py
si et seulement si il existe u = (z,y) € R3 tel que f(z,y) = (a,b,c). Les quantités (a,b, c)
doivent donc nécessairement appartenir a f(R2) NR3.
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10.

11.

12.

La premiere condition sur a, b, ¢ est donc donnée par ’équation de Im f. On vérifie a présent
que, sous cette condition 5a + 2b — 3¢ = 0, 'unique solution (x,y) de f(z,y) = (a,b,c)
appartient & R%. On termine la résolution de (1) : y =3a —c¢, z =a+c—3a=c—2a. 1l
faut donc 2a < ¢ < 3a. Finalement :

E={(a,b,c) eR3[5a+2b—3c=0et 2a <c<3a} =Im fN{(a,b,c) € R}|2a < ¢ < 3a}.

Méthode 1. On peut inverser la matrice carrée constituée des 2 dernieres lignes de M (par
exemple a ’aide de la transposée de la comatrice divisée par le déterminant) :

G 3

Méthode 2. Cependant, on a déja inversé la restriction f m 7 315 question précédente. Il
suffit donc d’utiliser la solution (x,y) obtenue en remplacant a = (3¢ — 2b)/5, soit
230—2() 4b — ¢ 3c—2b —6b + 4c

5 5 5 5

Tr=cC— et y:3

On obtient donc la matrice représentative de ('™ /)= (la méme que ci-dessus) :

L4 -1
5\—6 4

On remarque tout d’abord u = *(7,8,17) € E : on est donc assuré d’avoir une solution
f(z,y) = u. En calculant le produit de la matrice ci-dessus avec le vecteur *(8,17), on
trouve (z,y) = (3,4).

On obtient la contrainte : a + 2b + ¢ = 80.

En supposant que a, b, c peuvent étre négatifs, I’ = {(a,b,c) € R3la + 2b + ¢ = 80} est le
sous-espace affine (puisque ne contenant pas 0) de R* de dimension 2 passant par (80,0, 0)
et porté par le s.e.v. engendré par (1,0, —1) et (0,1, —2).

(a,b,c) e ENF = (a+2b+c¢=280¢et ba+2b—3c =0 et 2a < ¢ < 3a). En résolvant le
systeme formé par les deux équations, on obtient : a = ¢ — 20,b = 50 — c.

On a donc nécessairement 20 < ¢ < 50 pour que a > 0 et b > 0. De plus, en remplacant
a = ¢ — 20 dans 2a < ¢ < 3a, on obtient la contrainte 2(c — 20) < ¢ < 3(c — 20) soit
30 < ¢ < 40.

On utilise la matrice inverse obtenue a la question 7. et le vecteur (50 — ¢, ¢) (i.e. (b, ¢)
tel que “(a,b,c) e ENF oua=c—20,b=50—¢c):

(0 ) () = (R0 = )

On retrouve exactement la condition ¢ < 40 pour que la production de P, soit positive.
Sous la condition ¢ > 30 obtenu en 11., la production 2¢ — 30 de P; est bien positive.
Avec T'utilisation d’un stock entier sans reste de matiere premiere, on peut donc produire
au plus 10 unités de P; (¢ = 30). De méme, on peut produire au maximum 20 unités de P,
(¢ = 40).



Exercice 2 A - Amortissement d’un prét unique a mensualité fixe.

1.
2.

wo =1, upi1 = (14 7)u, —m définit une suite arithmético-géométrique.

On résout en A :

= Upy1 A= 1 +7)u, —m+ A

Soit (1 +7)A = —m + A puis A = —2.

- Yo=u+A=I—"et

Yn = (I—T> (1+7)"

T

On en déduit :

un:<l—g> (1+T)”+?. 2)

On résout ussy = 0 soit

m m IT(1+7)*0
=(1— —) 1 ML) = =
U240 ( - (L+7)7"+ - m (1+7)20 1

Pour les données numériques, on trouve : m = 1109, 195 €.

. Le cout final est donné par 240m — [ = <M — 1> 1.

(1+7)290-1

Pour les données numériques, on obtient un cout final de 66206 €.

B - Amortissement d’un prét a taux 0 et d’un prét bancaire complémentaire.

9.
10.
11.
12.
13.

14.

15.

Unt1 = U, — my et vy = I} définit une suite arithmétique de raison m;.

v, = I1 — nmy.

On résout vyyq = I1 — 144my = 0 soit my = I[;/144.

Pour I; = 40.10° € on obtient m; = 2500/9 ~ 277,78 €.

On obtient w,, a partir de u,, en remplacant I par I — [; et m par M — m; soit :
M —my

T

M—m1

T

wn:(l—fl— )(1+7)"+

A noter : on connait my = I;/144 que I'on utilise pour la question suivante.

Le capital restant di pour P, au mois de dernier remboursement de P; est w44 par définition.
Pour les données numériques considérées, on obtient w4y = 277305,88 — 173,07 M.

A partir du mois 145 (n — 144 = 1), le crédit P, est remboursé par des mensualités M. On
obtient donc z; a partir de 'expression de uy donné par (2) en remplacant I par zo (premier
terme) et m par M soit

M M



16.

17.

18.

La solution proposée par la banque prévoit un dernier remboursement de P, au mois n = 240
soit k =mn — 144 = 96 (soit le nombre de mensualités sur les 8 ans de remboursement de P,
apres remboursement de P;). La condition d’amortissement est donc zgs = 0.

La définition méme de (w,,) et (z,_144) dans I’énoncé montre wygy = 2o pour n = 144. Rien
de plus naturel : au mois de dernier remboursement de P, il reste wqqq a rembourser sur
P, et on initialise donc la récurrence définissant ’amortissement de P, avec cette valeur zp.
Les données numériques considérée sont les mémes que celles de la question 14. On a donc :
wigs = a + bM. [équation zgg = 0 s’écrit donc

T T

M M M M
2o = (w144_7) (1+7’)96+7: <a—|—bM——) (1+7)%+—=0.

La résolution de cette équation permet d’obtenir

ar(1+ 7)%

M= i+ ™ =1

et en utilisant a et b trouvés a la question 14. et 7 = 0.03/12, on obtient M = 1073,46 €.

Le cott total de la solution de crédit est 240M — I = 57630 €, soit une économie finale par
rapport a la solution présentée en partie A de 8576 €.



