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Introduction

Parmi les nombreuses motivations qui conduisent un mathématicien & s’intéresser
aux dynamiques lentes-rapides, on peut mentionner les neurosciences. Il s’agit d’un
domaine actuellement en plein essor. Nous disposons d’un matériel exceptionnel de
données expérimentales sur les oscillations des neurones et les enjeux sont considé-
rables. Comment les neurones encodent-ils une information et la transmettent-ils sur
des oscillations de l'ordre de la milliseconde (cf. [44]) ? Quelle est la stabilité de l'in-
formation encodée sous des perturbations périodiques ou apériodiques? Il y a une
trentaine d’années sont apparues les premiéres explications utilisant des modeéles ma-
thématiques de la forme de ces oscillations et un début de classification. Les précur-
seurs, tels John Rinzel, Nancy Kopell, Bard Ermentrout, ont montré ce que 'approche
“oscillateurs faiblement couplés” apportait aux neurosciences. Ils ont ainsi ouvert une
voie de recherche largement développée dans le monde.

Cette thése contient, tout d’abord, les rappels techniques nécessaires pour aborder
la littérature sur les systémes lents-rapides : ’approche générale des dynamiques lentes-
rapides avec la justification de la « dissection »!' qui consiste & geler les variables
lentes et & se concentrer sur les bifurcations de la dynamique rapide en considérant
la dynamique lente comme passive. Nous citons également les théorémes a la base
de la théorie géométrique des perturbations singuliéres : les théorémes de Takens, de
Tikhonov et de Fénichel. Nous nous appuyons également sur la théorie des bifurcations
afin d’étudier les transitions entre les différentes phases des oscillations.

Notre apport original consiste & étudier une nouvelle forme de transition entre
phases lente et rapide faisant intervenir les bifurcations transcritiques. Notre analyse de
ce mécanisme d’éjection, fondée sur des techniques d’éclatement & parameétre (« Blow-
up »), permet d’obtenir un développement asymptotique des trajectoires. En utilisant
ces résultats pour décomposer 'application de Poincaré, nous pouvons caractériser le
comportement global du flot sous certaines conditions. Nous nous intéressons alors plus

particulierement a la distribution (parfois l'unicité) des orbites périodiques associées,

I Cette terminologie est une traduction directe de la terminologie anglo-saxonne utilisée par J.
Rinzel.
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selon le cas, aux oscillations de relaxation et aux oscillations en salves.

Par ailleurs, nous repérons dans ce type de transitions un phénoméne “canards”.
Apres avoir été découverts en 1981 par ’école d’analyse non-standard francaise, les ca-
nards ont été étudiés dans le cadre de la théorie des bifurcations par Freddy Dumortier
et Robert Roussarie (cf. [17]). Des études récentes leur sont consacrées en neuroscience,
comme les travaux de Martin Wechselberger et Jonathan Rubin. Nous discutons donc
la notion d’ensembles limite-périodiques dans les cas ot une famille d’orbites pério-
diques existe. Nous mettons alors en avant ’apparition de canards dans des conditions
moins contraignantes que pour les systémes sur lesquels ils ont déja été découverts. En
outre, ceci méne a la découverte de phénomeénes nouveaux comme 1’auto-amplification
du retard a la bifurcation et I’apparition d’ensembles limite-périodiques complexes.

Parmi les apports originaux de ce travail, nous utilisons également une généralisa-
tion de la notion de phases asymptotiques aux variétés lentes formées de cycles limites
attractifs grace a la théorie de Fénichel. Ceci nous permet d’étudier le comportement
des orbites d’un systéme bistable donnant naissance & des oscillations en salves quand
apparait une connexion homocline. Nous découvrons alors de nouveaux phénoménes
temporels complexes associés a la bifurcation homocline de la dynamique rapide.

Parmi les systémes auxquels on peut appliquer ces résultats, nous nous intéressons
aux dynamiques de populations et, plus particuliérement, & un systéme tritrophique
lent-rapide. Nous discutons, & ’aide des mémes techniques, la distribution des orbites
périodiques. A cet effet, le logiciel libre XPPAUT développé par Bard Ermentrout
nous a été trés utile pour appuyer nos propos par des simulations numériques.

Cette étude a donné naissance aux articles suivants :

- Stable Periodic Orbits Associated with Bursting Oscillations in Population Dyna-
mics, Lectures Notes in Control and Information Sciences vol. 341, Springer Berlin /
Heidelberg, 2006.

- Periodic orbits of Tritrophic Slow-Fast Systems and Double Homoclinic Bifurcations,
Discrete and Continuous Dynamical Systems — Series B, 2007.

- En collaboration avec J.P. Francoise et C. Piquet : Enhanced delay to bifurcations,

(soumis & publication).



Chapitre 1

Systémes dynamiques
lents-rapides et perturbations

singuliéres

1.1 Notations

Pour un champ de vecteurs X différentiable sur R¥, nous noterons gbf{ le flot associé.

Pour V C R*, I C R, on note :

o7 (V) ={o(p)lpe V.t eI}

Si {p} = V C RF, nous noterons ¢7 (V) = ¢7 (p). Donc, si I est un intervalle de R
contenant 0, p € R¥, ¢f (p) est donc la trajectoire définie pour les valeurs de ¢ € I du

systéme associé a X passant par p & t = 0. On note de plus :
afvy={pevief ) c v}

AX(W) = {p € VIOF oy () C V'

AXW)={pe VI g @) v}

IX(V) = {p € VIO sorioey () € V]

Une sous-variété W de RF est dite invariante sous le flot de X si, pour tout p € W,

il existe un intervalle I de R contenant 0 et non réduit & un point tel que :

o7 (p) CW

Soit W une variété invariante sous le flot de X. On note alors, en chaque point x
de W, T, W l'espace tangent, N, W 'espace normal et II : T,R¥— N, W la projection

3
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orthogonale. Grace a qu%x , Papplication linéaire tangente au flot gng , on définit :

v(t) = D¢ v(0)
w(t) = TID¢;w(0)

pour v(0) € T, W et w(0) € N, WW. Nous pouvons alors généraliser la notion de stabilité

asymptotique aux variétés invariantes.

Définition 1.1 ' La variété W est dite “normalement contractante” si, pour toutes
données initiales v(0) # 0, w(0) :

3.0 >0, v >0 POl e
[v(®)]

Elle est dite “normalement dilatante” si, pour toutes données initiales v(0) # 0, w(0) :

Jk,C >0, Vt <0, [w®)] < CePt
[v(t)]

Elle est dite “normalement hyperbolique” si :

- il existe une décomposition T]Rf“w =S+ U en deux sous-fibrés vectoriels au-dessus
de W contenant TV et invariants par D(;Sf(, telle que :

- il existe des supplémentaires NS et NU: NSBTW =S, NUDSTW = U tels que :
- pour tout v(0) € T, W, w(0) € N, S, il existe ks,Cs > 0 tels que :

w(t)]

Vi >0, T2 < Cye st

|v(?)]
- pour tout v(0) € Ty W, w(0) € N,U, il existe ky,Cy, > 0 tels que :
t
Vit <0, [w(®)] < O el
v(?)]

Dans le cas particulier ot W est réduite a un point singulier stable, nous retrouvons

la notion de point singulier asymptotiquement stable. Dans le cas ot W est un cycle
limite, nous ne pouvons trouver la décomposition S + U vérifiant les propriétés de la
définition que si tous les exposants caractéristiques de Floquet sont non nuls. Nous
retrouvons donc la définition de cycle limite hyperbolique.

L’utilisation de ’attraction d’une variété normalement contractante nécessitera de
bien controler le comportement des orbites le long de cette variété. A cet effet, nous

introduisons également la terminologie suivante :

! Cette définition est directement adaptée de celle utilisée par Fenichel dans [22]. Elle s’appuie sur
les hypothéses des théorémes de persistance des variétés locales stables et instables associées a une
variété invariante.
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Définition 1.2 Une fonction :

f:{ (]ka]R—ﬂR

u,e) — f(u,¢)

est dite exponentiellement petite par rapport a € K 1 s’il existe une constante positive

c telle que :

A+ IVFI < exp (=2)

ou Vf désigne le gradient de f par rapport a u € RF.

1.2 Dynamiques lentes-rapides

La modélisation de certaines dynamiques nécessite de considérer des échelles de
temps d’évolution différentes pour les différentes variables d’'un méme systéme. Par
utilisation de parameétres considérés petits devant les dynamiques de certaines compo-
santes de ’espace des phases, nous sommes en mesure de reproduire cette distinction.
Ceci donne naissance a la notion de dynamique lente-rapide que nous présentons dans

cette section.

1.2.1 L’approche générale et le théoréme de Takens

Définition 1.3 Une “dynamique lente-rapide” est un champ de vecteurs différentiable

défini sur un owvert U de RF = R™ x R" de la forme :

() : { et = f(z.y.¢) (1.1)

y=g(z,y.¢)

(z,y) € R™ x R"
ot les fonctions f et g sont lisses dans un sens qui est a préciser selon le cas (C,
C™, C¥). Le paramétre € représente le rapport entre les deux échelles de temps des
variables x et y et est supposé petit strictement positif, € €]0,e9]. Les composantes

de x € R™ sont appelées les “variables rapides”; celles de y € R™ sont les “variables

lentes”.

Le changement de variable temporelle (« Rescaling ») :
t=er1, dt=cedr (1.2)

permet d’obtenir un systéme équivalent & (S:) (défini suivant une autre échelle de
temps) :

N "
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Nous appelons “systéme lent-rapide” un systéme du type (S¢) ou (P.). La premiére
équation de (S;) (resp. (P:)) constitue la dynamique rapide et la deuxiéme la dyna-
mique lente. Dans toute cette thése, pour un systéme lent-rapide (S;) (resp. (F:))
donné, nous appellerons (F.) (resp. (S:)) le systéme associé par le changement de
variable temporelle (1.2) (resp. son inverse).

On remarquera que dans la conception des dynamiques lentes-rapides, “c petit” n’a
pas de sens intrinséque. La question du bien fondé de cette approche a déja été posée
(voir [50]) afin de donner une interprétation du point de vue utilisé par beaucoup de
travaux sur ce type de systémes, souvent en application aux sciences du vivant. Par
la suite, nous envisageons ces dynamiques sous l'angle de la théorie des perturbations.
Toutes les notions et les résultats concernant les systémes du type (1.1) ou (1.3) sont
donc établis pour toutes valeurs de € (ou au moins, une suite strictement décroissante
et de limite nulle) inférieures a g > 0 fixé selon le contexte.

Dans cette optique, nous considérons les systémes suivants caractéristiques des dy-
namiques “non perturbées” et sur lesquels nous serons amenés a poser des hypothéses

a caractéres analytiques, dynamiques et géométriques.

Définition 1.4 Le systéme différentiel avec contrainte :

. f(xv Y, 0) =0
(So) - { SRR (1.4)

¢

est appelé “systéme critique”.

&= f(z,y,0
(Po): { = ) (15)
y=0
est appelé le “systéme couche-limite”. Sa premiére équation, pour laquelle y est un

parameétre est nommé “systéme rapide” :

(Ry) T = f(xayvo) (16)

Définition 1.5 Pour l'un ou l'autre des systémes (S¢) ou (P:), on définit I’ “ensemble
critique” :
C={(z,y) € R"xR"|f(z,y,0) = 0} (1.7)

constitué des points singuliers de (Py). On pose Cy l'ensemble des points de C en
lesquels toutes les valeurs propres de O, f sont & partie réelles non nulles. On note, en
outre, Ct (resp. C~ ) l’ensemble des points de Cp en lesquels toutes les valeurs propres

de O, f sont a partie réelles positives (resp. négatives). Soit enfin Cg le complémentaire
de CTUC™ dans Cy.
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Ainsi si (z,y) € Cg (resp. CT, C7),  est un point singulier hyperbolique de (Ry)
(resp. répulsif, attractif). Lorsque le contexte le permet, nous ferons référence a P au
lieu de = pour donner des propriétés de ce point vis-a-vis de la dynamique rapide (R,).
Par exemple, la phrase précédente deviendra : les points de Cy (resp. CT, C™) sont des
points singuliers hyperboliques pour la dynamique rapide (resp. répulsif, attractif).
Ceci nous permettra d’éviter de préciser la valeur particuliére de la variable lente,
considérée comme parameétre et ainsi d’alléger les descriptions.

Remarquons que si les trajectoires du systéme critique (Sp) sur une sous-variété V
de R* incluses dans C sont bien définies, V ne peut contenir de points de C\Cy qui ne

sont pas des points singuliers de (Fy).

Définition 1.6 Une famille de trajectoires de (S) qui tend vers une solution de (Sp)
quand € — 0 est appelée une trajectoire “lente”. Les trajectoires de (S¢) qui n’appar-
tiennent pas & une région de l’espace des phases ot f est de l'ordre de € sont dites
“rapides”. Une courbe continue formée de l'union de trajectoires de (Fo) et de tra-
jectoires de l’équation couche-limite (Py) est appelée une “orbite limite”. Les points
d’une telle courbe ot une partie lente se termine et ot commence une partie rapide
sont appelés les points de décrochage et les points ot une partie rapide s’achéve et ot

débute une trajectoire lente sont appelés les points d’accrochage.

L’analyse des systémes (Sp) et (Pp) et particulierement celle de I'ensemble critique
leur correspondant est motivée par la possibilité de décrire, sous certaines conditions,
le flot de (S;) au voisinage d’un point normalement hyperbolique. En particulier, F.

Takens a démontré le théoréme suivant pour les systémes lents-rapides du plan :

Théoréme 1.1 Soit P un point normalement hyperbolique de la variété critique qui
n’est pas un point singulier de la dynamique lente (Sp). Pour tout entier v > 0 et
pour tout réel ¢ > 0 suffisamment petit, il existe un voisinage de P dans R? et un
changement de coordonnées de classe C" défini sur ce voisinage qui conjugue le champ

de vecteurs (Sg) a un champ de vecteurs de la forme :

et = a(y,e).x
j=1

On obtient ainsi un bon controle du systéme au voisinage des points de I’ensemble
critique qui ne sont pas des points de décrochage. Cependant, ce résultat restant local
au voisinage des points singuliers normalement hyperboliques de la dynamique rapide,
il ne nous permet pas de connaitre globalement le flot le long de toute une variété
normalement hyperbolique incluse dans ’ensemble critique. Nous utilisons donc les

résultats de persistence de variétés invariantes que nous exposons dans la suite.
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1.2.2 Le théoréme de Tikhonov

Dans cette sous-section, nous présentons complétement ce théoréme qui souvent
suffit & décrire la situation le long d’une variété transversalement attractive V incluse
dans I’ensemble critique. Ce résultat est le premier montrant la bonne approximation
du flot perturbé par la dynamique lente. S’il peut étre démontré en utilisant le théoréme
de Fénichel présenté dans la section suivante, nous donnons ici sa preuve historique
pour sa simplicité et son caractére constructif.

On suppose la dynamique lente-rapide du type (S;) définie et indéfiniment différen-
tiable sur un ouvert de R™ x R™. On suppose qu’il existe une application différentiable

¢ définie sur un ouvert D de R" telle que :

La variété V étant transversalement attractive, toutes les valeurs propres de la matrice :

Oz f(¢(y),9,0), yeD

ont une partie réelle strictement négative. On pose :

2=z —¢(y)

La linéarisation du systéme rapide (R,) au voisinage de son attracteur conduit a
I’équation :

z= 8xf(¢(y)7y7 O)Z

Il existe alors, pour tout y € D, une forme quadratique W, qui est une fonction de
Lyapunov de la dynamique rapide (R,). De fait, étant donné yg € D, il existe un
voisinage ouvert Uy, de yo € D, un voisinage V;, de 0 dans R™ et une constante o

telle que, pour tout (y,z) € Uy, x Vy, :

d

%Wy(z) < —aWy(z)

Définition 1.7 Soit G un ouvert de D, le “bassin d’attraction” de G est l’ensemble
U(G) des (zo,y0) € R™ x D tels que la solution du systéme couche-limite (Py) avec

donnée initiale (xo,yo) tend vers (¢(yo),yo) lorsque t — oo.

Lemme 1 Soit G un compact de D. Il existe une fonction W (y, z) définie sur D x R™

qui est une forme quadratique en z et dépend différentiablement de la variable y :

Wy, z) =Y Wij(y)ziz
2]
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et des constantes K1, Ko, M telles que pour tout (y,z) € G x R™ :
Kol < Wiy, 2) < K3|2|

' Owi;(y)
Oy,

' <M
Etant donné, de plus, un voisinage |z| < ko de la variété x = ¢(y), y € G, il existe
une constante « telle que, si (z,y) appartient & ce voisinage :

d
%W(ya Z) < _aW(ya Z)

Démonstration. Les voisinages Uy, définissent un recouvrement de G. On prend

¢, une partition de I'unité différentiable subordonnée a ce recouvrement et la fonction :
Wy 2) = Wy, (2)é;(v)
J
]

Lemme 2 Pour n'importe quel compact G de D, il existe w(e) = O(e?) et k tel que
la dérivée de W (y, z) le long du flot de (S:) vérifie :

aw (y, z) e
—a < §W(y, z)

dans
W(y,z) =¢, w(e)<c<k

Démonstration. Cette dérivée vaut :

AW (y, 1 1
6(1?2) = —grad, W.f(z,y) + —grad,W.g(z,y)

D’apres le lemme précédent, il existe kg tel que si | z |[< kg, on a l'inégalité :

aw (y, z) ! 1
4 = —EW(% z) + ggradyWQ(% Y)

On peut vérifier que W(y, z), étant une forme quadratique définie positive, satisfait
une inégalité :

lgrad, W| < MVW

Il s’en suit qu’il existe deux constantes M; et Ms telles que :
|grad, W.g| < MivVW + MyW

Soit k tel que W < k implique | z |< ko. On a donc, si W < k :

d 1
WC(;”Z) < VW [a\/W — e MVW — My
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Si on choisit,

%\/ W > eMs
c’est & dire : )
3M-
W > w(e) = (2> g?
«
et :
o+ 3M;
on obtient : IV (. 2)
Y, 2 ol
dans :
W(y,z) =¢c, w(e)<c<k
]

Lemme 3 La solution du systéme lent rapide met un temps de l'ordre de eln(e) pour

aller de la variété W =k a la variété W = w(e)

Démonstration. En effet, d’aprés le dernier lemme, ce temps est inférieur a la
solution ¢t de I’équation :
o
kexp(——t) = w(e
p(—5ot) = w(e)

Lemme 4 Soit (x0,y0) € U(D). On peut choisir un voisinage U de (zo,yo) et un
nombre gq tels que toute solution du systéme lent-rapide (S:), € < €9, avec donnée
initiale (x1,y1) € U entre dans lintérieur de ’ensemble défini par W =c¢, c¢<k en

un temps de l'ordre de .
Démonstration. On note :

(m('rlvyla 775),y($17y17 7—78))

la solution de (F:) a l'instant 7 avec donnée initiale (x1,y1). Le lemme de Gronwall
implique que, pour (79,d) fixé, il existe U et g tels que, si (z1,y1) € U et € < &y,
alors :

‘x(xl’yhT?E) - x($17y177-70)’ < 1)
|y(331,?/177'75) - y0| < 5

Si 79 et ¢ sont tels que z(z1,y1,7,0) est a lintérieur de W < ¢, a une distance
supérieure a § du bord, alors la solution de (S:) entre dans {WW = ¢} pour un temps

71 < To et donc un temps t =e71. =
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Théoréme 1.2 (Tikhonov) Soit (xg,yo) un point de U(D). Soit t1 > 0, telle que la

solution y(yo,t) de la dynamique lente :

v =9(o(),y) (1.8)

de donnée initiale yo, reste dans D pour toute valeur t € [0,t1]. Pour tout §, il existe
un voisinage U et une constante gq tels que la coordonnée de la solution y(x1,y1,€,t)

du systéme lent-rapide de donnée initiale (x1,y1) € U satisfait :

‘y(xlaylvtv‘g) - y(y()at)’ <4

pour tout € < g, t € [0,t1].

Démonstration. On sait déja qu’en un temps de l'ordre de ¢cln(e), la trajec-
toire entre dans le domaine W < w(e) et ne le quitte plus. Ainsi, les coordonnées

(z(t,e),y(t,€)) de la solution restent liées par :

[zt ) — Py (ts €))] < wle)

On ne s’occupe donc que de y(t,e) = y(x1,y1,t,€). On note Oy le d-voisinage de la

solution de la dynamique lente :
y=yot), 0<t<t

Pour § suffisamment petit, on peut supposer Os contenu dans D. En choisissant e,
|zo — x1] et |yo — y1| suffisamment petits, |yo — y(z1,y1,t(g),€)| peut étre rendu aussi

petit qu’on le souhaite. On considére alors la nouvelle donnée initiale :
f{) = 33(.%‘1, Y1, t(é)’ 6)
y{] = y(‘xl: Y1, t(g)u 8)
pour le systéme (S;) et on note :
Z(t,e) = z(t + t(e),e)
y(te) = y(t +i(e), )

sa solution. Comme g(z,y) reste bornée, il existe C' tel que :

[y(t,e) —y(t,e)| < Ciile)

En conséquence directe du lemme de Gronwall, F(t,e) reste proche de la solution de

la dynamique lente :
v =9(0y),y)

Comme cette solution ne quitte pas Os pendant un temps ¢, il en est de méme de
y(t). =
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1.3 Perturbations singuliéres

Dans cette partie, nous présentons les résultats fondamentaux de la théorie géomé-
trique des perturbations singuliéres, pour 1’essentiel dus a Neil Fénichel. Les démons-
trations des théorémes suivants étant longues, nous nous référons aux articles premiers
de cet auteur. On pourra trouver des résultats semblables démontrés sous des hypo-
theses différentes dans [38], [34] et [7]. En outre, la recherche des variétés centrales est
fondamentale, par exemple, dans la méthode de ’agrégation de variables utilisée en

dynamique des populations et en écologie (cf. [4]).

1.3.1 Variétés invariantes normalement hyperboliques

Tout d’abord, nous présentons le résultat de Fénichel concernant ’existence des
variétés centrale, centrale stable et centrale instable associées & un champ de vecteurs
perturbé. Ce premier théoréme de Fénichel, démontré pour la premiére fois dans [22],
est plus général; nous avons choisi de le donner dans le contexte des dynamiques

lentes-rapides afin de pouvoir ’appliquer directement par la suite.

Théoréme 1.3 On suppose que le champ X¢, € € [0,eq], défini sur RF = R™ x R”,
associé o (P:) est de classe C". Soit V une variété compacte constituée de points
singuliers de X° (V C C). On suppose que pour tout p € V, dX°(p) admet :

- k1 valeurs propres a partie réelle négative,

- ko wvaleurs propres a partie réelle nulle,

- ks valeurs propres a partie réelle positive.

Alors :

(i) Il existe une C"-variété centrale stable W* de X¢ x 0 avec V x {0} C W5.

Il existe une C"-variété centrale instable W* de X x 0 avec V x {0} C W*".
L’intersection de ces variétés engendre une variété centrale W contenant V x {0}.

1l existe un voisinage U de V tel que :
AUy cws, AUy cwe, TX0U) cwe

(ii) II existe une C™t-famille {V*(p)|p € W*} de variétés stables pour X< x 0.

Sip € RE x {e} alors V¥(p) C R¥ x {e}. Chaque V*(p) intersecte transversalement W°
en exactement un point.

Le résultat est le méme pour WY en remplacant V® par V¥, “stable” par “instable” et
en inversant le temps.

(iii) Soit ks < 0 supérieur auz parties réelles des valeurs propres de parties réelles

négatives de dX°(p) pour tout p € V. Alors, il existe une constante \s > 0 telle que si
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p € W?, q € V¥(p), on a pour tout t > 0 tel que QS[)é;]XO(p) C WS

a(#m). 61 (@)) < Asexp (ket) d(p, )
et, sip € AL O(W?) :
Vi(p) = {a e Ulve = 0.d (61 (). 6 (0)) < Asexp (ki) d(p.q) }
Le résultat est similaire pour V*(p).

Nous remarquons que les parties (ii) et (iii) de ce théoréme montrent en particulier
lexistence d’un feuilletage invariant stable (resp. instable) de la variété centrale stable
(resp. instable). Nous rapprochons ce résultat de celui développé a la méme époque
par Hirsh, Pugh et Shub pour les difféormorphismes (cf [34]). Par la suite, 'utilisation
du feuilletage stable nous permettra d’analyser le comportement du flot restreint aux
fibres stable et instable associées & une variété persistante normalement hyperbolique.
En particulier, 'existence de la phase isochrone démontré dans 6.3.3 utilise 'existence

de ce feuilletage fortement contractant.

1.3.2 Persistance des variétés normalement hyperboliques

Une des généralisations les plus importantes du théoréme précédent est la per-
sistance des variétés invariantes normalement hyperboliques (deuxiéme théoréme de

Fénichel).

Définition 1.8 Une wvariété o bord est dite invariante sous le flot d’un champ de

vecteur si toute orbite intersectant la variété rentre et sort par le bord.

Théoréme 1.4 Soit Mg une variété compacte de classe C", normalement hyperbo-
lique, avec bord, invariante par (Sy). Il existe g > 0 tel que, pour tout 0 < e < gy, il
existe une variété M. compacte a bord de classe C" invariante pour le systéme (Se).

La famille a un paramétre (M.) est continue pour la distance de Hausdorff et

0<e<eo
M. est dans un O(e)-voisinage de My. M. est normalement hyperbolique et appelée
“variété lente” du systéme (Se).

Le flot sur M. est alors lent et bien approché en O(e) par le flot de (Sp).

EL=Yy—2x
Y=

Exemple 1.1 On considére :
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Ce systéeme s’intégre immédiatement en :

{ w(t) = y(0) +t — e+ (#(0) — y(0) + &) exp (—£)
y(t) = y(0) +¢

Remarquons alors que, si x(0)+y(0)+e =0, alors x(t) = y(t) —e sur toute la solution.

La variété d’équation y = x + ¢ est donc invariante par le flot et les autres trajectoires

tendent asymptotiquement vers cette solution avec le taux de contraction :

(w(0) = y(0) + ) exp (1)

Remarque 1.1 Cet exemple illustre le fait que la variété lente ne coincide pas, en
général, avec la variété critique, mais elle en reste toujours o une distance de l’ordre

de .

Fénichel a alors démontré (troisiéme théoréme) un résultat similaire au théoréme
1.3 pour une variété compacte formée de cycles limites o k1, ko, k3 désigne les expo-
sants caractéristiques de la théorie de Floquet. Nous nous référons a [22] pour I’énoncé
exact de ce dernier théoréme.

Nous utiliserons ces résultats de maniére répétée dans cette étude afin de controéler
la contraction des trajectoires d’un systéme lent-rapide prés des variétés normalement

hyperboliques incluses dans ’ensemble critique.

1.4 Graphiques et ensembles limite-périodiques

Nous utilisons dans toute cette étude la notion d’ensemble limite-périodique d’un
systéme lent-rapide. Cette notion introduite et développée par J.-P. Frangoise et C.C.
Pugh dans [23] s’applique de maniére plus particuliére a une suite de déformations
d’un champ de vecteurs plan. Nous généralisons ici les notions en dimension finie
quelconque, pour des systémes couche-limite et des systémes lents-rapides qui en sont
des perturbations. Nous notons JDk la compactification de Poincaré de R¥, ¢’est-a-dire
’hémispheére sud de la k-spheére diffeomorphe & R¥ par projection centrale. Rappelons

que ’ensemble des compacts de JDk muni de la métrique de Hausdorff est compact.

Définition 1.9 Soit une famille de champ de vecteurs lents-rapides (P:), € € [0, &0).
Yo est un “ensemble limite-discréte-périodique” de (P:)zcloe,) 87l existe (€;)ien une
suite décroissante de limite 0 telle que, pour tout i € N, (Pr,) admet un cycle limite
Ye, €t (Ve,) = Yo pour la topologie de Hausdorff.

Yo est un “ensemble limite-continue-périodique” de (P:).c(0,e,) i, pour touti € N, (Fx)

admet un cycle limite vy, et v. — v¢ quand € — 0 pour la topologie de Hausdorff.
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Un ensemble limite-périodique est “dégénéré” s’il contient une singularité non isolée

du champ de vecteur (Pp).

Remarque 1.2 Pour X champ de vecteurs de R, il existe un feuilletage de R* par
les orbites du systéme différentiel associé {Z = v(z)}. En particulier, les feuilles du

Py-feuilletage sont les trajectoires rapides du systéeme (Fp).

Définition 1.10 Un “graphique” de (Py) est une union compacte connexe de trajec-
toires rapides reliant des points singuliers de la dynamique rapide et d’orbites fermées

de la dynamique rapide.

Dans le cas particulier de la dimension 2, on retrouve la définition originelle des

graphiques.

Définition 1.11 Une séparatrice stable (resp. instable) d’un champ de vecteurs plan
est une solution convergeant pour t — oo (resp. t — —o0) vers un point singulier p
n’appartenant pas o l'intérieur d’un ensemble de solutions convergeant uniformément

vers p.

Avec cette définition, on obtient immédiatement :

Corollaire 1 Pour (Py) défini sur R x R, un graphique est une boucle formée d’arcs

de points singuliers et de séparatrices qui les connectent :
(M17 Nl)) S1, (M27 N2)) 52, ey (Mlv ) Nl)7 5]

tels que s;, j = 1..0 — 1 (resp. s;) est une séparatrice instable de N; (resp. N;) et une

séparatrice stable de Mji1 (resp. My).

Un graphique est dit “simple” si pour tout j, M; = N;, et “dégénéré” sinon.
Un graphique de (Py) est dit “adapté a (P:)” si les arcs (M, Nj) sont des trajectoires
de (Sp). (Cette assertion remplace ’hypothése d’orientation qui n’a plus de raison

d’étre en dimension supérieure a 2).

Certaines théories permettent de donner des résultats sur les orbites périodiques et
les ensemble-périodiques. En particulier, le théoréme de Poincaré-Bendixson implique

alors directement :

Proposition 1 Les ensembles limite-périodiques d’un champ de vecteur plan sont les

points singuliers, les orbites périodiques, les graphiques simples ou dégénérés.
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L’outil primordial de la théorie des perturbations est, bien entendu, I'application
de premier retour de Poincaré. Or, si une orbite périodique admet une application de
premier retour analytique, le cas d’un graphique ou d’un point singulier est beaucoup

plus délicat, telle la théorie de Dulac. Il apparait alors clairement deux faits :

1. Les propriétés géométriques du flot “perturbé” (S;) (ou (P:)) peuvent se déduire
de la géométrie des systémes critiques et couche-limite. Mais les difficultés es-
sentielles proviennent de la difficulté a comprendre la géométrie du flot prés des
points de C\Cy, c’est-a-dire au voisinage des points (z,y) tels que x est un point
singulier de (R,) subissant une bifurcation selon le paramétre y. Ainsi, I’analyse
de l'application de transition entre deux sections bien choisies du flot de (S;) au

voisinage de tels points nécessite des outils performants.

2. En dimension supérieure & 2, les ensemble limite-périodiques des familles de
systémes lents-rapides sont & géométrie complexes puisque les séparatrices (qui
sont alors des sous-variétés de dimension k — 1 de R¥) ne sont pas des limites de

trajectoires rapides.

Le but principal de cette étude est de donner des résultats d’existence d’orbites
périodiques des systémes lents-rapides dans le plan et dans ’espace par ’analyse des
bifurcations des dynamiques rapides et des arguments géométriques de perturbations
singulieres. En outre, dans une volonté de généralisation de I’analyse asymptotique des
dynamiques lentes-rapides, nous nous pencherons, dans le cas de la dimension 3, sur
le rapport entre la notion de graphique généralisé et les ensembles limite-périodiques

(limites discrétes et continues).

1.5 Ultrastabilité

Comme I’a souligné H. Atlan, dés le début des années 70, un des acteurs importants
de la cybernétique, W.R. Ashby, avait introduit, sous le nom d’« ultrastabilité », la
propriété des systémes qui peuvent s’adapter aux sollicitations de I’environnement en
passant, réversiblement ou irréversiblement d’un état stable & un autre. Un tel systéme
est capable de modifier la configuration de ses sous-systémes sans pour autant devenir
instable. Il est ainsi capable, d’habituation et d’homéostasie et son intérét s’impose
dans les sciences du vivant. On a ainsi I'idée d’une dynamique lente-rapide dont les
orbites génériques resteraient proches d’une composante connexe stable de la sous-
variété formée des attracteurs de la dynamique rapide avant de basculer vers une
autre telle composante sous I'influence de la dynamique lente et ainsi, de proche en
proche, de décrire un lacet d’hystérése. C’est donc par référence a ces travaux que nous

désignerons dans ce travail par « ultrastabilité selon Ashby » cette vision des systémes
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lents-rapides méme si le concept dépasse largement le cadre des systémes décrits par
des équations différentielles. Un des apports de cette thése sera de discuter un exemple

de systéme lent-rapide qui donne un contre-exemple & cette ultrastabilité.



Chapitre 2
Bifurcations dynamiques

Pour étudier les transitions entre phases passive et active des systémes lents-
rapides, nous sommes amenés & analyser les bifurcations subies par le systéme rapide.
Pour cela, nous utilisons des formes normales de ces bifurcations et considérons une
dynamique lente sur le parameétre de bifurcation. Introduit par I’école d’analyse non-
standard frangaise, a la fin des années 1970, cette classe de systémes est naturelle et

presque entiérement définie dans I’introduction de ce chapitre.

2.1 Forme normale d’une bifurcation dynamique

Nous donnons ici la terminologie utilisée dans la suite de ce mémoire.

Définition 2.1 Soit une forme normale d’une bifurcation de codimension 1 de R™ :

T = f(z,\)
définie dans un voisinage de 0 dans R™ dépendant du paramétre A € R. Nous appelons

“bifurcation dynamique associée”, la famille de systémes lents-rapides :
= f(z,\)
(P:) : { .
A=¢

Nous nous limitons dans ce mémoire a I’étude des bifurcations dynamiques de
codimension 1. Nous ajouterons le terme “dynamique” derriére le nom de la bifurcation
envisagée pour nous référer a la bifurcation dynamique associée (pli dynamique, col-

noeud dynamique, Hopf dynamique, etc).

2.2 Bifurcation pli dynamique

Nous traitons dans cette partie, a titre d’exemple, le cas de la bifurcation pli dyna-

mique. Nous présentons tout d’abord un systéme local sous forme normale. Puis nous

18



2. Bifurcations dynamiques 19

intégrons la dynamique a l’aide des fonctions d’Airy afin de décrire le comportement
du flot selon les valeurs de . Enfin, nous analysons le comportement asymptotique

pour € — 0 des orbites remarquables de ce systéme local.

2.2.1 Forme normale

Considérons la forme normale suivante sur R :
i=a2+ 2= f(z,2) (2.1)

ol z € R est le paramétre de bifurcation. Pour z < 0, il existe deux points singu-
liers ++/—2 pour lesquels on obtient 9, f(++v/—z,2) = F2/—z. Ainsi, y/—2 est stable
tandis que —/—z est instable. Pour z = 0, I'unique point singulier est 0 et, puisque
0. f(0,0) = 0, il s’agit d’un point non hyperbolique. Enfin pour z > 0, il n’existe aucun
point singulier.

Nous formons alors le systéme de bifurcation pli dynamique :

o 2
iy { 177

z=c

La variété critique associée a ce systéme est donc la courbe d’équation z = —z?

contenant le point O. Nous décomposons cette variété en C~ U {O}UCT ou :

C™ ={(z, —z?)|z < 0}
Ct ={(z, —2%)|z > 0}

La variété C~ (resp. CT) est constituée des points singuliers stables (resp. instables) de
la dynamique rapide (2.1) pour les différentes valeurs de z € R. Ainsi, C~ et C* sont
normalement hyperboliques pour le flot de (Pliév ) et, d’aprés le deuxiéme théoréeme
de Fénichel, toute sous-variété compacte avec bord de C~ ou C* persiste, pour € assez
petit, en une variété invariante de (Pli) normalement hyperbolique.

Nous connaissons donc a priori le comportement des orbites de (PlilY) dans le

demi-plan {z < —d}, pour § > 0 fixé et € assez petit.

Proposition 2 Soient § > 0 et K > 0. Soient C2 et CI les variétés lentes persistantes
associées aC N{—K—0 <2< —§/2} et C'N{—K—§ < 2 < —§/2} invariantes sous le
flot de (Plil). Pour e assez petit, la variété C+ partage alors {—K < z < —§} en deux
composantes connexes dont l'une, notée B_, contient C-. Alors, pour tout voisinage
U de CT, il existe une suite (V.)o<e<e, de voisinages de CZ exponentiellement petits
par rapport a € telle que, pour tout 0 < € < €g, l'orbite de (Pliév) de condition nitiale

(20, 20) € BE\U rejoint Vz en un temps O(e).
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Démonstration. L’existence de C; et CJ résulte directement du second théoréme

de Fénichel. La variété C5 appartient alors & un O(e)-voisinage de :
CtN{-K-0<2<-§/2}

pour la distance de Hausdorff et cette derniére sépare {—K < z < —d} en deux

composantes connexes. Pour ¢ assez petit, il en est donc de méme pour CJ et :
crne: =2

Soit donc B la composante connexe contenant C_ . La conclusion résulte directement
de I'attractivité de C; . m

De maniére plus générale, en dehors d’un voisinage de ’ensemble critique, donc
en particulier dans le demi-plan {z > J§}, nous pouvons déduire le comportement des
orbites par redressement du flot perturbé. Cependant, le comportement asymptotique
des orbites pour € — 0 est plus difficile & décrire prés de O. Afin de comprendre la
“transition” induite par le flot dans ce voisinage, nous intégrons le systéme (PlilV) et

paramétrisons les sous-variétés invariantes prévues par la théorie de Fénichel.

2.2.2 Intégration a ’aide des fonctions d’Airy

L’objet de cette sous-section est de donner une paramétrisation des orbites de
(PIiY) : nous mettons ainsi en lumiére le comportement du systéme local au voisinage
de son point de décrochage. Nous rappelons les propriétés des fonctions d’Airy, étudiées
en détails dans [20], au fur et & mesure de leur utilisation.

En appliquant le changement de variable temporelle :
r=eB, dr=c"Pdt
a (PliY) on obtient, en notant ' la différentielle L :

{ 3z = a2 4 2

o — 2/3

Nous obtenons par intégration directe de la dynamique sur z :
z(1) = e2/3r ¢ 20

Par la suite, nous nous intéressons d’un point de vue géométrique aux trajectoires
atteignant z = 0 — i.e. nous paramétrisons la composante sur x par celle de z. Ainsi,
supposons que la trajectoire de (Plz’év ), € > 0, définie par la condition initiale (zg, 20),

2o < 0, est bien définie pour ¢t € [0, —zp/e|. La paramétrisation selon z de l'orbite est
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bien définie sur [zg,0]. En remplacant 7 par 7 + zp/e, nous pouvons supposer zy = 0
fixé et donner la paramétrisation de cette trajectoire selon cette nouvelle échelle de

temps, soit pour la composante z :

2(r) = 237
En opérant alors le changement de variable :
!/
u
x=—c/3=
u

la dynamique sur x correspond & la dynamique suivante sur w :

" _ _5—2/3

u ZU = —TU

dont les solutions sont données par :
u(t) = adi(—71) + B;(-71), «a,BER

ou Ai et Bi désignent les fonctions d’Airy de premiére et de seconde espéces. Ainsi,
nous obtenons les deux solutions de base de I’équation différentielle en u sous la forme

d’intégrales semi-convergentes :

Bi(z) = %

53 83
{sin (3 — 7'3) + exp <—TS — 3)] ds

Les solutions en = sont donc paramétrisées par :

. R aAi'(—7) + BBi'(—71)
o) = S () 1 BB

‘3\8 0\8

(o, B) € R? (2.2)

En outre, d’aprés les valeurs en 0 des fonctions d’Airy et de leur dérivée :

1 1
A'L(O) = m, AZ/(O) = —W
1 , 31/6
PO = gm0
et puisque :
r(3) _ V3, (2>2
r3) 2r \3

la solution (2.2) vérifie :
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Ainsi, la solution (2.2) veérifiant x(0) = xg est définie par a =1 et S =0si:

35/6  (2)?
e
o © on <3>

et par une valeur de k = «/f sinon. Dans le paragraphe suivant, nous associons la
valeur co & k si S = 0 pour, ensuite, traiter ce cas spécifique qui attire toute notre
attention.

Pour toute valeur de k € R, la solution zj, (ﬁ) donnée par (2.2) est une fonction

définie sur tout R privé des points z tels que :

kAi ( ;/3) + Bi (—82%) —0 (2.3)

Pour k € [oo, —\/ﬂ, I’'une des solutions de cette équation appartient & la demi-droite
{z < 0}, alors que les autres forment une suite de valeurs positives tendant vers +oo.
Pour les autres valeurs de k, il n’existe pas de valeurs négatives de z vérifiant (2.3).
Pour chacun de ses points d’annulation, la limite a gauche (resp. a droite) de la fonction
z — T, (ﬁ) est +0o (resp. —o0).

Nous nous intéressons dans la suite au développement asymptotique des solutions

pour z — —oo. Nous rappelons les équivalents des fonctions d’Airy (voir [20]) :

2 3/2 _2,3/2
AZ(U) ~ exp ( ) ’ AZ,(U) 1/4 exp ( u )
u——+00 2ﬁ u1/4 u~>+oo Q\F
2 3/2 3/2
BZ(U) ~ exXp ( ) , B’L/(’U,) ~ 1/4 exp ( )
U——+00 \/>,u1/4 Uu——400 \/77‘

On obtient, a partir de (2.2) :

€<_L) N 1/3F—aexp( 2( )3/2)+2Bexp( + 3= ( )3/2)
\T2B) et €23 aexp (—2&(—2)%2) + 2B exp (+Z(—2)3/2)
28 — aexp (—§(—z)3/2)
Z—)f\ioo \/?ZQﬁ + aexp (_%(_2)3/2)

Ainsi, nous remarquons que pour toute valeur de a/8 = k € R, la solution associée

vérifie :
e _* > -~ /—

Tk ( 52/3 Z——00 z
Cependant, pour la valeur particuliére § = 0 (k = 00), nous obtenons :

e (% ) Y

Foo ( 23) e VTF

Autrement dit, en —oo, les graphes de toutes les fonctions solutions (2.2) avec k € R,
sont dans un petit voisinage de la branche droite de la parabole d’équation z = —z2,
tandis que dans I'unique cas k = oo, la solution voisine la branche gauche (voir figure
2.1). Nous reconnaissons, dans cette derniére solution restreinte a {z < —d}, 6 > 0, la

variété lente attractive C= de (PlilY).
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FiG. 2.1 — Graphes des fonctions x5 (z/c%?) données par (2.2) pour ¢ = 0.1 et dif-
férentes valeurs de k. En bleu et gras, le cas particulier k = oo, soit § = 0. Chaque
droite en pointillés est I'asymptote de la courbe de méme couleur.

2.2.3 Comportement asymptotique pour ¢ — 0

Nous nous intéressons & présent au comportement asymptotique de la solution
particuliére pour § = 0. Nous vérifions alors que la famille (7,):>0 des orbites par-
ticulieres de (Plil) asymptotes a la demi-parabole P_ : z = —/—2z, z < 0, tend
asymptotiquement, pour € — 0, vers 'orbite limite, union de P_ et de la demi-droite
{(z,0)|x > 0}.

Proposition 3 L’orbite . de (Plil) est bien définie sur]—oo, Q.| par la paramétri-

sation :

Ai'(—=7)
€ < _ _1/3 g2/3
Too (——62/3) = e (2.4)

273

1l s’agit de l'unique orbite asymptote a C~ pour z — —oo et vérifie :

< 2/3) i —\/7—|—_|_O< 1/3 (_622/3>—5/2>

2

8

[ € 3/2+O(( )~ 3)}

,,u

Z——00
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Elle admet I’ asymptote horizontale z = 2. avec :
Q. = —e?Pmax {z € R|Ai(z) =0} > 0

Pour e — 0, la famille & un paramétre (7,)e>0 converge vers 7y, union de la branche
gauche de la parabole {(z,—x?)|z < 0} et de la demi-droite {(0, )|z > 0}.

Démonstration. Nous avons montré dans la sous-section précédente que toutes
les orbites de (PliY) définies pour z au voisinage de —oc sont asymptotes & x = \/—z
sauf 7, définie par (2.4).

D’aprés les développements des fonctions d’Airy en +00 :

Ai(w) = exp (—%u3/2) B D exp (—%u3/2) 0 1
u—too  2y/mul/4 96/Tu’/4 ut3/4
A~ PR g Tew(Fe?)
u—+o00 2,/ 96+/mud/4 ull/4

nous obtenons :

1/4 7 1

€ (_L) _ 81/3Ai/(u) B 61/3_% T 96ub/4 + 0 (u11/4>
2\ e23) 7 Aiu) u—t ] 5 ;
£ i(u) u—too m_m+0(ul3/4)
1 1
— 13 _ L
utoo <\/a 4u+0<u5/2)>
D’ou :

i (-a5) Lz Vg2 (-55) ) (25)

De plus, €. est la plus petite solution de :

z
~ )

A

soit :
Q. =~ max {z € R|Ai(z) = 0} = O (52/3)
e—

et, en outre :

220, af (-55) 2 a5 = 0 ()

D’autre part :

22

sup {dg ((—\/—721, zl) , (xoo (—%> ,22)> |21, 29 < O} <25.(0) = 0

e—0

ol do désigne la distance euclidienne du plan, ce qui achéve la démonstration. m
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Remarque 2.1 Le développement (2.5) montre que, pour z < —6, § > 0, v, est dans

un O(g)-voisinage de la branche attractive de la variété critique.

Nous avons montré la véracité de I’argument heuristique suivant : I'orbite de (Pli2)
de condition initiale (xg,20), 20 < 0, pour € assez petit est attirée par la variété
invariante persistante et monte en suivant cette variété jusqu’a un voisinage du point
de bifurcation pli. Passée la droite d’équation z = 0, l'orbite, sous l'influence de la
dynamique rapide, explose en un temps fini 7. qui tend vers 0 quand ¢ tend vers 0.

Cependant, le fait que 'orbite particuliére coincidant avec la variété lente attractive
explose pour z = ), = (0] (52/ 3) et non pas O(e) ameéne a poser la question suivante :
cet argument heuristique est-il vrai pour toute bifurcation dynamique? La réponse

négative a cette interrogation est démontrée dans la section suivante.

2.3 Retard a la bifurcation

La perte de I’hyperbolicité normale en certains points de I’ensemble critique contre-
dit les hypothéses nécessaires a 'application de la persistance des variétés. En outre,
I’observation de systémes locaux simples au voisinage de tels points montre I'impos-
sibilité de déduire directement le comportement des orbites de la nature des points
singuliers de la dynamique rapide. Ainsi, dans une série d’articles publiés au début des
années 1980 (voir [52], [53]), T. Erneux et P. Mandel ont mis en lumiére le phénoméne
de “retard a la bifurcation” en analysant différents systémes issus de la Physique et
de la Chimie. Nous donnons ici une description du phénomeéne pour la bifurcation de

Hopf surcritique dynamique (voir aussi [74]).

2.3.1 Forme normale de la bifurcation de Hopf dynamique
Considérons le systéme local suivant :

ab:,ux—y—m(mZ—l—yQ)
(Hpe) : § 9=a+py—y(2*+¢?)

fr=c¢

qui s’écrit en coordonnées cylindriques :

P (=)
=1 (2.6)
L=

Pour ¢ = 0, p étant alors un parametre, le sous-systéme en (x,y) admet (0,0) pour

unique point fixe. Il s’agit d’un foyer, stable pour p < 0, instable pour p > 0 et, dans
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ce cas, le cercle de centre (0,0) et de rayon ,/f est un cycle limite attractif. Pour
> g > 0, ces cycles limites forment alors une variété normalement hyperbolique

invariante par le flot, quel que soit € > 0, soit la variété :
My = {(@,y, ) | > po, 2® + 4% = p}

2.3.2 Analyse du systéme local

Nous considérons € > 0 petit et une condition initiale (xo, Yo, 1ig) 00t g < 0 et
(20,90) # (0,0) (on notera également ro = /22 + 42 la condition initiale associée
en polaire). L’orbite correspondante rejoint le voisinage de {(0,0,u)|x < 0} en un
temps O(g) puis monte lentement autour de cet axe jusque p = 0. Nous savons alors
que l'orbite doit rejoindre un voisinage de M, et s’en approcher avec une contraction
exponentiellement forte. Cependant, il est nécessaire de considérer un temps en O(1/¢)
pour obtenir une portion de trajectoire sur laquelle la variable p varie de maniére
caractéristique. Nous ne pouvons donc pas déduire le comportement de 'orbite au
voisinage de (0, 0, 0) en considérant le systéme global comme une perturbation réguliére

du sous-systéme sur (x,y).

F1G. 2.2 — Orbite de (Hp:) pour € = 0.01 pour la condition initiale (1,0, —1). L’orbite
ne rejoint un voisinage assez petit de la variété invariante que pour une valeur de p
proche de 1.

Pour tout voisinage U de {(0,0, u)|x < 0}, il existe ¢ assez petit tel que l'orbite
rentre dans ce voisinage et ce en un temps 7. = O(¢). Quitte a changer p en pg+7. < 0

pour ¢ assez petit, considérons que 7o est déja tel que (xo,yo, ) € U. Alors, en
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intégrant la dynamique sur p et en appliquant le changement de variable n = In(r/r)

a la premiére équation de (2.6), on obtient :
== €2 = et — g — €2

Pour tg = —pp /¢, p(to) = 0 et, comme la composante 7 est dominée par la solution de

N = eto — pg (d’aprés le théoreme des accroissements finis), on a :

2 2

n(t) < 810—1—# to = Mo T(to) < po exp —M—%
2 0 2e 0 2e

En d’autre termes, la fonction définie par le flot de (2.6) entre {u = pg} et { = 0} est

exponentiellement petite par rapport a €. En utilisant le méme procédé, on obtient :
n(2ty) <1 <= r(2ts) < py

De fait, nous voyons apparaitre ce comportement dans la simulation (fig. 2.2). Pour
tout (zo, yo), aussi petite que soit sa norme v, 'orbite reste dans le voisinage de rayon
v de I'axe de la variable u pendant un temps —2u,/e (grand quand ¢ est petit). Ainsi,
l'orbite ne rejoint un voisinage choisi assez petit de M, qu’une fois sa composante
i devenue supérieure a —p. Ainsi, en faisant varier lentement le parameétre p de
bifurcation de la dynamique rapide, nous provoquons un “retard”, indépendant de ¢,

de la déstabilisation de l'orbite.

F1a. 2.3 — Orbites de (Hp.) pour ¢ variant entre 0.01 et 0.05 pour la condition initiale
(1,0,—1). L’orbite sort d’un voisinage donné de 'axe p = 0 pour différentes valeurs

de 6.
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Remarque 2.2 Le choix de € < g9, n'influe en rien sur cette valeur de “déstabili-
sation”, appelée “butée” dans [9]. Cependant, elle définit la valeur de 0 pour laquelle
Uorbite sort d’un voisinage donné de {r = 0} comme le montre la figure 2.3. Cette ca-
ractéristique est riche de conséquences puisqu’elle est o la base de certaines bifurcations

complexes, telle l’addition de périodes (cf Conclusions et perspectives).

2.4 Phénoméne “Canard”

A la méme époque que furent entrepris les premiers travaux sur le phénomeéne de
retard & la bifurcation, E. Benoit, J.L. Callot, F. et M. Diener donnérent la premiére
définition des “canards” d’un point de vue Analyse Non Standard (voir [6]). Puis,
en 1985, C. Lobry et G. Wallet établirent le lien entre les notions en montrant la
pertinence d’envisager les canards — définis par des notions non standard — comme des
trajectoires subissant un retard a la bifurcation. Nous commencons, dans cette section
par donner la premiére notion non-standard de canards (voir [6]) sur le systéme de Van
der Pol. Cependant, nous utilisons un vocabulaire standard et, de ce fait, nous nous
limitons & une idée intuitive. Ceci nous permet de rapprocher les phénoménes canard
et retard a la bifurcation. Par la suite, nous donnons la définition standard générale
des canards & 'appui des travaux de F. Dumortier et R. Roussarie sur un systéme de
type Van der Pol.

Soit : . s

(VdP.,) { ST

y=c—=x
Un canard de (VdP: ) est une trajectoire qui, tout d’abord, rentre dans un voisinage
infinitésimal de la partie attractive de la variété lente, passe au voisinage d’un point
non hyperbolique de la dynamique rapide, puis reste dans un voisinage infinitésimal
de la partie répulsive de la variété lente durant un temps non infinitésimal. Si cet
énoncé est satisfaisant pour comprendre le comportement que nous voulons décrire,
il souléve cependant beaucoup d’interrogations du simple fait que, d’un point de vue
standard, la notion de voisinage infinitésimal (typiquement non-standard) demande
A étre précisée. Il n’en reste pas moins que cette maniére d’appréhender les canards
permet de comprendre le phénomeéne directement sur une trajectoire du systéme pour
une valeur de ¢ donnée proche de 1 et une valeur du paramétre e, petite mais non
infiniment petite, comme montré dans la figure 2.4.

Pour donner a cette notion une définition standard, nous sommes amenés a exhiber
une famille & un parameétre d’orbites d’une classe de systéme qui s’approche d’une
partie connexe de la variété critique contenant des points répulsifs de la dynamique

rapide. En outre, pour juger de la proximité des trajectoires et de I’ensemble critique,
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F1G. 2.4 — Orbites périodiques du systéme de Van der Pol (VdP. ) pour ¢ = 0.01 et
en bleu clair ¢ = 0.99, en bleu foncé ¢ = 0.9987404512, en rouge ¢ = 0.9987404513. La
variété critique est la cubique représentée en violet.

nous nous restreignons a une partie compacte de ’espace des phases, nous considérons
des trajectoires compactes et nous introduisons la distance de Hausdorff bien définie

sur les compacts de R¥. Ainsi :

Définition 2.2 Soit un systéme lent-rapide dépendant d’un paramétre ¢ € R :

(P ):{ &= f(z,y,¢,c)
576 y = Eg(x7 y7 67 C)

(z,y) € R™ x R" = R¥

dont ’ensemble critique est noté C. Soit un compact K de R™. Alors un canard de
(P:c) est la limite (compacte) pour € — 0 d’une famille (. o(c))o<e<e, de trajectoires
compactes de (P&C(E)) incluses dans K, contenant une sous-variété V compacte de
R* incluse dans C et contenant des points attractifs et des points répulsifs pour la
dynamique rapide.

En particulier, dans le cas ot la famille (76,0(6))0<5<50 est formée d’orbites périodiques,

un canard est un ensemble limite-périodique.

Nous retrouvons donc la définition non standard des canards en remarquant que

les orbites de la famille (’75 C(E)) 10,00 s’approche arbitrairement prés d’un graphique
’ e€|0,e0

contenant un arc de points de C répulsifs pour la dynamique rapide. Remarquons que

les ensembles limite-périodiques envisagés ici sont, selon les définitions que nous avons
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données précédemment, exclusivement des ”ensembles limite-continue-périodiques”.
Ainsi, dans [17], F. Dumortier et R. Roussarie ont étudié, avec une approche standard
et en utilisant des éclatements & parameétre, leur apparition dans le systéme de type

Van der Pol :

izyf%a:f%x?’

VdP:.) :
( o) {yzs(c—x)

Les auteurs ont alors montré les conditions nécessaires et suffisantes pour obtenir des

ensembles limite-périodiques de chaque type représenté dans la figure 2.5.

AVEVAN
A/RY,

F1G. 2.5 — Les différents types d’ensembles limites périodiques du systeme (VdP; .))
obtenus selon la fonction ¢ > 0. Ceux obtenues pour ¢ < 0 sont les symétriques par
rapport & O. (a) Grand cycle, (b) Canards avec téte, (¢) Canard maximal sans téte,
(d) Canard sans téte, (e¢) Canard minimal.

Il est important de noter que, dans un cas général, I’obtention de canards nécessite
de faire évoluer le parametre ¢ en fonction du parameétre € — 0. Cependant, nous
étudierons dans la suite un type de bifurcations dynamiques sans autre paramétre que

¢ et faisant apparaitre des canards.



Chapitre 3
Analyse des transitions

Pour analyser le comportement des orbites au voisinage de points non hyperbo-
liques de la dynamique rapide, nous ne pouvons pas redresser le champ de vecteurs
perturbé, puisqu’il ne s’agit pas de perturbations réguliéres, ni utiliser la persistance
des variétés invariantes. Dans ce chapitre, nous décrivons des outils performants dans
ce contexte et que nous utiliserons dans toute la suite. Nous donnons ensuite certains
résultats connus d’application de ces méthodes que nous utiliserons par la suite. Pour
finir, nous décrivons le phénoméne d’oscillations de relaxation a I'appui d’exemples

fondamentaux.

3.1 Outils d’analyse du flot au voisinage d’un point non

hyperbolique de la dynamique rapide

3.1.1 Les développements asymptotiques

Afin de pouvoir comprendre les comportements des systémes lents-rapides au voi-
sinage des points non hyperboliques de la dynamique rapide, les premiers auteurs
cherchant & montrer des résultats globaux ont utilisé la méthode des développements
asymptotiques. Les premiéres bases de cette méthode ont été posés par L. Pontryagin
(voir [62]) et utilisés, par exemple, dans I’étude des oscillations de relaxation dans [29].
En outre, A. Kolesov, E. Mishchenko et N. Rosov 'ont utilisé pour la recherche des
orbites périodiques des systémes de relaxation dans [41], [46] et [54]. C’est également
cette méthode que T. Erneux et P. Mandel ont utilisée pour expliquer le phénoméne
de retard a la bifurcation. Nous en donnons une rapide description en application aux
systémes lents-rapides.

On considére (P:) du type (1.3) et on suppose que (FPp) admet un graphique adapté

a (P-). On en choisit alors une paramétrisation ~y,(¢) qu’on peut supposer de période

31
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1. On cherche alors si le systéme perturbé (P.) admet une solution donnée par un

développement asymptotique :

Ye(t) = Yo (t) +ex1(t) + oo+ Foxp(t) + ...

La méthode consiste alors a remplacer cette solution formelle dans le systéme (FP:)
et & identifier tous les termes qui factorisent la méme puissance de . L’inconvénient
majeur vient de 'apparition éventuelle de certains termes non bornés dans le déve-
loppement. Ces termes, dits “séculaires” en référence a leur premiére application & la
mécanique céleste, interdisent de produire un développement asymptotique uniforme
sur t € [0,400). L’oscillateur de type Van der Pol :

. 1.3
T=Yy+x— 3T
(VdP.) : { Y 3
Y= —¢cx
que 'on peut écrire sous forme d’une équation du second ordre sur R :
i+u(l—u?) +eu=0

est un exemple fort connu mettant cet effet en lumiere (voir [31]). Pour résoudre ce
probléme, des méthodes spécifiques ont été développées : le développement asymp-
totique en fréquence par Lindstedt, ’approche & deux échelles de temps, la méthode
de moyennisation. Mais elles demandent toujours des hypothéses fortes sur les fonc-
tions définissant le systéme (périodicité ou quasi-périodicité) ou sur l’existence a priori
d’orbites périodiques du systéme perturbé.

Ainsi, nous utiliserons une autre méthode efficace dans 'analyse du flot au voisi-
nage des points singuliers non hyperbolique de la dynamique rapide et permettant de
donner un développement asymptotique de la fonction de transition. Nous présentons
ici cette méthode dite “d’éclatement a parameétre” (« Blow-up ») et son application

aux systeémes lents-rapides au voisinage des points singuliers appartenant a C\Cp.

3.1.2 Les éclatements & parameétre

Nous présentons ici l'outil développé par F. Dumortier et R. Roussarie (voir [16]
et [17]). Soit X un champ de vecteur C*>° sur R™ admettant une singularité a l'origine,
X (0) = 0. On considere :

k1

- Sl xR — R®
| ((eqyoycn) ) — (r cl,...,rk"cn)

ou :
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Alors le pull-back X, défini par <I>*(X ) = X, est un champ de vecteurs C™ sur S" ! xR

appelé “champ éclaté”. On a alors :
Do, (X (1)) = X 0 0(p)

Nous pouvons alors analyser le champ éclaté dans des cartes en utilisant des “éclate-
ments & paramétres directionnels”. Ainsi, pour chaque variable ¢; de la sphere S™~ 1,
on peut associer deux éclatements directionnels dans les cartes ¢; = 1 et ¢; = —1.
On remarque alors que les pull-backs des éclatements directionnels ont des expressions
simples de X dans un systéme de coordonnées choisi. En outre, la singularité dégénérée
du champ X devient une sous-variété de S™~1 x R de singularités non dégénérées pour

X.

Enfin, on désingularise le champ X en considérant :
_ 1 -
r
pour | maximal tel que X soit un champ de vecteurs C*® sur S"~! x R. On remarquera

que :
I = max{a € N|V3 < a, j5(X)(0) = 0}

ou jg(X)(0) est le jet d’ordre 5 de X en 0. Pour les éclatements directionnels, on

utilise les :

Ainsi, les X ne sont pas des expressions en coordonnées de X mais lui sont conjugués
grace a un changement de coordonnées analytiques et la multiplication par une fonction
analytique positive. De fait, il nous est possible de déduire de I’analyse des X le
portrait de phase du champ X au voisinage de la singularité 0 grace a 'opération
inverse de I’éclatement : le « Blow-down ».

L’application la plus pertinente aux systémes lents-rapides consiste & envisager le

champ de vecteurs X, x 0 associé au systéme :

l":f(xayas)
(Ps X 0) y:€g(x7y7€)
eE=0

Ainsi, par éclatement de la constante e, & présent considérée comme une variable &

part entiére, on peut déduire la perturbation du Xy-feuilletage.

3.2 Application a la bifurcation pli

Au chapitre précédent, nous avons étudié le comportement au voisinage de O des

orbites du systéme pli dynamique sous forme normale (PliY). A I’aide d’un éclatement
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a parameétre et de la proposition 3, nous pouvons développer la fonction de transition de
tous les systémes lents-rapides au voisinage d’un point de bifurcation pli non dégénéré.
La premiére application concerne les systémes du plan et la seconde les systémes

tridimensionnels & une variable rapide et deux variables lentes.

3.2.1 Transition au voisinage d’un point de bifurcation pli de la dy-

namique rapide

Les résultats exposés dans cette section sont connus. Le théoréme 3.1 a été dé-
montré en utilisant des développements asymptotiques dans [30], [41] et [43] et en
effectuant un éclatement a parametre dans [45]. Nous 'utiliserons dans les chapitres
suivants sur des dynamiques globales vérifiant localement ces propriétés.

Soit, :

. T = f(x,y,s)
(PE) ‘ { Y= 59(x7y75)

f)g € Cg(Rz XR+)

Nous formons les hypothéses suivantes sur (P.) en un point P € C :

Hf : 11 existe un compact K de R? contenant P tel que C N K est une variété en
forme de N (voir fig. 3.1). On décompose donc CNK en C~U{P}UCT ou C~ est formée
de points attractifs de la dynamique rapide et C* de points répulsifs. On suppose de
plus que le point non hyperbolique P est non dégénéré au sens suivant :

af 0% f

HZ : Le point P n’est pas un point singulier de (Sp) i.e. g(P,0) # 0.

Nous pouvons, sous ces conditions, donner une forme canonique du systéme :

Proposition 4 Sous les hypothéses Hf et Hg, il existe un changement de variables

C™ qui conjugue localement au voisinage de P le systéme (P:) a :

i =1+ 240 (23, 22,¢)
(Pli): { 2=c(1+0(z,2))
e=0

Soit U un voisinage de P aussi petit qu'on veut. Les variétés C\U et CT\U
invariantes sous le flot de (Plz'éoc) sont compactes a bord et normalement hyperboliques.
Le théoréme de Fénichel montre donc 'existence, pour & assez petit, d’une variété
compacte & bord Co (resp. CF) invariante sous (Pli%?) normalement hyperbolique

et attractive (resp. répulsive) restant dans un O(e)-voisinage de C~ (resp. C1). Nous
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2
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Fi1c. 3.1 — En rouge, la variété critique et sa décomposition au voisinage de P. En
bleu, les trajectoires dans {z = cste} du systéme couche-limite (Pli{¢). En violet,
le prolongement par le flot de la variété invariante perturbée C. restant dans un e-
voisinage de C~. En vert, la représentation de la fonction de transition entre ¥ et
Eout‘

obtenons respectivement une contraction et une dilatation exponentielles des orbites
de (P:) au voisinage de ces variétés persistantes.

Remarquons que le prolongement de C. par le flot de (P:) correspond a l'orbite
particuliére v, de la proposition 3 (voir 2.2.3). La fonction de transition au voisinage
de P doit étre étudiée en utilisant des développements asymptotiques de cette forme

locale ou en effectuant un éclatement a parameétre. On obtient alors le résultat suivant :
Théoréme 3.1 Pour § > 0, J1, Jy intervalles de R, on note :

nin = {(=, —52) lz € J1}
yout = (8, 2) |z € Jo}

deux sections transverses respectivement o C~ et aux trajectoires rapides {x = cste}.
On pose I1 : X" — Y2 [q fonction de transition induite par le flot de (Plil).

Il existe 6 > 0, 9 > 0 et des intervalles Jy et Jy tels que pour tout £ €]0,eg] :
C; N Eout — {(5, Zout(g))}

avec 2°%(g) = O(e/3) et Uapplication T1 est bien définie.
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Elle admet alors le développement :

1)~ f e
2 2% (g) + U(z, )

ot ¥ est exponentiellement petite par rapport a .

3.2.2 Courbe de bifurcations plis dans 1’espace

Nous généralisons ici le résultat dans le cas de la bifurcation pli de la dynamique
rapide de dimension 1 au cas de la dimension 2.
Soit :

&= f(z,y,2¢)
(P€) : y :59(%%275)

z=c¢eh(z,y,z2,¢)
fig € Cg(RSXR+)

Nous formons les hypothéses géométriques suivantes sur (P;) :

H? - 11 existe un compact K de R? dans lequel ’ensemble critique C est une variété
de dimension 2 en forme de N comme montré sur la figure 3.2. On décompose donc
CNKenS UPUST ot d,f <0sur S™ et 9,f > 0 sur ST. On suppose, de plus,

que les points non hyperboliques de la courbe P sont non dégénérés, i.e. :

of o2 f

HY : La courbe P est donnée par un graphe (zp(y),y, zp(y)), y € I et les points

de P sont des points de décrochage de la dynamique, i.e. :

ayf g
wer (8)-(2)iwm s

et le flot de (Sp) est transverse a P.

Nous pouvons alors donner une forme canonique du systéme :

Proposition 5 Sous les hypothéses H71) et HY , il existe un changement de variables

C>® qui conjugue localement au voisinage de P le systéme (P:) a :

i =%+ 24 0 (2%, zyz,2%z2,¢)

(’Pliéoc) : y =e0(z,z,¢)
t=¢e(14+0(z,2¢))
=0

ouwy €1, I intervalle compact de R.
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Fi1G. 3.2 — La variété critique et sa décomposition au voisinage de P. En marron, les
trajectoires dans {y = cste, z = cste} du systéme couche-limite (Pli{?). En bleu, une
trajectoire du systéme critique associé. En violet, une orbite ayant pour donnée initiale
un point de X" et coupant X%,

A Tlinstar du cas plan, en dehors d’un voisinage U de P, S~ et ST sont des varié-
tés compactes & bord normalement hyperboliques. Le théoréme de Fénichel implique
lexistence, pour € assez petit, d’une variété compacte a bord invariante sous (P:) nor-
malement hyperbolique et attractive (resp. répulsive) restant dans un O(g)-voisinage
de S~ (resp. ST). Nous obtenons donc une contraction (resp. dilatation) exponen-
tielle des orbites de (P:) le long de la variété attractive (resp. répulsive) persistante.
Nous nommons S- (resp. ST) le prolongement de cette variété compacte a bord par
le flot (P:). Le théoréme suivant a été démontré dans [29] grace a des développements

asymptotiques et dans [67] avec des techniques d’éclatements a parameétre.
Théoréme 3.2 Pour § > 0, Ji, Jo rectangles de R?, on note :

»in = {(=,v, —(52) | (z,y) € J1}
Rt = {(57 Y, Z) | (y7 Z) S JQ}

deux sections transverses respectivement ¢ S~ et auz trajectoires rapides {x = cste}.
On pose I : ™ — XU [q fonction de transition définie par le flot de (PX°).

£
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Il existe § > 0, eg > 0 et des intervalles 1°, Jy et Jo tels que pour tout € €]0, &g,

SN XU est une courbe lisse définie par le graphe :
z=2""y,e) =0 (52/3)

et Uapplication 11 est bien définie de X" dans X°U.

Alors elle admet le développement :

x J
Iy | = IY(z,y,¢) (3.1)
_52 ZOUt(Hy(:L"y7€)7E) + \IJ(QI,E)

ot U est exponentiellement petite par rapport o € et :
(2, ,2) = ¥ (y) + O(elne) = y + O(5) + O(c Ine)

En particulier, y°“* est induite par le flot de (S(l)oc) sur XN S~ sur P.

3.3 Oscillations de relaxation

Nous donnons ici ’application principale des résultats de la section précédente et
qui nous intéresse particulierement dans cette étude : la recherche d’orbites périodiques

alternant des phases rapides et lentes.

3.3.1 Relaxation dans le plan

Nous retrouvons un résultat classique déja démontré dans [41]. Soit :

. T = f(xvya5>
(PE) ‘ { Y= 59(x7y76)

f)g € 03(R2 XR+)

Afin d’obtenir un comportement oscillatoire du systéme, nous posons les hypothéses
globales suivantes :
H§1’P2 : L’ensemble critique C de (P:) est une variété en forme de S et la dynamique

rapide subit en P; et en P, des bifurcations plis non dégénérées :
C=Cy U{P}ucCtu{R}ucCy

tels que les hypothéses HP L HY L Hf Zet Hg 2 sont vérifiées.

Hfl’PQ : Soient Q2 € C; et Q1 € Cy les projections des points P> et P; respecti-
vement le long des trajectoires rapides sur la branche attractive opposée. On suppose
qu’il existe une graphique I' de (Fy) adapté a (P.) dont les séparatrices sont [Py, Q1]

et [P, Q2]
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Remarque 3.1 L’utilisation de la notion générale de graphique — équivalente, en di-
mension 2, a celle d’orbite périodique singuliére — permet de regrouper plusieurs condi-
tions différentes sur les attracteurs de la dynamique rapide et les fonctions définissant
le flot.

Théoréme 3.8 Sous les hypothéses H?)PI’P2 et Hfl’Pz, il existe eg > 0 tel que pour
tout € €]0,g9], il existe une orbite périodique attractive isolée 7y, du systéme (P:).
La famille & un paramétre (v,) converge vers I' au sens de la distance de Hausdorff

quand € — 0.

Ce résultat décrit un phénomeéne plus général appelé “oscillations de relaxation” :

Définition 3.1 Le systéme (P.) présente des oscillations de relaxation s’il admet une
famille d’orbites périodiques pour tout € € (0,e9] qui converge, pour la distance de
Hausdorff vers une orbite limite contenant & la fois des trajectoires lentes et des tra-

jectoires rapides.

Exemple 3.1 Le systéme de Van der Pol :

L 1.3
(Vdpe);{”,” Yyt 3w

Y= —cx

vérifie ces hypothéses. Il s’agit d’un exemple classique de systéme dit de “relaxation”.
Il admet pour tout ¢ € (0,g9] une orbite périodique globalement attractive (grand cycle

limite).

3.3.2 Relaxation dans 1’espace

Nous décrivons donnons ici un résultat connu qui utilise 'analyse du flot au voi-
sinage d’une courbe de bifurcation pli de la dynamique rapide. Afin d’obtenir des

oscillations de relaxation du systéme :

&= f(z,y,2,¢)
(P€) : yzgg(x,y,z,s)
z=ch(z,y,z,¢)

f:g € CS(RS X R"r)

nous formons les hypothéses globales suivantes :

H?“PQ : La variété est en forme de S et la dynamique rapide subit en chaque
point des lignes P, et P_ des bifurcations plis non dégénérées, selon le paramétre de
bifurcation z :

C=S ] UP_USTUPLUSy
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tels que les hypothéses H?l, H;Dl, HfQ et H;)? sont vérifiées pour P; et en Ps.
Hfl’732 : On suppose qu'’il existe un graphique I' de (FPy) adapté a (P:) formé de
[P1,Q1], [P2, Q2] et des trajectoires de (Sp) reliant Q2 & P et Q1 & Py ou P, € Py,
Py € Py, Q1 (resp. Q2) est la projection de P; (resp. P) sur S, (resp. Sy ) le long des
trajectoires rapides.
H?“PQ : Soit ¥~ une section transverse & Sy telle que I'NX~ = {pp}. On suppose

que :
dmg

@(po) #1

ou 7o est 'application de premier retour induite par le systéme hybride (Sp) et dont

po est un point fixe.

Remarque 3.2 Cette derniére hypothése impose Uhyperbolicité de 'orbite singuliére
I'. De fait, on obtient I’hyperbolicité du point fixe de l’application de retour. Elle est
essentielle pour obtenir sa persistance sous la perturbation et donc l’existence d’un

point fize de lapplication de retour du systéme (P:) avec € > 0 assez petit.
Le théoréme suivant a été démontré dans [7] et dans [67].

Théoréme 3.4 Sous les hypotheéses H3PI’P2, Hfl’%, I—I;Dl’732 il existe g > 0 tel que
pour tout e €]0,e9], il existe une orbite périodique attractive isolée (vy,) du systéme
(P.).

La famille & un parameétre (vy.) converge vers I' au sens de la distance de Hausdorff

quand € — 0.

3.3.3 Exemple
Nous considérons un exemple proche du systéme de Van der Pol pour lequel nous

ajoutons une perturbation de la dynamique lente par 'intermédiaire de y :
bt=—z+4r—23+y
y=5(x—2z+32 -9 (3.2)
z=cx

On obtient une famille d’orbites périodiques dépendant du paramétre £ comme sur la

figure 3.3.

3.4 Bifurcation de Hopf dans un systéme de relaxation

3.4.1 Description

Dans la sous-section précédente, nous avons exposé les résultats connus sur I’exis-

tence d’orbites périodiques de relaxation pour les systémes du plan oscillant avec deux
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F1G. 3.3 — Orbites périodiques du systéme (3.2) pour différentes valeurs de € entre 0.01
et 0.2. Les parties rouges correspondent aux mouvements rapides.

transitions de type pli. Nous analysons ici la bifurcation obtenue en déplacant la va-
rieté z = 0. Cette variété intersecte la variété critique au point singulier du systéme
(P.). Lorsque ce point appartient a C, il s’agit d’un foyer répulsif et il est entouré du
cycle limite de relaxation. Lorsqu’il appartient & C;, il s’agit alors d’un foyer attractif.
Ainsi, au passage par P, le point singulier a subie une bifurcation de Hopf qui a fait

disparaitre le cycle limite attractif : il s’agit d’une bifurcation de Hopf surcritique.

3.4.2 Notion d’excitabilité

Nous utilisons a présent la description précédente afin de décrire un phénomeéne en
application directe & la physiologie. Il s’agit d’un comportement omniprésent dans les
systémes issus de la modélisation biologique et qualifiés d’“excitables”.

Considérons un systéme lent-rapide plan vérifiant les hypotheses H?)Pl’P2 et Hfl’Pz.
Le point singulier de ce systéme entouré du cycle limite change de stabilité au passage
d’un coté a autre du point de bifurcation pli. Dans ce qui suit, nous ramenons un
des points de bifurcation pli a l’origine. Nous notons alors (z, Z) le point singulier que
nous faisons évoluer. Par conséquent, nous pouvons supposer que, le point singulier,

noté (z, z), est attractif si < 0 et répulsif si z > 0.
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Nous poursuivons alors la description du flot pour les petites valeurs de ¢ en re-
marquant les comportements suivants (voir fig. 3.4). Supposons z < 0, proche de 0, et
donc (z,Z) proche de (0,0). Soit tout d’abord une donnée initiale (xo, 29) proche de
(z, z) avec zp au-dessus du “seuil”, soit zp > z. Alors, l'orbite rejoint un voisinage quel-
conque de (Z, Z) en un temps exponentiellement petit en . A présent, supposons que
la donnée initiale est en-dessous du “seuil”, soit zg < Z. Alors 'orbite passe en-dessous
du point pli, rejoint le voisinage de I’autre branche attractive C; de la variété critique,
et se rapproche de la variété lente Ci .- Elle suit cette variété jusqu’a un voisinage
du deuxiéme point de transition de la dynamique. Sous l'influence de la dynamique
rapide, l'orbite rejoint alors la branche C; puis suit la variét¢ lente C; . jusqu’a un
voisinage de (Z, z) et tourne autour de ce foyer attractif.

Dans ce dernier cas, 'orbite a donc réalisé une grande incursion dans le portrait de
phase avant de revenir au point singulier stable. Ce comportement typique est appelé
“excitabilité du point singulier stable”. Remarquons, en outre, que les données initiales
pour lesquelles 'orbite suit longtemps la variété lente répulsive forme une bande étroite
autour de z = z. Nous retrouvons ici I'existence de canards. Dans la classe de systémes
ici considérée, nous comprenons alors pourquoi les canards sont si difficiles & exhiber du

fait de I’étroitesse de la bande de conditions initiales pour lesquelles ils apparaissent.

3.4.3 Simulation

Afin de montrer le comportement décrit dans la sous-section précédente, nous consi-
dérons le systéme de Van der Pol dans un systéme de coordonnées tel qu’un des points

de bifurcation pli soit l'origine :

5:1'::—(2—%)—i—(:v—l)—%(m—l)?’:—z—&—f(x)
z=(x—-1)—a

(VdP.,) : {

Nous prenons a = —0.01 pour valeur du parametre. Nous obtenons alors les trajectoires

de la figure 3.4 pour des valeurs trés voisines de Z.
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F1G. 3.4 — Orbites du systéme de Van der Pol (VdP. ,) pour a = —0.01 et différentes
données initiales (—1, zg). La trajectoire orange définie par zp = 0.0187 rejoint rapide-
ment le point singulier stable alors que la trajectoire bleu clair définie pour zy = 0.0186
réalise une grande incursion prés de I’autre branche attractive de la cubique. Les tra-
jectoires rouge et bleu foncé, définies respectivement par zy = 0.0185694160356796 et
zp = 0.0185694160356795, représentent les deux types de canards, dits “sans téte” et
“avec téte”, qu’on peut exhiber.



Chapitre 4

Bifurcation transcritique

dynamique

Certains systémes, pourtant communs et auxquels seront appliqués les résultats
de cette étude, exhibent des transitions plus complexes, générées par des bifurcations
plus sophistiquées. Nous considérons ici le cas de la bifurcation transcritique de la
dynamique rapide d’un systéme plan. En premier lieu, nous étudions la bifurcation
transcritique dynamique. A ’aide d’une forme normale décrivant cette singularité,
nous développons la fonction de transition au voisinage du point de bifurcation et nous
caractérisons le comportement asymptotique du portrait de phase lorsque le paramétre
¢ tend vers 0. Nous mettons ensuite ce comportement en rapport avec le principe de

retard & la bifurcation décrit au chapitre 2.

4.1 Forme normale

Considérons le systéme local lent-rapide suivant au voisinage de O :

(TCX) : { ‘: - :(x o) (4.1)

ou a > 0. Remarquons, en premier lieu, que l'axe {z = 0} est invariant par le flot.
Nous nous intéressons & la transition de la dynamique dans un voisinage U de O
dans R, x R, la symétrie du systéme nous permettant de restreindre notre étude au

demi-plan positif Ry xR sans perte de généralité en déduisant les résultats pour a < 0.

4.1.1 Description du flot local
Les points singuliers de la dynamique rapide :

(R.) : & =22 + azz

44
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pour les différentes valeurs de z, considéré comme un parameétre, forment I’ensemble
o . N .
critique de (T'C.Y) :

C = {(z,2) eRy xRlz(z+az) =0} =AUL
= {(0,2)[z € R}
L = {(—az,z2)|z € R}

La valeur propre associée a la dynamique rapide (R,) au point singulier z vaut 2z+az.
Ceci détermine la nature de ce point singulier selon le signe de z. Le point 0 admet oz
comme valeur propre. Alors, si z < 0, 0 est attractif pour (R,) et, si z > 0, il est répulsif.
La valeur propre x = —az est az. Donc, pour z < 0, —az est répulsif et attractif pour
z > 0. De fait, comme z est considéré comme un paramétre, la dynamique rapide subit
une “bifurcation transcritique” pour z = 0 qui échange la nature des points singuliers
(0, 2) et (—az, z). Puisque le linéarisé de (TCY) admet 0 comme valeur propre en O,
ce point singulier est dégénéré.

Considérons maintenant I'orbite de (TCY) passant a ¢ = 0 par un point (g, z) tel
que 0 < zg < K soit assez petit et zg < 0. La variable z croit linéairement en fonction
du temps et, sous l'influence de la dynamique rapide, 'orbite est fortement attirée par
la demi-droite A~ = AN {z < 0}. Elle rejoint donc un voisinage de O et passe par la
demi-droite {(—az, z)|z < 0}.

Le point-clé pour comprendre le comportement de ce systéme local consiste a savoir
comment 'orbite est repoussée quand elle se trouve entre {x = —az} et {z = 0}. Pour
le reste, I'attraction de la demi-droite A~ est aussi forte que la répulsion exercée par
At = An{z > 0}. Nous sommes donc amenés & décrire, au moins d’une maniére
formelle la fonction de transition de (T'CY) entre deux sections transverses au flot de
part et d’autre de O.

4.1.2 Intégration de la forme normale

La dynamique lente de (TCY) peut étre intégrée directement :
z(t) =et+ 20, 2(0) =z
et étre remplacée dans la dynamique sur z :
i=a’+aet+z)

Il s’agit d’une équation de Riccati-Bernouilli pour laquelle x = 0 est une solution

particuliére. Le changement de variable £ = % meéne & I’équation :

£+ alet + z)€ = —1
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L’équation homogeéne admet les solutions suivantes :

£(t) = &. exp [—a (th + zot)} , & EeRE

La méthode de variation de la constante nous améne & chercher une solution de :
. €
k= —exp [a <§t2 + zot)]

et on pose :
t

k(t) = — /exp [04 (%7‘2 + zm)} dr (4.2)
0
Finalement, puisque, pour x assez petit :

xo < k => Ity > 0,Vt € [0,t0[,1 + zo.k(t) >0

Iorbite du systéme (TCY) passant par le point (2o, z9) est paramétrisée pour ¢ € [0, o]

par :
_ Zo € o

= e o (2 4 )] i

T (20, 20, 1) T a0kt P 122 + 20 (4.3)

35(1'0,20,15) =cet+ 29 (4.4)

dans un voisinage de O.

4.1.3 Développement de la fonction de transition

Soient

270 = {(z,-0)|0 < z < K} (4.5)
2 = {(z,0)|z > 0} (4.6)

ou J, constante assez petite, k constante dépendant de ¢ seront choisies ultérieurement.
Le flot de (TCN) définit la fonction de transition o entre X9 et ¥~9 dont nous voulons
donner un développement en e.

Précisons que le choix de ces sections est motivé par I'analyse ultérieure du flot
éclaté de la forme canonique traitée dans 4.2.2 (cf carte K3). Une fonction de transition
peut également étre définie par le flot entre des sections transverses aux fibres rapides
et la fonction de sortie développée en utilisant I'intégrale de la divergence lente (cf
[18]).

La paramétrisation de la dynamique lente (4.4) montre que le temps de transition
entre 70 et X9 est 2?5' Donc, l'orbite de (T'CXN) passant par (zq, —6) € ¥~ coupe X9
en :

oe(20,8) = (0% (w0, 6).,0) (4.7)
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ou

N _ 20 i)
0 (20,0) =T <900, -9, €> = m (4.8)
g
z

o- (g, d) .

d 30

Trg K ad
0 + T

-5

FI1G. 4.1 — Trajectoire de (TC¥). La fonction de transition o. induite par le flot entre
%70 et 2P,

Lemme 5

€ e—0+  ad

()= [Mew[a (G- = Lo o)

Démonstration. Appliquons le changement de variable temporelle suivant :

[07 g] - |:0a QT(;;} 90_1 . [0’ QT(ZQ:| - [0’ g]

5 2 _ ’ 5 20 _
=g (G0 = v o=

a 2
0.4 B2 [0 0.97] — [2,2]

t= g (E-1) = 2=t

(V2R

\II 1 N
) [
v— 2 +
Nous obtenons :
26/6

) = [ [o (G- a0)] v [ e o (57 - a0)
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En intégrant par parties, on obtient pour tout u > 0 :
ad? as2
N exp(v) ad? 2e e’ 17 exp(v)
.dv = ex — - — .dv 4.10
/ Vo p(2€> ad? u\/ﬂ+2/ vy/v (4.10)
u

Une seconde intégration par parties, avec v = 1, montre :

«s?

2e
exp(v) 4 _ 2 [2 (ad®
[ v 'dv_0452 ad? P 2¢ et

Et, par domination de v% par % pour tout v > 1:

as?

2 v U stV as?

Donc :

)]

9 (075

3

2

2¢e
1 / exp(v) Q> e 2e 25exp<
1

as?
2e

/ ezl\)/(g) .dv

od®
2e

1
20 2 ad? exp(v) 2 2e
k(22 > = il _ ==
k(—) > exp < ) / dv + 5 <1 a52)
0

S 2 4
— - — €
T ad 28

Ce qui méne & :

1 20 2
Pour € > 0 assez petit, — <—k‘ () - —
€ ad

9

)

est minoré

En outre, pour tout u tel que % <u<v< O‘Q—‘f, d’apres (4.10), on a :

1

N P\ 2 )V as? uyu  2u

et :
as?
2¢e
exp(v) 2u 2e a?
dv < — —_—
/ Jo S < as? TP\ o
u
D’ou :

20 2 b’ y exp(v) 2u
—k(— < R - .
E(—) < exp ( > / N dv + 50 — 1
0

u

2 ( a52> exp(v) 2 e
= {/—exp|——— —

U

[

Vo 2u—1"Va

s>

7 eX\I;v) "

u

)

2e ad?
—ex
ad? P 2e
2u 2
2u—1 ad

>_

eu

uy/u

)
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. . 3 2 . 3 by
Comme ce résultat est vrai pour tout u > 1, on choisit u = % (on s’intéresse a

e—0):

26 2 a52> ( a 8e\/e > ad? 2
—k(—) <4/ — - -4 — —
( € )< ae P ( 4e € Vad(ad? — 2) - ad® — 2 ad

Cette relation montre :

1 20 2
Pour € > 0 assez petit, — <—k‘ () — > est minoré
€ € ad

Finalement :

€ ) e—0 b

{(2) -2 o0

ce qui termine la preuve. m

Nous utilisons ce lemme pour donner le développement de o.(z,d) en €.

Proposition 6 Pour tout (z,6) € X° tel que x < k < 0‘7‘5 :

o7 (2,0) = adx

e—0 ad — 2x

(14+2.0(¢)) (4.11)

Démonstration. On a directement d’aprés (4.8) et (4.9) :

ol(z,9) = ° = ° = °
U 142k (2) 1-2(540()  1-Zx+20(e)
adx 1 adx adx
ad =221 4 2T 0O(e)  ad -2 ( +a(5—2x0(€)>

Remarque 4.1 1) La valeur de k peut étre choisie aussi proche de ad/2 qu’on veut
en constdérant € assez petit.

2) Le fait que la fonction de transition oo n’est pas bien définie pour x > K résulte de
lexplosion des solutions T (x, —3d,t) dans ce cas pour les valeurs de t < % Cependant,
ce résultat nous suffit puisque nous voulons décrire le comportement du systéme local

(TCN) dans un petit voisinage de O.

Nous remarquons donc que, malgré le caractére répulsif de {(0, z)|z > 0}, 'orbite
reste pendant un temps long prés de ce demi-axe, de fait, durant un temps proche
de 26 /e. Notons, en outre, que 'orbite explose peu de temps aprés en s’éloignant tres
rapidement de I’axe. Ce comportement est donc typique du phénomeéne de “retard a
la bifurcation” précédemment expliqué.

La figure 4.2 représente une simulation du systéme (T'C2V), pour une méme valeur

de «, au voisinage de O. Pour une méme donnée initiale (xg, —0) ol 2o est assez petite,
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FiG. 4.2 — Orbites de (TCYN) avec a = 1, § = 1, o = 0.1, ¢ = 0.01 + 0.005.k,
k € []0,18|]. A chacune de ces valeurs de ¢ est associée une couleur. Les fonctions de
transition o. entre £ 7% et X% pour toutes valeurs de ¢ associe au point (xg, —§) un

point proche de ( adz 5).

ad—2x"

et différentes valeurs de ¢, on remarque que 'image par la fonction de transition o?
dépend peu de €. Les orbites de (T'CY) pour les différentes valeurs de e partant de
(z0, —0) rejoignent toutes la section X0 au voisinage du méme point (z°“, §). En outre,
d’apres la proposition 6, pour une méme valeur de ¢, oZ(z,¢) e 0 (voir fig. 4.3).

Ce développement au premier ordre en € ne nous permet pas de connaitre pré-
cisétment le comportement d’un systéme plan dont la dynamique rapide subit une
bifurcation transcritique. En effet, il nous est impossible pour l'instant de caractériser
la contraction (ou dilatation) subie par les orbites au voisinage de ce point en fonc-
tion de €. En outre, nous ne savons pas dans quelle mesure le développement de cette
fonction de transition reste valide sous une perturbation de la forme normale, condi-
tion nécessaire pour pouvoir appliquer I’analyse de transition a la recherche d’orbites
périodiques de systémes globaux. Ainsi nous intéressons-nous dans la section suivante
a une forme perturbée de (TCY) sous des hypothéses géométriques générales. Le dé-
veloppement de la fonction de transition de la forme normale nous sera néanmoins

indispensable dans la désingularisation du point de bifurcation transcritique.
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FI1G. 4.3 — Orbites de (TCN) avec a = 1, § = 1, ¢ = 0.01, 29 = k/10, k € [|0, 18]].
A chacune de ces valeurs de z( est associée une couleur. L’'image par la fonction de
transition de (zg, —0d) tend vers (0,d) quand zo tend vers 0.

4.2 Forme locale perturbée

Afin de généraliser ce résultat et de pouvoir I'appliquer & des systémes globaux
dont la dynamique rapide subit une bifurcation transcritique non dégénérée, nous

considérons le systéme local perturbé suivant :

=22 +arz+0 (333, r22, 122, xé)
z

(TCke) .' =¢&(14 O(x, z,8))

Remarque 4.2 Nous n’envisageons pas toutes les perturbations locales au voisinage
de O. De fait, certaines perturbations appliquées & la forme normale conduisent & des

bifurcations plus dégénérées et dont [’étude est plus ardue.

Récemment, une étude d’une forme canonique plus générale a été faite dans [11]
en utilisant I'intégrale de la divergence lente. Il ressort de cette étude ’existence d’une
variété canard dépendant d’un parameétre. Cependant, afin de pouvoir appliquer nos
résultats dans un contexte global, notre choix se porte naturellement sur une per-
turbation n’incluant pas de termes uniquement en z afin de pouvoir conserver une

bifurcation transcritique en O. Nous pouvons alors appliquer les résultats de cette
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analyse locale aux systémes globaux vérifiant des propriétés géométriques adéquates,

en particulier, pour la recherche d’orbites périodiques.

4.2.1 Ensemble critique et variétés invariantes

Au voisinage de 0, pour une valeur fixée de z # 0, la dynamique rapide admet
deux points singuliers : 0 et 2°(2) = —az + o(z) (d’aprés le théoréme des fonctions
implicites). Pour z < 0 (resp. z > 0), 0 est un noeud attractif (resp. col) et 2*(z) est

un col (resp. répulsif). Ainsi, il existe un voisinage compact K de O tel que :
CNK=AUCL
et nous décomposons A et £ de la maniére suivante :
A=A"U{0}uAt, L= u{ojucLt
A™ ={(0,2)]z < 0}, AT ={(0,2)|]z >0}
L™ ={(z"(2),2)|z <0}, LT ={(a"(2),2)z >0}

Les variétés A~et £~ (resp. At et £T) sont des variétés invariantes pour (T'CY¢)

normalement hyperboliques constituées de points attractifs (resp. répulsifs) de la dy-
namique rapide. Ainsi, d’apreés le théoréme de Fénichel, en dehors d’un voisinage arbi-
trairement petit de O et pour € assez petit, les variétés A=, AT, £~ et LT persistent
sous la forme de variétés AZ, L (attractives), AT et £ (répulsives) invariantes sous
le flot de (TCL¢) et normalement hyperboliques.

Nous utilisons une méthode d’éclatement & paramétre afin de développer la fonction
de transition entre deux sections du flot encadrant O, point singulier non hyperbolique

de la dynamique rapide :
Y0 ={(2,—-0,6) eR}0<z < k,0<Z<ep}
20 = {(z,6,8) e R®z > 0,0 <& <o}

ol § > 0 est petit et k, €9 également petits seront précisés ultérieurement.

4.2.2 Eclatement a parameétre

Dans le systéme (T'CL¢), le développement de la dynamique en x débute avec un
terme quadratique : il est donc approprié, dans les nouvelles coordonnées, de ’éclater
a lordre 1. On choisit en conséquence 'ordre d’éclatement de la variable lente z et du

parameétre €. Nous utilisons la fonction d’éclatement suivante :
5?2 xR — R3
((6,¢re)sr) = (r&,r¢,7%e) = (2, 2,2)

et nous étudions le champ dans des cartes locales (voir fig. 4.4).
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Fic. 4.4 — Eclatement du point de bifurcation transcritique de la dynamique rapide.

Carte K3
Nous nous intéressons en premier lieu & ’éclatement directionnel dans la carte
d’entrée ( = —1:
R3 — R3
P, -

(€1,71,61) — (1€, —r1,73e1)

Le champ éclaté s’obtient donc par les changements de variables suivants :
x=r1&, z2=-T1, E=T
qui transforme (T'CL¢) en :

& =merly [+ ¢1(&,m1,e1)] + 118 — ariéy +rip(€y,e1,—r1)
7‘,1 = _T%61 [1 + 901(517 7,1761)] (412)
él = 27‘16% [1 + 301(513 T1, 61)}

ou pi(&y,m1,e1) = O(r1) et py(&q,e1,—r1) = O(r1). Ainsi, une division locale par

r1[1 4+ ¢1(&1,71,€1)] méne au systéme :

& =16+ & —a& +O0(r)
’I'"l = —Té&1 (413)
g = 2¢2

pour lequel le point (0,0,0) est singulier. Les deux hyperplans {e; = 0} et {r; = 0}

sont invariants par le flot.
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Dans le premier, le sous-systéme de (4.13) s’écrit :

{ & =616 —a)+0(r) (4.14)
71 =0

Au point singulier (0, 0), la jacobienne associée au systéme admet 0 et —« pour valeurs
propres. D’apres le théoréme des fonctions implicites, il existe une courbe A incluse
dans {1 = 0} partant de I'origine, invariante sous le flot de (4.13), normalement hyper-
bolique et formée de points d’équilibre du systéme pour lesquels la valeur propre non
nulle est —a + O(r1). On obtient de méme une courbe normalement hyperbolique £;
contenant («,0) formée de points d’équilibre pour lesquels la valeur propre non nulle
est, cette fois-ci, @ + O(r1). Remarquons que les courbes A; et £q sont précisément
les variétés A~ et £ associées au systéme (T'CL).

Dans {r; = 0}, on obtient :

{ & =e1& + 6 — af

) (4.15)
&1 = 25%

dont les points singuliers sont (0,0) et (0, «). La variété centrale associée a (0,0) est
précisément la demi-droite {(0,0,e1) |e1 € Ry} et est invariante sous le flot de (4.13).

Enfin, un vecteur propre associé a la valeur propre nulle au point singulier (0,0, 0)
de (4.13) est (§1,e1,71) = (1,0,0). Ainsi, la théorie des variétés invariantes montre

directement la proposition suivante :

Proposition 7 Il existe une variété centrale attractive V1 de dimension 2 associée au
point singulier (0,0,0) de (4.13) contenant la demi-droite {(0,0,£1)|e1 € Ry} et la

courbe A1. Pour § et o assez petits, dans le voisinage :
N = {(51,7“1,51) € R?’\O <r1<6,0<e < 0}
la variété V1 est donnée par un graphe :
Vi:&y = hi(ri,en) = O(r1) + O ()

De plus, il existe un feuilletage invariant stable de base Vi et de fibre de dimension 1
tel que, pour tout k < «, il existe des constantes § et o telles que la contraction le long

du feuilletage restreint a Ny soit plus forte que exp(—kt).

Nous utilisons alors cet argument géométrique pour étudier le flot de (4.13) au

voisinage de 0 et nous développons le temps de transition entre les sections :

U ={(0,e1) ¢ €R,0<e1 <o}
Zjtlmt - {(517T1a0) ‘51 € R,O <m S 6}



4. Bifurcation transcritique dynamique 55

SN D,

F1G. 4.5 — Variété centrale attractive V; (en orange). En vert, la variété centrale
répulsive associée au point singulier (¢, 0,0).

Proposition 8 Soit :
Dy ={(&,r1,€1) € Ni|hi(ri,e1) <& < hi(ri,e1) +81,0<711 <6,0< e <o}

Pour tout 0 < B, < «, il existe des constantes 0 et o assez petites telles que la fonction
de transition Ty : 3" N Dy — X¢% N Dy est bien définie par le systéme (4.13). Elle

admet le développement suivant :

&1 hi (6y/%,0) + U1(&y,61)
IT; ) = 5\/%
&1 g

ol :

h (5 i%) -0 <5\/§) +0(0?)

et Wq(&q,e1) est exponentiellement petite selon 1, soit il existe k' > 0 tel que :

i(§rer) = (& — b1 (3,21) O <exp <—kt>> (4.16)

€1
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Démonstration. Soit 0 < 8; < . La variété centrale V; étant attractive et :
hi(ri,e1) = O(r1) + O (3)

il existe une constante & assez petite telles que X% N Dy soit inclus dans le bassin
d’attraction de V;. Ainsi, les orbites de (4.13) ayant pour condition initiale un point

de X{" N Dy restent dans D pour les temps positifs. En particulier :
Vi N Z(fUt Cc Dq

Les orbites de (4.13) ayant pour condition initiale un point de ¥ N D; passent donc
par ¥°“" en un point de D;. La fonction de transition est donc bien définie.

D’autre part, on peut intégrer la dynamique sur ¢; et r1 du systéme (4.13). Pour une
condition initiale (&;(0),71(0),e1(0)) = (£ 5, i) € X" N Dy, la paramétrisation
de Porbite est :

ginit
1 — 2¢inity

ri(t) = 6(1—2e) 12

El(t) =

Ainsi, le temps de transition de l'orbite du systéme (4.13) passant par (§,ci"") entre

n et B9 est :

Et on trouve :

g

init 1/2
T’l(Tl) = (5 < 1 )

L’expression recherchée pour la composante selon £; se déduit alors directement de

Iattractivité de Vi d’aprés le théoréme de Fénichel. m

Remarque 4.3 Nous pouvons définir la constante k¢ optimale d’aprés la valeur propre

non nulle a associée o (4.13) a lorigine et la perturbation p.

Nous obtenons grace a ce résultat un développement de la fonction de transition
bien définie entre Xt N Dy, section d’entrée du flot dans S? x R et image par <I>1_1 de
Y70 ={(zx,~0,8) € R0 <z < kK,0<E< e}, K et g9 étant assez petits, et L N Dy.
Dans la suite, nous analysons le flot dans la carte centrée en € = 1.

Carte K

L’éclatement directionnel dans la carte Ko, définie par € = 1, s’écrit :

x = r2&,y, 2z =19(q, g = T% (4.17)
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En l'appliquant & (T'C'¢), on obtient :

£ = 283 + arataly + £,0(r3)
Co=r2(1+ ¢a(&2:Cas72))
o =0

ol py(€y,Ce,m2) = O(r2). Ainsi, apreés une division locale par 79 (1 4 ¢5(€s, (o, 72)),

nous obtenons le systéme suivant :

€y = € + alyly + £,0(r2)
(=1 (4.18)
Py =0

Remarque 4.4 Le choix du type de perturbations que nous envisageons, nous permet
de garder, dans la carte Ky, un terme en &y devant la perturbation en O(rg). Ce
terme est absolument indispensable afin de maitriser la perturbation de ’application

de transition (cf Remarque 4.2).

Le systéme non perturbé défini pour r2 = 0 est donc :

{§=$+@m

4.19
=1 (4.19)

Remarquons, dés a présent, que le systéme (4.18) n’admet aucun point singulier. Nous
pouvons donc appliquer la théorie des perturbations réguliéres a (4.19) pour en déduire
la fonction de transition du systéme (4.18) entre deux sections transverses a l’axe de
la variable (5. Afin de pouvoir recoller les fonctions de transition entre cartes, nous

calculons les fonctions de changement de cartes entre Ki et K.

Lemme 6 Les changements de coordonnées entre les cartes K1 et Ko sont donnés

par :
1
Ko1(&y,7m1,61) — (?}2,—1/2,7“161/2> , €1 >0 (4.20)
€1 &1
K 52 1
12(525 C2a TQ) — |\ = _TZCQ) R E CZ <0 (421)
Ca (2

Nous choisissons pour sections :

in = {(52, —0_1/2,7“2> [ (§2:7m2) € RQ}
D5 = {(5270_1/2,7“2) | (§2,72) € RQ}
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Remarquons qu’elles s’éloignent de l'origine et sont repoussées a l'infini quand o tend
vers 0 par valeurs positives. Afin de pouvoir recoller la fonction de transition II; avec
celle dans la carte Ky et utiliser le développement (4.11) de la section précédente, nous

donnons le lemme suivant :

Lemme 7 L’image par Ko1 de Vi N {e1 > 0} est donnée par un graphe :
1

— < <
\/57 O_TQ_(S\/E

§=ha(Cay12), (< —
avec :
2 1
ha(Casm2) = O ( 12(3, =5
¢
L’image (€9, Cq,m2) d’un point de L9 N Dy au-dessus de Vy vérifie :
ha(Ca,12) < &g < ha(Cas72) + B2

ol By > 0 peut-étre choisi aussi petit qu’on veut en prenant B; > 0 assez petit.
Démonstration. Dans le voisinage de N7 de (0,0) dans Ri, la variété Vi est

donnée par le graphe :
Vi & = hi(r1,e1) = O0(r1) + O (E%)

pour :
O§T1§(5, O0<er <o

D’apres les fonctions de changements de cartes du lemme précédent, l'image (5, Ca,72)

& > hy <—?"2C27 1>

par Ko1 d’un tel point vérifie :

(o ¢
1
avec 0 < — <o, 0< —ry(y <4
2
soit :
1 , 1
£y > —Coha | —72Ce, = | = h2(Cam2) = O (1205, = |,
(3 2
1
avec (o < ———= 0<ry <o

7 0=

L’existence de 35 provient de la proposition 8. m

La variété &, = 0 est invariante sous le flot de (4.18). Ainsi, 'image de Kg; o II;

est incluse dans :

{(62=0"2r2) € R¥no(Coym2) < € < halGauma) + B}

et pour § — 0, le compact Ka1 (V1 N X9%) tend vers le singleton constitué de 1'origine
(&9,C9,1m2) = (0,0,0) de la carte K3. Nous avons alors :
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Proposition 9 Posons :

D2 = {(E27<27T2) € R3‘h2(<-27r2) S 52 é h2(C27T2) +5270 S T2 S 501/2}

Alors, il existe o, §, By des constantes strictement positives assez petites telles que :
(1) K21(39" N Dy) C B5* N Dy
(2) le flot du systéme (4.18) induit une fonction de transition bien définie de X5* N Do

sur Zg“t :

t
52 gu (527 g, 7“2)
| -2 | = o172
T2 T2

avec

€&y, 0,m20) = ha(o M2 1) + (&5 — ha(—0'/%,72))O(r2)
mio ) = & (142976 ) + 00)

Démonstration. La premiére assertion provient directement du lemme 6 de chan-
gement de cartes, en utilisant (4.20), et du lemme 7.
Pour (2), nous nous intéressons a orbite v, (£, —o~1/2), ) du systéme non perturbé

(4.19) passant a t = 0 par le point (", —5~1/2). Les changements de variables :

oo 1 €
52—?% CQ—m% _6\/57—

conjuguent le systéme a :
{ o= =gz +a'2)
z

r__ dz __
==
ou :
’ g
o = o«
o

Nous pouvons donc utiliser ’analyse sur la forme normale (TCZ) de la section précé-

dente. En effet, par ces changements de variables, nous obtenons :

(o = cV? = 2=
2 26
= _— C} T = —
e £
La paramétrisation de v, dans le nouveau systéme de coordonnées s’écrit alors :

init
72((5%11%7 _0-71/2)715) = . 2 ~
1+ &5tk ( 2 )

S
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() [ oG]

En posant e = o4/0, qui tend vers 0 quand o tend vers 0, on obtient £ = gas et,

avec

d’aprés (4.11), la fonction de transition entre z = —d et z = d est bien définie pour
tout 0 < 2t < g/ < %a/. Ainsi :

N a/(sxim't ini
Comme :
oo Vo
of = 820 ‘= FOK
VT 5o ginit Vo 5o pinit
g out T 75 6720[535
(&5,0,0) = < — O(U\/E)
5 \g 5— 2U§mzt gaé‘ o 2%£zmt
Vo g ¢init
VT ini ! ( 7005
=YY" gmz — 1+ — O(O’\/E)
5 5 %al_2ﬁ£1nzt g 5_2%§zmt
_ {fmzt <1+2f£znzt+4 (é-mzt) O(O’\/E)) (1+ %gzmtO(J\/E)>
On a:

out(£2’a O) gim‘t + 2(£im‘t)2\§ (é-mzt) gzmto(a\/»)

ha((p,0) = O (23)

ho(—o~12,0) = O(c/?)

Enfin, puisque :
on a :

En outre, il existe o > 0 assez petit tel que ce développement soit vrai pour tout :
- Q

0 < ginit < g _0_71/270 + <
Par perturbation réguliere du systéme (4.19), nous déduisons le développement de la

composante sur 5% de la fonction de transition du systéme (4.18) bien définie entre
SN Dy et ¥gu

$(€0.12) = & | (142976 + G0(0)] + (6 - ha(=02,r2)0(r2)

|
Remarque 4.5 On retrouve ici la propriété décrite dans la remarque de la section

précédente. Les conclusions en sont les mémes : il suffit de choisir €4 assez petit pour

que le développement ait un sens dans un voisinage de l’origine.



4. Bifurcation transcritique dynamique 61

Remarque 4.6 Nous avons développé la fonction de transition jusqu’aux termes en
Vo car Uétude de la bifurcation transcritique dynamique nous permettait de le faire.
St pour Uapplication que nous ferons de ce résultat concernant la dilatation des orbites
au passage prés de lorigine, les termes d’ordre 1 en &5 nous suffisent, pour pouvoir
définir correctement la fonction de transition dans la carte K3 nous devons limiter
l’image de 11y & un domaine assez petit. Il nous suffit de remarquer que la composante

en &, de cette fonction de transition contient une partie en O(&5y) indépendant de ra.

Carte K3

Dans la carte K3, centrée en ( = 1, I’éclatement directionnel ®3 s’obtient grace

aux changements de variables :
_ _ = _ .2
r=r3y, z=r3  E=T3e3
Nous obtenons alors le systéme suivant :

€3 = —r3e3ls L+ g3(€3.73,€3)] + 73E3 + arsés + r3u(€s, 3, 73)
']"’3 = T%Eg [1 + 93(537 3, 83)] (422)
£3 = —2r3e3 [1 + g3(&3, 73, €3)]

ol p3(&3,73,€3) = O(13) et p(€3,€3,73) = O(r3). Ainsi, en opérant une division locale
par 73 [1 + ¢3(&3,73,€3)], on obtient :

€3 =383+ &3+ als + O(rs)
T3 =T33 (4.23)

&3 = —2¢3

L’analyse qui suit est semblable a celle dans la carte K;.
Les hyperplans {3 = 0} et {r3 = 0} sont invariants sous le flot du systéme (4.23).

Dans le premier, le sous-systéme de (4.23) s’écrit :

{@:@@+m+mm

73 =0

Au point singulier (0,0), la jacobienne associée au systéme admet 0 et « pour valeurs
propres. D’apres le théoréme des fonctions implicites, il existe une courbe normalement
hyperbolique Ag passant par (0,0) et formée de points singuliers instables du systéme
pour lesquels la valeur propre non nulle est proche de o.. Notons en outre qu’on obtient
également une courbe normalement hyperbolique L3 passant par (0, —«) formée de
points d’équilibre pour lesquels la valeur propre non nulle est, cette fois-ci, proche de
—a. Remarquons que les courbes As et L3 sont précisément les variétés AT et £

associées au systéme (TCL°).
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Dans {r3 = 0}, on obtient :

€3 = 2¢3

{ €3 =3ty + &3 + ads

dont les points singuliers sont (0,0) et (0, —«). La variété centrale associée a (0,0) est
la demi-droite {(0,0,e3)|es € R} invariante sous le flot de (4.23).
Enfin, un vecteur propre associé a la valeur propre nulle en (0,0, 0) est (£3,£3,73) =

(1,0,0). Ainsi, la théorie des variétés invariantes montre la proposition suivante :

Proposition 10 [l existe une variété centrale répulsive Vs de dimension 2 associée
au point singulier (0,0,0) de (4.23) contenant la demi droite {(0,0,e3)|es € Ry} et la

courbe As. Pour § et o assez petits, dans le voisinage :
N3 = {(&3,73,€3) € R30 <73 < 6,0 <e3 < o}
la variété Vs est donnée par un graphe :
Vs : &3 = hs(rs,e3) = O(r3) + O(e3)

1l existe un feuilletage invariant instable de base Vs et de fibre de dimension 1 tel que,
pour tout k > «, il existe des constantes § et o telles que la dilatation le long du

feuilletage soit moins forte que exp(kt).

Par un calcul direct, on obtient :

Lemme 8 Les changements de coordonnées entre les cartes Ko et Kz sont donnés

par :
1
Kin(Ey,Corr) — <€27T2C2, ) G0 (4.24)
Co ¢3
1
K23(€377137€3) - (??27 1/27T3€é/2> ) €3 > 0
€3 &3

Par suite, nous étudions le flot de (4.23) au voisinage de (0, 0, 0) et nous développons

le temps de transition entre les sections :

gn = {(637T37U) ’ (5377‘3) S R X Ri}
Egut = {(5375753) ‘ (53753) € Rx Ri}

Cependant, nous prétons une grande attention a pouvoir définir un domaine Djs tel

que Zé” N D3 contienne I'image de Il o K91 o II3.
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Proposition 11 Posons :
D3 = {(£3,73,€3) € N3|ha(rs,e3) < &3 < ha(r3,e3) + 83,0<713<9,0<e3 <0}

Pour tout B3 > 0, il existe des constantes 0 et o assez petites telles que :
(1) on ait :
VsNEY € Dy

et :
KgQ(ZgUt N DQ) C Eén N Ds

(2) la fonction de transition I3 : X5 N D3 — X% soit bien définie par le systéme

(4.22). Elle admet alors le développement suivant :

&3 h3 ( o (% 2) + W3(&3,73)
I3 | r3 | = )
o o (5)°
ol :
(5.0 (%)) =ow+o (+ (%))
et :

Ws(E.rs) = O((& — hs(r3.0)) O <exp (kt»

r3— ’]“3
Démonstration. Soit 0 < 83 < a. D’une part :
hs(rs,e3) = O(rs) + O (5%)

et d’autre part :

$(€0,m2) = & (142276 ) +60(0) +0(r)

Nous pouvons choisir les constantes § et o assez petites telles que :
V?"g € [07 5]a VE?) S [0,0’], |h3(7“3,83)| < ﬁ?)

et :
W¥ry € [0,0], ¥&y € [ha(Cam2), Bal, 68" (g0 m2)| < Byo/?
On a alors :
VsNE C Ds
K32(E§“t N DQ) C Eén N Ds
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Intégrons a présent la dynamique sur €3 et 3 du systéme (4.23). Pour une condition
initiale (r3(0),e3(0)) = (ri", o) € X% N D3, la paramétrisation de l'orbite est :

e3(t) = 4
BT T 20t
_ init 1/2
r3(t) = 75" (1+ 20t)

Ainsi, le temps de transition de cette orbite entre X5* N D3 et 334 est :

1 5\’
T?’%[(M ‘1]

pinit 2
ea(Ts) = U( 5 )

L’expression recherchée pour la composante selon {3 se déduit de la proposition pré-

Et on trouve :

cédente en remarquant que (4.12) et (4.22) sont les mémes en inversant le temps.
]

Le développement de la fonction de transition est bien définie entre Zé" N D3 et
$gu. carte de sortie du flot dans 52 x R et image réciproque par ®3 de ¥°. Nous
sommes alors en mesure, en composant les fonctions de transition dans les cartes et
les fonctions de changements de cartes, de donner un développement de la fonction de
transition du systéme local : ceci est I’'objet de la section suivante. Il est important de
remarquer, d’ores et déja, que les exposants de contraction (resp. dilation) des fonctions
W, et W3 sont opposés I'un de 'autre. En effet, dans la composition des applications
de transition, les deux expansions des orbites par II; et II3 se compensent. Notons, en
outre, que nous utiliserons les analyses dans les différentes cartes du systéme plan dans

les chapitres suivants, en ajoutant une dynamique lente ou une dynamique rapide.

4.3 Analyse de transition

Nous utilisons & présent la décomposition de 'application de transition du champ

éclaté afin de donner un développement de celle du systéme (TCL€).

4.3.1 Développement asymptotique de la fonction de transition

Théoréme 4.1 1l existe § > 0, g > 0, kK > 0 tel que pour £ €]0,¢¢], la fonction de
transition 1 : ¥ — Y9 induite par le flot de (TCY¢) soit bien définie. Elle admet
alors le développement suivant :
x (2,8, €)
II : —0 — )

9 e
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ot :
7 (2,8,¢) = M) + 20(¢)

avec \(x) indépendante de ¢ et A(x) = O(x)

x—0

Démonstration. D’aprés les études dans les cartes K1, Ko et K3 de la section
précédente, nous savons que ’application de transition induite par le champ éclaté est
bien définie de Ei” N Dy dans Eg“t en choisissant des constantes 3;, ¢ et o strictement
positives assez petites.

L’image par ®; de Z’i” N Dy est :

»0 = {(z,—6,e) e R*|0 <z < Kk}

On développe la fonction de transition IT : ¥7% — %% pour le flot induit par (T'CL°)

en utilisant la transition induite par le champ éclaté :
H:(I)glOH30K320H20K210H10(I)1

Ainsi, pour k et € assez petites, nous pouvons composer les développements :

. : m(V50) + 0 (5.5)
‘I>1 1

-9 - ) — %

g 5% o
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Or, par définition §; = hi(ri,e1) et €3 = hs(rs,e3) sont les équations de la méme

variété dans des cartes différentes. Ainsi, en utilisant les changements de cartes, on

obtient :
o o

w((m (o) o (5 5) 0 (55)) aromn )
2 (50 2))o (o (29) o (0 (£6)) ()
2 (ion05))o ()

Comme o > 0 fixé est tel que les applications soient bien définies :

" (@,5,¢) = 8 [h?, <5, ;) - <§ I (5, ;)) 0 (\%)] = A=) + 20(¢)

avec A(x) =, O(x) et A\(z) indépendante de . ®

D’ou :

Nous avons montré qu’il n’y a pas d’expansion des orbites dépendant de € lors du
passage au voisinage du point de bifurcation transcritique. En effet, le développement
de la fonction de transition effectué dans la section précédente est semblable & celui
obtenu pour la forme normale (TC;V ). Nous rappelons ici que nous n’avons pas envisagé
toutes les perturbations possibles, mais seulement celle permettant de conserver une
bifurcation transcritique de la dynamique rapide. Ceci suffit & notre étude et permet
de pouvoir étudier localement une grande classe de systémes lents-rapides présentant

un mécanisme d’éjection de type transcritique.

4.3.2 Transition transcritique d’un systéme global

Nous utilisons la forme locale étudiée dans la sous-section précédente pour analyser
les systémes lents-rapides plans, pour lesquels apparait une bifurcation transcritique
de la dynamique rapide. Nous posons dans un premier temps les hypothéses nécessaires

sur le systéme :
= f(z,z
(py: T I2)
Z=¢e.h(z,2)
(f.h) € CO(R?)
pour qu’il présente ce type de transition.

HT : L’ensemble critique de (P-) est I'union de deux courbes A et £ d’intersection

transverse {7'}. On suppose alors que A et £ sont, localement dans un compact K
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autour de 7', donnés par des graphes au-dessus de z. Nous envisageons donc le systéme
localement dans le compact K.

H2T : T sépare alors A et £ en deux parties respectivement :

ANK AT U{T}uA"
LNK = L u{T}ucL™"

On suppose que A~ et L~ sont formées de points attractifs de la dynamique rapide et
AT, LT de points répulsifs. Nous supposons le point non hyperbolique 7" non dégénéré
ie.: of o

a—x(T):Oet @(T)#O

En outre, on suppose que 1" n’est pas un point singulier du systéme critique associé et
le flot de (Sp) défini sur A est dirigé de A~ vers A™.

D’apreés le théoréme de Fénichel, en dehors d’un ouvert arbitrairement petit conte-
nant T, les variétés A~, AT, L~ et LT persistent sous la forme de variétés invariantes
AZ, AT, L7 et £ pour € assez petit. L’instabilité structurelle de la bifurcation trans-
critique nous oblige & poser une condition supplémentaire pour pouvoir maitriser le
flot de (P.) au voisinage de T

H3T : Pour ¢ assez petit, les prolongements de A

et AT par le flot de (P:) coin-
cident. Ceci équivaut & supposer que la variété A entiére persiste en une variété A,
invariante sous le flot de (FP:).

Nous obtenons ainsi une bifurcation transcritique de la dynamique rapide en T
Ceci revient & choisir le type de perturbations locales que nous pouvons appliquer
a (TCY) et qui nous permettent de controler les orbites au voisinage du point de
bifurcation. Remarquons que la variété A. ne peut en aucun cas étre normalement
hyperbolique. Il existe donc un point 7. dans un O(e)-voisinage de T' qui sépare le
prolongement A, en deux sous-variétés normalement hyperboliques. Enfin, imposer la
direction du flot (Sp) sur A revient a connaitre le signe de h au voisinage de T'. Nous
pouvons alors rapprocher cette classe de systémes de la forme locale étudiée dans la

section précédente :

Proposition 12 Sous les hypothéses HY, HY, Hg:, il existe un changement de va-
riables C*° qui conjugue localement en T le systéme (P:), € > 0, a un systéme de la
forme (TCle).

Démonstration. D’aprés ’hypothése HlT, nous pouvons choisir un nouveau sys-
téme de coordonnées locales (z, 2) pour lequel A, est donné par le graphe & = 0 et

T. = (0,0). Nous utilisons le développement de Taylor de f selon (z,2) en T. D’apres
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HI, HI en renormant la coordonnée Z, (P-) devient localement :

eh(z,

& =3+ adz + O (23,222,472, 2¢)
2)

Le choix de l'orientation de z permet alors de supposer a > 0 et h > 0 dans un

voisinage de T' . En renormant la coordonnée z, on obtient localement :

(P.):{ 2 =e(1+0(& 2,¢))

En ajoutant une dynamique nulle sur le parameétre €, nous obtenons la forme locale
(TCN). m

Grace a cette proposition, nous conjuguons les systémes du plan dont la dynamique
rapide subit une bifurcation transcritique non dégénérée et le systéme local pour lequel
nous avons développé la fonction de transition au voisinage du point de bifurcation.
Le théoréme 4.1 nous permet alors de définir 'application de transition entre deux
sections transverses respectivement & A~ et AT et d’en donner un développement

asymptotique en €.

Remarque 4.7 Les sections sont déformées par le changement de variables inverse
défini dans la proposition 12. Cependant, elles restent transverses au flot de (P:) pour

€ assez petit.



Chapitre 5

Un autre type d’oscillations de

relaxation

Dans ce chapitre, nous appliquons les résultats des chapitres 3 et 4 a la recherche
d’orbites périodiques de relaxation d’un type distinct de ceux étudiés jusqu’a présent.
En effet, nous envisageons le cas ol une transition au moins nait d’une bifurcation
transcritique de la dynamique rapide. Or, nous avons établi au chapitre précédent
que la fonction de transition associée a ce type de bifurcation dynamique admet un
comportement asymptotique trés éloigné de celle associée au pli dynamique. De fait,
I’absence de contraction suffisante des orbites lors du passage dans un voisinage du
point de bifurcation transcritique est susceptible de ne produire aucun point fixe de
I’application de retour. Nous traitons ici les cas typiques pour mettre en lumiére le
caractére peu contractant de la bifurcation transcritique dynamique.

Dans un premier temps, nous étudions le cas d’'un systéme plan présentant deux
types de transition différents : I'une née d’une bifurcation pli, I'autre d’une bifurcation
transcritique de la dynamique rapide. Puis nous traitons ’exemple d’un systéme plan
a deux transitions transcritiques mettant en défaut la notion d’ultrastabilité évoqué
dans le chapitre 1. Enfin, nous traitons le cas d’un systéme spatial & une variable
rapide dont la dynamique subit une bifurcation transcritique et une bifurcation pli le

long de variétés de dimension 1.

5.1 Systéme de relaxation transcritique-pli dans le plan

Nous étudions ici un systéme global qui, au voisinage de 'origine, est de la forme
(TC’éOC). Nous le construisons de telle maniére que sa dynamique rapide subisse éga-
lement, en un autre point et pour une autre valeur de la variable lente, une bifur-

cation pli. Nous voulons ainsi faire naitre un comportement de relaxation dont I'un

69
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des mécanismes d’éjection est moins contraignant que la bifurcation pli et nous nous

interrogeons sur l’existence d’orbites périodiques pour les petites valeurs de ¢.

Remarque 5.1 Les résultats de cette section peuvent étre généralisés o une classe de
systémes lents-rapides du plan. Sous des hypothéses standard sur ’ensemble critique et
sur les flots des systémes critique et couche-limite au voisinage des points non hyperbo-
liques de la dynamique rapide, nous sommes en mesure de caractériser la distribution
des orbites périodiques. Cependant, ce résultat est un cas particulier du théoréme 5.8
(dans le cas tridimensionnel). Nous avons choisi, dans cette section, de nous intéresser
a un exemple particulier afin, d’une part, de rendre plus claire la méthode de décompo-
sition de la fonction de Poincaré que nous utiliserons o plusieurs reprises, d’autre part

de modifier cet exemple pour faire apparaitre un comportement spécifiqgue d’instabilité.

5.1.1 Description du systéme
Considérons :

i=x(r—z—32%) = F(z,2)

CP.):
(TCF) {é’—s(x—l)

(x,z) e Ry xR

L’ensemble critique peut étre décomposé de la maniére suivante :

C = AUL
= {(0,2)]z € R}
L = {(m,x—%x%\xe]&@

L’axe A étant une variété invariante, elle sépare ’espace des phases en deux demi-plans
invariants par le flot. Ainsi, nous focalisons notre étude sur le demi-plan positif. Nous
décomposons L selon la nature des points singuliers pour la dynamique rapide. Nous
posons LT = LN{x < %}, constituée de points répulsifs pour la dynamique rapide et
LT =LNn{x > %}, constituée de points attractifs. De méme, nous séparons la variété
A en AT = AN{z < 0}, constituée de points répulsifs pour la dynamique rapide et
A~ = AN{z > 0}, constituée de points attractifs.

Ainsi, pour une donnée initiale (z,z) € Ry x R_ proche de AT, lorbite est re-
poussée par la branche répulsive et, sous I'influence de la dynamique rapide, rejoint
un voisinage de £~ en traversant la droite z = 1, i.e. 2 = 0. Elle monte ensuite en
s’approchant exponentiellement de la variété persistante attractive. Au voisinage du
point de décrochage de type pli, sous I'influence de la dynamique rapide, elle traverse

a nouveau la droite x = 1 pour rejoindre un voisinage de A™. Elle descend le long de
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cette variété avec une contraction exponentielle, pour arriver au voisinage de 1’origine,
point de bifurcation transcritique de la dynamique rapide. Par retard a la bifurcation,
elle reste dans un voisinage de la variété répulsive AT. Enfin, elle se “décroche” pour
entamer un nouveau cycle.

Nous utilisons les analyses locales au voisinage des points non hyperboliques de
la dynamique rapide entrepris dans le chapitre précédent afin de montrer la bonne
définition de 'application de premier retour de (T'C'P:) et de donner son développement

asymptotique en €.

5.1.2 Décomposition de ’application de Poincaré

D’apreés la description précédente, nous sommes amenés & décomposer I’application

de Poincaré :
II @ Y4—-34
Sa o= {(p"2)}z> 6}

de la maniére suivante. Considérons les points :

33
P = (I’P,ZP) = (2,4) e L™

A= (0’ ZP) ; B = (07 _ZP)
Q = (zqg,—zp) € L™

et les sections du flot suivantes (voir fig. 5.1) :

o= {@00<z<p™, T ={(z,—6)z <0< p™}
S o= {(p™ )}z <b6—z2p}, To={(=0)3-py<z<3+pgy}
SE o= {(@,zp— )z >0}, ISP ={(zp—0,2)|z > 2p}

La constante p* > 0 est fixée petite, au moins inférieure & zp. Les parameétres
PP, pg et sont des constantes fixées plus précisément par la suite. Ainsi, nous dé-

composons la fonction II de la maniére suivante :
I=Ip_pgollpollg_pollg_gollp-pollpolls_o

et montrons par la suite que les fonctions de transition suivantes induites par (T'C'P:)

sont bien définies pour € assez petit :

a0 EA—>276 ; H0:275—>26
HO—B . 26—>ZB 5 HB—Q:ZBHZQ
Hop : ISP —SP 5 Ip: S — 57

Op 4 : P =¥y
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Fic. 5.1 — Décomposition de I’application de Poincaré entre les différentes sections
séparant les voisinages des variétés normalement hyperboliques, des points de jonction
et des trajectoires rapides.

Sans changer les systémes de coordonnées dans les différentes sections utilisées,
nous induisons de tels changements en donnant les développements des fonctions de
transition en prenant un point de référence. Ceci nous permettra de composer les
applications sans difficulté pour donner le développement, dans le systéme de coor-
données originel, de I'application de retour globale. Remarquons que nous pouvons
procéder ainsi car les changements de coordonnées permettant de conjuguer (T'C'P:)
aux formes locales appropriées — (TC¢) a l'origine et (Pli’*°) en P — sont linéaires.
Dans un cadre plus général, nous devrons choisir les sections du flot comme pré-images
de celles adaptées a la forme locale par le difféomorphisme conjuguant le systéme et

cette forme.

5.1.3 Deéveloppement des fonctions de transitions

Nous utilisons, dans cette partie, la théorie des perturbations réguliéres loin de
l’origine et du point P et le théoréme de Fénichel prés de la variété invariante £~ du
systéme rapide pour décrire le comportement du flot selon € grace & un développement.

En outre, nous utilisons les résultats du chapitre 3 pour développer la fonction de
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transition oo au voisinage de 1’origine.

— Développement de II4_o

Proposition 13 Supposons :

N\ 2
) pzn)
0<d<p™— (7
p 3
L’application 114_o est alors bien définie de X4 dans Y9, Il existe une constante

positive ki telle que, pour tout z prés de z, :

Mo ( o ) _ ( p. exp <_z22252) (1+0(e)) )

z 1)

Démonstration. Nous savons, a priori, grace a I'attractivité de A~, que 'appli-
cation de transition est bien définie entre ¥4 et £¥7%. En outre, pour § > 0, on peut
approcher, par perturbation réguliére, 'orbite de (T'CL°¢) passant par (p™,z) € ¥4 &
t = 0 par lorbite de :

pour t > 0 jusqu'a ce qu'elle coupe 0. Ainsi, on peut intégrer le systéme pour
{z(0) = p; 2(0) = 2z}, et on obtient :

(z—5> ( 22—52>
x =pexp | —
€ 2e

Il en résulte le développement I14_o, par redressement du champ de vecteurs, pour z

pres de zp avec k1 = z%, . m

— Développement de I1p

En changeant z en —z, le systéme (TCP.) étant déja sous la forme locale (TC),
il ne nous est pas nécessaire d’appliquer de changement de variable pour appliquer le
théoréme 4.1. Ainsi, pour p'™ assez petit, nous pouvons choisir p°“ tel que pour, €

assez petit, ’application de transition Il soit bien définie de ¥ dans ¥~ et admette

z\ [ Az)+20(e)
o(5) ()

ot A(z) est indépendante de € et A(z) = O(xz).

x—0

le développement :

— Développement de IIp_p
L’application de transition IIo_p est bien définie d’aprés le choix de X9 et ¥ 5. Son

développement se déduit du méme raisonnement que celui de I14_o. Ainsi :

. P
Mo p ( s ) = _m(HO(E))
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— Développement de IIg_q

Chaque orbite du systéme (T'C' Py) partant de ¥ g rejoint le voisinage de la branche
droite £7. En outre, pour ¢ assez petit, (I'CP.) est une petite perturbation de la
dynamique rapide. Ainsi, I'orbite de (TC%¢) ayant pour donnée initiale (p, z—zp) € ¥4
est loin de tout point singulier de la dynamique rapide jusqu’a ce qu’elle rejoigne le
voisinage de L£~. Sur cet intervalle de temps, 'orbite est sous £~ et £ > 0 , donc
elle intersecte nécessairement £~ en un point (Z-(2), Z:(z)). Par utilisation directe du

théoréme de Fénichel, on obtient le résultat suivant :

Proposition 14 Soit L_ la variété persistante invariante normalement hyperbolique
de (TCPF;) restant dans un O(e)-voisinage de L™. Soit x5, ou (z,0) est le point
d’intersection de L. avec Xq. Alors, pour pg > 0 fizé, pour € assez petit, ce point
existe et la fonction de transition induite par le flot entre ¥ p et Xg est bien définie et

admet le développement :

() - (0l (2)

0
ot ki >0 et xg = O(e).
E—

Remarque 5.2 Nous avons choisi une section Yq éloigné du point ) défini dans
les hypothéses afin de pouvoir définir llg_q sur tout Xp. Ceci résulte du fait que
nous avons choisi une grande section Y 4, largement disproportionnée par rapport a
limage de Uapplication de retour globale. De maniére générale (voir théoréme 5.3),
nous pouvons nous limiter & un petit voisinage V de (zp, p'™) dans X 4. Ainsi, l'image
par llp_pgollpolls_o de ce voisinage est un petit voisinage de (p°“', —zp) dans ¥p.
Alors, pour tout 6g > 0, il existe eg > 0 tel que Illp_g o Illp_p o Ilp o Il4_o soit bien
définie de V' dans {(z,6 —zp)|rg —pg < < xq +pg} avec F(zgy,6—zp) = 0. Cette
remarque est importante pour caractériser ’ensemble limite-périodique I' du théoréme
5.1.

— Développement de IIg_p
Le théoréme de Fénichel le long de la variété normalement hyperbolique £, montre

directement :

Proposition 15 1[I existe kg > 0 tel que, pour x assez petit :

0 TH+ T _ 2 (g) + zexp <—k?0> (1+0(e))
@-F —zp + 1)

P = (2 (e),2p — 6) € L]

zp— 90

ou :
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— Développement de IIp
Le point de jonction P vérifie les hypothéses Hf , H§ , H3P . Donc, d’apres le théo-
réeme 3.1, application de transition IIp de 3;1 a Z‘jg“t est bien définie pour ¢ et ¢ assez

petit et admet le développement :

I, W (e) + _ Tp—0
zp — 02 2% (g) + U(z, €)

oul ¥ est exponentiellement petite par rapport a € et zj’;“t(a) = 0(52/ 3)
— Développement de IIp_p
Loin de I’ensemble critique, nous pouvons redresser le champ de vecteurs, on en

déduit que pour ¢ assez petit, application IIp_4 de E;’;“t vers X4 est bien définie et

Tp—p p
H( : )H(HO@)

Nous avons finalement tous les développements nécessaires a la description de ’appli-

s’écrit :

cation de retour de X 4.

5.1.4 Existence et unicité de ’orbite périodique attractive

Nous utilisons les résultats qui précédent pour montrer le théoréme suivant :

Théoréme 5.1 1 existe g > 0 tel que, pour tout 0 < € < eg, le systéme (TCPx:)
admet une unique orbite périodique I's dans Ry x R. Cette derniére est globalement

attractive.

En outre, la famille & un parameétre (7, )o<e<e, converge vers l'ensemble limite-périodique :
I'=[ABJU[B, QUL N{—2p <z<zp}UI[PA]
qui est un graphique de (TCPy) adapté o (TCP).

Démonstration. Nous développons la fonction de Poincaré 11 : X4 — 34 selon

e. En conservant les hypothéses faites sur p®“, 4, pg nous obtenons

( P ) Maso ( pexp (*222252) (1+0(¢e) >

z o
I ( pexp (252 (1+0(e)) >

o

HO__>B ( pout > HB_—)Q ( st +0 (exp (—%z)) )
()

0
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o (80 (-0 (on (2 ()

zp— 0

Hpgellp < Tp—§ )
2% (&) + U ((xaQ +0 (exp (—%z))) exp (—kg—o) ,E) +O(¢)

oil ¥ est exponentielle petite. D’aprés la sous-section précédente, ce développement
est juste pour ¢ assez petit, soit € €]0, gg] avec g9 > 0.

Nous en déduisons donc que II est une contraction exponentielle en € uniformément
sur tout compact inclus dans ¥4 dont I'image est incluse dans un O(e)-voisinage de

(p
est associée une orbite globalement attractive dans R} x R. Remarquons, en outre,

n zp). Elle admet donc un point fixe attractif contenu dans ce voisinage auquel
d’apres le théoréme de Fénichel et la remarque 5.2, que quelque soit le voisinage de
L7 N{—zp < z < zp}, il existe ¢ assez petit tel que pour toute valeur inférieur 1'orbite
rentre dans ce voisinage. Il en est de méme pour un voisinage de AN{—zp < z < zp}.

De plus, la famille d’orbites . définit des trajectoires rapides dans ]0,zp[xR™"
et |0, zo[xR*. Puisque Porbite v, passe dans un O(e?/?)-voisinage de P et dans un
O(e)-voisinage de @ ; il apparait que ces trajectoires rapides sont |P, A et |B, Q.

Finalement, il existe une famille (Ue).¢jo,c,) de O(e?/3)-voisinages de :
I'=[AQuU({Cn{zp <z <uzg})U[P,B|U[B,A]

pour la topologie de Hausdorff, telle que pour tout £ €]0,g¢], 7, C U.. Ainsi, 7,
converge vers l’ensemble limite-périodique I' qui est un graphique de (T'C'Py) adapté
a(TCP.). m

Nous remarquons que I’ensemble limite périodique I' contient [O, B] C AT, segment
formé de points singuliers répulsifs de la dynamique rapide. Nous en déduisons donc que
I' est un canard, ensemble limite-périodique d’une famille (v.) dépendant uniquement
de €. Contrairement aux systémes de relaxation dont les mécanismes d’éjection sont
tous de type pli, il n’est pas nécessaire ici de faire évoluer un autre parameétre du
systéme pour obtenir des canards. Nous remarquons la forme caractéristique des orbites

dans les simulations suivantes.

5.1.5 Simulations

La figure 5.2 représente les orbites périodiques globalement attractives de (T'C'P:)
dans R% x R pour différentes valeurs de €. Nous remarquons que plus la valeur de ¢

est petite, plus 'orbite périodique s’approche prés de A.
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o.&
=101
==0.08
e=0.06
£=004 °

_—EI.S

F1G. 5.2 — Orbites périodiques du systéme (T'CP.) pour différentes valeurs de e.

5.2 Un contre-exemple a 'ultrastabilité selon Ashby

Enfin d’étudier plus avant ce type de transition, nous considérons un systéme pro-
duisant des oscillations et n’utilisant que le mécanisme d’éjection transcritique. Ainsi,
nous étudions 'exemple d’un systéme lent-rapide présentant une double bifurcation

transcritique de la dynamique rapide (cf [25]) :

= (r—2)(1—2?%)

zZ=¢€x

(DTC.) : {

Nous nous intéressons au flot entre les droites invariantes d’équation z = —1 et x = 1.
La dynamique rapide :
&= (zx—2)(1—2°

subit des bifurcations transcritiques en —1 pour z = —1 et en 1 pour z = 1. Le systéme
admet ’origine pour unique point singulier qui est un foyer répulsif. Nous montrons
que, dans ce cas, les orbites de ce systéme contenues dans la bande [—1,1] x R, a
I’exception de celle stationnaire en O, présentent des oscillations d’amplitude de plus
en plus grande en z et restent, a chaque oscillation, durant un temps de plus en plus

grand dans un voisinage donné des parties répulsives de ’ensemble critique.
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5.2.1 Accroissement du délai

Proposition 16 Il n’existe pas de cycle limite entre les droites d’équation x = —1
et © = 1. Pour toute condition initiale différente de (0,0), pour tout & et pour tout
T, lorbite correspondante reste durant un temps plus grand que T & une distance

inférieure & § de la partie répulsive de la variété lente.

Démonstration. On applique le changement de variable z = tanh(u) dans | —1,1]

et on obtient le systéme équivalent :

{ 4 = tanh(u) — z

z = e. tanh(u)

(5.1)

En différentiant la premiére équation, nous obtenons :

) u
3 —

S
cosh?(u)

Puis en remplagant par la dynamique sur z :

cosh

2
u
W + et tanh(u) = ()
(u)
Il apparait alors que la fonction :
1
D(u,2) = 3 (tanhu — 2)* + ¢ In (cosh u)

est une fonction de Lyapunov de (5.1) strictement croissante le long du flot sauf au
point (0,0).

En outre, remarquons que si (u(t), z(t)) est une solution de (5.1) alors (—u(t), —z(t))
également. Nous pouvons donc, sans perte de généralité, restreindre notre analyse des
orbites du systéme en considérant les conditions initiales (ug, zo) telles que ug > 0.

1) Supposons dans un premier temps zg > tanh(ug). Alors 4(0) <0 et :

d — tanh
—(z — tanhu) = etanhu + Fann

dt cosh?u

montre que z — tanhwu croit et donc reste positif. Supposons que u reste positif. Alors,
comme z — tanhu > 0, u décroit et u e l.

—Sil > 0, 2 = etanhu implique z — +00 donc @ — —o0 ce qui est en contradiction
avec u > 0.

-Sil=0,u+ 2z — 0. Or z est croissante. Si z — +oo, alors &4 — —oo et nous
obtenons & nouveau une contradiction. Si z tend vers une limite finie m, alors « — —m :
nouvelle contradiction. Ainsi, toutes les orbites ayant pour donnée initiale (ug, o) telle

que zg > tanhug > 0 intersectent 'axe u = 0.
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2) Considérons a présent le cas zp < tanhug. La variable u est d’abord croissante — tant
que z < tanhu — donc positive et z est croissante. Supposons que tanh u— z reste positif
le long de l'orbite. Alors, quand ¢ — 400, u tend vers une limite m (éventuellement
+00). Comme Z — m, z — 400 et nous obtenons une contradiction avec 4 — —oo.
Ainsi, 'orbite coupe nécessairement la droite z = tanhu et enfin 'axe u = 0 d’aprés
le 1).
Par symétrie, nous pouvons également montrer I'existence de deux suites de valeurs
de t, (t,) et (0,,) telles que :

th < Op < tnt1

x(ty) = z(th+1) =0
z(0n) = 2(6n)
2(tn) = (=1)"an, an >0

Montrons que (¢,) n’est pas bornée. Considérons la fonction :
w(z,z) =28(u,z) = (z — 2)* —eln |1 — 2?|
qui vérifie :

b =201~ 2z - 2)?

Comme w est strictement croissante :

w(ty) = ai <w(f,) = —¢eln(1 - 5721) <w(tpy1) = a721+1

avec £, = z(0,). En intégrant le long du flot de w = 2&(x — z), on obtient :

tnt1 tn+1
a2, —al = / 2&(x — 2).dt = 2/ xz.dt
t"L t"L

tn+1
= 25/ z2dt < 2e(ty — tny1)
tn

Ainsi, si (t,) converge vers une limite finie, (a,) et (§,,) également. D’autre part,

Iintégration le long du flot de 2 = eu implique :
t'n,+1
an + apt1 < 5/ [tanh u| dt < e(tp4+1 — tn)
tn

Donc la suite (t,) est nécessairement non bornée.

Montrons, par I’absurde, que la suite (a,) n’est pas bornée. Si elle I’était, puisque
(t,) tend vers +oo, la fonction w serait bornée le long de lorbite. Donc les deux
fonctions (z — 2)? et —In(1 — x?) également. Il existerait alors une constante « telle

que (1 — 22) > a le long de l'orbite et :

w > 2a(x — 2)2 > 2w
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Ainsi, e‘zo‘tw(t) serait croissante, ce qui est en contradiction avec le fait que w serait
bornée.

Enfin, considérons la suite non bornée de points (0, a,,) de I'orbite. D’apres le théoréme
de Tikhonov, il existe une courbe invariante passant dans un voisinage de chacun de
ces points. D’aprés le théoréme de Takens, le flot est conjugué a la dynamique rapide
le long de cette courbe invariante. Ainsi, pour toute orbite entre {x = —1} et {z = 1},
pour tous § et T, il existe une partie de I'orbite qui reste & une distance inférieure a 0

des parties répulsives {—1} x R_ et {1} x Ry pendant un temps supérieur a 7. m

5.2.2 Auto-amplification du retard a la bifurcation

Soit y(t) = (z(t), 2(t)) la paramétrisation de l'orbite de donnée initiale (xo, 29) €
10, 1[xR. Alors, si (z9,z0) # (0,0), Porbite explose en oscillant autour de la position

d’équilibre instable (0,0) en approchant alternativement et de plus en plus prés les

droites x = —1 et x = 1 comme le montre la figure 5.3.
-
el T T T T T
15 | E
1o |
st s
L .
T b o e e e eeeciaeoo .
—_ ' -
-5 b ! _
=10 | E
-15 | i
i
-1 -0.5 u} 0.t 1 x

F1G. 5.3 — Orbite du systéme (DT'C;) pour € = 0.2 ayant pour valeur initiale (0,0.1).
L’orbite s’éloigne du foyer répulsif O et rejoint alternativement un voisinage de plus en
plus étroit de {z = —1} et {x = 1} durant un temps de plus en plus grand. La couleur
rouge désigne un mouvement rapide de ’orbite et la couleur bleue un mouvement lent.

Ce phénomeéne nouveau que nous baptisons “auto-amplification du retard a la bi-
furcation” met en évidence 'aspect moins “contractant” du mécanisme de transition

transcritique comme générateur d’un comportement de relaxation. En effet, contraire-
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ment a la relaxation classique générée par des bifurcations de type pli, ici 'amplitude

de la composante en z de toute orbite ne passant pas par O diverge.

5.3 Courbe 7 de bifurcations transcritiques de la dyna-

mique rapide

Nous généralisons le résultat précédent en considérant a présent une dynamique
lente-rapide tridimensionnelle & une variable rapide. Nous nous intéressons au cas ou
apparait une ligne de bifurcation transcritique de la dynamique rapide et analysons la

transition par le flot au voisinage de cette ligne.

5.3.1 Forme normale

Nous considérons :
=2+ arz
(TCY): {4 4=0
z=c¢
avec a > 0. L’ensemble critique est constitué des deux plans d’équation z = 0 et
x = —az que nous pouvons décomposer en S; UT U Sf et S5 UT U S;r ou Sy, 8y
sont constitués des points singuliers attractifs de la dynamique rapide et Sf , S’; des
points répulsifs (voir fig. 5.4).
Chaque plan d’équation y = cste est invariant sous le flot de ce systéme local.
Dans chacun d’eux, la forme normale se réduit a la dynamique étudiée dans le chapitre
précédent. Ainsi, pour toutes valeurs de y, nous pouvons utiliser directement la fonction

de transition du systéme de bifurcation transcritique dynamique.

5.3.2 Forme locale perturbée

Nous étudions a présent certaines perturbations de (7CY). Considérons la classe

de systémes suivante :

22+ axz+ O (a:3, x2?, 2%z, xy2?, mé)
E0(x, z,€)
(14 O(z,z,8))

o
Il
S M

T
(TCéOC) : Z

L’ensemble critique est constitué du plan x = 0 et, d’aprés le théoréme des fonctions
implicites, d’une variété algébrique qui 'intersecte transversalement. Nous notons 7°

cette intersection. Localement autour de 7, cette variété est donnée par un graphe
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Fia. 5.4 — Décomposition de I’ensemble critique selon la nature des points singuliers
de la dynamique rapide. La courbe 7 le sépare en les variétés Sy, Si", S5 et Sy .

au-dessus de (z,y) pour y € I intervalle ouvert de R. Nous pouvons alors supposer,
sans perte de généralité que 7 est donnée par {(0,y,0)|y € I}.

Nous nommons, & l'instar de la forme normale, S; C {(0,y,z}ly € I} et S, les
sous-variétés constituées des points singuliers de la dynamique rapide et Sf incluse
dans {(0,y, 2}y € I} et S5 celles constituées des points répulsifs. Ces variétés sont
normalement hyperboliques et, d’aprés le théoréme de Fénichel, en dehors d’un ouvert
arbitrairement petit de 7, elles persistent sous la forme de variétés invariantes pour

(TCéOC) normalement hyperboliques.

5.3.3 Analyse de la transition au voisinage de 7

Nous voulons développer la fonction de transition entre deux sections du flot en-
cadrant 7 :

£ = {(,~6,,8) ERN0 S w < 5,0 <E <oy € 1)
SOt = {(2,8,y,8) € R*a > 0,0 <& < e,y € I}

ou d > 0 fixé petit et K et g9 également supposés petits et précisés ultérieurement.
L’intervalle I est inclus dans I et supposé assez petit pour que la fonction de transition
induite par (Sp) sur S; soit bien définie de {(0,y, —8) € R3|y € I} dans {(0,y,9) €
R3|y € I}.
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Nous utilisons le méme éclatement a parameétre que dans le chapitre précédent sans

éclater la variable y, c’est-a-dire :

o S2 x R?2 - R4
‘ ((5’ C? 6)7777 T) - (T€7 777 TC, r28) = (;U? y7 z’ g\)

Ainsi, le segment 7 devient, dans ces nouvelles coordonnées, un cylindre S? x I plongé
dans S? x R2.
Carte K;
Nous nous intéressons en premier lieu & I’éclatement directionnel dans la carte
d’entrée ( = —1 :
R3 — R3
(I)l : 2

(§1,7m1,61) = (1€, —r1,77€1)
Apres application du changement de variables a (7 Claoc) et division locale par :

1 [1 + Spl(gla 1, 51)]

ou p;(&;,71,1) = O(r1), on obtient :

& =1 +& —a& +0(r)
= O(Tffl)
7."1 = —T1€1

(5.2)
&1 = 2¢3

pour lequel le point O est singulier. Les deux hyperplans {e; = 0} et {r; = 0} sont
invariants par le flot.

Dans le premier, le sous-systéme de (5.2) s’écrit :

& =& (& —a)+0(n)
=0 (5.3)
1 =0

et dans le deuxieme :
& =aé +& - af
=0 (5.4)
&1 = 263
Ainsi, les propriétés géométriques de ces flots se déduisent directement de celles de
(4.14) et (4.15). 11 existe donc des surfaces A ; et AII incluses dans {e; = 0} inva-
riantes pour (5.2) normalement hyperboliques contenant respectivement les segments

{(0,7,0,0)|n; € I} et {(a,1m;,0,0)|n; € I}. Elles sont formées de points singuliers
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de (5.2) en lesquels la valeur propre non nulle associée est —a + O(r1). La surface
A} ; correspond précisément & la variété S; associée au systéme (7 Cl°¢). De méme,
la partie de plan {(0,7;,0,e1)|n; € I,e1 € R} est la variété centrale normalement
hyperbolique associée au point singulier O de (5.3) invariante sous le flot de (5.2). Un
vecteur propre associé a la valeur propre nulle en (0,0,0) est (£;,71,€1) = (1,0,0).
Nous obtenons une proposition semblable a celle de ’étude du systéme plan direc-

tement d’aprés la théorie des variétés invariantes :

Proposition 17 Il existe une variété centrale attractive Vi de dimension 3 associée au
point singulier (0,0,0,0) de (5.2) contenant les variétés {(0,m,,0,e1)|n; € I,e1 € R}

et A{. Pour 6 et o assez petits, dans le voisinage :
N ={(&1,r,m,e1) €RMO <7 <6,m € 1,0< &1 <}

on a :
Vll : 51 = h{(mﬂ“lﬁl) = O(Tl) + O (6%)

De plus, il existe un feuilletage invariant stable de base Vi et de fibre de dimension 1
tel que, pour tout k < «, il existe des constantes 0 et o telles que la contraction le long

du feuilletage restreint a Ni soit plus forte que exp(—kt).

Nous utilisons alors cet argument géométrique pour étudier le flot de (5.2) au

voisinage de l'origine et nous développons le temps de transition entre les sections :

7in :{(51,6,51) |’£1 ER,UI EI7O<€1 SO—}
Z({Ut = {(51,7"1,0') |€1 GRﬂh € I?O <7 S 5}

Proposition 18 Soit :

D{ - {(517T17771781) E'/\[11

hi(ri,e1) < &y < ha(ri,e1) + By,
0<7m<§0<e;<a,mel

Pour tout 0 < B < a, il existe des constantes § et o assez petites telles que la fonction
de transition TI; : " N DI — Y24 N DI soit bien définie par le systéme (5.2). Elle

admet alors le développement suivant :

&1 hy (19" (ny1,0,€1),61/%, 0) + ¥1(&y,€1)
mn n9“ (11,9, €1)
J ves

€1 g
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ou :
out €1 1/2 B €1 1/2 _
i (om0, (2) o) =00+ 0 (3(2) ") = 010) + 0 vED
77(1)Ut(7717 5751) =n+ O(€1> + O<52)
et W1(£y,€1) est exponenticllement petite selon €1, c’est a dire il existe k' > 0 tel que

T e e meano (e () o

L’intégration des dynamiques sur €; et r; sont similaires & celles de la démons-
tration dans le cas plan. Cependant, la démonstration difféere du fait de la présence
de la dynamique sur n; qu’il nous faut contréler. Nous nous attachons précisément a
la composante en 7, de l'image de (r1(0),7,(0),£1(0)) = (8,7 ") € DI par la

fonction de transition. A cet effet, nous utilisons le résultat suivant :

Lemme 9 Le changement de temps suivant :
p:it—ei(t).t (5.6)

est bien défini sur [0,00[ le long de chaque orbite du systéme non perturbé (5.4) pour
laquelle €1 > 0.

Plus précisément, pour tout €™ > 0, en notant y(t) = (£,(t),n,(t),e1(t)) la paramé-
trisation de l'orbite de (5.4) qui passe par (€ ninit &inity en t =0, la fonction ¢ est

un Cl-difféomorphisme de [0, oo| sur [0, c0].

Démonstration. Soit :
T=£&1 (t).t

Alors, d’apres la dynamique (5.4), la paramétrisation £1(t) est différentiable et on a :

L er ) ) +ex(t)| .t

dr = | &
T

On en déduit :
dr = (&1t + e1).dt = (263t + &1).dt = (27 + 1)ey.dt

Comme €1 > 0 et 7 > 0, la fonction ¢ définit un C*difféomorphisme de [0, c0[. =
Démonstration de la Proposition. Par application de (5.6) a (5.2) restreint a

Vll , on obtient aprés division locale :

& = hi(n,r1,e1)
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pour la nouvelle échelle temporelle, le temps de transition de l'orbite passant par

(5’1””,%””,5%"“) entre Eil” et X9 est

Ainsi, en intégrant la dynamique :
M = O0(r}) = e7270(5%)

on a :

) =i+ (1= S5) 0 = i+ 0 () + 0 ()

On déduit directement les autres composantes par intégration comme dans le cas du
systéme plan. m

Nous obtenons grace a ce résultat un développement de la fonction de transition
bien définie entre 9" N Dy, section d’entrée du flot dans S? x I x R et image par <I>1_1
de X" = {(z,y,—6,8) e R}|0 < 2 < k,0 < & < gq,y € I}, Kk et gg étant assez petits,

et ¥9“!. Dans la suite, nous analysons le flot dans la carte définie par € = 1.

Carte Ko

L’éclatement directionnel dans la carte K, définie par € = 1, s’écrit :

T = r9&y, Y = 1o, z =19(,, Ezr% (5.7)

En I’appliquant & (7 CL¢), aprés division locale par 75 (1 4 ©5(E5, Coy 72)) 01 @5 (Eg, Coy 7o) =

O(r2), nous obtenons :
§y = &5 + Aol + £,0(r2)

fl2 = O(r3) (5.8)
(o =1
iy =0

Remarquons que le systéme non perturbé dans chaque hyperplan {n, = cste € I}
est donné par le systéme non perturbé du cas plan. Il est dés lors trés simple de donner
le développement de la fonction de transition dans la carte Ko du systéme (5.8) entre

les sections :

o= {(52»772,—0_1/2,7"2) | (€9,72) € R2 1y € I}

EgUt = {(5277727071/277.2) ‘ (5277'2) € R27772 € [}

Le calcul direct permet d’obtenir :
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Lemme 10 Les changements de coordonnées entre les cartes K1 et Ko sont donnés

par :
&1 1 1/2
Ko (€1,m1,m1,61) = 120 T TR e ) €1>0 (5.9)
€1 €1
o 1
Kl2(§2ﬂ727<2’7a2) - _?77727 _T2C27 ? y CQ <0 (510)
2 2

Alors, nous obtenons le résultat suivant dont la démonstration est la méme que

celle du lemme 7 dans 4.2.2.

Lemme 11 L’%mage par Ki2 de V{ N X9% est donné par un graphe :

1
&y =ha(n, (o, 12), (o< ——=, 0<rp<dVo, myel
NG

avec !

ha(ng,C,1m2) = O <7“2C2 ! )

s
L’image (€4,79,Ca,72) dun point de X3 N DI au-dessus de Vi vérifie :
h2(§2,772,7"2) <&y < h2(<277727r2) + ﬂ2h2(<2,7’]2,7“2)

ol By > 0 peut-étre choisi aussi petit qu’on veut en prenant B; > 0 assez petit.
Ainsi, 'image de Ks1 o I1; est une partie de :
{(§2a772a _01/277‘2) € R%|ha (g, Ca,m2) < & < ha(na,Cay7a) + B2, 12 € I}
et pour § — 0, Ko (V1 N X9 tend vers {(0,75,0,0)|ny € I}.
Proposition 19 Soit :

D2 = {(5277727C27T2> € RSVLQ(U%C%TZ) S 52?0 S T2 S 501/27772 € I}

Alors, il existe o, §, By des constantes strictement positives assez petites telles que :
(1) K21(X9“* N D1) C 35" N Dy
(2) le flot du systéme (5.8) induit une fonction de transition bien définie de 5" N Do

dans ¥ :

&2 58”(52,772,0,7“2)
I M2 _ ngUt(§27 M2, 0, T2>
9 =
Co o t/?

T9 T2
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avec
84 (80,19, 0,72) = ha(0 2,1y, 72) + (& — ha(—0"/2,72))O(r2)
oo™ omnera) = & | (142976, + 6000
15" (€9, m9, 7, 72) = 13 + O(r3)

Démonstration. La premiére assertion s’obtient sans difficulté par le calcul en
utilisant (5.9). Les composantes en £y, (9, 72 du systéme non perturbé se déduisent de
la méme démonstration que dans le cas plan. Le résultat final provient directement de

la théorie des perturbations réguliéres. m

Carte K3

Dans la carte K3, définie par ( = 1, I’éclatement directionnel ®3 s’obtient par le

changement de variable :
_ _ _ = _ .2
ZL‘—T‘3§3, Yy=Tns, zZ =73, € =T3¢&3

Apres division locale par r3[1 + ¢3(€3,713,73,€3)] o p3(&3,13,73,€3) = O(rz), nous
obtenons le systéme :
€3 =383 + &3+ als + O(rs)
7?3 = O(r3es) (5.11)
T3 =T33
g3 = —25%

Ainsi, il existe dans {e3 = 0} une variété centrale de dimension 2 normalement
hyperbolique Ag passant par (0,0,0) et formée de points singuliers instables pour
lesquels la valeur propre non nulle est proche de a. La variété A§ est précisément la
variété S;” associée au systéme (7CY¢). Dans {r3 = 0}, {(0,75,0,e3)|n5 € I,e3 € R}
est la variété centrale instable, invariante sous le flot de (5.11), associée au point
singulier (0,0,0) du sous-systéme pour 73 = 0. On obtient la proposition équivalente

a celle dans K7 grace a la théorie des variétés invariantes :

Proposition 20 [l existe une variété centrale répulsive VB{ de dimension 3 associée
au point singulier (0,0,0,0) de (5.11) contenant les variétés AL et {(0,n3,0,e3)|n;5 €
I, e3€ R}

Pour 0 et o assez petits, dans le voisinage :
Nz ={(£3,m3,73,63) ER*[0<7r3<6,0<e3<o,m3 €}

on a .
Vi i & = ha(ns,r3,€3) = O(r3) + O(e3)
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1l existe un feuilletage invariant instable de base ng et de fibre de dimension 1 tel
que, pour tout k > «, il existe des constantes § et o telles que la dilatation le long du

feuilletage soit moins forte que exp(kt).

Par un calcul direct, on obtient :

Lemme 12 Les changements de coordonnées entre les cartes Ko et K3 sont donnés

par :
p & !
32(§2,M2,Ca572) — | =73 m2,72C2, =5 | C2>0
Co ¢35
1 1/2
K23(€3,T]3,7’3,€3) - ( 51?277737 1/27T383/ ) ) €3 > 0
€3 €3

Par suite, nous étudions le flot de (5.11) au voisinage de (0,0,0,0) et nous déve-

loppons le temps de transition entre les sections :

Eén = {(§3a77377q370') | (§S7T3) eR X Riﬂh € [}
ng ={(£3.m3,0,€3) | (£3,63) ER xRy, m3 € I}

Proposition 21 Soit :

D3 = {(§377737T3753) ENZSI

h3(ns, 13, €3) < &3 < ha(ns,73,€3) + B3,
7736[,0§’I“3§5,0§83§0

Pour tout 0 < B3 < a, il existe des constantes § et o assez petites telles que
la fonction de transition I : $§" N D3 — B3 soit bien définie par le systéme (5.11).

FElle admet alors le développement suivant :

ou ra\ 2
§3 h3 (773 t(773’6’€3)’a (73) ’6> + \113(53,773,7"3)
I3 13 = 77§Ut(§37 N3, 57 53)
T3 5
ra\ 2
7 o (%)

| ha (ngut(n3,5,53),a (7;)25) = 0()+0 <a (7”53)2) = 0(0) + 0 (r3)

13 (g, 0,63) = n3+ 0 (r) + 0 (82

et il existe k°“* > 0 dépendant de §,0, 3 tel que, pour tout ns € I :

U3(€3,e3) = (§3— hs(n3,0,€3)) O <exp <ktc)>

e3—0 €3
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Lemme 13 Le changement de temps suivant :
p:it—es(t).t (5.12)

est bien défini sur [0,00][ le long de chaque orbite du systéme non perturbé (5.4) pour
laquelle e3 > 0.

Plus précisément, pour tout " > 0, en notant v(t) = (£5(t),n3(t),e3(¢)) la paramé-
trisation de 'orbite de (5.4) qui passe par ( gmt,némt,egmt) ent =0, la fonction ¢ est

un Cl-difféomorphisme de [0, 0o[ sur] — oo, 0].

Démonstration. Soit €1 (t) la paramétrisation de la composante en £; d’une orbite
de (5.4). En supposant une condition initiale strictement positive sur €1, la dynamique
montre que £1(t) ne s’annule jamais et reste dans €1 > 0. En outre, la paramétrisation

e3(t) en différentiable. Ainsi, en posant :

T = —Eg(t).t
on obtient : p
dr = — £(€3(t)'t> +e3(t)| .dt

On en déduit :
dr = —(é3.t +e3).dt = —(—2e5.t +e3).dt = (27 — )es.dt

Comme €3 > 0 et 7 < 0, la fonction ¢ définit un C!-difféomorphisme de [0, 00| sur
]| —00,0. m
Démonstration de la Proposition. Par application de (5.12) & (5.2) restreint

a V:’{ , on obtient aprés division locale :

5 = h?{(ﬁ3> T3, 53)

pour la nouvelle échelle temporelle, le temps de transition de l'orbite passant par

(fgmt,némt, rémt) entre Eé” et X9 est :

Ainsi, en intégrant la dynamique :

init\2 —27
My = O0(r3) = (r§"™)"e7270(1)
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on a :
» - 5 \2 » »
) =+ () (1 () ) O =™+ 0 (")) +0 ()
3

On déduit directement les autres composantes par intégration comme dans le cas du

systéme plan. m

5.3.4 Deéveloppement asymptotique de la fonction de transition

Afin de connaitre le comportement des orbites passant dans un voisinage d’une
courbe de bifurcation transcritique selon les valeurs de ¢, nous donnons une caracté-
risation asymptotique de la fonction de transition selon €. Nous nous appuyons sur

I’analyse effectuée dans la sous-section précédente afin de démontrer :

Théoréme 5.2 Il existe d > 0,9 >0, k >0 et I un intervalle inclus dans I tels que

pour € €]0,¢], et en posant :
270 ={(w,~6,8) e R0 <w < k,y € 1,0 <z < e}

la fonction de transition 11 : ZIT‘S — 20 induite par le flot de (TCZEOC) soit bien définie.

Elle admet alors le développement suivant :

x %Mz, y* " (x, y,€), €)
out
II : y — G0 (5.13)

-0 )

g E

ol :
%z, y"" (z,y,€),6) = Ao(z,y3"" (y)) + 20 (¢)
v (z,y,e) = yg"(y) + O(e)

uy) = y+0(5%)

avee Ao(x, y3“ (y)) o O(x) pour tout y € I et \g est indépendante de e.

Démonstration. D’aprés les études dans les cartes K7, Ko et K3 de la section
précédente, nous savons que ’application de transition induite par le champ éclaté est
bien définie de ¥ N Dy dans 33 en choisissant des constantes 3;, § et o strictement

positives assez petites. L’image par ®; de Eil” N D{ est incluse dans :

EIT‘S: {(m,y,—é,a) cRA}0<z<K,y€ f}



5. Un autre type d’oscillations de relaxation 92

On développe la fonction de transition II : EITJ — Z? pour le flot induit par (TCéOC)

en utilisant la transition induite par le champ éclaté :
H:q>§1OH30K320H20K210H10¢1

Le calcul est semblable & celui de la démonstration du théoréme 4.1 qui, en particulier,

montre :
< Kzyolly 0 Kpy olly o ®y(z,y,—6,¢),73 >= \/E
Or:
ngm(n& 5753) =13+t O (T%) + O (52)

Ainsi, en choisissant I assez petit, application de transition est bien définie de EIT‘S

dans ¥9. Enfin, 'application de ®3 donne la composante en y de II(z,y, —5,¢). =

5.3.5 Transition transcritique d’un systéme global

Dans cette sous-section, nous rapprochons de la forme normale étudiée précédem-
ment une classe de systémes lents-rapides de R x R? & une variable rapide et deux
variables lentes, pour lesquels apparait une bifurcation transcritique de la dynamique
rapide dans chaque plan y = yg € I ou I est un intervalle borné de R. Il s’agit de la
premiére généralisation a la dimension 3 de la transition au voisinage d’un point de bi-
furcation transcritique. Nous posons dans un premier temps les hypothéses nécessaires

sur le systéme :

T = f(fl?,y,Z)
(PE) : y'ZEQ(xay7z)
z =c¢eh(z,y,2)

pour qu’il exhibe ce type de transition. Nous utilisons alors les résultats du chapitre
précédent afin de donner le développement de la fonction de transition au voisinage
de la ligne de points singuliers non hyperboliques de la dynamique rapide.

H7 : L’ensemble critique de (P-) est I'union de deux variétés Sy et So de dimension
2 d’intersection non vide. On suppose qu’il existe un compact K tel que 'intersection
de S1 N K et So N K est transverse et définit une variété avec bord 7 connexe de
dimension 1 plongée dans R3 donnée par un graphe {(z7(v),y, 27(y)) |y € I} o I est
un intervalle de R.

HgT : T sépare S7 et Sy en deux parties respectivement :
S$SNK = S;UTusSt
SSNK = S;yuUuTusSy

On suppose S; et S5 sont formés de points attractifs pour la dynamique rapide et

S, Sy de points répulsifs (voir fig. 5.5). Les points de 7 sont alors des points de
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bifurcation transcritique de la dynamique rapide, quand z évolue. Nous les supposons
non dégénérés, i.e. :
2
V(z,y,2z) €T, %(az,y,z) =0et %(m,y,z) #0
En outre, on suppose que le flot du systéme critique (Sp), restreint a la variété Sy, est
transverse & 7 et dirigé de S| vers Sf .

Nous remarquerons que sous ces hypothéses, S; et Sy sont, localement dans un
compact K autour de 7, donnés par des graphes au-dessus de (y, z). Nous envisageons
donc le systéme localement dans le compact K. D’aprés le théoréme de Fénichel,
en dehors d’'un voisinage arbitrairement petit de 7, les variétés Sy, Sf , Sy et S;

persistent sous la forme de variétés invariantes Sy, Sy, S;. et Si_ pour e assez

l,e

petit.

Fic. 5.5 — Ensemble critique du systéme (P:) constitué¢ de deux variétés Sy et So,
d’intersection 7', graphe au-dessus de y (H7 ). 7 sépare S; (resp. Sz) en une variété
Sy (resp. Sy ) de points attractifs de la dynamique rapide, et une variété S; (resp.
Sy) de points répulsifs (H2 ). Le flot du systéme critique est transverse & 7 (en violet)
(Hg) Les trajectoires de la dynamique rapide sont représentées en bleu.

Hg— : Pour ¢ assez petit, les prolongements par le flot de (F:) de 57, et Sff -
coincident. Ceci équivaut a supposer que la variété S entiére persiste en une variété
S1,e invariante sous le flot de (P:) et qui sépare 'espace des phases en deux parties

invariantes. Nous limitons alors I’espace des phases a celle qui contient S; .
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Ces hypotheéses permettent d’exclure certaines dégénérescence du systéme pour
lesquelles (P:) ne peut étre conjugué localement a la forme canonique de la section
précédente. En particulier, I’hypothése Hf donnant Sy et Sy comme graphe au-dessus
de (y,z) permet d’éviter que les dynamiques sur z et z ne subisse une bifurcation de
type fronce quand le paramétre y varie. L’hypothése HQT implique que le flot du systéme
(P:), € > 0, ne suit pas la variété perturbée Si . au voisinage de la ligne de points
non hyperboliques 7 . Enfin, & l'instar du cas plan, ’hypotheése H3T est nécessaire
afin de controler I'instabilité structurelle de la bifurcation transcritique. Remarquons
que la variété S. ne peut en aucun cas étre normalement hyperbolique. Il existe donc
une courbe 7; dans un O(e)-voisinage de 7 qui sépare le prolongement S. en deux

sous-variétés normalement hyperboliques.

Proposition 22 Sous les hypothéses H17, Hg, H;)T il existe un changement de va-

riables C* qui conjugue localement autour de T le systéme (P:), € >0, a :

@ =a? + azz + O (23, 222, 2?2, xy2?, xe)

(Tczoc) ] =20z, 2¢)
© z2=¢e(140(x,z,¢))
eE=0

Démonstration. D’apreés les hypothéses HQT et H3T, nous pouvons choisir un nou-
veau systeme de coordonnées locales pour lequel la variété S1 . a pour équation & = 0
et 7. est la partie de 'axe des § restreinte & un intervalle /. Nous utilisons le dévelop-
pement de Taylor de f selon (Z, 2) en tout point gy € I. D’aprés ’hypothése H3T, seuls
des termes contenant x apparaissent dans ce développement. Ainsi, en renormant la

coordonnée Z, (S¢) devient localement dans ce nouveau systéme de coordonnées :

¥ =32+ iz + O (83,852, 422, 852, we)
) =¢9(2,9, 2,¢)
4 = gh('i.? g? 27 6)

On a alors, pour tout § € I, G2(0,9,0,0) = 0. Le choix de l'orientation de y et de z
permet alors de supposer « > 0. Dans ce cas, nous obtenons, d’aprés ’hypothése H2T,
h > 0 dans un voisinage de 7. qui reste dans un O(e)-voisinage de 7. Ainsi, on peut
poser ﬁ(ﬁ:, U, 2,€) = izl(gj) + izz(ﬁs, U, 2,€) ol hi > 0. On utilise enfin le changement de

coordonnées :

>
Il
8
>
=
S

PSP
I
IS SN
>
=
—~
<
SN—
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pour obtenir :

i \/a [m2 +arz+ 0O (:c3,m22,m2z,:cy22,m5)]
y = eVhij(z,y, 2,¢)
Z = 5\/Eﬁ(x,y,z,5)

Finalement, on conjugue ce systéme a (TCé"C) par le changement de variable tempo-

relle :
t

g1

T =

bien défini dans un voisinage de 7 sur lequel 1 > 0 et en posant une dynamique nulle

sur le parameétre € m

5.4 Systéme de relaxation transcritique-pli dans 1’espace

Nous nous intéressons aux systemes :

&= f(z,y,2)
(Pa) : yZEQ(Q?,y,Z)
z=ceh(z,y,2)

f.9 € C3(R?)

susceptibles de présenter des oscillations de relaxation présentant une transition de
type pli d’'un coté et de type col-noeud transcritique de ’autre. Nous appliquons les
résultats précédents & une classe de systémes lents-rapides tridimensionnels & une

variable rapide présentant un comportement d’hystérese.

5.4.1 Description de la classe de systémes

Nous posons les hypotheses suivantes sur (FP;) :

Hg’P : L’ensemble critique est I'union de deux variétés S; et S dont I'intersection
est une courbe 7 pour laquelle (P;) vérifie H?, Hg et Hg Sy est en forme de U (voir
fig. 5.6) telle que :

S =S8, UTUSf UPUS;

et (P.) vérifie les hypothéses HY et HY.

Nous sommes amenés, afin de définir convenablement le graphique de (Fy) adapté
a (P.) donnant naissance par perturbation a une orbite périodique de (P-), d’analyser
la fonction de sortie du flot aprés passage au voisinage de la courbe de bifurcation
transcritique. Sous 'hypothése H3T’P, nous définissons Q la projection de P sur la

variété S| le long des trajectoires rapides. Nous considérons alors le changement de
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F1G. 5.6 — Ensemble critique du systéme (P:) constitué de deux variétés d’intersection
T et sa décomposition selon la nature des points singuliers de la dynamique rapide. La
courbe de transition transcritique 7 et la courbe P de bifurcation pli sont des graphes
au-dessus de y.

coordonnées locales autour de 7 défini dans la proposition 22 (voir 5.3.5) et conjuguant
localement le systéme (P:) a la forme canonique transcritique. En nommant (Z, g, 2)
le nouveau systéme de coordonnées, il existe un intervalle J, tel que Q est un graphe

au-dessus de la nouvelle coordonnée ¢ sur cet intervalle, soit :
Q: (2, 2) = q(9) = (a(9),4-(9)), §€J
A présent, pour gy € J, soit la section :
2o = {(2,9,—qz(0)) € R*Z > 0,5 € J}

On appelle O(7y) le point d’intersection de 'orbite de (Si°¢) définie sur S; partant du
point (¢.(90), Jo,q-(90)) € Q avec Eggt. Il est bien défini d’aprés les hypotheéses HY et
Hg et le théoréme 5.2. On définit alors :

Q' = {O(jo)lgo € J}

la courbe incluse dans Sf . Nous posons alors 'hypothése supplémentaire :

HZ’P : Il existe un graphique T" de (Fy) adapté a (P-) de la forme :

['=[P,AlUy,_pUI[B,QlUvg_p
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ot P € P, A= q(ya) € Q la projection de P sur S; selon la trajectoire de la
dynamique rapide, B = O(g4) € @', @ la projection de B sur S; le long de la
trajectoire rapide et y4_p (resp. vo_p) la trajectoire de (Sp) définie sur Sy (resp. S3)
reliant A et B (resp. Q et P).

5.4.2 Application de Poincaré

Nous pouvons alors définir une application de premier retour 7y induite par (Sp)
sur un voisinage de A dans Q de la maniére suivante. Puisque I' est un graphique
adapté a (P:), pour un point ¢ de Q proche de I' N Q, nous pouvons définir le point
d’intersection ¢ de l'orbite de (Sp) passant par ¢ avec Q'. Soit ¢’ la projection de g
sur S5 le long de la dynamique rapide puis p le point d’intersection de l'orbite de
(So) passant par ¢’ avec P. Enfin, soit m(p) la projection de p sur S; qui appartient
a Q. Cette application de retour du systéme hybride est alors bien définie sur un
voisinage de ' Q dans Q. On pourra trouver dans [39], une étude plus détaillée de ce
type de fonction de retour (« Singularly perturbed map ») montrant alors I'existence
d’une variété invariante munie d’un feuilletage invariant associé. La définition de cette
application nous permet de donner le résultat suivant sur la fonction globale de premier

retour :

Théoréme 5.3 On suppose que (P:) vérifie Hg—’P et HZ’P. Soit X2 4 une section trans-
verse au flot proche de S| contenant un point de I'. Il existe un voisinage ouvert V'
de ce point dans Xp tel que, pour € assez petit, l'application 11 de premier retour de

(P:) soit bien définie de V- C ¥4 dans ¥ 4. Il existe alors un systéme de coordonnées

()= ()
y Y(z,y,¢)

ot IT* (x, y,€) est exponentiellement contractante et IIY(x,y,e) = mo(y) +O(elne) avec

locales sur Yp pour lequel :

mo application de premier retour induite par le systéme hybride (Sp).

Démonstration. Nous utilisons une décomposition de I'application de Poincaré
afin de montrer qu’elle est bien définie et de donner son développement.
Nous considérons le difféeomorphisme W4 (resp. Up) transformant localement (P;)
en la forme canonique (7CY¢) au voisinage de T (resp. (Plil°) au voisinage de P)
définie dans la proposition 22 dans 5.3.5 (resp. proposition 5 dans 3.2.2). D’apres le
théoreme 5.2, 'application de transition induite par (P.) est bien définie, pour ¢ assez
out

petit, entre des sections 2%7—‘ et X9 et nous en connaissons le développement. Il existe

alors une section i’}‘ (resp. i%yt) qui est la pré-image par Uz de T2 (resp. T9%).
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D’un autre coté, d’aprés le théoréme 3.2, I'application de transition de (Plz’lg"c) est

bien définie, pour € assez petit, entre une section Z%, proche de P et transverse a S5,
et une section X%, proche de P transverse au flot de la dynamique rapide. Il existe
alors une section i%’; (resp. i%“t) qui est la pré-image par Up de la section Z%‘ (resp.
Z%“t). Remarquons que ~iQ”, f]OQ“t, i% (resp. f]%“t) ne sont pas nécessairement planes,
mais restent des graphes au-dessus de (z,y) (resp. (v, 2)).

Soit Y p une section transverse au flot rapide proche de S| et de Sfr respectivement
et ayant des points d’intersection avec I'. D’apreés le théoréme de Fénichel, 'application
de transition HS; induite par le flot entre X4 et i%@ est bien définie. Nous choisissons

un systéme de coordonnées locales dans ~%’—L pour lequel f)’{} NSy, est Paxe y = 0.

Alors :
. Y _ Hgl— (y7 Z, E)
S\ 2 Y _(y,z,¢)
Sl
avec :
e kr
HS; (y,z,6) = O <exp <—€z)>

ou l'application de transition H‘g; 0(3:) induite par le flot de (Sp) entre Q et X% est

bien définie d’aprés 'hypothése H4T’P et k7 > 0. Cette application admet pour image

un voisinage exponentiellement petit par rapport a € de f]zé‘ N Si.- En outre, pour &

assez petit, ¥4 N S7. = 0 donc l'image de HS;(EA) NSy, = (. Pour ¢ assez petit,

d’apres le théoreme 5.2, Papplication de transition IIy induite par (P:) est bien définie
out

entre I'image de X4 par IIg- et f]T pour ¢ assez petit. Nous choisissons un systéme
1

de coordonnées dans i"Tut pour lequel i%t N Si . est 'axe y = 0. Alors :
w (@) (P @) +20 )
y yg"(y) + O(e)

I (z,y,6) = Xo(z,95" (y)) + zO(e)
Y (z,y,6) = y™(z,y,¢) = y§"(y) + O(e)

ou :

Y& (y) est induite par le flot de (Sp) sur Sy entre 2N Spc et ot S .- Remarquons
que, d’aprés I’hypothése H3T, puisque X 4N SIE = (), 'image de X4 par Ilg OHS; ne
contient pas de point de Sf . variété invariante sous le flot de (F:).

L’application de transition Hsj induite par le flot entre f]%yt\Sf et Xp est donc
bien définie. Soit Q” la projection de Q' sur X g le long des trajectoires rapides de
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(P:). Q" est un graphe au-dessus de y. Nous choisissons un systéme de coordonnées

locales dans X p pour lequel Q” coincide 'axe y = 0. Alors :

Yy
m.. €T B HSf(x’y’E)
S =
! ) Hgf(x7y75)

avec !

Hng (‘Ta Y, 8) - Hng U(y) + 0(8)
1 1
quf (z,y,e) = Of(elnx)

ou I'application de transition Hg+ 0($) induite par le flot de (Sp) entre f]g“f et Q est
1

bien définie d’aprés ’hypothése HZ’P. Ces développements nous permettent alors de
connaitre I'image de 4 par la fonction de transition Hsfr olly o HSI_. En particulier,
nous savons que l'image d’un voisinage de la projection de A sur X4 le long de la
variable rapide est un voisinage de Q” de l'ordre de V' & O(¢) pres. Nous pouvons donc
choisir I'image V! de V par HST ollr oIl ST aussi petite qu’on veut en prenant V et ¢
assez petit.

Choisissons & présent Y une section transverse a S5 parallele aux fibres rapides
contenant un point de I'. Nous choisissons V telle que 'application de transition induite
par (P:) entre g+ oIl 0 HS;(V) et Xg soit bien définie. Définissons dans ¥g un
systéme de coordonnées locales tel que S?: . coincide avec x = 0. D’aprés le théoréme

de Fénichel, le développement de cette fonction provient de lattractivité de Sy, :
I T 0] (exp (—%z))
B-S;
y y+ O(¢)

La variété S5 étant un graphe au-dessus de (y, z), il en est de méme pour la variété

avec kg, > 0.
invariante perturbée S; _ pour € assez petit. Donc, nous pouvons choisir un nouveau
b

systéme de coordonnées locales dans i% tel que Sy corresponde a I'axe des y. Alors,

d’aprés le théoréme de Fénichel, 'application de transition HS; induite par le flot
xX
Hsf x _ Hsg(xvyag)
s\ Y I (z,y,¢)
3

0 (2.0,0) = O<eXp <—"Z’z>>

entre V et N%L s’écrit :

avec
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ol Hg?; o(2) est induite par le flot de (Sp) entre Xp et ZNI%‘ et kp > 0. Comme dans les
cas précédents, la contraction de cette application permet de majorer les expansions
dues aux autres fonctions de transition.

D’apres le théoreme 3.2, I'intersection de la variété lente S avec i%“t est un
graphe 20U = hout(jout &) = O(¢2/3). Nous choisissons de nouvelles coordonnées dans
i%“t pour lesquelles la variété lente est 'axe des y. D’aprés le théoréme 3.2, le flot

induit une application de transition bien définie entre i%‘ et f]%“t :
Y % (z,y,€)

I (z,y,¢) = H%,o(y) + O(elne)

ou :

et II% o (y) est induite par le flot de (Sp) entre S et P.
Enfin, la fonction de transition IIp entre f]%“t et Y4 est bien définie et nous en
déduisons le développement par perturbation réguliére de la dynamique rapide.
Finalement, par composition des applications de transition intermédiaires, nous
pouvons choisir V' assez petit tel que, pour € assez petit, ’application de retour de
V dans 34 soit bien définie. En outre, la composante en z de cette application est

exponentiellement contractante — de I'ordre de O (exp (—%Bz)) ]

Remarque 5.3 Outre la contraction exponentielle de la composante z, cette analyse
nous permet de controler la variation de la composante y dans ’application de premier
retour.

5.4.3 Existence et unicité de 'orbite périodique attractive

Nous posons 'hypothése supplémentaire suivante :

H5T’P : Posons pr le point d’intersection de I' avec ¥ 4. Nous supposons que :
dmg
— 1
0y (pr) #

ou g est 'application de premier retour induite par (Sp) sur X et dont pr est un point
fixe.

Nous pouvons a présent démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 5.4 Sous les hypothéses HZ’P a H5T’P, il existe eg > 0 tel que pour tout
e € (0,e9], (P:) admet localement au voisinage de I' une unique orbite périodique hy-

perbolique U'c. Le graphique I' est I’ensemble limite-périodique de la famille (I‘g)ee(oﬁo}.
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Démonstration. Il existe un voisinage compact K C V de pr tel que 'applica-
tion de retour mg restreinte & K induite par le systéme hybride admette une variété
attractive W. localement invariante et un feuilletage invariant stable (voir [39]). Le
théoréme 5.3 montre alors que la restriction de Il a cette variété est bien définie d’un

intervalle Iy C I dans I et admet le développement :

My, (y) = mo(y) + O(e)

En outre, il existe g > 0 tel que pour tout 0 < € < gg, 'application induite par II
est une contraction exponentielle uniformément le long des fibres du feuilletage. Nous
pouvons donc réduire 'analyse de II & celle de sa restriction 7. & W, qui est alors
une perturbation en O(elne) de 7g. Le point fixe pr étant un point fixe hyperbolique
de o, il persiste sous la perturbation en un point fixe hyperbolique p; de 7., loca-
lement unique prés de pr. Il existe donc, localement, une unique orbite périodique
hyperbolique de (P:) pour € assez petit.

Enfin, cette famille d’orbites périodiques (I'c).¢o,c,) définit, & la limite pour € — 0,
des trajectoires rapides entre f]%"t et 24 d’une part et entre X p et toute section arbi-
trairement proche de () transverse aux fibres rapides et contenant un point de I'. Or,
puisque 'orbite I'. passe dans un 0(62/ 3)-voisinage de P et des voisinages exponentiel-
lement petits de A, de B et de @ respectivement, ces trajectoires rapides sont [P, A] et
[B, Q]. La convergence et la limite des parties lentes se déduisent de l'attractivité de
51 et de S5 restant dans un O(e)-voisinage de S; et de S5 respectivement. Finale-
ment, il existe une famille (Ue)cgjo,c,) de O(e?/3)-voisinages de ' pour la topologie de
Hausdorff, telle que pour tout ¢ €]0, o], 7. C Ue. Ainsi, (I'c) converge vers I’ensemble

limite-périodique T qui est un graphique de (FPy) adapté a (FP.). m

Remarque 5.4 L’orbite est attractive si :

dﬂ'o
— 1
a0 ()| <

et de type col si :
dmg

a0 (p)|>1




Chapitre 6

Oscillations en salves

Dans ce chapitre, nous nous attachons a décrire le phénomeéne d’“oscillations en
salves”. Il s’agit d’un comportement spécifique & certains systémes lents-rapides en pré-
sence d’au moins deux variables rapides, donc dans un espace de phases de dimension
supérieure a 3. Nous introduisons ce phénomeéne en utilisant les résultats précédem-
ment démontrés sur les systémes de relaxation. Nous décrivons ensuite le principe de
“bistabilité” sur les systémes tridimensionnels & 2 variables rapides en prenant pour
exemple un modéle physiologique. Enfin, pour pouvoir étudier le comportement des
orbites de tels systémes au voisinage d’une variété invariante formée de cycles limites

rapides, nous généralisons la notion de phase asymptotique.

6.1 De la relaxation aux oscillations en salves

Nous considérons le couplage de deux systémes de Van der Pol. Si ce systéme est a
4 variables, il montre plus clairement 'apparition des oscillations en salves puisque, du
point de vue lent-rapide, nous pouvons séparer les mouvements oscillatoires de deux
sous-systémes. L’idée de créer des oscillations en salves de ce type apparait également
dans [15].

Il ne s’agit pas ici de donner une étude compléte du systéme pour lequel nous
devrions alors considérer d’autres parameétres et d’autres fonctions (voir en particu-
lier la discussion dans Conclusion et Perspectives). Nous nous limitons ici & décrire

I’apparition d’oscillations en salves & partir de systémes de relaxation.

102
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6.1.1 Couplage de deux systémes de Van der Pol

Nous construisons ce systéme grace a deux oscillateurs de Van der Pol couplés :

& =—y+ f(z)
g=c(x+1+2)
z=c(—u+ f(2))
u=ced(z+1)

(Vdps,é) (61)

ou :
fix——a3+4z, 0<edx1

Un cas particulier de ce systéme a été étudié dans [10].

Remarquons, préalablement, que nous avons choisi la méme échelle de temps pour
la dynamique lente du premier systéme de Van der Pol et pour la dynamique rapide du
second — le méme ¢ devant g et 2. Ainsi est-on en présence d’'un systéme & 3 échelles
de temps; nous nommerons “dynamique rapide” la dynamique sur x, “dynamiques
intermédiaires” sur y et z et “dynamique lente” sur u. Afin d’étudier ce systéme,
comme ¢ est considéré petit, nous sommes amenés & geler la dynamique lente pour

étudier les points singuliers et les ensembles invariants de :

i=-y+ f(z)
(VdPY): 4 y=cec(z+1+2)
z=c(—u+ f(2))
en fonction du paramétre u. La variété critique de ce systéme est alors la nappe
d’équation y = f(z).
Le lieu des points singuliers de (VdP*) quand u varie est alors la courbe de R3

incluse dans cette nappe :
C={(-1-2/f(-1-2),2)]z€R}

Pour une méme valeur de u, on trouve 1, 2 ou 3 points singuliers pour (VdP¥). La

courbe C est donc la variété critique de (VdPF; ). Posons :

c. = {(—1—z,f(—1—z),z)|z<—§\/§}
Co = (—1—z,f(—1—z),z)|—§\/§<z<g\/g}

\
c. = {(—1 (=1 - 2),2) y%ﬂ < z}



6. Oscillations en salves 104

6.1.2 Etude des points singuliers et bifurcations

Nous décrivons les points singuliers du systéme (VdP) et les bifurcations qu'’ils
subissent pour u décroissant. L’évolution du portrait de phase au travers de ces bifur-
cations selon les valeurs de u dans la figure 6.1.

Pour u > /3, (VdP") admet un unique point singulier attractif M_(u) qui
appartient & C_. Pour u = %6 3, apparait un autre point singulier non hyperbolique

par bifurcation col-noeud :
2 2 2
(xeN,YoN, ZoN) = (—1 — §\/§’ 1+ §\f3, 3\/§> cC

Ainsi, pour —lsﬁﬁx/g <u < %6\/3, f(2) = u admet 3 solutions que nous nommerons
z_(u) < zp(u) < z4(u). Les deux plans d’équation z = z_(u) et z = z;(u) sont
invariants et stables sous le flot de (VdP) alors que le plan z = zp(u) est invariant
instable. Dans chacun de ces plans il existe un point singulier : M_(u), M, (u) et
Moy (u).

Pour —32v/3 < u < 1£4/3, le point singulier M (u) est attractif. Le point Mo(u)
admet une valeur propre réelle positive et deux valeurs propres complexes conjuguées
a parties réelles négatives. Pour u = 1 — %\/g, My(u) subit une bifurcation de Hopf
plane surcritique Hg qui le rend répulsif. La partie réelle des valeurs propres complexes
est d’abord négative — d’ou My(u) admet pour variété attractive le plan invariant
z = zg(u) — et devient positive pour —%\/ﬁ <u<1l-— %\/3 Pour v > 1 + %\/3,
M_(u) est attractif et il subit également une bifurcation de Hopf plane surcritique H_
pour u = 1+ %\/5 Ainsi, pour —%\/3 <u<l+ %\/3, il admet une valeur propre
réelle négative et deux valeurs propres complexes conjuguées pour lesquelles la variété
répulsive est 'espace propre associé z = zp(u). Enfin, pour u = —1—96\/?:, les points
M_(u) et Mo(u) disparaissent par bifurcation col-foyer et, pour u < —1/3, (VdPY)
admet 'unique point singulier attractif M, (u).

La bifurcation de Hopf H_ donne naissance & un cycle limite attractif inclus dans
z = z_(u) entourant M_(u) pour tout u € |—18v/3,1+ 2v/3[ et Hy engendre un
cycle limite de type col inclus dans z = z_(u) entourant M_(u) pour tout u €
]—%\/ﬁ, 1— %\/g[ Ces bifurcations donnent naissance a des cycles limites devenant
rapidement grands (cycles limites de relaxation). Elles sont exactement du type décrit
pour le systéme de relaxation dans 3.4. Notons alors que la bifurcation col-foyer entre
M_(u) et Mp(u) pour u = —32+/3 fait également disparaitre les deux cycles limites

entourant ces points singuliers.
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F1G. 6.1 — Points singuliers et cycles limites de (VdP) et les bifurcations qu'ils su-
bissent selon les valeurs de wu.
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6.1.3 Description du flot et projection des orbites dans (z,y, 2)

La figure 6.2 présente le flot et les bifurcations subies par les points singuliers de

(VdPY) projeté sur {y = 0} selon les valeurs de u.

— 4

Bifurcation
col-foyer

Existence d'un cycle
limite de type col de
relaxation dans le plan
z=cste

u

Bifurcation col-foyer

des points singuliers et
des cycles limites

Existence d'un cycle limite
attractif de relaxation dans le
plan z=cte

F1G. 6.2 — Flot de (VdPY) et les bifurcations subies par ses points singuliers selon les
valeurs de u en projection sur y = 0.

La figure 6.3 montre la projection de la séparatrice de la dynamique sur u. Elle
sépare l'espace des phases R* en {z < —1} sur lequel # est négatif et {z > —1} sur
lequel @ est positif. Or le cycle limite entourant M_(u) est inclus dans le premier pour
tout u € ]—%\/g, 1+ %\/5[, tandis que le point M, (u) reste dans le second pour
tout u < 1@6\/3. D’apres I’étude du chapitre précédent sur les oscillateurs de relaxation
plan, nous savons que la dynamique lente-rapide sur (z,u) admet une orbite périodique
attractive entourant le point singulier (—1,0). Ainsi, la dynamique des variables z et
u du systeme (VdP:s) est oscillante selon la projection représentée dans la figure
suivante.

Nous partageons alors le cycle en 4 parties : les deux mouvements rapides R4 et
R_ et les deux mouvements lents £ et £_. En partant d’un point (20, up) un peu en

dessous du point de jonction P_ = (—% 3, —% 3), u est presque nul et z croit. Or
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1

R
+ 4
] P,
Qs ]
5]
] L
] +
-l 1 1 z
£
: Q_
P_ 1 R_ '
_4:

F1G. 6.3 — Orbite périodique attractive du sous-systéme sur z,u de (VdPY) de type
Van der Pol et décomposition en phases lentes £_, £ et phases rapides R_, R.. Les
points de décrochage correspondant sont appelés P_, P, et les point d’accrochage Q)

et Q+.

pour une telle valeur de u, le systéme (VdPY) admet un unique point singulier My (u)
globalement attractif. Done, quelles que soient les valeurs initiales (zg,y) choisies,
l'orbite de (VdP: 5) s’approche du point (M (ug + O(ed)), ug + O(ed)), (z,u) suivant
la trajectoire R_. Au passage prés du point d’accrochage @)—, la dynamique sur (u, z)
suit la trajectoire £ : u croit lentement jusque 1@6 3, z décroit lentement jusque %\/3
et l'orbite de (V' dP s) reste au voisinage de la courbe de points singuliers attractifs de

(VdPY) -

{M+(u)|u S {—f\/ﬁf\/ﬂ}

Puis, pour u = %\/3, M (u) disparait par bifurcation col-foyer avec My(u). La
dynamique sur (u, z) suit la trajectoire R4, u est presque constant, z décroit et (x,y)
reste au voisinage de la nappe {y = f(z)}. Quand (z,u) passe par le voisinage du point
d’accrochage @4, u décroit et la dynamique sur (z,y, z) approche le point singulier
attractif M_(u). Quand u devient inférieur a 1 + 2v/3, le systéme (VdP) admet un
cycle limite de relaxation attractif né de la bifurcation de Hopf de M_(u) et inclus
dans {z = z_(u)}. L'orbite de (VdP: ) tourne, en montant, autour de la variété de
dimension 2 plongée dans ’espace des phases et formée des cycles limites entourant

M_(u) pour u € [—%\/ﬁ, 1+ %\/?q On a alors une alternance de mouvement rapides
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(dynamique de z) et intermédiaire (dynamique sur y) quand (z,u) évolue lentement
prés de £_, jusqu’a ce que (z,u) passe au voisinage de P_. Pour u = —1@6\/3, les
points singuliers M_(u) et My(u) disparaissent par bifurcation col-foyer et les cycles
limites de relaxation les entourant également. L’orbite passe alors par un point dont la
projection sur (z,u) est un peu en dessous du point de jonction P_ = (—% 3, —%6\/§),
montrant ainsi le caractére périodique du phénomeéne.

Ce dernier que nous venons de mettre en évidence sur cet exemple typique attire
toute notre attention dans la suite de ce chapitre. Nous en donnons une définition
générale mettant en relief la particularité des orbites du systéme (VdPFP.s) (voir fig.
6.4).

F1G. 6.4 — Orbite périodique d’une oscillation en salves du champ de vecteur (VdP: 5).

Définition 6.1 Une oscillation en salves d’un systéme lent-rapide (P:) est la donnée
d’une suite d’orbites périodiques stable (v.,) de (P:;) avec (gi)ien C R% une suite
décroissante de limite nulle et qui, lorsque € — 0, s’approche arbitrairement prés
alternativement d’une variété connexe de points singuliers stables (durant la phase
dite “silencieuse”) et d’une variété formée de cycles limites attractifs de la dynamique

rapide (durant la phase dite d’“excitation”).

Dans toute la suite, nous nous attachons a étudier des comportements d’oscillations
en salves pour des champs de vecteurs & deux échelles de temps pour lesquelles le

nombre de variables rapides est plus grand que le nombre de variables lentes. En
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particulier, nous étudions en détail les différents types d’orbites périodiques en salves
d’un systéme lent-rapide de R? x R dont la dynamique rapide subit une bifurcation

transcritique.

6.2 Oscillations en salves et bistabilité : le systéme de

Hindmarsh-Rose

Les premiers travaux sur les oscillations en salves ont été entrepris par des physiolo-
gistes, du fait de 'omniprésence du phénoméne dans les modeéles des influx neuronaux
et des oscillations de cellules. Ainsi, beaucoup de systémes lents-rapides nés de la mo-
délisation peuvent étre pris en exemple de la description suivante : nous avons choisi
le modeéle de Hindmarsh-Rose pour donner une idée intuitive du phénomeéne que nous
étudierons précisément par la suite dans des cas spécifiques.

Il s’agit d’une simplification du modele de Hodgkin-Huxley (comportant 4 va-
riables) qui modélise le potentiel d’action ionique dans la membrane des neurones
(voir [33]). Nous traitons cet exemple d’'un point de vue purement dynamique et le

considérons comme un systéme lent-rapide. Soit :

i=y—ard+br?+1—2
(HR.):{ g=c—da®—y

Z=ce(s(x—x1)— 2)

ol 0 < € <« 1. Dans les premiers travaux de Hindmarsh et Rose sur ce systéme, [
représente une impulsion de courant vouée & produire une unique salve d’oscillations
avant que le systéme ne retourne & son état d’équilibre stable. Nous retrouvons ici la
notion d’excitabilité exposée a la section 3.4 qui, ici encore, est due a la présence d’une
bifurcation de Hopf de la dynamique rapide. Nous considérons dans cette description
le deuxiéme cas traité par les auteurs afin de générer un mouvement périodique d’os-
cillations en salves. Ainsi, nous attribuons & I une valeur fixe. Nous utilisons, pour les
simulations et les schémas (fig. 6.5), les valeurs originelles utilisées par Hindmarsh et

Rose :

La variété critique de (HR.) est définie par :
C={(z,—dz*+c,—az®+ (b—d)a® + c+ 1) |z € R}

Pour les valeurs des paramétres (6.2), nous obtenons la décomposition suivante de la

variété critique suivant la nature des points singuliers pour la dynamique rapide que



6. Oscillations en salves 110

F1G. 6.5 — Orbite périodique de (H R.) présentant un comportement d’oscillations en
salves di & la bistabilité. Les constantes choisies sont données par (6.2) et ¢ = 1073,

nous décrivons pour z croissant. Une bifurcation de Hopf fait naitre un cycle limite
attractif autour d’une branche de C. Puis une bifurcation col-noeud fait apparaitre
deux autres points singuliers. Le cycle limite disparait par bifurcation homocline du
cycle limite avec le col. Il réapparait ensuite par bifurcation homocline inverse pour
disparaitre & nouveau par bifurcation de Hopf, le foyer devenant stable. Il se transforme
ensuite en noeud stable qui disparait avec le col par bifurcation col-noeud. Pour les
valeurs supérieures de z, il ne reste alors plus que le point singulier stable sur ’autre
branche.

En outre, pour ces valeurs des parameétres, le plan Z = 0 coupe la variété critique
en un point de sa branche centrale (constituée de cols de la dynamique rapide). Nous
n’étudions pas plus avant le signe de Z prés de la variété de cycles limites. Nous
supposons dans cette description que, Z > 0 preés de cette variété et z < 0 prés de
la branche stable. Ces conditions sont vérifiées pour les valeurs des parametres (6.2)
au moins dans la partie de ’espace des phases & laquelle nous nous restreignons. Une
analyse poussée de la variété de cycles limites et, en particulier, de la moyenne de 2 (cf
6.3) serait nécessaire pour connaitre le comportement des orbites pour d’autres valeurs
des parameétres.

Sous cette condition, si on prend une donnée initiale du systéme (H R.) proche de
la branche attractive de la variété critique, 'orbite associée est tout d’abord attirée

fortement vers la variété lente persistante et qui est proche de C_. Elle se colle a
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cette courbe qu’elle parcourt en descendant sous l'effet de la dynamique lente jusqu’au
point de décrochage. Sous l'effet de la dynamique rapide, elle rejoint un voisinage de la
surface formée des cycles limites de la dynamique rapide en traversant le plan Z = 0.
Elle remonte en spirale autour de cette surface, jusqu’a son bord ou le cycle limite
disparait par bifurcation homocline. L’orbite peut alors rejoindre un voisinage de la
branche attractive de la variété critique et reprendre le cycle d’hystérése. Dans un autre
cas, l'orbite peut suivre la branche formée de cols pendant un temps (éventuellement
long) avant de “décrocher” vers la branche stable. Ce comportement local est étudié
en détail au chapitre 8.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons particuliérement au comportement d’une
orbite d’'un systéme lent-rapide proche d’'une variété invariante du systéme couche-
limite formée de cycles limites de la dynamique rapide (hors d’un voisinage d’une

éventuelle connexion homocline).

6.3 Analyse le long d’une variété persistante de cycles

limites rapides

Nous utilisons et généralisons la notion de phase asymptotique aux systémes lents-
rapides. A cet effet, nous rappelons le cadre de définition et les propriétés de cette

notion.

6.3.1 Phase asymptotique

Théoréme 6.1 Soit I' une orbite périodique de période T d’un champ de vecteurs
définissant le flot ¢, sur RE. On désigne par Aj les valeurs propres de la matrice B
associée par la théorie de Floquet a T' (A, = 1). On suppose que k, 0 < k < n —1,
exposants caractéristiques \; sont de parties réelles négatives et m—k de parties réelles
positives et n —m — 1 de parties réelles nulles. On note W* et W* les variétés stable
et instable de l'orbite I' respectivement de dimension k+ 1 et m — k + 1.

Alors, il existe a et K tels que :
Vi € {l,..,k}, Re)dj < —a
Vi € {k+1,...,m}, Re); > —a

et pour tout uw € W¥, il existe ts tel que, pour tout t > 0 :

6y (u) — 4t — t5)] < K exp <—a.;>

De méme, pour tout uw € W, il existe t,, tel que, pour toutt <0 :

64() — 1t — t)] < K exp (—a.;)



6. Oscillations en salves 112

ts (resp. ty) est appelé la phase asymptotique stable (resp. instable).

Démonstration. En se restreignant a la variété stable, on peut supposer que
Porbite est attractive. En outre, on peut supposer que v(0) = 0 sans perte de généralité.
Soit ¥ une section transverse au flot passant par O. Il existe alors une application de
premier retour :

I:ue¥—1Il(u) =Au+ D(u)

o a = ||A|| < e™® et ou D s’annule ainsi que toutes ses dérivées en O. Ainsi, pour n

assez petit, ||ul]] <n = |[II(u)]] < e~ ||u|| et plus généralement :
M (w)[| < e [luf

ce qui démontre en particulier la stabilité orbitale de wu.

Pour 7 fixé, par continuité du flot le long d’un compact inclus dans la variété invariante
stable, il existe d(e) tel que si d(I',u) < §(n), il existe une plus petite valeur positive
To(u) tel que le flot ¢,(u) existe pour 0 <t < 79(n), ¢, (u) € ¥ et ‘ Pro(m) (u)H <.

On pose 7 la fonction temps de premier retour et la suite :
T1=7(w), Tn="Tn-1+7(upn)
T étant C! et u,, — 0, il existe My tel que :
|7 (un—1) = T| < Mo [[un—1|| < Moexp [—a(n — D] [[u]

Ainsi, la série :

S [(r —0T) — (rues — (0~ 1)T)]

n>0
est normalement convergente, et (Tn — nT)n converge vers tg. En prenant une somme

partielle de la série, on obtient en outre :
[T — (0T +t,)| < My exp (—an) [ull

ou :
My

Ml:l—e—a

On en déduit :
|Gt () = B, (u)|| < Mz exp(—an) [|ull

Et :

6117, (W) = Y@ = 61 (un) = &4 (0)]| < Ma. [un|| < Mz exp(—an) ||ull
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Finalement :
|@trnre, (W) =y (B)|| < (Mz + M3) exp(—an) [Jul]

Et en changeant t en ¢t + nT :

o) =2(0)] < Kexp (ar.)

Corollaire 2 L’ensemble V(u) des points ayant la méme phase asymptotique que u
est une courbe qui intersecte transversalement le cycle limite, appelée 1’ “isochrone”

passant par u.

Démonstration. Ceci découle directement du théoréme de Fénichel, en remar-
quant que V' (u) est un élément de la famille de variétés stables intersectant transver-
salement la variété centrale. m

L’idée d’utiliser les isochrones pour 1’étude de la synchronisation des oscillateurs
faiblement couplés est due & J. Demongeot (voir, par exemple, [14] et les travaux plus
récents [13]).

6.3.2 Perturbation de ’application de retour

Nous nous intéressons dans cette section aux comportements des orbites d’un sys-
téme lent-rapide (P:) tridimensionnel a deux variables rapides quand le systéme (FPp)
admet des cycles limites attractifs pour toutes valeurs de la variable lente — considéré

comme paramétre — appartenant & un intervalle.

Soit :
&= f(z,y,2)
(Pa‘): y:g(xvyvz)
Z=ce.h(z,y,2)

f,9,h e CFR?), k>1

Nous supposons que, pour 21 < z < 23, le sous-systéme rapide :
)i =f(z,y,2)
(Rz):q .
y=g(zy,2)

admet un cycle limite C,. Nous noterons :

mr=2o= | ]
z21<2z<z22
Mmr2o= ] G
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Sous la condition de dépendance C* de f et g par rapport a la variable z, M?1:?2
est une variété et M?1?2 une variété compacte a bord dont les bords sont les cycles
limites C,, et C,,. Par ailleurs, elle entoure une courbe £ de foyers répulsifs pour la
dynamique rapide. Dans cette section, nous analysons la nature du flot (P.) prés de ce
type de variétés formées de cycles limites de la dynamique rapide et le comportement
asymptotique des trajectoires. Dans la suite, nous notons ¢, le flot du systéme couche-
limite (FPy) et ¢} le flot du systéme (P).

Afin de détailler les estimations sur le flot de (P), nous considérons naturellement
I'application de retour suivante. Soit X4 une section de dimension 2 transverse a My
(voir fig. 6.6). Remarquons que ¥, intersecte M?1?2 selon une courbe C* que nous
nommerons Ag qui peut étre paramétrisée par z pour z; < z < 29. Nous rappelons
le résultat suivant, application directe de la définition de I’hyperbolicité d’'un cycle

limite :

Proposition 23 Si, pour tout z € [21, 23], le cycle limite C, est hyperbolique, alors la

variété M**2 est une variété compacte & bord normalement hyperbolique pour (Fp).

Dans toute la suite, nous supposerons que les cycles limites sont attractifs. Ainsi,
la variété M*=1*2 est normalement contractante pour (Pp). D’aprés le deuxiéme théo-

z ts4z N . .
% variété compacte a bord invariante normalement

réme de Fénichel, il existe MZ"
contractante sous le flot de (P.) contenue dans un O(g)-voisinage de M?*1?2. Cette
derniére propriété nous permet de définir ¥y N M. = A.. Alors le flot (P:) induit
une application de A dans A; et, par projection sur ’axe des z, une application 7.(z)
d’un sous-ensemble de [z1, 23] dans cet intervalle. Nous pouvons d’ailleurs choisir le
domaine de définition D, de cette application aussi proche de [z1, z2] qu’on veut en
prenant € assez petit.

Sie =0, on a my(z) =z et il s’ensuit que :
me(2) = 5+ ez, )
pu(z,e) = O(1)
e—0

Le lemme suivant est un résultat classique dont on pourra trouver la démonstration

dans [31]

Lemme 14 Pour tout z € [21, 23], soit C,(t) une paramétrisation du cycle limite C,
de (R;) et T(z) sa période. Alors :
T(2)
() = [ hr.(0),2)de = T()h(2) (63
E—
0

ot h(z) est la moyennisation de h sur Uorbite C,(t).
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mo(z) =24 -

o (2)4-

F1G. 6.6 — Perturbation de la variété normalement hyperbolique et de ’application de
premier retour.

Nous pouvons alors borner le taux d’expansion des trajectoires prés de M?#1:72 :

Proposition 24 Il existe des constantes K1 et Ko indépendantes de ¢ telles que si

z, 2,7l (2),n2(%") € D, alors :
Ky |z = 2| < |nl(z) — 7l (2)| < K2 |z — 2|
Démonstration. D’aprés le lemme, on a clairement :
m(z,0) = gii%u(z,s) > K

uniformément sur [—zp, zg — dg| pour une certaine constante K > 0. Soient z et 2’

dans D, ; d’apreés le lemme, il existe une constante de Lipschitz k telle que :

lu(z,6) — (2’ e)| < k |z =2
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pour € assez petit. D’otu :

’7‘(‘5(2) - 7'('5(2/)‘ < (14 ke) ‘z - z"
Puis en itérant n fois :

‘71'?(2) - W?(z')} < (14 ke)" ‘z - z"

Comme la dynamique de z est un O(e) alors que la dynamique rapide ne dépend pas

de ¢, il existe une constante ¢ indépendante de n et € telle que :

m(z),72(7) € D = n < g

Ainsi :
|70 (2) — 7 (2")| < (1 + ke)/® |z — /|
Or:
(1+ ke)/® e K = exp(kc)
E—
D'ou :

|7T?(Z) —72(2")| < K |z — 2

£

ol K est indépendante de €.
La minoration découle du méme principe en inversant le temps. m

Ce résultat permet de controler ’expansion sur la variable lente des orbites ap-
paraissant pendant une révolution autour de la variété invariante. Cependant, ceci ne
permet pas de controler les variables rapides. Nous utilisons donc l'attractivité de la

variété afin de controler I’expansion des orbites durant un temps fini.

6.3.3 Généralisation

Nous pouvons alors déduire un résultat réunissant simultanément le contréle de
I’expansion le long de la variété stable normalement hyperbolique et la phase asymp-
totique de la trajectoire du systéme lent-rapide en son voisinage. A cet effet, nous
utilisons I'existence du feuilletage stable de la variété centrale. Ceci méne & la propo-

sition suivante définissant la phase isochrone du systéme perturbé :

Proposition 25 Soit un voisinage U de M?%2. I] existe des constantes g9, K et a
strictement positives telles que, pour tout point q € U, pour tout 0 < e < g, il existe

g € MZV*2 tel que :
t
165 (g) — ¢5(g2)| < K exp (_%)
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£

pour t € [0,7(¢)] et T(g) = o ().
Si deux points q et q. vérifie cette propriété, nous dirons qu’ils ont méme phase iso-
chrone pour (P:).

En particulier, pour € = 0, qo € M?*2 q la méme phase asymptotique que q au sens

classique du théoréme 6.1.

Démonstration. Soit ¢ € {21 < z < 23} un point proche de M2, Soit g¢ assez
petit tel que la variété perturbée M=1?2 soit incluse dans U. Soit V3(q) la fibre du
feuilletage stable de la variété stable définie par le théoréme de Fénichel appliqué a
la variété compacte de cycles limites M?1?2. Alors, d’aprés le théoréme de Fénichel,
V?(q) intersecte transversalement la variété MZ*2 en un unique point g.. De plus, soit
« > 0 inférieur aux modules des parties réelles des exposants de Floquet de C, pour
21 < z < z9. 1l existe alors une constante K’ > 0 indépendante de € tel que pour tout

21,22 .,

p € V*(q), pour tout ¢ tel que (;5[5077} (p) € M:

570,680 < K exp (al ) 0

Ceci est donc vrai en particulier pour g.. Puisque p et ¢ sont alors dans le voisinage

U, il existe K indépendant de € et g tel que :

67(a:). 60 < Kexp (o)

pour tout ¢ > 0 tel que ¢7(q:), 9;(q) € U. Ainsi, puisque l'orbite de (P:) de condition
initiale g quitte la variété compacte invariante par son bord, le temps 7(¢) tel que
‘ﬁfo,r(e)] (g:) € MZV™ est de l'ordre de % et on a pour € = 0 la définition classique de
phase asymptotique. =

Nous avons ainsi un bon controle de la dilatation des orbites durant leur révolution
autour de M?*1?2, Nous utilisons ces résultats par la suite afin de développer la fonction

de Poincaré associée a un systéme présentant des oscillations en salves.



Chapitre 7

Oscillations en salves et

transition col-noeud transcritique

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux systémes tridimensionnels pour lesquels
un des mécanismes d’éjection résulte d’une bifurcation col-noeud transcritique de la
dynamique rapide. Le type de transition qui en résulte est voisin du cas plan et peut
étre utilisé de la méme maniére afin de créer un comportement d’hystérése. Pour ce
faire, nous créons des conditions de bistabilité de la dynamique rapide en supposant
I’existence d’une bifurcation de Hopf faisant naitre, pour certaines valeurs de la variable
lente, un cycle limite attractif. Le systéme qui résulte de cette construction géométrique
présente alors toutes les propriétés pour faire apparaitre des oscillations en salves.
La question que nous adressons concerne alors la distribution d’éventuelles orbites
périodiques et la forme de ’ensemble limite-périodique vers lequel une famille de telles
orbites peut converger.

Nous étudions dans un premier temps la forme normale de la bifurcation col-
noeud transcritique dynamique en utilisant directement la théorie des perturbations
réguliéres. Nous sommes alors en mesure de donner un développement de la fonction
de transition d’un systéme global dont la dynamique rapide subit une telle bifurcation.
Nous appliquons ensuite ces résultats a une classe de systémes particuliére. Enfin, nous
montrons un résultat d’existence et unicité d’orbite périodique pour de tels systémes

lents-rapides pour toutes valeurs assez petites du parameétre €.

7.1 Bifurcation col-noeud transcritique

Pour obtenir un échange col-noeud de deux points singuliers d’une dynamique

plane, il suffit de poser une dynamique attractive sur la deuxiéme variable dans le

118
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systéeme (TCY). La forme normale naturelle & considérer en dimension 2 s’écrit alors :

{ =2+ arp
y=-y

ol a > 0 est fixé et ;4 € R est le parameétre de bifurcation. Nous obtenons alors deux
points singuliers O et (—apu,0). Nous vérifions que, pour p < 0, le premier est un
noeud attractif et le second un col alors que, pour g > 0, O est un col et (—au,0) est
un noeud attractif. Nous avons donc un échange de stabilité col-noeud entre les deux
points singuliers en ;. = 0. Etudions plus avant la bifurcation dynamique associée.
Remarquons de plus que les variétés stable et instable du col (0,0) pour p > 0 sont

respectivement x =0 et y = 0.

7.1.1 Forme normale de la bifurcation col-noeud transcritique dyna-

mique

Nous ajoutons une dynamique lente sur le paramétre de bifurcation afin d’obtenir

la forme normale suivante :

=22+ axz
(eNTeY): ] =y

z=c

pour lequel € << 1 est le parameétre de la dynamique lente sur z. Remarquons, en
premier lieu, que le plan = 0 est invariant sous le flot de (C’N T C’év ) Nous restrei-
gnons alors le flot au demi-espace stable Ry x R x R. Nous considérons o > 0 et nous
nous intéressons a la transition de la dynamique dans un voisinage U de O. Ainsi, le
plan y = 0 étant invariant stable, nous pouvons rapprocher cette dynamique de celle
étudiée dans le cas plan au chapitre 4.

Nous utilisons des notations similaires pour la décomposition de I’ensemble critique

en notant :

C={(x,0,2) eRy xRxR|z(x+az) =0} =AUL
A={(0,0,2)z €R}, £={(~02,0,2)z €R}
Nous décomposons donc A et L selon la nature de ces points par rapport a la dyna-
mique rapide :
A~ = An{z<0}, AS=An{z>0}
L~ = Ln{z<0}, L5=Ln{z>0}
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Le point O est singulier pour la dynamique rapide, non hyperbolique, et les valeurs
propres associées au systéme rapide sont 0 et —1. La donnée précédente des varié-
tés stable et instable des points singuliers de la dynamique rapide montre qu’une
orbite du systéme couche-limite (CN TCéV ) ayant pour donnée initiale (xq,yo,20) €
(R4 x R x R)\C est attirée par le point singulier (0,0, zg) € A~ si g < —azp, 20 < 0
et repoussée par le point singulier de (0,0, z9) € Ag si zp > 0. Remarquons cependant
que, dans ce dernier cas, 'orbite approche la demi-droite {(z,0, zg)|x > 0}.

Ainsi, la dynamique lente intégrable faisant croitre z, nous avons le comportement
suivant pour l'orbite passant en ¢ = 0 par un point M = (x¢, yo, 20) tel que 0 < 2o < K
assez petit et zg < 0. La variable z croit linéairement en fonction du temps et la
dynamique rapide est fortement attirée par la demi-droite A~. L’orbite passe donc
au voisinage de O, traverse le plan z = 0 et est alors repoussée par la demi-droite
A N{z > 0} tout en subissant l'attraction exponentielle du plan y = 0.

La fonction de transition induite par (C’N TCN ) peut alors se déduire facilement
du cas plan (TC’;V ) grace a un argument de perturbation réguliére. Ce résultat est un
cas particulier de celui démontré dans la sous-section suivante sur une forme locale

plus générale.

7.1.2 Forme locale perturbée

Soit :
= 2% + awz + O(23, 222, 222, 2yz, 22y, xe)
(CNTCIOC) : y:y(—1+0(w,y,z,€))
€ 225(1—1—0(937.%2))
E=0
avec o > 0.

Le flot de (CN TC’éOC) est essentiellement le méme que celui de la forme normale
décrite dans la sous-section précédente. Avec les notations de cette derniére, nous
remarquons que la variété A est incluse dans I’ensemble critique. Il existe un voisinage
compact K de O tel que :

AT =ANKn{z<0}

soit constituée de noeuds attractifs de la dynamique rapide et :
A =ANKnN{z>0}

de cols. Pour tout § > 0, les variétés invariantes compactes & bord A~ N {z < —d}
et A% N {z > &} sont normalement hyperboliques. Nous noterons alors AZ et AZ

les variétés persistantes invariantes pour (C’N TCéOC). Par le théoréme des fonctions
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implicites, il existe aussi localement une variété £ incluse dans I’ensemble critique et
passant par O. Nous décomposons alors cette variété, de la méme maniére que pour
la forme normale, selon la nature des points singuliers de la dynamique rapide. Nous

pouvons donc réduire le voisinage compact de O afin que :
LT =LNnKn{z <0}

soit constituée de noeuds attractifs de la dynamique rapide et :
L5=LNnEKn{z>0}

de cols.
Le plan 2 = 0 étant invariant sous le flot de (CNTCY¢), nous réduisons notre

étude au demi-espace = > 0.

Théoréme 7.1 Pour > 0, notons :

0 ={(x,y,-0)0 <z <k fyl < v}
2° = {(x,y,6)|z > 0}
1l existe des comstantes 9, g, k, v strictement positives telles que, pour 0 < ¢ < g,

la fonction de transition induite par le flot de (CNTCé"C) entre ©7° et X9 soit bien

définie. Elle admet alors le développement suivant :

x x®(z, y* (z, y, €), €)
Y R O e
-0 )
€ €
ou :
z®(2,y,0,¢) = Az, y) + 20(y, €)
avec y°“*(xz,y,€) exponenticllement petite par rapport a €, \(z,y) indépendante de €

et, pour tout |y| < v, M xz,y) =, O(x).

Tr—

Démonstration. Dans le plan invariant y = 0, le systéme se réduit a (T'CL°)
(cf. chapitre 4). En outre, on peut réduire le voisinage compact K tel que, pour tout
e >0, (CNTC’éOC) n’admette aucun point singulier. Pour § > 0, x > 0 assez petit, nous
savons que l'application de transition est bien définie entre les sections £ 9 N {y =0}

et X9 N {y = 0} et admet le développement :
x Xo(z) + zO(e)
IT,—p : -5 | — )

e e
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ol A\g(z) est indépendant de € et A\g(x) =, O(x). Ainsi, par perturbation réguliére
Tr—

du flot, il existe un v > 0 assez petit tel que I'application II soit bien définie sur

Y% Le plan y = 0 invariant pour (CN T C’é"c) étant attractif, nous en déduisons le

développement recherché. m

7.1.3 Transition col-noeud transcritique d’un systéme global

Nous utilisons la forme locale étudiée dans la sous-section précédente pour analyser
les systémes lents-rapides, pour lesquels apparait une bifurcation col-noeud transcri-
tique de la dynamique rapide. Nous posons dans un premier temps les hypothéses

nécessaires sur le systéme :

&= f(z,y,2)
(Pé): y':g(a:,y,z)
z=eh(z,y,2)

f,9,h € C3(R?)

pour qu’il exhibe ce type de transition. Les hypothéses que nous formons a cet effet
sont proches de celles du cas plan.

HY . : Nous supposons que I'ensemble critique de (P;) :

C = {(z,y,2) € R’|f(2,y.2) = g(z,y,2) = 0}

est 'union de deux courbes A et £ d’intersection transverse {T'}. On suppose alors
que A et L sont, localement dans un compact K autour de T, donnés par des graphes
au-dessus de z. Nous envisageons donc le systéme localement dans le compact K.

chmc : T sépare alors A et £ en deux parties respectivement :

ANK = A UTUAS
LNK = £5uTuL™

On suppose que A~ et L~ sont formées de noeuds attractifs pour la dynamique rapide
tandis que ASet £5 sont constitués de cols. T' est donc un point de bifurcation col-
noeud transcritique de la dynamique rapide que nous supposons non dégénéré. Plus
précisément, soit J la jacobienne associée a la dynamique rapide en O et u (resp. v)

un vecteur propre associé a la valeur propre nulle de J (resp !.J). On suppose :

<U,8Z ( / ) > #£0 et <U,8(217y) ( / ) (u,u)> #0 (7.1)
9710 9710

En outre, on suppose que T n’est pas un point singulier du systéme critique associé et
le flot de (Sp) défini sur A est dirigé de A~ vers A™.
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Ainsi, d’apres le théoréme de Fénichel, en dehors d’un voisinage arbitrairement
petit de T, les variétés A~, A%, £~ et £ persistent sous la forme de variétés invariantes
AZ, A2 L et L2 pour € assez petit.

H3 ente © Pour £ assez petit, les prolongements par le flot de (P.) de AZ et A2
coincident. La variété A persiste donc en une variété A® non normalement hyperbo-
lique. Cependant, il existe, dans un O(e)-voisinage de 7', un point 7. de A, séparant
cette variété en deux variétés normalement hyperbolique.

Nous obtenons ainsi une bifurcation transcritique de la dynamique rapide en T
Imposer la direction du flot sur A revient & connaitre le signe de h au voisinage de
T. Nous pouvons alors rapprocher cette classe de systémes de la forme locale étudiée
dans la section précédente.

Hj

,ente?

Hj,

entes U existe un changement
k)

Proposition 26 Sous les hypothéses H‘lr

,cnte?

de variables C*° qui conjugue localement en T' le systéme (P:) a (CNTCZOC),

Démonstration. Par translation, ramenons tout d’abord le point 7. & l’origine.
Les points de A étant des cols pour la dynamique rapide, AZ admet une variété cen-
trale stable WW? et une variété centrale instable YW dont l'intersection est transverse.
En considérant les prolongements de ces variétés (que nous noterons de la méme ma-
niére) par le flot inverse de (FP.), d’aprés I'hypotheése H;cntc, nous pouvons choisir un
systéme de coordonnées locales pour lequel W est donnée localement par £ = 0 et W*
par ¢y = 0. Nous utilisons le développement de Taylor de f selon (z,2) en T. D’aprés

I’hypothése Hg}cmm en renormant les coordonnée Z et , (P.) devient localement :

=22+ ati+0 (33 232, 323 335)
y = y( 1+ 0(z,y,2,¢))
= eh(z, 2)

Le choix de I'orientation de z permet alors de supposer h > 0 dans un voisinage de T et
a > 0. D’apres 'hypothese chntc sur le flot de (Sp) au voisinage de T', en renormant
la coordonnées z, et en ajoutant une dynamique nulle sur e, on obtient localement

dans un voisinage de T :

&' =2+ akz + O (23, 822, %2, de)
g ::"7 ]‘+Oxﬂy7z7€
(py: ] T =01 +0@y.29)
z =eh(i,2)
e=0

Grace a cette proposition, nous conjuguons les systémes dont la dynamique rapide

subit une bifurcation col-noeud transcritique non dégénérée de la forme locale pour
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laquelle nous avons développé la fonction de transition au voisinage du point de bi-
furcation. Ainsi, il existe deux sections transverses & A~ et A® respectivement entre
lesquelles, pour € assez petit, application de transition induite par (P:) est bien dé-
finie. En utilisant le changement de variables locales de la proposition 26, le théoréme

7.1 en donne un développement.

7.2 Position du probléme

Considérons une dynamique lente-rapide de I’espace :

T = f(m,y,z)
(PE): 2'/:9(3373/,2)
z=c¢eh(z,y,2)

f,9,h € C3(R?)

Nous poserons dans chaque section les hypothéses adéquates en vue de démontrer le
résultat principal (théoréme 7.2).

Supposons, en premier lieu, que l’ensemble critique de (P.) est I'union de deux
variétés A et L se coupant en origine. On suppose, en outre, que A est un graphe
au-dessus de z, que la variété £ est en forme de N et que A et £ ont un unique point
commun que nous prenons pour origine du repeére (voir fig. 7.1). On décompose les

deux variétés respectivement en :

A=A"U{0O}uA’
L=cr,u{oyucsu{rPruL - u{H}ULT

On suppose alors que, pour la dynamique rapide :

les points de A~ et L, sont des noeuds attractifs,

— les points de £~ sont des noeuds (resp. foyers) attractifs prés de P (resp. H),

— les points de A® et de £ sont des cols,

— les points de £ sont des foyers répulsifs.

Nous associons & ces variétés en dehors d’un voisinage de O, les variétés persistantes
AZ, AZ, £Z, £ de la théorie de Fénichel.

Nous supposons, de plus, que la dynamique rapide subit une bifurcation de Hopf
surcritique pour z = zg, ou H = (zg,ym, 2m), donnant naissance a un cycle limite
attractif C, pour z < zpr. Nous supposons par la suite que ce cycle persiste pour toutes
valeurs de z < zp. Dans le cas particulier z = zp, le cycle limite est réduit au point

singulier H. Ainsi pour tous zj, ze tels que z; < z3 < zp, nous pouvons définir la
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variété invariante pour (Pp) de dimension 2 formée de ces cycles limites rapides :

M= | C

21<2z<z22
Nous supposons en outre que N définie par h(z,y,z) = 0 est une surface lisse qui
coupe L5, sépare A et M~*HJ L~ et, enfin, que h < 0 prés de A~ et h > 0 prés
de M™°>2Hy L. Alors, pour tout z; < 2o < zp, il existe une variété compacte a
bord MZ"*? invariante normalement contractante sous le flot de (P.) contenue dans

un O(g)-voisinage de M?=1:22,

zpt

tHT

F1G. 7.1 — Ensemble critique de (P-) et sa décomposition selon la nature des points
singuliers de la dynamique rapide. Le prolongement de la variété centrale stable V? de
A7 par le flot inverse de (P) sépare I’espace des phases en deux parties invariantes.

Nous supposons qu’a origine, (P:) vérifie les hypotheses Hgmtc, chntm chmc.
Ainsi, le prolongement de la variété centrale stable W7 de A_ par le flot inverse de
(P:) sépare 'espace des phases en deux parties invariantes (voir figure 7.1). Par la
suite, nous réduisons celui-ci a la partie contenant Ef .

Soit J la jacobienne associée & la dynamique rapide en P. Nous posons, en outre,
les hypotheses suivantes sur P = (xp,yp,zp), zp > zg, pour qu’il soit un point de

bifurcation col-noeud non dégénéré de la dynamique rapide :

1. J admet une valeur propre négative et une valeur propre nulle.

2. Soit u (resp. v) un vecteur propre associé a la valeur propre nulle de J (resp .J).
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On suppose :

<v,8z ( / ) > # 0 et <v,8(2x7y) ( / ) (u,u)> #0 (7.2)
9/ p 9/ \p

Dong, il existe une trajectoire vp(t) du systéme rapide dont 'a-limite est { P}.

7.2.1 Comportement qualitatif du flot

Nous décrivons, tout d’abord, le comportement des orbites du systéme couche-
limite selon les différentes valeurs de z. Pour z > zp, les orbites sont globalement
attirés par le point sur A™, noeud attractif pour la dynamique rapide. Rappelons que
les points de £ sont des cols pour la dynamique rapide. Dans chaque plan z = cste €
10, zp[, la variété stable du col sépare ce plan en deux parties invariantes. Dans 1'une,
les orbites rejoignent le noeud situé sur A~ et, dans l'autre, le noeud situé sur £~
pour z > zy ou le cycle limite attractif C,. Pour z < 0, toutes les orbites rejoignent le
cycle limite attractif C,.

Ainsi, pour le systéme (P.) complet, il apparait un comportement d’oscillations
en salves dii & la bistabilité entre la variété de cycles limites de (Py) et la variété
invariante stable A~. De fait, une orbite débutant prés de O mais qui n’appartient
pas a la variété centrale stable de AS suit sa variété centrale instable et rejoint le
voisinage de la variété invariante formée de cycles limites persistant par la bifurcation
de Hopf. Alors, comme z croit prés de M~°*H Dorbite (P:) spirale en montant autour
de cette variété a une allure en O(e). Puis elle suit la branche £~ formée de points
singuliers stables de (R,) pour z < zy < zp. L’orbite passant alors au voisinage du
point de décrochage P, sous I'influence de la dynamique rapide, approche a nouveau
A~. Enfin, comme z < 0 & gauche de N, z décroit prés de A. L’orbite descend alors
vers un voisinage de ’origine.

Il apparait donc un comportement d’“oscillations en salves” présentant une phase
“silencieuse” prés de A et d’oscillations rapides autour de la variété invariante formée
de cycles limites. Cependant, & l'instar du systéme pli-transcritique plan décrit dans
le chapitre 5 dont nous nous inspirerons, il est nécessaire de comprendre 'influence du
passage prés du point de bifurcation col-noeud transcritique sur la compression subie
par les orbites. Ainsi, le point-clé de I’étude du systéme pour les petites valeurs de ¢

réside dans Pexistence et la localisation d’un point de décrochage sur AS.

7.2.2 Connexions hétéroclines de la dynamique rapide

Certaines propriétés concernant la dynamique rapide sont des généralisations simples

du cas plan, nous ne nous attarderons donc pas sur leur démonstration. Cependant,
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le résultat suivant est nécessaire afin de décrire le comportement asymptotique des

trajectoires rapides du systéme (Px).

Lemme 15 Pour toute valeur du paramétre z dans |0, zp|, il existe une orbite hété-
rocline 7y, pour le systéme couche-limite (Py) entre le point singulier de type col pour
la dynamique rapide appartenant a L et le noeud attractif appartenant & A~.

Pour tout z < 0, le systéme couche-limite (Py) admet une orbite hétérocline vy, qui
connecte le point singulier sur A de type col pour la dynamique rapide au cycle limite
attractif C,.

Démonstration. La propriété résulte directement de l'attractivité globale des
points de A~ (resp. du cycle limite C,) pour la dynamique rapide et de la nature
col des points de £°. Pour z = zp, lexistence de la connexion hétérocline résulte de

I’hypotheése de non dégénérescence du point de bifurcation pli (7.2). m

7.3 Décomposition de I’application de Poincaré

Soit A le point d’intersection de A~ avec le plan z = zp. Soit ¥4 une section
transverse au flot proche de A~. Considérons le difféomorphisme ¥ qui conjugue
localement le systéme (P.) a la forme locale (CNTC!¢). Puisque A est donné par un
graphe au dessus de (z,y), ce difftomorphisme est bien défini sur un voisinage de toute
partie compacte A contenant O. Il définit ainsi un nouveau systéme de coordonnées
pour lequel A est I'axe de la variable Z et A = (0,0, 24). Soit alors B = (0,0, —24) €
A®. En revenant au systéme de coordonnées originel, nous posons zp la coordonnée
en z de B.

Nous nous attachons & présent, sous les hypothéses posées dans la section 7.2,
a montrer la bonne définition et donner le développement en € de l'application de

premier retour induite par (P.) sur une section transverse au flot proche de A™.

Théoréme 7.2 Soit X4 une section transverse au flot proche de A~ et ayant un
point d’intersection pg avec yp, connexion hétérocline entre les point P et A de la
dynamique rapide. Il existe un wvoisinage ouvert V de py dans ¥ tel que, pour €
assez petit, Uapplication 1. de premier retour de (P.) est bien définie de V. C X4
dans ¥ 4. 1l existe alors un systéme de coordonnées locales sur ¥4 pour lequel 1. est

exponentiellement contractante sur V. par rapport a .

Nous décomposons 'application de Poincaré en utilisant des fonctions de transition
entre des sections intermédiaires adéquates. La figure (7.2) résume cette décomposition.
Démonstration. Soit p. le point d’intersection du prolongement de £ par le flot

avec 2 4. Nous choisissons un systéme de coordonnées locales dans ¥ 4 centré en p..
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F1a. 7.2 — Décomposition de application de Poincaré induite par (P:) d’un voisinage
V de ¥ 4 dans lui-méme.

U7 conjugue localement le systéme (P.) a la forme locale (CNTCY) dans un
voisinage de A. Alors, il existe des sections Aion et i%“t transverses au flot qui sont
les pré-images par Ur de 70 et X0 du théoreme 7.1. L’application de transition
IIo- induite par le flot entre X4 et flion est bien définie pour ¢ assez petit. Nous
choisissons un systéme de coordonnées locales dans f]g‘ centré en AN EA]ZO” Alors,

d’aprés Pattractivité de A~ :

1221 =0 (e (122)

avec ko > 0. Nous choisissons ensuite un systéme de coordonnées dans X%" pour
lequel 'intersection de la variété centrale stable associée a A est 'axe y = 0. Alors,

d’apres le théoréeme 7.1, 'application de transition est bien définie pour € assez petit
et :
I, < x ) _ ( g (x, 1T (2, y, ), €) )
y 115 (2, y, €)

H?)('% Y, 5) = /\(.’L’, y) + :CO(E)
Ve Mew) = O)

avec

A(z,y) indépendante de € et II})(x,y,e) exponentiellement petite par rapport & e.

Ainsi, 'image de IIp o II5- est exponentiellement petite. En outre, remarquons que,
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d’apres ’hypothése chntc, puisque pour ¢ assez petit X4 N {f = 0} = 0, 'image de
Y4 par IIp ollo- ne contient pas de point de {f = 0} variété invariante sous le flot de
(P.). Soit Y5 une section transverse au flot proche de A ayant un point d’intersection
avec la connexion hétérocline de la dynamique rapide entre B et C,,. Nous pouvons
alors réduire le voisinage V' tel que I'application de transition II5s induite par le flot
entre 'image de V par [Ip o IIo- et ¥ p soit bien définie pour ¢ assez petit. Soit alors
g- 'image par la fonction de transition IIns o Ilp o II5- de p.. Nous choisissons un
systéme de coordonnées locales dans 3.5 pour lequel I'intersection de la variété centrale

stable associée & Af est 'axe z = 0 et g. appartient & z = 0. Alors :
x I o (z,y, €
IIAS — ?S( y )
Yy As(xay75)

HZT (z,y,6) =0 (elnx)

avec

et Hg+ (z,y,¢€) est exponentiellement petite. Nous obtenons donc la bonne définition
1

de IIp+ o Ilp o IIA- pour € assez petit et :

4 (x,y, €
IIAS OIIO OIIA—» Yy — f( 'Y, )
z IIA($7y7€)
avec 114 (z,y, €) exponentiellement petite en ¢ et I13 (z,y,€) = O(z) + O(£?).
Nous choisissons & présent une section Y54 transverse au flot proche de M™°%H,

L’application de transition IIg_a4 entre X p et Ya4 est bien définie par redressement

de la dynamique rapide. Pour € assez petit :

(U 7z> N Y

z<zy

est une courbe donnée par un graphe au-dessus de y. Nous choisissons alors un systéme
de coordonnées dans >4 tel que cette courbe coincide avec y = 0 et que la coordonnée

z sur Y soit conservé dans Y. Alors :

1) (22
z A-m(,y,€)
ot % _ v (w,y,€) = O(e) et IT3_ p((2,y,6) = 24 O(e).

Soit une section Xz transverse & L. Alors d’aprés la proposition 25 et le théoréme
de Fénichel, I'application IIx4_ g induite par le flot entre ¥ et X7 est bien définie. En
choisissant un systéme de coordonnées locales dans X g centré au point d’intersection
de L_ avec X, Yp—p(y, z) est exponentiellement petite en e. Enfin, d’apres I'hypo-

theése sur la nature du point de décrochage P pour la dynamique rapide, nous savons
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que I'application IIy_ 4 de ¥ dans ¥ 4 est bien définie et dans les coordonnées locales
choisies initialement dans X 4, IIz7_ 4 est exponentiellement contractante en . Nous ne
détaillerons pas plus avant ce point, trés similaire a celui du cas a une variable rapide.
Nous pouvons montrer en utilisant les fonctions de transition & travers des sections

f]’ﬁ et 2?}“ que la contraction exponentielle au voisinage de £ suffit a provoquer

=

une contraction exponentielle de I'application IIz_ 4. Pour plus de précisions sur ce
développement local, nous nous référons a [54].

En conclusion, il existe un voisinage V' de pg dans ¥ 4 telle que 'application de

premier retour soit bien définie et soit exponentiellement contractante. m

7.4 Existence et unicité de 'orbite périodique
Le résultat précédent nous permet de donner la distribution des orbites périodiques.

Théoréme 7.3 Sous les hypothéses posées dans 7.2, il existe €9 tel que pour tout
0 < e < ep, (P-) admet une unique orbite périodique attractive T'..
Posons :

AA*B:AQ{ZB <z<z4=2zp}

et le graphique généralisé :
To=AB Uy, UM UL Uy,

ot yp (resp. vg) est la connexion hétérocline définie par le Lemme 15 entre P et A
(resp. B et C,).
Alors la famille o un parameétre (I'c) converge au sens de la distance de Hausdorff vers

l’ensemble limite-périodique 'y quand € — 0.

Démonstration. D’aprés le théoréme 7.2, application de retour est bien définie
sur un voisinage de pg pour € assez petit et exponentiellement contractante. Ceci
montre l'existence d'un unique point fixe attractif p! de I’application proche de p,
point d’intersection de £ prolongé par le flot de (P:) avec X 4. Ce point fixe correspond
a une orbite périodique attractive I'c de (Px:).

Nous rappelons que p. est dans un 0(52/ 3)-voisinage de pg. Ainsi, d’aprés le déve-
loppement de IIi = IIx+ o IIp o IIA-, pf tend vers un point p; € X o-. L'orbite I'.
rencontre un voisinage exponentiellement petit par rapport & € de B et s’approche a
O(e) pres de la connexion hétérocline 7. De plus, elle passe dans un O(2/3)-voisinage
de P et rencontre un voisinage exponentiellement petit par rapport a ¢ de A. Nous
en déduisons que les trajectoires rapides définies par la famille 'z sont vz et vp. Or,

lorbite I'c rencontre un voisinage exponentiellement petit par rapport a ¢ de A (resp.
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de B). D’autre part, I'c passe dans un voisinage exponentiellement petit par rapport a
e de M#B-#1  Enfin, la dynamique sur z étant de I'ordre de O(g), la famille d’orbite ap-
proche arbitrairement prés tout cycle limite de M?2*# | Finalement I'g est ’ensemble
limite-périodique de (I';). m

Remarquons qu’une partie de AT est incluse dans I'g. Nous avons donc, une nou-
velle fois, montré I'existence d’un canard — ’ensemble limite-périodique I'g — pour une
classe de systémes lents-rapides (P.) ne dépendant que du parameétre . En outre,
I’ensemble limite-périodique associé a (P:) est I'union de variétés de dimension 1 et 2.

Ceci est caractéristique des oscillations en salves.

Fic. 7.3 — Ensemble limite-périodique I'y (en bleu), limite de la famille d’orbites pé-
riodiques (I'z)p<e<e, de (P-) pour la distance de Hausdorff.



Chapitre 8

Rupture d’oscillations par

bifurcation homocline

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux systémes vérifiant les mémes propriétés
géométriques que dans le chapitre précédent, mais pour lesquels apparaissent deux
bifurcations homoclines du systéme rapide pour des valeurs du parameétre z comprises
entre 0 et zy. Il apparait alors une rupture de l'oscillation rapide quand ’orbite passe
au voisinage du point de connexion homocline. Cependant, le comportement des orbites
dans ce cas se révéle plus complexe du fait de I'existence d’orbites suivant une variété
centrale.

Nous nous attachons, dans un premier temps, a décrire le comportement du flot
global et les comportements possibles d’une orbite passant dans un voisinage du point
de bifurcation homocline. Nous procédons ensuite & une analyse du flot local au voi-
sinage de cette connexion homocline afin de caractériser I'application de transition
associée. Nous décomposons alors ’application de retour induite par le flot sur une
section transverse a celui-ci. Nous discutons ensuite les différents comportements des
orbites. Enfin, nous appliquons les résultats des chapitres 7 et 8 & un systéme issu de

la modélisation des dynamiques de populations.

8.1 Bifurcations homoclines du cycle limite rapide

8.1.1 Comportement qualitatif du flot

Nous considérons a présent les mémes hypotheses sur (P:) que dans la section 7.2,
mais nous supposons en outre que la dynamique rapide (R,) subit deux connexions
homoclines, I'une dite directe pour z = zp,, Pautre dite inverse pour z = zp, (voir fig.

8.1). Nous nommerons ces connexions homoclines avec la méme notation que les cycles

132
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limites de la dynamique rapide, soit C’ZH1 et C’ZH2. Dans cette situation, les orbites du
systéme (P.) peuvent adopter des comportements différents lors du passage prés de
la connexion homocline directe. Afin de décrire le flot en ce voisinage, nous sommes
amenés & considérer les variétés centrales stable et instable de Lg et la position de

I’orbite par rapport a celles-ci.

Fia. 8.1 — Ensemble critique de (P-) et sa décomposition selon la nature des points
singuliers de la dynamique rapide. Variété M constituée des cycles limites de la dy-
namique rapide. Connexions homoclines de la dynamique rapide pour z = zp, et
2 = zp,. Le prolongement de la variété centrale stable W de A2 par le flot inverse de
(P-) sépare 'espace des phases en deux parties invariantes.

Soient WE, W2 et WY les variétés centrale, centrale stable et centrale instable nées
de la perturbation de £° pour ¢ > 0 assez petit. Remarquons que W sépare WY
en deux parties, 'une rejoignant directement le voisinage de A~, I'autre entourant
les points de £ avant de rejoindre ce méme voisinage. Ainsi, selon la position de
'orbite par rapport & W2, elle peut tourner une nouvelle fois autour £+ ou rejoindre
directement le voisinage de A™, ou enfin, si elle est trés proche de W2, 'orbite peut
monter lentement en suivant YW¢ pendant un certain temps. Dans ce dernier cas, ’orbite
peut rejoindre un voisinage de la variété supérieure M*##2:*H_ Nous caractérisons ces

deux types de comportements en analysant le flot au voisinage du point homocline H.
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8.1.2 Analyse au voisinage du point homocline

Il existe un systéme de coordonnées locales centré au point de bifurcation homocline

H; pour lequel le systéme (P.) admet le linéarisé suivant :

T = Az
y=—Ay (8.1)
Z=M\e

olt Az, Ay et A, sont des contantes positives. Puisque 'orbite homocline bifurque en
un cycle limite stable, nous pouvons supposer Ay, > Az.
Nous analysons alors le flot du systéme (8.1) dans le voisinage rectangulaire de
Hy :
R ={(z,y,2) € R| |z] < a,[y| < B, |2] < 7.}

ol a, 3 sont des constantes indépendantes de €. Il sera suffisant de considérer v, = O(¢)
assez grand pour pouvoir analyser I'application de premier retour de Xr dans Xg.
Soient les faces supérieure, frontale, arriere et droite de ce rectangle (voir la figure
8.2) :
Yr=A{(z,y,2) e Rlz=7.}, Xr={(z,y,2) € Rlz =a}
Yu={(z,y,2) € Rlz = —a}, Erp={(z,y,2) € Rly =B}

Alors chaque orbite passant par la face droite X entre a 'intérieur de R puis ressort

(8.2)

par X7, X ou Xy. Si lorbite ressort par X, elle suit la variété centrale instable du
col et donne naissance a une autre oscillation autour de la variété de cycles limites;
si elle ressort par Xy, elle rejoint le voisinage de A~ sous l'influence de la dynamique
rapide. Ainsi, un bon choix de v, permettra de caractériser les orbites qui quittent R
au travers de Xr comme celles suivant W¢.

Intégrons le systéme linéarisé (8.1) pour une donnée initiale (xo, 3, 20) € X :
x(t) = xp exp(Agt)
y(t) = Bexp(=Ayt)
z(t) = 20 + Azet

Nous obtenons directement :

Lemme 16 L’orbite de (8.1) ayant pour donnée initiale (zo,[3,20) € X quilte R a

travers Y si et seulement si :

1),
|zo| < aexp S (Ve — #0)
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Fic. 8.2 — Voisinage rectangulaire R de la connexion homocline. L’ensemble U. est
représnté en gris. Une orbite rencontrant U (en rouge) suit la variété centrale pour
ressortir de R par Xp. Une orbite passant par Y p\U: par Xy ou Xp.

Nous définissons alors :

1),
U= {(3373/,’)’5) S ERI ]a:\ < aexp (—g)\ (’Ye — z))}

et ke = 3\\—275. Ainsi U. est un O (exp (—kf))—voisinage de {(0,5,2) € R||z| <.} dans
Y r. Cependant, remarquons que ’hypothése 7, = O(e) ne permet pas de conserver la
contraction exponentielle de U.. Ainsi, la dilatation des orbites sortant par Xy selon

la composante y au passage prés de la connexion homocline est au plus O (exp (%))

8.1.3 Construction de ’application de retour au voisinage de C’ZH1

Nous ne pouvons appliquer le théoréme de Fénichel a la variété formée de cycles
limites qu’en dehors d’un voisinage de la connexion homocline. Ainsi, nous analysons
directement ’application de retour au voisinage de cette connexion en généralisant une

construction élaborée par E. Lee et D. Terman dans [47].
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Les trajectoires débutant en un point de :
S} ={(z,B,2) € x|z > 0}

sorte de R a travers ¥ ou 7. En posant D(¢.) = L} \Uz, I'ensemble des points de

EE par lesquels passent les trajectoires qui sortent de R par Xp, on a :

D(¢.) — T

e—0

Soit ¢, : D(¢.) — X la fonction définie par le flot linéarisé. Alors :

gbs : (55767'2) - <047,6<Z))\Z,Z+€izlna)

T X

Ainsi le calcul direct montre :

Lemme 17 Soit u(z) une fonction C* décroissante telle que :

= {(x,8,2) € Shlz = u(z)} C D(¢,)

Alors ¢.(&) est une courbe C1 incluse dans Xp :

¢. (1) = {(a,y, 2) € Zply = x(2)}
avec #'(z) < 0 pour tout z.

L’orbite homocline C'ZH1 de la dynamique rapide rencontre X en (a,0,0) et X
en (0,53,0). Ainsi, quand ¢ = 0, le flot définit un difféeomorphisme d’un voisinage de
(cr,0,0) dans X sur un voisinage de (0,0,7,) dans X . On peut trouver un ensemble
D(v) indépendant de € inclus dans X et contenant (a,0,0) tel que la fonction 1, :
D(¢) — X g est un diffeomorphisme d’un sous-ensemble X sur ¥ pour tout € assez

petit. Posons :

Ve(y, 2) = (VE(y,2),¥E(y, 2))

Comme 1, est une perturbation réguliere de 1y, nous calculons en premier lieu
D1py. Puisque ¢§(y, 2z) = z, on a, sur tout D(¢) :

g
dy =0
UG
70— 1
0z

En outre, W et Wy s’intersectent transversalement ; on peut donc écrire :

%00(04707»2) = (j(z),,@, Z)
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ol (2) est une fonction C! telle que #(0) = 0 et :

#(0) = 8;”23 (0,0) < 0

Finalement, posons :

I

ay (0,0) = >0
alors :
_ (m 7(0)
Dry(0,0) = (0 ) )

Alors puisque 1), est une perturbation réguliére de 1,, nous obtenons le résultat sui-

vant :

Lemme 18 Soit v(z) une fonction C* décroissante telle que :
b ={(ey,2) € Eply =v(2)} C D(¥)

Alors (D) est une courbe C* incluse dans Lg :

$e(0) = {(2,8,2) € Xplz = »(2)}

avec, pour tout z :
(0
#(2) < 56(2)

Nous pouvons finalement définir la fonction de retour suivante :
W5:¢€O¢€:D(¢8) CXgp— 2R

telle que :
7['6(73’) = 1/15(77) = {(a,,@’,z) € EE‘JS = %(z>}

Soit K > 0 fixé assez grand. D’aprés le théoréme de Fénichel, M. Kolem =/2) NXgr

est une courbe bien définie donnée par un graphe z = u(2) avec u est C'! et décroissante.
Par hypothése, 2 > 0 prés de M., nous pouvons donc, en utilisant les itérées de 7,
prolonger cette courbe par le flot afin qu’elle contienne des points de ¥ N {z > 0}

(voir figure 8.3). Alors, cette courbe 1. est donnée par un graphe :

r=27T:(2), z<22®=0()

dans Y i avec, pour tout z < z2'° :

Ainsi, m. coupe transversalement W? NXp.
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Sy
Z-T\i !
5 2
? <
U,
>
/’, : Ars
P > e WS
Xr L7 / \
T McNER)
o \ Y M-NXgr
- rd
R / =

D M::NZR) x ); )

Fia. 8.3 — La courbe /\;IE_K’(ZHl T Y r (en bleu), incluse dans D(¢,) pour € assez

petit) est prolongée par les itérées de m. = 1.0 ¢, en m.. Cette courbe coupe transver-
salement W2 NX g (en vert). La courbe m. NU. = A; est de longueur O (exp (f%))

8.1.4 Caractérisation des orbites suivant la variété W¢

Nous utilisons la généralisation de la notion de phase asymptotique (cf proposition
25) pour caractériser les orbites de (P:) suivant W¢ et ressortant de R par Y. Pour
peE M. Koo, 775/2), soit V.(p) la courbe des points ayant méme phase asymptotique
que p pour (P:). D’aprés la proposition 25, V.(p) est une courbe proche de z = z,.
Soit T-(p) le temps tel que :

— 2p,(ZH, —Ve/2
vt € 0, T2(p)], 65 (p) € M2 M7/

ou ¢ est le flot de (P:). Nous savons alors que T:(p) = O (%) Alors ¢jy 1. () (P) est

I’ensemble des points approchant asymptotiquement l'orbite de (P.) passant par p.
Considérons a présent le flot inverse de (P:). Posons . NU. = A.. Puisque .

coupe transversalement W? NXpr et U: est un O (exp (—%))-Voisinage de {(0,8,2) €

R||z| < 7.} dans Xg, A est une courbe de longueur O (exp (—kf)) D’apres la pro-

position 24, la surface :

S: = {0 (@lp € A}
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R

U v:(p)

PES:

o) L

£
M

Xm

F1G. 8.4 — Volume constitué de la surface S; et des fibres de phase isochrone associée
a chacun de ses points pour (FP:). Les points de méme phase sont représentés par la
méme couleur. L’intersection 3%, de ce volume avec la section ¥ est constituée de
bandes de largeur O (exp (—%)) (largeur de S;) et espacées de O(e).

est une surface spiralant autour de M. et dont la largeur est O (exp (—%))

Nous sommes & présent en mesure de caractériser les points d’une section X x4
transverse au flot proche de M™°>*#1 pour lesquels l'orbite de (P:) associée suit W2
au voisinage de la connexion homocline. Soit ¢ € Xz et supposons que le point d’in-
tersection g; de lorbite de (P:) passant par ¢ appartient a U.. D’aprés la proposition

aZHl

25, il existe un point p de M. K (en choisissant K assez grand) qui a la méme
phase asymptotique que p et, en notant p; le point d’intersection de I’orbite passant
par p avec U., la distance de q; a p; est O(e‘l/e), [ > 0. Ainsi, il nous suffit donc
de considérer les points ¢ ayant la méme phase asymptotique qu’un point de A, pour
connaitre les orbites qui rencontre U..

Par le flot inverse de (P-), les orbites partant de U restent sur S; qui spirale autour

de M, K’ZHI. Considérons alors ’ensemble :
U v
PESe

Il s’agit d’un volume en forme de “tire-bouchon”, constitué de la surface S; et des fibres
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telles que, sur chacune d’elles, tous les points ont méme phase asymptotique pour (F;)

que le point de base p sur S; (voir figure 8.4). Alors I'intersection de ce volume avec

ke

- )) Enfin, la dynamique lente en

YA est constituée de bandes de largeur O (exp (
O(e) implique que la distance entre deux bandes consécutives est O(e).

Nous posons, pour toutes valeurs de ¢ assez petites :

M=ZmN U Ve(p)
PES:
qui est donc I’ensemble des points de Y x4 tels que les orbites de (P:) associées suivent

la variété centrale WS durant un temps assez long pour qu’elles sortent de R par .

Remarque 8.1 Dans [{7], les auteurs ont montré que la vitesse de déplacement des
bandes constituant X5, selon la composante z constituant X5, est O (%) Nous ne
reprenons pas cette démonstration technique mais nous utilisons ce résultat dans la
section suivante pour connaitre les valeurs de € pour lesquelles l'image de application

de retour globale est disjointe de 35 ,.

8.2 Distribution des orbites périodiques

8.2.1 Alternance de comportement

Nous sommes a présent en mesure de discuter une alternative décidant du compor-
tement des orbites. Nous suivons celles-ci en développant les fonctions de transition
intermédiaires comme dans les démonstrations précédentes.

Considérons ¥y définie par (8.2) et une section Y5 transverse au flot proche de
A~ . Par perturbation réguliere de la dynamique rapide, nous savons que ’application
de transition Ily, _A- induite par le flot de (P.) est bien définie entre ¥y et Xa-.
Nous choisissons le systéme de coordonnées utilisé dans 8.1.2 dans ¥y et un systéme
de coordonnées locales centré en Vo, N YA~ dans ¥ A- tel que l'intersection de WY
avec Ya- soit y = 0. Il nous est possible de conserver la coordonnée z définie sur
Yy afin de simplifier 'expression de la fonction de transition. Cette derniére, d’aprés

lattractivité de A~ et par perturbation réguliére de la dynamique rapide admet alors

My A vyl _ H%I_A,(x,y,&‘)
o z H;-IlfA*(‘rvyvg)

ou T4\ (z,y,e) = O(e) et II%, (z,y,¢) = 2+ O(e).
1

le développement :

S
Soit A le point d’intersection de A~ avec le plan z = zp,. Considérons le difféomor-

phisme W qui conjugue localement au voisinage de 7" le systéme (P:) a la forme locale



8. Rupture d’oscillations par bifurcation homocline 141

(CN TC’éOC). Puisque A est donné par un graphe au-dessus de z, ce difféomorphisme
est bien défini sur tout voisinage compact de A contenant 0. Il définit ainsi un nouveau
systéme de coordonnées pour lequel A est 'axe de la variable 2 et A = (0,0, 24). Soit
alors B = (0,0,—24) € Ag. En revenant au systéme de coordonnées originel, nous
posons zp la coordonnées en z de B. Soit X a5 une section transverse au flot proche
de AS.

Nous retrouvons une situation similaire a la démonstration du théoréme 7.2 a ceci
prés que les points A et B de A sont plus prés de l'origine. Par les mémes arguments que
dans cette démonstration, la fonction de transition entre ¥ 5 et ¥ 5s. Nous choisissons
un systéme de coordonnées locales dans s pour lequel l'intersection de la variété
centrale stable associée a Af est Paxe z = 0 et ¢. appartient & z = 0. Alors la fonction
de transition IIa induite par le flot de (P.) entre ¥ 5- et X aos est bien définie pour &

assez petit et admet le développement suivant :

v\ _ ( Talz,y.¢)
w (1) ()

avec HyA(x,y, e) exponentiellement petite en g, soit O (exp (—%)) ou k1 > 0, et
I3 (z,y,e) = O(z) + O(e). Enfin, par redressement du champ de vecteurs rapides,
nous obtenons la fonction de transition entre Xy et Y a4, soit Iy a4, induite par le
flot. cette application est exponentiellement contractante selon la composante y. Par
contre, l'analyse du mécanisme d’éjection transcritique ne permet pas de maitriser
suffisamment 'image de la fonction de transition II;;_ a4 sur la composante z.

Ici se présente ’alternative dépendant fortement des fonctions définissant la dyna-

mique. Puisque, d’aprés 8.1.4, les bandes constituant :
a5 =Zasn [ [J V()
PES:

sont espacées de O(g) selon la composante z, il est possible que I'image de :
V.=%yn{z>0}

par II7_aq soit incluse dans ¥ x\X%, pour certaines valeurs de €. En effet, (voir re-
marque 8.1), I’évolution de la composante en z des bandes constituant X9, est O(1/¢).
De manieére évidente, 'image de V. par IIyy_aq se déplace en O(¢g). Ainsi, chaque bande
de X9 traverse IIy_aq(Vz) quand € tend vers 0. Il existe donc une suite décroissante

de limite nulle (¢;) et une suite (¢;) vérifiant :

Vi, ¢ + cit1 < € — €iq1
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telles que pour ¢ appartenant a I'un des intervalles [e; — ¢;, €; + ¢;], on ait :
HU—M(VE) N 25\4 =0

Nous nous plagons dans un premier temps sous cette hypothése et supposons que € est
tel que nous puissions trouver un tel voisinage. Alors, toute orbite de (P.) ayant une
condition initiale sur V. rencontre ¥ os en un point de ¥ ¢\X5,. Par construction de
Y5, cette orbite rencontre EE en un point de EE\UE. Nous savons alors que l'orbite ne
suit pas la variété centrale W¢ et qu’elle sort de R par un point de X . L’application de
retour induite par (P:) est bien définie de V. dans lui-méme (voir fig. 8.5). Dans ce cas,
il existe une orbite périodique attractive. Cependant, la contraction de l'application
de premier retour (bien définie sous ces hypotheéses) n’étant pas uniforme, nous ne

pouvons rien dire de 'unicité d’une telle orbite.
p
TH

Z H,
z H,

F1G. 8.5 — Cas IIy_pm(Vz) N X5, = 0. 11 existe alors une orbite périodique attractive
quittant le voisinage de la connexion homocline pour rejoindre directement la variété

A~

Dans l'autre cas de l'alternative, il est impossible de trouver «, tel que I'image par
Iy - m de Xy soit disjointe de X5 4. Alors les orbites peuvent présenter deux comporte-
ments oscillatoires différents. S’il existe un point fixe de 'application de retour définie
sur une section transverse aux fibres rapides et proche de P, alors il existe une orbite
périodique attractive, comparable a celle du chapitre 7, mais suivant la variété W¢
pendant un temps assez long pour reprendre son oscillation rapide autour de la variété
supérieure de cycles limites M*H2*H (voir fig. . De fait, 'orbite périodique coupe alors

Y m en un point de 39
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F1G. 8.6 — Cas d’existence d’un point fixe de I’application de retour bien définie de X5,
dans lui-méme. Il existe alors une unique orbite périodique suivant la variété centrale
stable W? entre les deux connexions homoclines, reprenant son oscillation autour de
MPFHLAH et passant au voisinage de P.

S’il n’existe pas de point fixe, en prenant une donnée initiale dans >, I'orbite
rejoint le voisinage de A™, descend prés de cette variété puis est éjectée pour cou-
per Yaq. Si ce point d’intersection n’appartient pas & 35 ,, I'orbite spirale autour de
MT#H1 puis est directement expulsée vers A. Si ce point d’intersection appartient a

‘W Vorbite suit la variété centrale VWS pour éventuellement rejoindre un voisinage de
MT°#H1 1 nous est alors impossible de donner un quelconque résultat d’existence
(et encore moins d’unicité) d’une orbite périodique.

Finalement, il apparait que cette classe de systéme admet des orbites de types variés
révélant un caractére d’instabilité particulier. D’autres hypothéses sont nécessaires sur
f, g et h afin de pouvoir trouver une condition suffisante pour que se produise un cas ou
un autre. Il apparait notamment que les valeurs propres associées au systéme rapide au
point de connexion homocline H; joue un réle prépondérant dans ’alternative décrite

ci-dessus.

8.2.2 Ensemble limite-discréte périodique

Nous notons 7y, la connexion hétérocline de (Fp) entre Hy, col pour la dynamique
rapide, et le point A, noeud pour la dynamique rapide. De méme, soit 5 la connexion
hétérocline entre le point B, col pour la dynamique rapide et le cycle limite attractif

C . Dans le cas ot pour certaines valeurs de ¢, il existe une orbite périodique I'c, pour
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€ € [e; — ¢i,&i + ¢i], nous pouvons extraire de cette famille une suite dont la limite,

pour la distance de Hausdorff est :
Ty = A4 B urg U M Uy,

ou :
AYB = AnN{zp <2< 2y, =za}

Il est important de remarquer que cette limite n’est pas indépendante de la suite
extraite choisie. Il est donc approprié de distinguer cette construction de celle des
ensembles limite-périodiques classiques (& limite continue). Il apparait alors, d’apres la
discussion précédente, que prévoir les ensembles limite-discréte-périodiques possibles
donnerait de précieuses informations sur la forme des orbites périodiques pouvant

apparaitre pour le systéme.

z

F1G. 8.7 — Limite pour la distance de Hausdorff de la suite d’orbites périodiques (T';,)
de (F;,).
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8.3 Applications au systéme tritrophique

8.3.1 Présentation

On définit le systéme lent-rapide suivant, construit & partir d’'une dynamique rapide

ax X PY
dTr X<R<1 K> Sl+X>

plane naturelle :

dY P X PZ

— = Y |FE — Dy — 8.3
dT’ ( ! S1+ X ! S1+ Y) (8.3)
dz PY

— = e | FE - D

ar ( 2% Y 2>

ou X, Y et Z sont des variables de représentation de trois populations : X est la
proie de Y, Z est un super-prédateur chassant Y. En placant un effet de seuil K
pour le comportement de la variable X en I’absence de Y, on modélise simplement le
phénomeéne de saturation d’une population ne pouvant croitre indéfiniment - soit une
croissance logistique dont I’amplitude est donnée par la constante R.

Les interactions entre les prédateurs et leur proie respective sont des réponses de

Holling type II définis par les parameétres positifs suivants :

P; : Taux de prédation maximaux
S; : Constantes de demi-saturation
Dj : Taux de mortalité

&

: Efficacités de prédation

7 = 1 concernant le prédateur Y, 7 = 2 concernant le super-prédateur Z.

Nous mettons évidemment de coté le cas ou les prédateurs ne peuvent survivre
méme si leur nourriture est infiniment abondante en supposant toujours E;A; > D;.
Enfin, puisqu’il est naturel de considérer une évolution plus lente pour le super-
prédateur que pour la proie et le prédateur, nous introduisons le parameétre ¢ afin
de rendre le systéme lent-rapide, et nous envisageons ’étude de ce systéme du point
de vue des dynamiques lentes-rapides. De fait, ce systéme n’est pas issu d’une dédimen-
sionnalisation mais trouve cependant une interprétation dans le cadre des dynamiques
de populations lorsque I’évolution du nombre de super-prédateurs est considérée lente
par rapport & celle du prédateur et de la proie.

Pour obtenir une forme plus simple et maniable, Klebanoff & Hastings, dans [40],

ont utilisé les changements de variables suivants :

X Y A

X YTkE YT RKEL (8.4)
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qui conduisent au systéme (7'7;) suivant que nous utiliserons dans cette étude :

. a1y
pr— 1 — —_— p—
x CL‘( x 1—|—b1$> f(:v,y,z)
. alx asz
Y y (1 o Ty bw) 9(z,y, z) (8.5)

. a2y
= . —dy ) =h
z 82<1+b2y 2) (%Z/az)

avec
K Al E1 b K d D 1
a = P — e —
1 RBl ) 1 Bl ) 1 R
KAEE, KB D
a = _— = = —
2 RB2 ’ 2 B2 ) 2 R

8.3.2 Analyse de ’ensemble critique

Les axes et les faces de 'octant positif Ri sont des ensembles invariants du systéme
(8.5). Nous limitons alors I’espace des phases a cet octant. En outre, nous supposons

dans la suite a3 — dy (b1 + 1) > 0 ce qui implique que le point d’équilibre de (8.5) :

dq ap —dp (b1 +1) >
) P} ;0
a1 —bidi” (a3 — bydy)

M = (zm,ym,0) = ( (8.6)
est dans I'espace des phases.
L’ensemble critique s’écrit alors comme 'union A U £ avec les paramétrisations

suivantes :

A = {(1,0,2)|z € R4}
L = A{(zyc(e), z0(x)) [z € Ry}

yr(z) = all (1—2) (14 bix)

(alsc —d; (blfL' + 1)) (a1 + b2(1 — .%')(1 + bl.%'))
araz(l + byz)

zp(z) =

On notera que A et £ ont un point d’intersection T' = (1,0, z7) ou :

> :(al—dl(b1+1)): aq _ﬂ
r az(1 4 by1) az(1+b1) a2

que 'on supposera positif dans la suite. En outre, on suppose d; assez petit tel que :

dzp >0, 27 (zp)=0
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Notons (voir figure 8.8) :

A7 = An{z>zp}, AS=ANn{0<z< 2}
L5 = Ln{z<zp}, LE=LN{z>zp}

Alors, on vérifie que LT est constitué de points singuliers répulsifs ou attractifs (pas
de cols) pour la dynamique rapide, L5 de cols dont la direction attractive est z et A~
des noeuds attractifs. Précisons également que les points de AS sont également des

cols dont la direction attractive est x.

[

[
o

0,06

0,05

0,04

0,03

AT|
0,027

F1G. 8.8 — Ensemble critique de (T'T;) pour les valeurs des parametres (8.7) et d; = 0.1.
La décomposition selon la nature des points singuliers de la dynamique rapide montre
que le systéme vérifie les propriétés de la classe de systémes étudiés dans les chapitres
7 et 8.

8.3.3 Analyse de bifurcations

Nous pouvons alors décrire les bifurcations du systéme rapide selon les parameétres
z et dj. Le point singulier (0, 1) subit une bifurcation col-noeud transcritique sur la
courbe :
L S S R
ag(l + b1) as
Pour z < zr(xp) assez grand, le col appartenant & £° et le noeud attractif appartenant

a L~ disparaissent, quand z croit, par bifurcation col-noeud quand :

P:z=zn(zp)
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Nous noterons également 1’occurrence d’une bifurcation de Hopf surcritique qui nous
permet de décomposer £* en L1 constitués de foyers répulsifs et £~ constitués de
points attractifs (noeuds et foyers) pour la dynamique rapide. Cette bifurcation en-
gendre un cycle limite C, du systéme dynamique rapide pour z < zy qui entoure le

point singulier.

H

FiG. 8.9 — Diagramme de bifurcations de la dynamique rapide du systéme selon d; et
z. Les courbe ‘H, P, T donnent respectivement, selon la valeur de dy, la valeur de z
pour laquelle se produit les bifurcations de Hopf, pli et transcritique. Pour dq = d{{ c,
apparait une unique connexion homocline. Pour d; < d}’¢, les deux points appartenant
4 la courbe H,. sont les valeurs de z des connexions homoclines directe et inverse de la
dynamique rapide.

Nous considérons les valeurs des parameétres fixes suivantes :
a)p = 0.8, b1 = 4, ag = 42, b2 = 40, d2 =1 (87)

qui seront utilisées pour les simulations dans la sous-section suivante. L’ensemble des
occurrences des bifurcations de (R,) selon z et dy est résumé dans la figure 8.9. Remar-
quons que la courbe de bifurcation transcritique 7 dans (dj, z) admet une équation
simple. Celles de la bifurcation de Hopf H et de la bifurcation pli P sont calculables
mais ont des expressions trés lourdes. A contrario, nous n’avons pas de méthode pour
exprimer les valeurs de z pour lesquelles apparaissent les connexions homoclines de la

dynamique rapide en fonction de d;. Nous avons donc utilis¢é LOCBIF afin de tracer
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la courbe H, dans la figure suivante. Il apparait alors une valeur d¢ ~ 0.08273891
pour laquelle il existe une unique connexion homocline du col de la dynamique rapide.
Pour d; < d{{ ¢, deux bifurcations homoclines du cycle limite rapide se produisent pour

z=zH, et z = zg, avec zg, < ZH,.

8.3.4 Portrait de phase et simulations

Nous fixons dans toutes la suite les valeurs des paramétres aq, as, b1, ba, do donnés
par (8.7) et choisissons différentes valeurs de dj.

D’apres ’analyse précédente, pour d; > d{{ ¢ le systéme (T7T.) vérifie les hypo-
théses du théoréme 7.1. Il existe ainsi, pour toute valeur de ¢ assez petite, une or-
bite périodique attractive ~, globalement attractive dans Ri . Ainsi observe-t-on un
comportement d’oscillations en salves, les orbites v, s’approchant arbitrairement pres
alternativement de la variété de cycles limites de la dynamique rapide et de la variété

A. La figure 8.10 représente cette orbite périodique attractive pour € = 0.1.

ﬁ\-——\\\

it

FiG. 8.10 — Orbite périodique du systéme tritrophique avec : a; = 0.8, ag = 42, by = 4,
b2 = 40, d1 = 0.1, dg = 1, e =0.1.

Pour d < d}¢ proche de d}¢. Nous obtenons deux des comportements décrits dans
la section 8.2 selon des valeurs de e différentes. La figure 8.11 pour d; = 0.0827389
représente une orbite périodique quittant le voisinage de la variété formée de cycles

limite de la dynamique rapide prés de la connexion homocline Hj.
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0.

z.5

FiG. 8.11 — Orbite périodique du systéme tritrophique avec : a; = 0.8, ag = 42, by = 4,
ba = 40, dy = 0.0827389, do = 1, £ = 0.608887.

Nous remarquons également le phénomeéne décrit a la fin de la section 8.2. Nous
trouvons une valeur de € pour laquelle (T7.) admet une orbite périodique attractive
suivant pendant un temps la variété centrale instable entre les deux connexions homo-
clines. La figure 8.12 montre une orbite du systéme attirée par cette orbite attractive.
En effet, nous avons choisi une condition initiale telle que ’orbite associée monte en
tournant autour de la variété de cycles limites et s’en éloigne prés de la connexion
homocline (premier passage en bleu). Puis, dans le deuxiéme cycle d’hystérese, elle
suit cette fois-ci la variété centrale pendant suffisamment longtemps pour reprendre
une oscillation autour de la variété supérieure (deuxiéme passage en bleu). Enfin, au
troisiéme passage, l'orbite s’approche encore plus prés de 'orbite périodique attractive

(passage en vert).
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-

FiG. 8.12 — Orbite périodique du systéme tritrophique avec : a; = 0.8, ag = 42, by = 4,
by =40, dy = 0.0827389, do = 1, ¢ = 0.614512.



Conclusion et perspectives

De I’étude des systémes étudiés dans cette thése, transparaissent des points im-
portants que nous résumons dans cette conclusion. Il apparait, tout d’abord que le
mécanisme de d’éjection transcritique des orbites d’un systéme lent-rapide est beau-
coup moins contractant que celui de type pli déja étudié. Pourtant, comme le systéme
tritrophique en donne un exemple, ce type de transition est souvent naturel dans les
systémes de modélisation. De fait, certains comportements de relaxation ou d’oscilla-
tions en salves moins “réactifs” peuvent étre modélisés a I’aide de ce type de transition.
De maniére plus générale, le retard a la bifurcation — que nous pouvons, dans certains
cas, qualifier de retard a la déstabilisation — peut étre un bon moyen de modéliser
I'inertie de certains systemes d’évolution de maniére naturelle. En outre, ce méme mé-
canisme d’éjection nous a permis de faire naitre des canards sans recours & un autre
parametre que €.

D’un autre coté, le phénomeéne de rupture d’oscillations en salves que nous avons
étudiés au chapitre 8 donne naissance & nombre d’interrogations. Quel est le type de bi-
furcation subie entre deux types différents (selon la valeur d’un parametre) de familles
a un parametre d’orbites périodiques génératrices d’oscillations en salves? Quel lien
y a-t-il entre les graphiques généralisés constructibles pour un systéme couche-limite
donné et 'apparition d’orbites périodiques pour un systéme lent-rapide associé? Ces
questions ouvrent des voies d’exploration nouvelles dans le domaine des systémes lents-
rapides.

En outre, un comportement observable sur ce type de systéme demande & étre
clairifié : I’addition de période. Déja étudié pour le systéme de Van der Pol forcé
(cf [48]), nous pouvons le rapprocher des notions que nous avons manipulées dans
cette theése et des résultats que nous avons établis. Nous en donnons, dans ’appendice

suivant, une description sur un systéme déja présenté dans cette thése.
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Addition de périodes dans un systéme de deux Van der

Pol couplés

Le phénomeéne d’addition de période est susceptible de se produire sur certains

types de systémes lents-rapides :

A et = f(x,y,e,\)
wﬁ.{yzg@wﬁﬂ) (8.8)

(r,y) € R™ x R"

dépendant d’un parameétre A et pour m + n plus grand que 3. Partant d’une orbite de
période T' du systéme (Se)‘) pour certaines valeurs de € et de A, en faisant varier légere-
ment le parametre A, I'orbite périodique disparait puis nous obtenons successivement
— selon la valeur de A — une orbite périodique de période 21 puis 31 puis 47T etc.

Or ce phénoméne apparait également sur le systéme de Van der Pol couplé déja
utilisé (cf. section 6.1) auquel nous ajoutons un parameétre dans la dynamique de w.
Nous décrivons ici le phénomeéne en le rapprochant de ’occurrence de retard a la
bifurcation. Nous évoquons ici une idée d’étude de ce phénoméne fondée sur la forte
influence du parameétre sur le flot au voisinage du point de bifurcation de la dynamique
rapide intermédiaire.

Nous considérons le systéme (6.1) auquel nous ajoutons une perturbation a la
dynamique sur u :
i=—y+ f(z)
y=c(z+1+2)
i=ce(-u+f(z))
U =¢eb(z+ 14 pu)

(VdP;i;) : (8.9)

fiz——ad+4z, 0<edx1

ol ¢ > 0. Pour ¢ assez petit, le sous-systéme indépendant sur les variables z et u est un
systéme de relaxation classique qui admet un cycle limite attractif de période T:” s qui
reste proche de T 50, 5+ Pour ¢ = 0, (VdP:j s) admet une orbite périodique globalement
attractive de période Tg 5 qui correspond donc & une période d’oscillation des variables
u et z.

Le comportement de ce systéme pour  assez petit est essentiellement le méme que
celui de (6.1). Cependant, comme le montrent les simulations de la figure (8.13), en
faisant évoluer la valeur de ce parameétre, nous obtenons des orbites de périodes qui
sont approximativement des multiples de Tz_f s- Ce phénomene est a distinguer de celui
du doublement de périodes (cf [31]) qui ne fait apparaitre que les 2 multiples de la

période initiale.
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0.03997
0.0400325

0.0399

FiG. 8.13 — Orbites périodiques globalement attractives pour différentes valeurs de .
Chaque couleur représente une période d’oscillations compléte de z et u. On obtient
des orbites de périodes k(go)ngé, E(p) € {2,3,4,5,6,7}. Entre chaque palier, il s’est
donc produit une addition de période proche de Tg 5
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Si ce systéme peut étre considéré comme un systéme de Van der Pol forcé par un
cycle de relaxation, il présente I’avantage d’étre autonome. En outre, nous pouvons
clarifier la dépendance du comportement ¢ de la maniére suivante. Considérons le

sous-systeme de (VdPY;) sur les variables z et w :

Z=c(—u+ f(2))
w=-¢ed(z+1+ pu)

le cycle limite attractif —dont nous avons nommé la période ng s — admet une amplitude
plus grande en u lorsque ¢ augmente. Nous remarquons alors que ’orbite peut traverser
Ihyperplan v = 1 + % 3 ou apparait la bifurcation de Hopf de (VdP?"). Ainsi,
sous l'influence de la dynamique rapide, I'orbite rejoint le foyer attractif et u décroit

lentement. Or, pour v =1+ %\/3, le systéme

& =—y+ f(z)
(VdP?"): ¢ g=c(z+1+2)

i=ce(-u+f(2)

subit une bifurcation de Hopf donnant naissance & un cycle limite attractif de relaxa-
tion. Ainsi, dans ces conditions, le systéme (Vde 5) subit une bifurcation de Hopf
surcritique dynamique. Nous avons évoqué, dans la Remarque 2.2, la dépendance en
¢ de I’“angle de sortie de 'orbite”. En outre, l'orbite suivant une variété invariante de
cycles limites de la dynamique rapide, il faut mettre en rapport cette dépendance en
¢ et la phase asymptotique généralisée de 'orbite.

Il apparait donc que mieux connaitre cette dépendance en € permettrait de connaitre
le comportement des orbites au voisinage du point de bifurcation de Hopf de la dy-
namique (VdP?") et la génération des salves. De plus, cette méthode permettrait
de caractériser plus avant les valeurs des paramétres (¢ et €) pour lesquels 1'orbite
périodique est unique. Enfin, cette étude serait & rapprocher des méthodes de synchro-

nisation déja existantes des systémes faiblement couplés.
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