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Le modéle linéaire généralisé |

Le modele linéaire
2
Yi = XiB + ¢, ei ~ N(0,0%)
peut étre reformulé comme

MI - Xi137 \/I NN(M/aaz)
avec p; = E[Y]]



L e modele linéaire généralisé
Le modéle linéaire généralisé |l

Le modeéle linéaire généralisé étend les possibles

9(ui) = XiB Y; ~ EF(uj, ¢)

v

g est une fonction monotone dérivable dite fonction de lien,
EF(uj, ¢) une une distribution de la famille exponentielle

¢ est un parametre dit parameétre d’échelle

X'3 = n est un prédicteur linéaire

v

v

v
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La fonction de lien g |

» La fonction de lien joue un peu le r6le d’'un changement de
variable, mais

» la fonction de lien transforme E[Y;] et non pas
» la variable de sortie Y.

» Des exemples de fonction de liens (log, logit,,/- ...)
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LFamille exponentielle
:

La famille exponentielle

fo(y) = expl((y8 — b(6))/a()) + c(y, 9)];

avec
» 0 un parametre de position,
» ¢ un paramétre d’échelle,
» E[Y]=bV(0)=pu
> var[Y] = b"(9)a(¢) = V(n)¢ avec V(n) = b"(6)/w
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Déviance |

La déviance est une quantité similaire aux résidus
(RSS/sigma®) dans le contexte du modeéle linéaire.

D= 2[E(Bmax) - E(B)]¢

0l L(Bmay) €st la log-vraisemblance maximisé du modéle
saturé.
Remarques:

> L(Bnax) Sert de référence (valeur max de la
vaisemblance),

» pour calculer £(8,,4) il suffit de remplacer fx pary
» dans le cas du modeéle binomial ¢ = 1
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Déviance |l
La déviance réduite D* = D/¢ ne dépend pas du parameétre
d’échelle (dans le cas binomial et poisson D* = D) et d’apres la
propriété asymptotique du rapport de vraisemblance:

% 2
D* ~ X n—dim(8)

Notons que cette approximation est trés mauvaise dans le cas
du modele binomiale (car le nombre de paramétre du modéle
saturé croit avec n) et exact dans le cas Gaussien.

En pratique on peut utiliser cette approximation pour estimer

D

¢= n — dim(3)
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Déviance Il

Et pour tester I'intérét du modele on pourra utiliser le test
suivant
{Ho : w est le bon modéle

H1Zﬁ0

avec comme statistique de décision D*.
Si D* > Xp—dim(w);1—a alors on décide H; sinon on garde Hp
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Comparaison de modeles |
Supposons que 'on veuille comparer deux modéles w C Q

Hp : w est le bon modéle
H; : Q est le bon modéle

Sous Hy, de maniere approchée

(Dw - DQ)/(QQ — qw) ~ F
DQ/(FI _ C]Q) da—qw,N—qa

F =

Si F > Fg,—q..n—gq:1—« alors on décide H; sinon on garde Hy
Remarque: on peut simplement utiliser AIC pour comparer
deux modeles. Dans ce cas le modéle le meilleur pour la
prédiction sera préféré (un peu plus complexe que le modéle
sélectionné par test d’hypothese).
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Distribution de 3 |

Les estimateurs du maximum de vraisemblance sont
asymptotiguement Gaussiens

B~ N(B,(X'WX)~"¢)

ou W est la matrice de pondération diagonale avec
wi = 1/(9' ()2 V(1i))-
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Distribution de 3 Il

Cette distribution est utilisée pour les intervalles de confiance
et pour les test d’hypothéses pour un unique prédicteur.

HOBJ:O
Hy: B #0

Si ¢ est inconnu, on le remplace par une estimation

> (z = XiB)?
¢= Z Wi~ dim(B)
et la distribution utilisée est une student & n — dim(3) degrés de
liberté. Avec

» les pseudo données z; = g'(ui) (Vi — wi) + ;i

> ni=XiBetu=g (m)
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Résidus |

Les résidus d’'un GLM acceptent plusieurs définitions
Résidus de Pearson

P Vi— i
V()
Résidus de déviance
e = sign(y,

,U/)\/EI
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LLoi Binomiale et GLM: Régression logistique

Loi binomiale et famille exponentielle |
Supposons que les observations Y; ~ B(n;, 7).

f(yi) = <;’> (1 — )Y

1

En mettant la distribution sous la forme canonique:

1) = explyi log ™ + nog(1 ~ m) + log )

donc

> 0 = log" etinversement 1; = 2%
!

1+expo

> ¢(0,yi) = log (}))
» b(#) = nlog(1 — ;)
> a(¢) =¢ =1
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Loi binomiale et famille exponentielle

La fonction de lien canonique est donc

g(mi) = log=="— =

Xi3
1
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Nombre de cas de SIDA en Belgique |

pi = E[Yi] = No€X, Vi ~ P()

» Y; est le nombre de nouveaux cas dans I'année x;
» Ny estle nombre de cas en 1980
» le nombre de cas observé suit une loi de Poisson

log E[Yi] = log No + 31X
= o + B1Xi

GLM avec une fonction de lien log
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Nombre de cas de SIDA en Belgique I

> cases<- c¢(12,14,33,50,67,74,123,141,165,204,253,246,24
> year <-1:13

> plot (year+1980,cases ,xlab="Année",ylab="Nouveaux cas
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Nombre de cas de SIDA en Belgique I
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I—Loi de Poisson et GLM

> m0 <- glm(cases~year,polisson)
> summary (m0)

Call:
glm(formula = cases ~ year, family = poisson)

Deviance Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-4.678 -1.501 -0.264 2.176 2.731

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z]|)
(Intercept) 3.14059 0.07825 40.1 <2e-16
year 0.20212 0.00777 26.0 <2e-16

(Intercept) xxx%
year ok

Signif. codes:
0 Ysxx’ 0.001 “xx’ 0.01 “x’ 0.05 *.” 0.1 * " 1

(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)
Null deviance: 872.206 on 12 degrees of freedom
Residual deviance: 80.686 on 11 degrees of freedom

AIC: 166.4

Number of Fisher Scoring iterations: 4
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> par (mfrow=c (2,2))
> plot (m0)

DA
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I—Loi de Poisson et GLM
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I—Loi de Poisson et GLM
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