Equations de Navier—Stokes
(M2-AMS 2022-2023).

Examen de février 2023.

1 Solutions stationnaires de Navier—Stokes

On consideére le probleme
AW + AF —div (W@ W) - VP =0, divIW =0, (1)

avec une donnée F € H'(R?).

a) Montrer que ||xPdiv (4 ® ¥)|| 1 < C||a@|| g ||0] g1

b) Montrer qu’il existe ¢ > 0 et Cy > 0 tels que, si ||[F||z1 < €, le probleme (1) admet une solution
W e HY(R3) avec ||[W |1 < Col|F|l .

2 Solutions de Leray de Navier—Stokes

Préliminaires : Régularité maximale du noyau de la chaleur
On admettra le résultat suivant : si 1 < p < +00, 1 < g < 400, f € LP(]0, +oo[, L(R?)) alors

t
G:/ gi—s * Af ds,
0

vérifie G € LYL{ et on a ||G|lLrra < CpqllfllLrLa-

Dans cette partie et les suivantes, on se donne iy € L%(R3) (& divergence nulle) et F € H'(R?) avec
| F'|| g1 < €0 et on consideére une solution « de

t t
u(t,x) = g¢ * tp(x) + / gr_s * PAF ds — / gt—s * P(div(@ ® @0))ds, (2)
0 0

ou encore de

{atﬁ:M—ﬁﬁﬁ—ﬁerAﬁ divii =0,

a) Montrer (on pourra invoquer un théoréme du cours) qu'il existe une solution #; du probleme de Navier—
Stokes (2) telle que
iy € () L>(10,T[, L) N L*(|0,T[, H")
T>0
et 1y vérifie I'inégalité forte de Leray : pour presque tout tg > 0 et pour tg = 0 et pour tout ¢t > tg

t t
Iaa(e B +2 [ 19 0 @lFds < latto, -2 [ [ (Fei)- (Ve F)dods 3)
to to JR

b) On pose ¥ = U — W, oit W est la solution du probléme stationnaire (1). Montrer que U7 est une solution

de

t
U(t,x) =g * (dp — W) — / gi—s * P(Aiv(T @ U+ T W + W ® 7))ds, (4)
0

1



ou encore de

HT=AT—T-VG—G-VW —W -Vi—V(p—P)
div & =0
i(0,.) =ilp — W.

Montrer que ¥ vérifie
% € () L=(0,T(, L*(R*) n L*(J0, T[, H'(R?)),
7>0

et, pour presque tout ty > 0 et pour tg = 0 et pour tout ¢t > ¢y, 'inégalité

—.

e 2 [ 9o nlas <l vz [ [ Gon@edas @
R

¢) Montrer que [|(V @) - (@ W)| gy < CIV @[3, WllLs < CilIV @ al[3, | Fl .
Dans la suite, on supposera que

. 1
Crll Pl < 2.
d) Montrer que
71 € L([0, +oc[, L2(R?)) N L*([0, +ool, H' (R?)). (6)
3 Solutions mild de Navier—Stokes
On pose E = L>(]0, +-o00], L2(R3)) N L2(]0, +oo[, H' (R?))NL4(]0, +-o00[, H'(R?)). On munit E de la norme

ldlle = [l ge 2 + N[l 2 g2 + 19 g

a) Pour 4, ¥ dans E on pose
t
B(i, ) / g + P(div (i @ @))ds.
0
Montrer qu’il existe C' tel que, pour tous #, ¥ dans E, on a

G @ D gzrs < Cllall g s 191 g e

et
1T @ TN o a2 < Cllall g ra 191 -

En déduire qu’il existe Cy tel que, pour tous @, ¥ dans E, on a
1B(@, V)lle < Collll pa g [10]le + Col|0ll pa gy [l

et
1B (1, V)| pagrn < Collll pa g |19l a g -

b) Pour « > 0, on pose ||d = ||t|| L4 g1 + c]]ti]|g- Montrer que les normes || - g« et || - ||z sont équivalentes
sur E et que pour tous @, v dans E et tout a > 0, on a

1B(@, 0) ||, < Colld

c) Pour wy € H'(R?), on pose
Uo(t,z) = g¢ * wWo(x).



Montrer que Uo appartient a [E.
d) Pour W € HY(R3) et ¥ € E, on pose

t
L(#) = / gi_s * P(div(T @ W + W @ 7))ds.
0

Montrer que

1 R T = _
Hﬁﬂ”(dw(v QW+ W @0))|2 < CIW | g2]10] g

et
1 . N e 17 —» Y, hrd
| KBV @S W + W @ D)l < CIW | o215 1

et en conclure qu’il existe une constante C5 telle que
VL@ oz + IE@ 2 < ColW 1Tl 2y
et (en utilisant la régularité maximale L*L? du noyau de la chaleur)
VL@ gy < ColW el s
e) Montrer que pour tout a > 0, on a

IL(D)]z.a < C3l|W | g1 [|V]|e o

f) Montrer que si HﬁoHL?m < 505 et W || 2 < 3¢5+ le probleme
t

t
O(t,z) = g¢ * wo(x) — / gi—s * P(div(d ® @))ds — / gi—s * P(div(t @ W + W ® 7))ds,
0 0

a une solution v € E.

4 Comportement au temps l’infini des solutions de Leray

On se donne donc @ € L2(R3) (& divergence nulle) et F' € H'(R?) avec ||F| ;1 < min(e, ﬁ, m) et
on considere une solution #; du le probleme de Navier—Stokes (2) telle que telle que

i € (1) L(0,T[, L*) n L*(Jo, T[, F1")
>0

et uy vérifie 'inégalité forte de Leray. On pose v = 1 — W, ot W est la solution du probléeme stationnaire
(1).
a) Déduire de (6) qu’il existe ¢; > 0 tel que

° ﬁl(tl, ) € H!

e pour le probleme de Navier—Stokes (avec F est un tenseur suffisamment régulier)

¢
w(t, ) = ge—g, * U(ty,.) + / gt—s * P(div(F — 4 ® @0))ds, (7)

t1

ﬁl'[tlw +oof €8t une solution de (7) qui vérifie 'inégalit¢ de Leray

t t
Hﬁl(t,.)H%z—i—Q/ 15 © @12 ds < || (11, )% +2/ /3@1 - divF dz ds,
t1 t1 YR



e en particulier, U1, 4o €St une solution de

t
Bt w) = g+ 01 (1,.) — / s * P(AV(TR G+ T W+ W @ 7)) ds (8)

t1

qui vérifie, pour tout ¢t > t1, I'inégalité
t . t . .
o +2 [ (90 aids < a2 [ [ (Fon)@oWdds ()
t1 t1 JR

e il existe une solution wp de (8) qui vérifie @y € L*(Jt1, +o0], L2(R3)) N L2(Jty, +oof, H'(R?)) N
L4(]t1, +ocl, ' (RY).
b) Soit t; < T' < +o00. Montrer que

@ € L*(Jt, T, H'(R®)), 9yily € LY3(Jty, T, H™'(RY)),

W+ € LA(Jty, T HY(R3)),  8;(W + @) € L2(Jty, T[, H 1 (R3)).

=

En conclure que (i1 - (W + 1)) = (0yid1) - (W + 1)) + @1 - Oy (W + @1)).

¢) Montrer que, pour t > t1,
2 ! = 2 ! by =
I~ (e )l +2 [ V@ @ - d)Bads <2 [ [0 4@ (@ - ) 9@ - a0)ds
t1 t1
t -
gc/ W + @11 11 — @l el 1 — ]| g s
t1
t . t .
< [19 @@ —alads+C [ W+l 15 - @ ads
t1

t1

En conclure que v = .
e) Montrer pour t; < t3 < t que

t

ﬁl(t, a;) = Qt—t, * ﬁl(tg, ) — / Oi—s * P(div((ﬁl QU+ QOW +W 171)) ds,
to

et que

“+o00
timsup (6 )2 < CC[ IFGs-J s 17  o lf + 185, s IV )2
0 2

f) Montrer que limy_, 4o ||@1(¢,.) — W||z2 = 0.



