Equations de Navier-Stokes
(M2-AMS 2024-2025).

Examen de février 2025.

1 Exercice (5 pt.)

Soit fp : R — R une donnée initiale et soit b : [0, +00[xR™ — R une fonction. On consideére le probleme suivant :

90 = A0 + [(—A)%er %b, "
6(0,-) = 6p.

a) Sionafy € H'(R") et si on suppose que b € L*([0, T*], Hl(R”)) avec 0 < T™* < 400, construire une solution
mild du probleme (1) dans I'espace de résolution L°°([0,T[, H'(R™)). Sous quelles conditions peut-on avoir
T =+o00?

b) Si on suppose maintenant que 6, € H*(R™) et que b € L'([0,T*], H*(R™)), montrer que la solution mild 6
obtenue dans le point précédent vérifie 6 € L3° HE.

¢) Silon suppose que l'on a HAO(f )>0et /b\(t, &) > 0, montrer que la transformation de Fourier 5(26, €) de la solution

~

mild obtenue au point a) ci-dessus reste positive dans le temps, i.e. : 6(¢,£) > 0.
d) On définit l'espace de Fourier-Herz F*P(R™) par la condition

FoP(R™) = {f R" — R, f € S'R") : [|f]|

ror = ||IgFFO) < +oo}

et on considere le probleme

¢
0(6.6) = e 1 Bo() + [ e [(1fd5,)) ¢ (11005, )] 85, (2)
0
Sifp e FL2(R™) et sibe L%]—?Q, construire une solution mild du probleme (2) dans ’espace Lt‘x’]—"&l’Q.
e) On note g la solution mild du probleme (1) obtenue dans la question a) et ¢ la solution mild du probleme
(2) obtenue dans la question d). Quelle est la différence entre 0g et O¢ 7

2 Exercice (10 pt.)

Soit iy € H= (R3) une donnée initiale & divergence nulle. On consideére les équations de Navier-Stokes sous formulation
intégrale

u(t, ) = gy * Up(x) — /0 gi—s * P(div(d @ @))(s, x)ds.

.1 .
On fixe comme espace de résolution I'espace L HZ N L}H! muni de la norme
17l —1FC oy + IFC s

L . .
L HZNLAH] L H 2

a) Montrer que l'on a
lov s Toll g <ol et g ol < 1ol

37 =
t x

Pour la derniere estimation on pourra écrire

—+o0 5 o 2 o~
lov sl = [ ([ e 0e@m@re) ([ e bluldonan)

et on remarquera que ’on a K“ﬂﬁ‘?lz <C.




b) En utilisant les lois de produits, obtenir Iestimation

c) En admettant la propriété de régularité maximale du noyau de la chaleur suivante

/o gt—s * P(div(d @ @))(s, -)ds

| <Clael |,y < Ol il
L H; kg

< Cllfllzsre,
LiLg

t
HA/ Oi_s *f(s,~)ds
0

démontrer la majoration

<Cllé®dlpar:

t
/ Grs * P(div(@ @ ©)) (s, -)ds
0 Lt

d) En déduire le controle

/0 0i—s * P(div(d ® @) (s, )ds

e) A partir de tous les calculs précédents, montrer qu’il existe une solution mild des équations de Navier-Stokes
.1 .
dans Pespace L°HZ N LEHL.

f) A quel espace appartient la pression p?

<l il ey

x

LiH;

3 Exercice (5 pt.)

Soit F = (fij)1<i j<3 un tenseur tel que l'on ait fi; € LP([0, T, LY(R?)) pour tout 1 <4,5 <3 ,000<7T < +o00
est un temps fixé et les indices p, ¢ vérifient 1 < p, ¢ < +00. On considere ’équation

0,7 = AT + div(F),
¥(0,2) =0, z € R3.

a) Obtenir le controle

t
3/
[ b re < sup C [ (t—s5)" 2| F(s,-)|| pa ds.
* o<t<T Jo

b) En déduire que si I'on a le contréle [|F|| e < +oo avec % + % < 1, alors on a bien @ € L> ([0, T[, L>(R?)).
c¢) Soit 4 une solution faible de Leray des équations de Navier-Stokes

Oyt = Aii — div(id ® @) — Vp,
@(0,2z) =0, xR,

pour laquelle on suppose que I'on a I'information @ € L?([0, T'[, L4(R3)) avec % + % < % Vérifier que la pression
p appartient & espace L2 ([0, T[, L? (R?)). Obtenir que I'on a @ € L ([0, T[, L= (R?)).



