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Introduction

Dans ce mémoire sont présentés quelques travaux que j’ai effectués autour des équations
aux dérivées partielles et qui ont été entrepris apres ma these, qui portait quant a elle sur
des inégalités fonctionnelles dans le cadre des groupes de Lie stratifiés.

Le premier chapitre de ce document présente quelques résultats de régularité des solu-
tions faibles de I’équation quasi-geostrophique de surface. En effet, a partir d’une nouvelle
information donnée en termes d’espaces de Besov et qui provient du bilan d’énergie, il est
possible, en utilisant la dualité des espaces de Hardy et des espaces de Holder, d’obtenir un
gain de régularité pour les solutions faibles de cette équation & partir de données initiales
uniquement dans des espaces de Lebesgue. La méthode présentée ici consiste a établir une
équation retrograde duale avec une donnée initiale qui appartient a un espace de Hardy, ainsi,
étant donné que le crochet de dualité Hardy-Holder se préserve dans I’évolution, il suffit de
controler convenablement la déformation de cette donnée initiale pour en déduire, toujours
par dualité, un gain de régularité de type holdérien. Ce gain de régularité peut se généraliser
a des équations qui possedent la méme structure que celle de ’équation quasi-geostrophique
de surface, comme par exemple des équations de transport-diffusion avec une diffusion donnée
par une puissance fractionnaire du Laplacien et un terme de transport non linéaire a diver-
gence nulle.

Le deuxieme chapitre est consacré a I’étude des équations de Navier-Stokes incompres-
sibles classiques et on s’intéressera ici aux théories de régularité pour les solutions faibles de
Leray ainsi qu’au role de la pression dans ces théories. En effet, on notera tout d’abord que
pour une solution quelconque @ € L{°L2N L%H L nous disposons du critére de Serrin qui nous
permet d’obtenir (sans aucune condition particuliere sur la pression) un gain de régularité en
variable spatiale si ’on suppose des informations d’intégrabilité supplémentaires sur u. Ces
conditions sont usuellement exprimées en termes d’espaces de Lebesgue et I'on demandera
alors @ € LV LY avec %—i—% < 1, indiquons que des généralisations en termes d’espaces de Mor-
rey paraboliques ont également été utilisées, mais en 1’état actuel de nos connaissances, nous
ne savons pas obtenir ces informations d’intégrabilité pour une solution de Leray quelconque.
Une deuxieme approche, proposée par Caffarelli, Kohn et Nirenberg, permet d’obtenir (avec
quelques hypotheses sur la pression) un gain de régularité sur des petits voisinages de points
ou le gradient de la vitesse peut étre controlé. En combinant ces deux théories, il est possible
de proposer une troisieme approche qui permet d’obtenir un gain de régularité proche de la
théorie de régularité de Caffarelli, Kohn et Nirenberg tout en supposant une pression tres
générale. Ce point de vue nous menera a introduire dans ce chapitre la notion de solutions
dissipatives.

Dans le troisieme chapitre nous étudierons les théories de régularité pour quelques équations
de la mécanique des fluides. On commencera tout d’abord par les équations de la magnéto-
hydrodynamique qui présentent un couplage tres symétrique des variables et qui permettent
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de ce fait d’adapter assez directement les résultats de régularité présentés dans le chapitre
précédent. Nous étudierons ensuite les équations de Boussinesq, ici le couplage entre les
variables permet de réaliser une étude séparée de celles-ci, et cela nous amenera a intro-
duire des criteres de régularité partiels, dans le sens ou il suffira de demander des hypotheses
d’intégrabilité sur une seule variable pour obtenir un gain de régularité dans les deux variables
et ’on parlera alors d’un phénomeéne de domination d’une variable sur 'autre. Pour terminer
ce chapitre, nous considérerons les équations micro-polaires, qui permettent de modéliser des
fluides non-Newtoniens et dont le couplage permet également d’exhiber un effet de domi-
nation d’une variable sur ’autre. Pour ces équations micro-polaires nous pousserons notre
analyse un peu plus loin et nous présenterons quelques critéres de concentration de la norme
L3 pres de points singuliers.

Finalement, dans le dernier et quatrieme chapitre nous étudierons quelques problemes
d’unicité pour les équations de Navier-Stokes stationnaires. S’il n’est pas tres difficile de
construire des solutions faibles @ € H! pour le systeme de Navier-Stokes stationnaire, le
probleme de I'unicité de ces solutions reste aujourd’hui totalement ouvert. Toutefois, si I’'on
suppose une certaine décroissance a l'infini de ces solutions (et cette décroissance est imposée
en termes d’espaces fonctionnels bien choisis) alors on peut montrer que 'unique solution
de ce systéme est la solution triviale # = 0. On remarquera que par les injections de So-
bolev on dispose directement de I'information @ € L% et donc d’une certaine décroissance &
I'infini, mais ceci ne semble pas suffisant pour déduire que I'unique solution est la solution
triviale. Ainsi, nous montrerons dans un premier temps comment le fait de supposer une
meilleure décroissance a 'infini (exprimée en termes des espaces de Lebesgue usuels L? avec
3<q< %) permet d’obtenir I'unicité de cette solution triviale. Dans un deuxieme temps,
nous étudierons le systéme de Navier-Stokes fractionnaire, ou la diffusion est donnée par une
puissance fractionnaire du Laplacien (—A)%. Le fait de considérer un opérateur non local
induit un comportement assez différent des solutions car ’espace de résolution naturel n’est
plus H! mais H %, oll 0 < a < 2 est la puissance fractionnaire du Laplacien, et ceci induit
des informations différentes provenant des injections de Sobolev. De plus, d’un point de vue
technique, il sera nécessaire de considérer les effets non-locaux de cette puissance fraction-
naire du Laplacien ce qui nous permettra pour certaines valeurs de v d’obtenir des résultats
d’unicité intéressants. Pour terminer, nous reviendrons au systeme des équations de Navier-
Stokes stationnaires classiques et nous verrons comment les espaces de Lebesgue d’exposant
variable permettent de donner un éclairage différent au probleme de 'unicité de la solution
triviale.
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Chapitre 1

Gain de régularité pour des
équations de Transport-Diffusion

1.1 Introduction

Dans ce premier chapitre nous nous intéressons & 1’étude de certaines propriétés de
régularité des solutions faibles d’une classe d’équations de transport-diffusion. La motiva-
tion principale pour I’étude de ce type d’équations provient de ’analyse de I’équation quasi-
géostrophique en dimension 2 qui est donnée par le systeme suivant :

00 + (—A) 20 + div(Ap ) =0, 0<a<?2, L)
1.1
00,2) = bo(z),  wC R,

ot 0 : [0, +00[xR? — R est I'inconnue et §y : R? — R est une donnée initiale. Ici le vecteur
Ajg dépend de 6 et est défini a l'aide des transformées de Riesz :

—Ry(0)(t, x
A (t,z) = (00 2)
Ry (0)(t, x)
avec R/j@(t, ) = —i%é\(t, €) pour j = 1,2. Avec cette expression de Ajg), nous avons bien la

condition de divergence nulle diV(A[g]) = 0, condition qui intervient assez naturellement dans
le terme de transport des équations provenant de la mécanique des fluides. Rappelons finale-
ment que la puissance fractionnaire de 'opérateur Laplacien (—A)% pour 0 < o < 2 peut se

caractériser trés facilement au niveau de Fourier par I'expression (—A)2o(€) = |€]*3(€).

En plus de son interét dans la modélisation de certains phénomenes de la mécanique des
fluides (voir par exemple le livre [105]), le systéme a été largement étudié d’un point de
vue mathématique (voir les références [7], [11], [34], [60], [62], [86], [87], [100], [110]), mais il
recele encore quelques problemes largement ouverts, en particulier lorsqu’on s’intéresse a la
régularité des solutions faibles.

Une maniere tres simple de présenter ces problemes de régularité consiste a comparer
les interactions entre 'opérateur de diffusion (—A)% avec le terme de transport non linéaire
div(Ag0). En effet, puisque 'opérateur (—A) 2 induit naturellement une régularisation d’ordre
«, trois cas de figure se dégagent :

11
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e Silonal < a < 2, dans ce cas 'opérateur de diffusion (—A)% “produit” plus de
régularité que n’en “consomme” le terme de transport div(Ajg¢). On parlera alors
d’une situation sous-critique.

. P , 1
e Si o =1, nous avons un “équilibre” entre 'opérateur (—A)z et le terme de transport,
et de cas on se place dans un cadre critique.

o
2

e S5i0 < a < 1, alors leffet régularisant de 'opérateur (—A)2 est clairement moins fort

et nous avons un cas sur-critique.

S’il n’est pas trop difficile d’obtenir des solutions faibles du systeme a partir de données
initiales 6y € LP(R3), I’étude de la régularité pour ce type de solutions est beaucoup plus
délicate, et ce dans chacun des trois cas évoqués ci-dessus. Nous verrons dans ce qui suit
comment obtenir des résultats de régularité pour ces solutions faibles.

1.2 Une inégalité d’énergie et des estimations de régularité

Lorsque l'on a § € L?(R?), Resnick [106] a construit en 1995 des solutions faibles du
systeme (1.1)) qui vérifient I'inégalité d’énergie suivante

t
o)1= +2 [ [ 1=a)F02dwds < ool (1.2

et qui appartiennent donc & I'espace L ([0, +ool, L*(R?))NL2([0, +-00[, H2 (R?)). Un peu plus
tard, en 2008, Marchand [100] a obtenu des solutions faibles & partir d’'une donnée initiale
o € LP(R?) avec % < p < 400, telles que

t
0N+ [ [ ol0P-2)50deds < |60l (13)

Comme cela a été établi en 2004 par Cérdoba & Cérdoba [62], la quantité / 010[P~2(=A)2 Odx:
R2

qui intervient dans l'inégalité d’énergie ci-dessus est positive car elle peut étre minorée de la
maniere suivante

0<2 [ (-8 (oh)Pdr < [ olop(-)30ds, (1.4)
R2 R2

et ainsi, a partir de l'estimation (1.3)), il est relativement direct d’obtenir des solutions faibles
qui appartiennent & 'espace L ([0, +oo[, LP(R?)) puisqu’on dispose du controle uniforme en
temps [|0(Z,-)[|z» < [[6o]|-

On notera ici qu’il existe une différence notable entre les inégalités (1.2)) et (1.3)). En effet,
s’il est évident d’obtenir une information de type Sobolev dans le premier cas, puisque l'on a
directement

/RQ (~A)50(,)Pde = 0G5

dans le deuxieme cas, la quantité

0|0|P~2(—A) 2 0dx,
R2
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ne semblait pas correspondre de maniere élémentaire et en toute généralité a une information
de régularité mesurée dans un espace fonctionnel connu.

11 est toutefois possible de préciser le controle (|1.4)), car nous avons un résultat qui a été
établi en 2012 dans notre article [34] :

Théoreme 1.2.1 Si2 <p < +oo et si 0 < a <2, alors pour une fonction 6§ : R — R on
a lestimation

017, < C [ olop=2(-a)36ds, (15)

P
o
N S0P \
ou l'espace By~ (R™) est un espace de Besov homogéne.

Ce résultat permet donc de compléter I'information disponible sur les solutions faibles ob-
tenues par Marchand dans [I00] pour I’équation (1.1f) : si la donnée initiale appartient a
un espace LP(R?) pour 2 < p < 400, alors les solutions faibles appartiennent & I’espace

LI NIPBLY .
Indiquons que le Théoreme|1.2.1|est un cas particulier d’un résultat plus général qui étudie

les semi-groupes de diffusion symétriques au sens de Stein (voir [I11]) dont nous rappelons
la définition :

Définition 1.2.1 Un semi-groupe de diffusion symétrique avec générateur infinitésimal L
est une famille d’opérateurs (etl)y>o telle que

1) lopérateur el est auto-adjoint pourt > 0,

2) Daction de lopérateur et est donnée par convolution avec un noyau positif pi(z) > 0

+oo
et normalisé / pi(x)dr =1,
0

(t+s)L — otLosL

3) nous avons la propriété de semi-groupe e pour tout s,t > 0 et pour

f € L?, on ala limite forte }iI%HetL(f) — fllzz =0,
—

4) on a la limite L(f) = %ir%% dans un sous espace dense de L,
—

5) on a Uidentité 0,(e'*(f)) = L(et(f)).
Ainsi, le résultat (donné dans notre article [34]) qui généralise le Théoréme est le suivant :
Théoréme 1.2.2 Soit (e'F);>¢ un semi-groupe de diffusion symétrique avec générateur infi-

nitésimal L, alors :
1) Si2 <p< 400, on a les estimations

p [ A1frLpde < - [ Dbl e (1.6)
Rn Rn
2) Si1<p<2 alors il vient

c/ AFELU Y 1dx<p/ SIFP2L(f)dz
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On notera que 'estimation (1.6 ne fournit pas directement le controle ([1.5)). En effet si ’on

applique I'inégalité || au semi-groupe e =22 {] vient

212 o p_1,]? p—2 o
IASE g = [ [ GE D de<p [ ARPA-2)3 (1),
R” R”
de sorte qu’il manque le controle
171150 < CUAIFE s

qui se déduit quant a lui de I'inégalité

[f(2) = F@)IP < 27| f ()| f(2) |57 = F)lF)I2 7%

et de la caractérisation des espaces de Besov par des modules de continuités :

B F(2) — F)PP z
o= ([ [ L0 00)"

On notera que lorsque 1 < p < 2, alors le sens des inégalités s’inversent.

Le Théoreme [1.2.1| est a la base de certains développements que nous avons réalisé dans
I’étude des equations de transport-diffusion qui généralisent le systéeme ([L.1)). On citera en
particulier nos articles [47], [48] et [49] dont I'idée générale est exposée dans la section qui
suit.

1.3 Une méthode moléculaire pour un gain de régularité

Nous allons tout d’abord généraliser les équations (|L.1]) en considérant le systéme suivant :
pour une fonction 6 : [0, +oo[xR™ — R avec n > 2, on considére I’équation

00—V - (A 0) + L2 =0,  div(Ag) =0, 0<a<2
(1.7)
6(0,2) = bo(z), @€ R,

ot L% est un opérateur de diffusion a-stable et olt Ajy = K(¢) est un champ de vitesse
non local a divergence nulle qui est donné comme un vecteur K d’intégrales singulieres.
Nous donnerons dans la Section ci-dessous une définition précise des termes L et Aj).

. . PEREY =4 . .
Indiquons seulement que lorsqu’on a n = 2, si 'on considere £* = (—A)2 ainsi que

K(0) = [-R2(0), R1(0)];

ol (Rj)1<j<2 désigne les transformées de Riesz données par R;(6) = —i%é\, alors on récupere
sans probleme le systeme ((1.1)).

Avant de présenter nos principaux théoremes sur le systéeme non linéaire (1.7)), il convient
de rappeler quelques résultats dans le cas linéaire, i.e. lorsque le terme de transport A =
[A1,- -+, Ap] est indépendant de la solution. En effet, dans ce cas nous avons le probleme

oy £V - (AY) + LY =0, div(A) =0, 0<a<?2,
(1.8)
1/)(0»33) = 1/10(55)7 z € R,
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et nous avons alors prouvé dans [47] que, si le terme de transport A est borné (dans la variable
d’espace) dans un espace de Morrey-Campanato M%*(R"™), c’est-a-dire si pour 1 <i < n on
a

1 q
|Aillmaa = sup  sup </ |Ai(x) — AiB(xO’T)qdac> < 400,
B(zo,r)

20€R™ 0<r<too \ 7%

ou les parametres g, a sont liés a la dimension n et au degré de régularité o de 'opérateur de
diffusion £¢ par I'expression

. 1—a, (1.9)
alors, a partir d’'une donnée initiale )9 € L°°(R™), il est possible d’obtenir un gain de
régularité Holdérien C7(R™) pour les solutions faibles du systéme on 0 < v < a.
Remarquons en particulier que, suite a la relation ci-dessus, si 1 < a < 2 alors 'espace
correspondant M%*(R™) peut contenir des objets qui ne sont pas forcément réguliers (rappe-
lons que LY(R™) C M%9(R™)), tandis que si a = 1 nous devrions avoir a = n et alors 'espace
correspondant est M%"(R") ~ BMO(R"™). Enfin, si 0 < o < 1, nous avons 'identification
MP(R") ~ C1=*(R"), ce qui correspond a la régularité usuellement demandée pour le terme
de transport afin d’obtenir un gain de régularité pour les solutions faibles (voir par exemple
[60]). Ainsi, dans tous les cas énoncés ci-dessus (sous-critique, critique et super-critique), tant
que le terme de transport est borné dans les espaces de Morrey-Campanato M%% tels que
I'on ait la relation alors il est possible d’obtenir un gain de régularité. Cependant, il est
important de souligner que si cette condition n’est pas satisfaite, des contre-exemples & ce
gain de régularité peuvent étre produits, voir pour plus de détails I'article [110]. Notez que
les contre-exemples construits dans I’article mentionné (qui étudie le cas 2D) sont associés
a des termes de transports linéaires spécifiques A qui remplissent des propriétés de symétrie
tres particulieres qui permettent un phénomene de concentration conduisant & une explosion
des modules de continuité.

Comme on peut le voir, lorsqu’on recherche un gain de régularité, le cas linéaire est tres
rigide car il n’est pas possible de contourner la condition . Mais, si 'on considere les
équations non linéaires comme (|1.7) ot I'on a A = Ajg alors, en exploitant des informations
qui proviennent du cadre non linéaire, on pourra alléger la relation dans le sens suivant :

Pour une donnée initiale 6y dans un espace de Lebesgue (aucune régularité n’est demandée
pour les données initiales) et pour un terme de transport non linéaire Ajp) qui satisfait quelques
hypotheses de continuité, on peut obtenir un gain de régularité pour les solutions 6(t, x) (en
termes d’espaces de Holder dans la variable d’espace) pour un degré de régularité « plus petit
que celui donné par la condition d’homogénéité linéaire (@

Un exemple particulier de cette situation est donné dans l'article [7] qui étudie I’équation
avec une donnée initiale fp € L?(R?) ¢ M?°(R?). En suivant la relation (1.9)) puisque
n = 2 nous devrions avoir a = 2, mais avec un traitement tres (trop?) subtil du terme
non linéaire, il est montré que a = 1 est suffisant pour obtenir un gain de régularité pour
ces solutions. Notez que cela a été fait en deux étapes : il y a d’abord une procédure de
“désingularisation” dans la variable spatiale qui permet de passe d’un cadre L{°L2 & un
cadre L°LS° et ensuite un gain de régularité Holdérien (dans la variable spatiale) est déduit

pour un degré de régularité correspondant a a = 1.

Un autre exemple a été discuté dans notre article [48] dans le cas sous-critique % <a<2
ou il était possible de demander un peu moins de régularité sur le terme de transport que la
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condition de Morrey-Campanato ([1.9)). L’idée principale de cet article reposait sur la remarque
que Péquation (|1.7) admet un principe mazimum en termes d’espaces de Lebesgue :

16, )l e < 1160l z»,
pour 2 < p < 400, mais ’on dispose également d’une estimation d’énergie a priori donnée en
termes d’espaces de Besov qui se lit comme suit :

16 < Clfoll»  pour 2 < p < oo, (1.10)

L) =
ce qui nous fournit une information de régularité d’ordre % pour la solution faible 6 et cette
information peut également étre récupérée pour le terme de transport non linéaire : en effet,
dans le cadre de I'équation , en supposant des propriétés continuité pour le terme de
transport Ay dans des espaces de Lebesgue (dans la variable ¢) et de Besov (dans la variable
x) du type

[ Agg (5 )l

et en couplant cette estimation avec le controle Besov précédent , il a été possible de
casser la relation d’homogénéité grice a une interaction entre les propriétés de stabilité
(continuité) du terme de transport dans les espaces de Morrey-Campanato et de Besov. Ce-
pendant, dans notre article [48] nous n’avons pu traiter que le cas sous-critique % <a <2

< Cllec, -l

LLp . Lp oy
Ly (Bys ) LY (Bpx )

Il est toutefois possible d’aller encore plus loin : en effet en utilisant toutes les informations
a priori disponibles on peut obtenir un meilleur gain de régularité pour les solutions (¢, x) de
I’équation . Ce travail qui a été réalisé dans notre article [49], représente un condensé des
méthodes développées dans nos travaux [47] et [48] et nous allons en donner les principales
lignes dans les pages qui suivent.

1.3.1 Hypotheses

Afin d’énoncer nos théoremes, nous devons étre plus précis sur les objets qui définissent
I’équation ((1.7)) car certaines propriétés de ces objets sont essentielles pour mener a bien nos
calculs.

(A) L’opérateur de diffusion £*.
L’opérateur de type Lévy £ qui apparait dans 1’équation peut étre considéré
comme une généralisation assez naturelle du laplacien fractionnaire habituel (—A)%.
En effet, pour 0 < o < 2 et pour une fonction ¢ : R® — R assez réguliere, on peut
définir 'opérateur L% dans la variable de Fourier par ’expression

Lop(€) = al€)B(€),

ou le symbole a est de la forme a(§) :/ (1 —cos(¢-y))m(y)dy, ot 7 est une
R™\{0}

fonction symétrique, c’est-a-dire w(y) = mw(—y), satisfaisant pour tout y € R"™ les

estimations suivantes :

|—n—a

alyl ™" <m(y) < coly pour |y <1,

(1.11)
0<m(y) <coly|™™™*  pour |y| > 1.

Ici 0 < ¢; < ¢o sont des constantes positives qui sont fixées une fois pour toutes.
Le point important ici est que le parametre o (appelé le degré de régularité) donne
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la puissance régularisante de 'opérateur L£% dans le sens ol pour un tel «, l'effet
régularisant de £ est similaire au laplacien fractionnaire (—A)2. Voir [82] pour des
propriétés supplémentaires concernant les opérateurs de Lévy.

(B) Le transport non linéaire Aj.
Pour 1 <7 < n, on pose

K(6)(t.2) = vp. [ e~ )0t 1)y,
ou k; = Ki(z) est le noyau associé a un opérateur d’intégrale singuliere K; qui n’agit
que dans la variable d’espace : dans la formule précédente la dépendance dans la
variable de temps ne provient que de la solution (¢, ). On considere alors le vecteur

A[q‘)} (t7 .I') = [K1(0)7 T 7Kn(9)](t7 HT), (1'12)

que 'on supposera a divergence nulle. Ces opérateurs K; satisfont des propriétés de
continuités qui sont explicitées ci-dessous.

(C) Continuité du terme de transport Ap.
Nous précisons maintenant quelques propriétés du vecteur Ay donné dans qui
seront utiles par la suite :
o Continuité dans les espaces de Lebesgue : pour 1 < p < 400 nous aurons besoin
de la condition générale suivante

1A (8 )llze < CLOCE, )]l e (1.13)

On notera que cette condition équivaut a demander I'hypothese de continuité
1K;:(0)(t,-)||lzr < C||0(2, )| L» pour tous les opérateurs K;.

o Continuité dans les espaces de Besov : nous étudions ici le caractere borné du
terme de transport en termes d’espaces de Besov dans la variable spatiale. Ainsi
pour 1 < p,qg < 400 et 0 < 0 < 2 nous supposerons la propriété de continuité
suivante :

1861V < CIOE g (1.14)

et nous supposerons également la propriété de permutation :

H(_A)EA[G] (tv ')HL” = ”A[(_A)%g] (tv ')HLP, (1'15)

pour 1 <p<+ooetl <o <2.
Il convient de noter ici que tous les opérateurs de Calderén-Zygmund classiques (tels
que les transformées de Riesz par exemple) satisfont ces conditions et qu’aucune pro-
priété régularisante n’est demandée pour les opérateurs K;.

(D) La donnée initiale 6y. Nous supposerons ici que la donnée initiale 6y : R" — R
appartient a tous les espaces de Lebesgue LP(R™) avec 1 < p < p < +00 ou p est fixé.
Nous adopterons désormais la notation suivante :

< = .
L<p= max 100/ 2r < +00, (1.16)

et la constante u correspond a la taille des données initiales. On notera que nous avons
considéré la borne inférieure 1 < p car nous ne voulons pas imposer d’hypothese de
petitesse sur les données initiales.
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Dans le cadre donné par les hypotheses (A)-(D) nous pouvons maintenant énoncer nos
résultats.

Nous présentons d’abord un résultat d’existence qui est crucial pour notre analyse mais
qui est en quelque sorte assez standard, voir e.g. [47], [48] :

Théoréme 1.3.1 (Cas non linéaire) Soit n > 2. Sous les hypothéses (A)-(D), pour tout
T > 0 fize, il existe une solution faible O(t,x) a ’équation non linéaire (1.7) qui appartient a

lespace L ([0,T], LP(R™)) N Lp([O,T],Bp;’p(R”)) pour tout p tel que 2 < p < P < +00.
De plus, pour tout 0 <t < T, on a le principe du mazimum :
16, )l[e < 0ollzr < p, (1.17)

et nous avons le contréle a priori suivant

T 13
6 a, = 0(t, )" o dt | <C|6 < Cp. 1.18
191, 55 (/0 106611 ., ) < O]l o < Ci (118)

De plus, pour o« = 1+¢, 0 < e < 1, st l'indice d’intégrabilité limite p est suffisamment grand,
disons p > 2, il existe une unique solution faible satisfaisant les propriétés ci-dessus.

L’existence de telles solutions peut étre obtenue par des arguments de compacité relative-
ment classiques a travers une approche d’hyperviscosité combinée aux conditions de continuité
et du terme de transport non linéaire. L’unicité est étudiée dans un deuxieme
temps et découle du fait que toute solution faible bénéficiant des propriétés ci-dessus peut
étre représentée par une formulation intégrale. On notera également que la restriction 2 < p
est fondamentale pour obtenir le controle de la norme Besov qui est I'un des principaux
ingrédients de ce travail : en effet, cette information a priori de la norme Besov n’est plus
disponible dans le cas 1 < p < 2, voir le Théoréme [1.2.2] ci-dessus et l'article [34]. Remar-
quons finalement que la régularité Besov donnée dans @ est naturellement liée au degré
de régularité o de 'opérateur de diffusion £ et a 'information LP sur la donnée initiale :
elle est maximale et égale a § quand p = 2 et s’annule si 'on fait p — +o0.

Avec le résultat précédent nous disposons du cadre de travail nécessaire pour présenter le
théoreme principal de ce chapitre (voir [49]).

Théoréme 1.3.2 (Régularité Holdérienne) Soit n > 2 et considérons sur R™ ’équation
ot lopérateur de diffusion LY satisfait la condition (A) avec v = 1+e ou 0 < e < 1. On
supposera également que le terme de transport non linéaire Ay donné dans (B) vérifie ’hy-
pothése (C) et les données initiales Oy satisfont les conditions (D). Soit 6 une solution faible
de l’équation (1.7)) et qui appartient a l’espace ﬂ L*>(]0,T], LP(R™))NLP(]0, T7, Bp;’p(R”)).
2<p<p

Alors, il existe un temps 0 < Ty < T tel que pour tout t > Ty la solution O(t,-) appartient a
lespace de Hélder CY(R™) pour un certain 0 < v < 1.

Comme on peut le voir, lorsque a > 1 et bien que les données initiales ne sont pas
régulieres, on peut obtenir un gain de régularité Holdérien pour les solutions faibles. Les
principaux arguments utilisés pour prouver ce théoréme sont les suivants : nous devons tout
d’abord préparer les informations disponibles sur les solutions faibles, car & un moment donné,

. . S 5oP . X .
nous aurons besoin de passer d’un controle LV (B}, ) donné par (|1.18) & un contrdle du type




1.3. Une méthode moléculaire pour un gain de régularité 19

Lf"(Bg ;p). Cette premiere étape n’est pas totalement triviale et le prix a payer pour obtenir
un controle L*° dans la variable temps se voit dans la variable d’espace avec une perte de
régularité (car on aura o < «) mais cette petite perte de régularité pourra étre compensée
grace au degré de régularité av > 1 considéré ici. Ensuite, avec ces informations L°°-Besov,
nous pouvons étudier I’évolution des solutions faibles du probleme via une équation duale
(voir Section et nous pourrons obtenir ainsi, par dualité, le gain de régularité recherché.

Remarquons que lorsque a < 1 la perte de régularité observée dans la premiere étape pour
obtenir I'information L°°-Besov semble trop forte et nous pensons qu’une étape supplémentaire
de préparation des informations est sans doute nécessaire pour étudier le cas o = 1 ou le cas
a < 1, mais ces deux cas restent encore ouverts.

1.3.2 Estimations préliminaires pour le systéme non linéaire

Voici un premier résultat utile pour préparer les informations disponibles sur les solutions
faibles.

Lemme 1.3.1 (Représentation intégrale des solutions faibles) Sous les hypothéses du
Théoréme soit une solution faible 6(t,x) de l'équation (1.7). Alors, on dispose de la
représentation intégrale suivante

t
O(t,x) = pg x Op(x) + / pis * V- (A 0(s, z))ds, (1.19)
0

ou p§* représente le noyau du semi-groupe associé a l'opérateur L%,

Nous avons comme conséquence le résultat d’unicité suivant.

Proposition 1.3.1 Sous les hypothéses du Théoréme pour o = 1+¢ et sip > %, alors

il existe une unique solution 6 de (1.7) dans m L*(]0,T], LP(R™)) N LP(]0, T7, Bp;’p(R")).
2<p<p

La preuve de cette proposition découle d’un bon contrdle de la quantité LP([0, T], BF ’p(R"))
qui permet d’utiliser le lemme de Gronwall. Pour les détails, on pourra consulter [49].

Un deuxieme résultat préliminaire est donné dans la proposition qui suit.

Proposition 1.3.2 (De L°(LL) a L°(LL)) Sous les hypothéses du Théoréme si 0
est une solution faible de I’équation mon linéaire , alors cette solution faible appar-
tient a lespace L>([0,T], L*(R™)) et donc par interpolation, elle appartient auz espaces
L*>(]0,T],LP(R™)) avec 1 <p <P et ou 0 < T < +00.

La preuve repose essentiellement sur la formulation intégrale ([1.19)). On notera en particulier
v

que si 1 < p < 2, alors par interpolation, pour un parametre 0 < v < 1 tel que }D =1-3
nous pouvons établir le controle suivant ;

—v v 1-v v
1611 e zzy < 1012 10y 161175022y < C(l6ollzr + [160]1Z2) 16072 (1.20)

Dans le résultat suivant nous montrerons comment obtenir un petit gain de régularité pour
les solutions faibles.
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Proposition 1.3.3 Sous les hypothéses du Théoréme soit 0(t,z) une solution faible
de l’équation non linéaire (1.7). Alors cette solution faible appartient a l’espace fonctionnelﬂ
L=([1,N], W 2P (R")) ot 1 < py < 2, avec N > 10 et

oo =14+3c=a+2 <2a. (1.21)

De plus nous avons l’estimation

1—
161, 2.m) < C (180l W02 + (Wl + 160132)" 60l ) < -+

ol
L= (W,

pour un parametre d’interpolation 0 < v <1 tel que p% =1-

[N

Preuve. Nous introduisons une fonction de coupure positive et réguliere dans la variable
temporelle ¢ € C5°(R) telle que ¢(s) = 0 sur [0, 3] N[N + 1, +o00, telle que ¢(s) = 1 sur [1, N]
et telle que ||@] = =1 et on définit pour (¢,z) € R3 x R", la fonction

u(t,z) = o(1)0(t, x).

On notera que les fonctions u(t, x) et 6(¢,x) coincident si 1 < ¢t < N et de plus u satisfait
I’équation suivante

Ou —V - (Ajgyu) + LY — (09)0 = 0, div(Ap)) =0, 0<a<2,
u(t,z) =0, tel0,3]

De la méme maniére que pour le Lemme et en rappelant que (p®);>o représente le
noyau du semi-groupe associé a 'opérateur £, il en ressort de la formule de représentation
de Duhamel que pour tout ¢y € [0, %] on a :

t t
U(t, .’L‘) = p?—s * V- (A[Q] 9(87 $)¢(S))d8 + p?—s * 9(87 x)68¢(5)d8

to to

Il s’agit maintenant d’étudier, pour un 1 < ¢ < N fixe, la norme de Sobolev W3 P dans
la variable spatiale de la fonction u(t,-) ou o¢ satisfait (1.21]) et ou le parametre py satisfait
1 < pg < 2. En effet, écrivons d’abord pour t et g fixes :

/ () Epp o %V - (g (s, )d(s))ds

to

lult, o0 < \
» Ay po e

_l’_

/ (—A)Fp2, 05, )0u(s)ds

to

LPo

Ensuite on inteégre par rapport a ty € [0, %] et on obtient :

1
(/0 \u(t,ou;gg,podto) < H JASSETIREN

i H/ ()T 05, J00(5)ds

NN

13, (120

1. L’espace W3 po (R™) est un espace de Sobolev homogene usuel.
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A partir de ce point, par les inégalité de régularité maximales pour les noyaux fractionnaires
on obtient :

1

1
2 Ct
(/0 Jutt, )P, o, dto> <0(H 4A[Q]QQZ))‘L%O(Lgo)+||985¢||L§0(L1;0)). (1.22)
|
By 2

En utilisant pour le premier terme les inégalités de Kato-Ponce (connues également comme
la régle de Leibniz fractionnaire, voir [76]) on obtient :

B < Cléllo([|I-2)%agllsz| , 10
to

e LICTNELP

- 1Al o)

ce qui nous permet d’écrire (en utilisant (1.15))-(1.13]) et (1.17)))

Ey <C0]

~8)¥0lz |,

= Cl]]

to

Loo LPO Loo LPO )HHHL?(HZ%)

Par le principe du maximum (1.17)) car p, > 2 on obtient

16 ey < Cl60l o

et par I'inégalité a priori (|1 avec p = 2 (puisqu’on a lidentification By’ (]R") = H2(R"))

161 5 ) < ol

nous avons
Ey < C||00||Lpo"|00||L2-

Le terme FE5 de ( est plus facile a étudier car 1 < pg < 2 et par l'expression ([1.20))
ci-dessus on a :

1-v v
By < O8]l o (20,100l 2 < C (160l + [160l1Z2) ™" 160l 7-

mais puisque u et § coincident sur U'intervalle [1, N], nous avons 6 € L*°([1, N], W%O’po) et il
vient alors

1- v
16t 220 40 < C (100l Lo 1601122 + (160l e + 160]72) 160l 72 ) < +oo,
W2
ce qui termine la démonstration de la Proposition [1.3.3 |

Ce premier résultat de régularité sera fondamental par la suite comme on pourra le voir
dans la Remarque ci-dessous.
1.3.3 Régularité Holderienne

Pour étudier la régularité Holdérienne d’une solution 6(t,z) de 1’équation (|1.7)), nous
utiliserons le fait que I'espace dual des espaces de Hardy h®(R™) est précisémentﬂ les espaces
de Holder C7(R"). En effet, soit 25 < s <1 et fixons 7 par la relation

1
0<y=n(--1)<1, (1.23)

2. Voir [75] pour une preuve de ce fait et voir [58] et [I12] pour un traitement détaillé des espaces de Hardy.
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alors l'espace dual de l’espace Hardy local h®(R"™) est l’espace de Holder C?(R"™), i.e. on

a l'identification (h®)’ ~ C7. On rappelle maintenant que l'espace de Hardy local h®(R™)

est 'ensemble des distributions f qui admettent une décomposition moléculaire de la forme

f= Z)\jwj, ol (Aj)jen est une suite de nombres telle que Z|)\j\5 < 400 et (15)jen est une
JEN jEN

famille de molécules donnée par la définition suivante.

Définition 1.3.1 Soit 25 < s < 1, et soit v fizé par la condition . Soit un mombre
réel w tel que 0 < v < w < 1 et considérons un parametre réel ¢ > 0. Pour 0 < r < 1, nous
dirons qu’une fonction intégrable 1 est une petite molécule de centre xg € R™ et de taille (r
sil’on a

/|w<w>\|x—xo|wdxs<<r>w-% pour 2o €K™ et [ll= < (1.24)
Rn

-
G
- Y(x)dx = 0. (1.25)

Dans le cas ot 1 < (r < 400 (c’est-a-dire pour les grandes molécules), nous n’avons besoin
que des conditions tandis que la condition de moment est abandonnée.

Remarque 1.3.1 Awvec lidentification (h®) ~ C7 et en utilisant la décomposition moléculaire
des espaces de Hardy, le fait que 8 € C7 équivaut au fait que [(0,7)cvxns| < +00 pour toute
molécule 1.

Remarque 1.3.2 Le paramétre technique w satisfait les inégalités 0 < v < w et donne ainsi
un seutl maximal pour la régularité Holderienne v. Nous supposerons toujours que nous avons

O<y<w<l<a=1+e¢,

ou « est le degré de régqularité associé a lopérateur de diffusion LY. Ces inégalités refletent
le fait qu’il n’est pas possible d’obtenir (par la méthode présentée ici) un premier gain de
régularité avec un indice de Holder v supérieur au degré .

Remarque 1.3.3 Les conditions (1.2{]) impliquent Uestimation ||¢||p < C (¢r)™7 (voir par
exemple la Section 4.1 dans [{7]). Ainsi, chaque molécule appartient a LI(R™) avec 1 < ¢ <
400 puisque mous avons

e < C(¢r) a7, (1.26)

Rappelons également que la classe Schwartz S(R™) est dense en h*(R™), ce fait est bien sir
tres utile pour des procédures d’approrimation.

Nous nous référons a [47] pour des remarques supplémentaires sur cette définition. Voir aussi
[112, Chapitre III, §5.7], [116, Chapitre XIV, §6.6] ou 'article [87].

1.3.4 L’équation duale

Une fois que nous avons décrit les éléments des espaces de Hardy, nous allons dériver
une équation duale du probleme original , et pour cela nous procédons comme suit.
Pour £ avec a = 1 + ¢ un opérateur de type Lévy satisfaisant 1’hypothese (A), pour
un terme de transport non linéaire Ay donné par (B) et satisfaisant 'hypothese (C) et
pour une donnée initiale 0y satisfaisant (D), il résulte du Théoreme que l'on peut
construire sur 'intervalle [0,T7], avec 0 <aT < 400 fixé, une solution faible correspondante

0(-,-) € L>=([0,T], LP(R")) N Lp([O,T],BpE’p(]R")) a (L.7) qui satisfait les inégalités (1.17)) et
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([T.19).

Fixons maintenant un temps t > 0 tel que 2 < ¢t < N avec N assez grand (disons N > 10,
voir la Proposition , considérons 1y une molécule au sens de la Définition et
considérons une deuxieme variable temporelle s telle que 0 < s < t. Le choix ¢t > 2 est ici
arbitraire et répond & un souci de simplicité. Avec tous ces objets, a chaque molécule 1y on
peut associer la équation duale linéaire suivante

Osh(s,2) + V- [Apg(t — s,2)¢(s, )] + LYY (s, 1) = 0, s € [0,¢],

(0, 2) = ¢o().

(1.27)

Cette équation partage de nombreuses caractéristiques communes avec I’équation non linéaire
. Cependant, comme nous sommes dans un cadre linéaire, certaines particularités doivent
étre prises en compte. Nous exposons ci-dessous les principaux résultats nécessaires pour la
suite de notre exposé (les preuves sont données [47] et [48]).

Proposition 1.3.4 (Existence) Soit n > 2. Si 1y € L*(R") N L®(R") est une donnée
initiale, sous les hypothéses (A)-(D), il existe une solution faible ¥ (s,x) a I"équation (1.27))
dans L*([0,t], LY(R™)) avec 1 < g < +o0.

Proposition 1.3.5 (Principe du maximum et information Besov) Dans le cadre de
la Proposition les solutions faibles de l’équation satisfont le principe mazximum,

suivant pour s € [0,¢] :
[9(s, )z < [[Yollza  avec 1< gq< oo, (1.28)
et de plus nous avons également le contréle a priori de Besov suivant pour 2 < q¢ < 400 :

a, < . 1.2
HQ/)HL;](B;{;;) < Cl[vol| La (1.29)

Proposition 1.3.6 (Principe de positivité) Soit ¢y € L'(R") N L®(R") une donnée ini-
tiale telle que 0 < g < M p.p. ou M > 0 est une constante. Alors la solution faible de
l’équation satisfait 0 < (s,x) < M pour tout s € [0, t].

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat suivant (emprunté a [87]) qui est crucial pour
prouver le Théoreme [1.3.2] en utilisant la dualité Hardy-Holder.

Proposition 1.3.7 (Propriété de Transfert) Dans le cadre des hypotheses (A)-(D), soit
0o une donnée initiale et soit O(t,z) une solution faible de ’équation dans l'intervalle
[0,T]. Soit2 <t < N et soit (s, z) une solution avec une donnée moléculaire initiale vy du
probléme rétrograde pour 0 < s <t. Nous avons alors l’identité

0(t, x)y (0, x)dx = 0(t—s,z)¢(s,x)dz. (1.30)
R" Rn

Cette identité sera fondamentale pour obtenir le gain de régularité pour les solutions faibles

de I’équation (|1.7]).
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1.3.5 Preuve du Théoréme m

Nous voulons établir la régularité Holdérienne pour les solutions 6 de I’équation non
linéaire et suite a la Remarque nous devons prouver que le crochet de dualité
[{O(t,-),%0(:))crxps| est fini pour toute molécule 1g. Alors par la propriété de transfert donnée
dans la proposition ci-dessus nous avons l’identité

<9(t7 ')a ¢0(')>C*><h5 = <0(t -5 ')a ¢(87 ')>Lp><Lp’a

qui transforme un crochet de dualité Holder-Hardy en une crochet de dualité purement Le-

besgue avec 2 < p < p et % + 1 = 1. En appliquant le principe du maximum 1j et en

utilisant ’hypothese (D) dans I'identité précédente on peut déduire les inégalités suivantes

[{0(2,-): Yo (-))erxns 10Ct = 5, ) zolleo(s, )l Lo

160l ol (s, )l or < pallo(s, )l o (1.31)

ot i est donné dans (|1.16)). Ainsi, pour prouver le Théoreme il suffit d’estimer la quan-

tité [|1(s, )|/ ;> qui provient d'une donnée moléculaire initiale ).

<
<

Maintenant, grace au principe du maximum (appliqué cette fois & (s, x)) nous pouvons
diviser notre preuve en deux étapes en suivant la taille de la molécule. En effet, pour les
grandes molécules, i.e. si (r > C, on a par (1.26) I'inégalité

(s, M o < ol o < CCr) 7 77 < 400, (1.32)

. . 7 . 7 N 7 . A / .
qui est immédiatement bornée. Il ne reste plus qu’a étudier le controle LP pour les petites
molécules et cela sera réalisé dans le théoreme suivant :

Théoréme 1.3.3 Sous les hypothéses du Théoréeme [1.5.9, soit Vg une petite molécule et
considérons (s, ) la solution associée du probléme inverse . Pour tout temps 0 < Ty <
1 nous avons le contréle suivant de la norme L¥ de (s, -) :

_n+£l_
H¢(5’ ')”Lp’ < 076 v 7776 <s<t-— 27 (133)

ot 0 < v < «aetouC >0 est une constante positive (indépendante de la molécule et du
temps To choisi).

Preuve du Théoreme [1.3.2] En acceptant pour un moment le Théoreme [1.3.3| précédent,
on a alors un bon controéle sur la quantité ||1)(s, -)|| ;> pour les grandes et les petites molécules
et en revenant a on obtient que le crochet de dualité |(0(t,-),v0)cvxns| est toujours
borné pour toute molécule 1. Cela prouve le Théoreme[1.3.2] par dualité et donc les solutions
0(t,x) de I'équation non linéaire sont ~y-Holder régulieres. |

Remarque 1.3.4 Les controles et reflétent un gain y-hélderien de réqularité
des solutions 0(t,-) de ’équation , cependant ce gain n’est pas instantané et il faut étre
séparé de l’origine pour obtenir le résultat souhaité.

Nous allons maintenant démontrer le Théoreme en deux étapes. Tout d’abord, dans la
Section nous étudions 1’évolution du profil des solutions ¢ de 1’équation duale (|1.27)
puis dans la Section par une itération appropriée nous obtiendrons la limite uniforme
(1.33]).
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1.3.6 Evolution des Molécules

Le théoréme suivant montre comment les molécules se déforment avec I'évolution de

I’équation duale/linéaire (|1.27)) au temps 0 < sp < 1.

Théoreme 1.3.4 Soit Yy une petite molécule au sens de la Définition pour ’espace de
Hardy local h*(R"™) ot 25 <5 < 1 et soit ¥ (so,x) une solution a l'instant so du probléme
associé a ces données moléculaires initiales 1.

Alors il existe des constantes positives K et ¢ suffisamment petites telles que pour tout temps
0 < sg < er®, nous avons les estimations suivantes :

| nolle —ato)de < (6 + Keo) 7 (1.34)

1650, Yz < S (1.35)
((¢r)e + Ksq) @

L A— (1.36)

QR

((Cr)o‘ + Kso)

ou 7y est défini dans , w est le paramétre technique donné dans la Définition m
a=1+¢ est le degré de régularité de l'opérateur de diffusion L% et v, désigne le volume de
la boule unité.

Le centre de la nouvelle molécule x(sg) utilisé dans la formule est donné par l’évolution
du systeme différentiel

P(s) =it 5.0(6)) = [ At = s.5(5) ~ y)om @iy 5 € 0.50]
z(0) = mo,

(1.37)

ol pp(x) = %Lp(p%) (rappelons que Ajg est donné dans ) Ici ¢ est une fonction
positive dans C3°(R™) telle que supp(yp) C B(0,1) avec pg = (r < 1.

Démonstration du Théoréme Nous adopterons la stratégie suivante : nous étudions
d’abord la condition de Concentration ([1.34) puis nous prouvons la condition de Hauteur
(1.35). Avec ces deux conditions réunies, on pourra déduire I'estimation L' ((1.36) sans
problemes.

Condition de concentration

Pour établir I'estimation (|1.34)), nous introduisons pour s € [0, so] la fonction Qg(z) =
|z — z(s)|“. Pour une donnée initiale moléculaire ¢y on écrit g(x) = g 4 (x) — Yo —(x) ou
les fonctions ¢ +(z) > 0 ont un support disjoint et on note 14 (sp,z) deux solutions de

I'équation (|1.27) & l'instant s avec ¢4 (0, z) = g + ().

Le point de départ de notre étude est le suivant : pour tout s € [0, so] nous avons

[ wtnaitgters = [ pioais+ [0 ([ otsoia) ds
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maintenant par le principe de positivité énoncé dans la Proposition nous avons ¥ (Sg, ) >
0, alors

¥ (50, 2)| = [th4-(s0,2) — (50, 2)| < ¥1-(50,2) + ¥—(s0,2),

et on écrit

[ Wtso,l@de < [ o) fa(e)ds

S0 S0
+/ d5+/
0 0

Nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que nous avons

S0 S0
i e
0 0

et pour la suite de la preuve nous nous concentrerons sur le dernier terme ci-dessus. Puisque
Y4 (s,-) est la solution de I’équation linéaire correspondante (|1.27)) avec les données initiales
Yo+ (), pour s € [0, sg] on peut écrire

Os Yi(s,x)Qs(x)dz

0Os Y_(s,2)Qs(x)dx|ds.
Rn R

0Os Y_(s,x)Q(x)dz 0s Yy (s, x)Q(x)dz
R’ﬂ

R

ds, (1.38)

I, =

Os | (s, x)Q(z)dx
Rn

9

L (=9 e = 5,2 65.0) = L2050 ) 0 (0) + 2 5120008 )

en rappelant que Qg(z) = | —z(s)|¥ et en réorganisant les termes précédents que nous avons

. —VQ(x) - 2 (8)04 (s, ) — Qs(2)V - (Apg)(t — 5, @) Yy (s, 1)) — Qs () LY (5, 2)dx:

Par une intégration par parties dans le deuxieéme terme ci-dessus et puisque 'opérateur L£¢
est symétrique on a

o= | [ =90 () (5,2) + V() - Ayt — 5,200 (5,2) — L2 ()4 (5, 2)dx
RTL
< | [ vouw. (Aw] (t — s,2) x’<s>)¢+<s,x>dw [ @ (s, 2)d
Rn Rn
< Is,l + Is,27

et on obtient

S0 S0 S0
/ I.ds < / I 1ds +/ I 2ds. (1.39)
0 0 0

50
Proposition 1.3.8 Pour le terme / Is1ds, nous avons
0

50
/ Is7ld8 <O rY77T% x s,
0

ot ©1 est une constante qui peut étre rendue petite.
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Preuve de la Proposition Avec pg = (r < 1, on considére la décomposition
R" = By, U | J By ot
k>1
B,y ={x e R": |z —z(s)| < po} et
(1.40)
Ep={z eR": 28 1py < |z — z(s)| < 2%po}, pour k > 1.

On écrit alors

Is,l <

/]Rn (]prOVQs(ZE) . (A[g] (t—s,x)— A[g} (t—s, ))) Yy (s, x)dx

-~

Is,Bpo

+/Rn D g, V() - (At —s,2) — At — 5,)) | ¢4 (s, 2)dz|,

k>1

-~

Is,E

en rappelant ((1.37) pour la derniére inégalité. Nous avons alors
S0 S0 S0
/ Is,lds < / Is,BpOdS + / IS7Ed$. (1.41)
0 0 0

Lemme 1.3.2 (De Lebesgue & Besov) On a les estimations suivantes sur les ensembles
By, et Ey, avec k > 1, définis dans Uexpression :

|Ap (t—s,) — Ayt —

IN

Cof ot —s,)] 2.0 (1.42)

8 ')HLP(BPO) :
A (t—5,) — Ayt — s, )lomy < C(2Fpo)r (27)7 || A (t — s, ')HB%,pa (1.43)
P
pour un indice de régularité 0 < o.

La preuve de ce résultat est donnée dans le Lemme 4.1 de notre article [48].

Remarque 1.3.5 En prenant la norme L dans les controles et nous pour-

rons mener a bien tous les calculs nécessaires. C’est donc ici que nous aurons besoin de la
Proposition qui nous fournit les estimations L -Besov indispensables pour la suite et
qui correspondent aux termes de droite ci-dessus.

Avec ce lemme, nous pouvons estimer chaque terme de (1.41)) de la maniere suivante :

Lemme 1.3.3 (Controéle sur les boules B, ) Nous avons
S0
/ I, ds < ©O11r777% x sq, (1.44)
0

ot la quantité technique ©11 peut étre rendue tres petite.

Lemme 1.3.4 (Controéles sur les couronnes | J,~, E;) Nous avons

50
/ Is,EdS < @172 rYTTTY % S0,
0

ot la quantité technique ©1 2 peut étre rendue petite.
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La preuve de ces lemmes techniques peut se consulter dans notre article [49].

A partir des estimations des Lemmes et on déduit alors :
S0 S0
/ Iqds < / Isp+Ispds < (0114 012) xr“7 7% x s,
0 0
et en définissant ©1 := 1,1 + O12 < 1, ceci termine la preuve de la Proposition[1.3.8f M

Pour continuer, on remarque maintenant que la contribution I dans (1.39) dépend
uniquement de 'opérateur L£%. Plus précisément, on obtient :

50
Proposition 1.3.9 Pour la deuziéme intégrale / Is2ds dans (1.39), nous avons :
0

S0
/ Isgds < @2 X P % S0,
0

©2(¢)

(w—7r—«

ou Oy est telle que la quantité peut étre rendue petite lorsque C est suffisamment

grand.

11 suffit de suivre essentiellement les mémes idées utilisées pour la Proposition [1.3.8| avec des
modifications mineures qui rendent les calculs beaucoup plus faciles. Voir les détails dans
Particle [49].

On termine maintenant la preuve de I’évolution de la condition de concentration (|1.34)).
Ainsi, a partir de Iéquation ((1.38) on écrit :

/n [U(s0,2)|Qsy (x)dx < /Rn o) | () + /Oso

S0
/
0

Etant donnée que 'on a / [1o(x)|Q0(x)dx = (¢r)*~7 (puisque la donnée initiale est une
R”

0s Yy (s,2)Qs(x)dx|ds
]Rn

ds.

Os | ¢ (s,2)Q(x)dx
R

molécule) et que les parties positives et négatives de 1 sont contrdlées de la méme maniere,
nous obtenons a partir des Propositions un parametre © := 014+ 09 < 1 tel que :

/ (50, %) |Qse (x)dz < (Cr)*77 +2(0 x 1777 x 59)

C) S0
Cw—fy Ticx) :

< (r)T(1+2

En rappelant que Q,,(z) = |z —xz(s0)|“ et que nous avons supposé 0 < s < er® nous pouvons
choisir ¢ suffisamment petit pour avoir :

w e « O s =
[ Waallle - atsolde < o1zt 200
< ((Cr)a +4-"2 80) ) < ((¢r)> + Kso)%, (1.45)

w—y W

suffisamment petit pour satisfaire
Q@ ©

<

w =y (o =

ou K dans (|1.45)) est une (petite) constante qui interviendra dans la condition de hauteur et
ceci conclut la démonstration de la condition de concentration ([1.34]). |

puisque nous pouvons définir C“*%

4

9
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Condition de Hauteur

Nous étudions dans cette section la condition de Hauteur ((1.35) donnée par I’expression

le(s0, )l < C—
((¢r)™ + Kso) =

Pour établir ce controle nous cherchons a prouver que

n+-

d a/(nTw
sl < K (S ((Gr)* 4 Ks) T s R (146)

En effet, en intégrant (1.46) nous avons

V

%0 d —a/(n+w *0d
| (2 Y ds = [T (g + ksl ) s,
0 0

lv(s0, - )HLa/ n+w) [(¢r)* -I—KSO](n—i-’Y) n+w) (Hw( )HLa/ n+w) ()] (i /(n+w))
[(Cr)® + K so](Hn)/(nte),

ALY,

En rappelant la condition de hauteur initiale [|4(0,-)|z < (¢r)~™*7) pour la dernicre
inégalité, on obtient donc

19(s0, ) lzoe < ((Gr)* + Kso) =m0/,

qui est le controle requis. L’'inégalité (1.46]) se déduit en adaptant des idées exposées dans
larticle [62].

Estimations L!

Le controle L' (1.36) est désormais une conséquence directe d’une optimisation sur le
parametre D ci-dessous :

/ o(s0, 2)|de = / (50, )|z + / (50, 2)|da
n {lz—=(s0)|<D} {lz—=(s0)|>D}

vn D¢ (s0, )| zoe + D7 [ [h(s0, 2)[|x — x(s0)[* da.
Rn

IN

Maintenant, en utilisant la condition Concentration et la condition Hauteur, on a :

/ [¥(s0,2)ldz < vn = o D¢ + Kso) a
" ((Cr)a + KS())T

ol v, désigne le volume de la boule unité. On obtient alors :

w
Qupte

((C’I”)a + KSQ)

14 (s0, M1 <

QR

Le Théoreme [1.3.4] est maintenant completement démontré. |
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1.3.7 Itération

Une fois que on a un bon controle sur les quantités ||¢(so, )|z et [[¥(so, )|z (& partir
de ((1.36) et (1.35)), par interpolation on obtient la borne suivante

171

6650, Mo < G0, Z: s, )" < € [((6r)® + Kso)

:| —n+ﬁ—7

On voit donc avec le Théoreme qu’il est possible de contrdler la norme LP des molécules
1 de 0 a un petit temps sg, et en appliquant les mémes arguments, nous pouvons étendre le
controle du temps sg au temps s; avec un petit incrément s; — sg ~ er®. On voit maintenant
que la petitesse des parametres e, r et des incréments de temps Sg, S1 — Sg, ..., SN — SN_1
peut étre compensée par le nombre d’itérations N. Puisque chaque petit gain de temps
80,81 — 80, ..., SN — SN_1 est de 'ordre de er®, nous avons sy ~ Ner®. Ainsi, nous arréterons
les itérations des que Ner® > 7j. Finalement, et pour tout r > 0, on obtient au bout d’un
temps Tp un controle L pour les petites molécules et ceci termine la preuve du Théoréme

L33 [ ]

Cette méthode moléculaire permet d’obtenir un gain de régularité, dans un cadre rela-
tivement large, pour les équations de transport-diffusion lorsque le dégré de régularité de
Popérateur de diffusion vérifie o« > 1. Ceci est possible car on dispose d’une famille LP (avec
2 < p < 400) d’estimation a priori qui fournissent diverses informations qui peuvent étre
exploitées convenablement. Toutefois, en I’absence de ces informations et méme lorsque 'on
a o = 2, 'adaptation de cette technique a d’autres équations de la mécanique des fluides (on
pensera aux équations de Navier-Stokes notamment) ne semble pas étre totalement évidente
et peut étre, éventuellement, source de développements futurs.



Chapitre 2

Quelques résultats sur les équations
de Navier-Stokes

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse aux équations de Navier-Stokes incompressibles en dimen-
sion trois d’espace :

Ot = ANt — (@ - V)i —Vp+f,  div(id) =0,
(2.1)
(0, 7) = iip(z), € R3, div(ty) = 0,

ot @ : [0, +o00[xR3 — R3 est la vitesse du fluide, p : [0, +00[xR3> — R est la pression,
f 1[0, +00[xR3 — R3 est une force extérieure et @y : R — R? est une donnée initiale.

Bien qu’il existe plusieurs manieres d’aborder I’étude de ces équations, nous allons nous
concentrer principalement sur les solutions faibles de Leray développées dans l'article fonda-
teur [94]. Ainsi, dans tout ce qui suit, on considérera essentiellement %y une donnée initiale
& divergence nulle telle que @y € L2(R?) et une force extérieure f € L2([0, +o0of, H*(R3)) &
partir desquelles on peut construire sans problemes des solutions faibles globales en temps
i € L>([0, 4+o0[, L2(R?)) N L2([0, +o00[, H(R?)).

Ce cadre de travail reste encore assez ouvert et parmi les problemes qui seront traités
ici, nous allons présenter en premier lieu des résultats connus et totalement classiques de
régularité dans la Section pour ensuite les généraliser dans la Section avec la notion
de solutions dissipatives.

2.2 Deux théories de régularité

Le probleme de la régularité des solutions faibles des équations de Navier-Stokes est encore
source de nombreux développements. De maniére assez schématique, nous pouvons distinguer
deux grandes théories de régularité qui permettent un éclairage assez fin (mais non définitif)
des propriétés de régularité de ce type de solutions faibles.

Nous rappelons rapidement ces deux théories dans les Sections et qui suivent.
Mais avant, nous aurons besoin de fixer quelques notations et propriété utiles.

31
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2.2.1 Quelques définitions utiles

Dans ce qui suit nous aurons besoin d’introduire (ou de rappeler) des outils d’analyse. En
particulier, nous utiliserons la distance parabolique suivante qui distingue le comportement
en variables de temps et en variables d’espace en suivant la structure de 1’équation de la
chaleur sous-jacente aux équations de Navier-Stokes :

1
d((tvx)7(‘97y)) :max{]t—5]2,]x—y|}, (2'2)
on notera alors Q4 la boule parabolique de centre (t,z) € R x R3 et de rayon r > 0 i.e.
Qrar = {(s,y) ERXR?: d((t,2),(s,y)) <r}. (2.3)

On écrira également Q) ., Q) ou plus simplement () si le contexte est suffisamment clair pour
noter ce type de boules paraboliques.

L’espace R x R3, muni de la distance d ci-dessus et de la mesure de Lebesgue dt dz est

alors un espace de nature homogene de dimension homogene égale a 5 : dtdx = Cr°.
Qt,ac,r

On s’intéressera dans ce chapitre a des problemes de régularité pour les solutions faibles
de Leray des équations de Navier-Stokes et nous allons mesurer cette régularité par le biais
des espaces de Holder paraboliques donnés dans la définition suivante :

Définition 2.2.1 (Espaces de Holder paraboliques) Nous dirons qu’une fonction
f:RxR3 — R appartient a l’espace de Hélder parabolique C*(R x R3) pour un indice

O<a<lsilona ) — f(s.9)
t,x) — f(s,y
[fllga = sup
¢ (t,x)#(s,y) d((tvx)v (Svy))a
ot la distance d est donnée dans la formule .

< 400,

En lien avec ces espaces de régularité, un outil particulierement efficace pour mesurer les
fonctions qui vérifient une équation de la chaleur et obtenir ainsi un gain de régularité (voir
le Lemme ci-apres) est donné par les espaces de Morrey.

Définition 2.2.2 (Espaces de Morrey paraboliques) Soit Q [’ensemble des boules pa-

raboliques Q¢ . définies dans out € R,z € R etr > 0. Pour 1 < p,q < +00,

l’espace de Morrey parabolique ./\/lfy’g(R x R3) est I’espace des fonctions localement intégrables

f: R x R3 — R? telles que

. 1 .
1 Flags = sup (S(l_p) /] |f<s,y>|Pdsdy> < +o00. (2.4)
’ Qt,m,reg T q t,x,r

On notera sans probléeme que 'on a LI(R x R?) = MR x R3).

A

Ces espaces seront utilisés de fagon intensive dans ce chapitre et le suivant, il convient
alors de fixer quelques résultats et propriétés élémentaires :

Lemme 2.2.1 5% f,g‘j R x R? — R3 sont deux fonctions qui appartiennent ¢ l’espace
MPI(R x R?) alors on a
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Ce résultat admet la variante suivante

Lemme 2.2.2 Si Q est un ensemble mesurable borné de R x R3, si l'on a les conditions
1<po<p1,1<po<q<q <+oo etsilafonction f: R xR3 — R3 appartient a 'espace
MR x R3), nous avons alors le controle :

||]leHMf%’q0 < C”fH./\/lflqu .

Définition 2.2.3 (Potentiel de Riesz parabolique) Pour 0 < a < 5, on définit le po-
tentiel de Riesz parabolique I, d’une fonction localement intégrable f : R x R? — R? par

l’expression
- 1 .
Za ,T) = - ,y)dy ds. 2.5
D= [ [ ol ias (25)

Ces opérateurs ont la propriété de continuité suivante :

Lemme 2.2.3 (Inégalité de Adams-Hedberg) Si 0 < a < 2, 1 <p<qg < +0 et
fe M{j_zf(R x R3) alors pour A =1 — L (qui vérifie 0 < A < 1) nous avons l'inégalité

HIa(f)HMt%% < CHfHMfg

Voir [I] pour une preuve de ce résultat. Voici un corollaire utile de cette propriété de continuité
et des estimations précédentes.

un ensemble borné avec 0 < a < b < 400, x € R3

q
22(R x R3), alors on a

Corollaire 2.2.1 Soit Q2 =|a, b[x B(x,r
etr>0.82<p<q 5<q, et feM

=

P g
1) 10T1(f) € M (R x R?), avec A =1 — % (on notera que 0 < A < 1).

2) 107, (f) € MPHR x R3), avec 0 = min(§,q) pour le méme paramétre X utilisé
précédemment.

~—

Shors

q
2

— ya
3) Si2<p<q, 5<qetfeM??RxR?, alors

=

1oTy(1af) € M7 (R x R?),

avec 0 = min(%,q) et A =1— %.

Comme cela a été dit ci-dessus, les espaces de Morrey paraboliques sont tres utiles lorsqu’on

s’'intéresse a la régularité des solutions de I’équation de la chaleur. En effet nous avons le
résultat suivant qui sera utilisé a plusieurs reprises dans ce qui suit.

Lemme 2.2.4 (Gain de régularité avec données Morrey) Soit o une fonction réguliére
sur R3\ {0}, homogéne d’exposant 1 et soit o(D) le multiplicateur de Fourier correspondant.

Sotent ® € ijj;;% (RxR3) eth e M't’g;ql(R x R3) des fonctions telles que 1 < pg < qo, avec

1 _2-a 1 _ 1-

T T =%, pour un certain 0 < a < 1. Alors, la fonction v égale a 0 pourt <0 et

€gale a
t
lt,2) = [ IR (s, + oD, s,
0
pour t > 0, est Holder continue d’exposant o au sens de la Définition[2.2.1].

Le lecteur peut consulter dans le livre [93] une démonstration de ces résultats.

Nous aurons également besoin de considérer des espaces de Morrey dans la variable d’es-
pace uniquement.



34 Chapitre 2. Quelques résultats sur les équations de Navier-Stokes

Définition 2.2.4 (Espaces de Morrey non paraboliques) L espace de Morrey M5 (R3)
avec 1 < p < q < 400 est donné par l’ensemble de fonction mesurables

MEARY) = {f: R — R®: f'e I (R?),||fllppe < 400},

loc

avec

. 1 . P
|fllpge = sup <3(l_p) / If(:v)lpdfv> . (2.6)
r 14’ J By

z€R3,r>0 g,

Avec ces outils nous pouvons maintenant étudier la régularité des solutions faibles des
équations de Navier-Stokes.

2.2.2 La théorie de régularité de Serrin

Dans cette théorie, le point de départ est donné par un couple (@, p) tel que :
e la vitesse @ : [0, +00[xR?* — R? appartient & I'espace L{°L2 N L2H},
e la pression p : [0, +0o[xR3 — R est une distribution,
° f : [0, +0o[xR? — R? est une force extérieure donnée,

e i vérifie sur un ouvert Q CJ0, +oo[xR? les équations de Navier-Stokes au sens faible :
pour toute fonction test F € D(€2) a divergence nulle (div(F) = 0), on a

=0.

Ol — AU + div(d *—ﬂ*> =
<tu U+ div(i®u) — f,g .

On notera que la pression se déduit a partir de la vitesse u par le biais de la formule
—Ap = div(div(d ® 1)),

qui s’obtient lorsqu’on applique formellement la divergence aux équations de Navier-
Stokes.

Dans ce cadre de travail assez générique, la théorie de régularité de Serrin a pour objectif
d’obtenir un gain de régularité moyennant des hypotheses locales sur la vitesse 4. En effet,
si 'on suppose que l'on a

l1qu € L°LY (2.7)

sur un ensemble €2, alors on peut conclure qu’il y a un gain de régularité local (en variable
spatiale) pour la vitesse la vitesse @ et le gain de régularité dépendra de l'information de
régularité disponible sur la force extérieure f. Cette théorie a été développée par Serrin dans
[109].

Bien évidemment, la condition est beaucoup trop forte et en toute généralité il n’y

a aucune raison de penser qu'une solution faible de Leray soit Lg% sur un ensemble borné

Q) quelconque. Indiquons que plusieurs variantes ont été développées pour généraliser cette

contrainte, ainsi, et tout en restant sur I’échelle des espaces de Lebesgue, on peut par exemple
considérer la condition

lou e LVLY, avec ; + 2 <1, (2.8)
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sous cette contrainte on peut alors obtenir que 'on a 1ot € L{°LY° et en déduire le gain de
régularité recherché. On remarquera que le cas limite

2 3
lou e LVLY, avec —+ - =1, (2.9)
p q
avec 1 < ¢ < 3 n’a été obtenu que plus tardivement dans [I13] et [I14] tandis que le cas
particulier

Toi € L°L3, (2.10)
qui correspond au cas p = 00 et ¢ = 3 dans (2.9)) n’a été traité qu’assez récemment dans [69].

On rappellera que la condition % + % < 1 ne peut pas étre déduite par interpolation a
partir des informations données par les solutions faibles de Leray : en effet, si 'on a 4 €
L¥LEN L2H}, nous avons @ € LY LY avec

2 3 3

p g 2
ce qui est bien sur tres loin des conditions (2.7)), (2.8)), (2.9) ou encore (2.10)).

1l existe plusieurs généralisations possibles en dehors du cadre des espaces de Lebesgue et
nous n’allons pas entrer dans une exposition détaillée de toutes les possibilités considérées.
Toutefois, une généralisation particulierement importante de la condition a été réalisée
par O’Leary [I03] en utilisant des espaces de Morrey paraboliques ou 1'on demande la
contrainte locale

1g,,.,4€ M{T(R xR,  (7>5), (2.11)

sur une boule parabolique Q¢ +,- Nous verrons par la suite comment exploiter ce point de
vue avec ces espaces de fonctions.

Remarque 2.2.1 Finalement, il est tres important de noter que dans cette théorie (et ses
différents avatars), il n’est pas nécessaire d’imposer des conditions particuliéres sur la pression
p, mais le gain de régularité ne s’obtient que dans la variable d’espace.

2.2.3 La théorie de régularité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg

La deuxieme théorie de régularité pour les équations de Navier-Stokes a été développée
par Caffarelli, Kohn et Nirenberg dans [6]. Le cadre de travail ici est beaucoup moins restrictif
que dans le cas de la théorie de régularité de Serrin.

En effet, cette théorie est basée sur le caractere adapté des solutions de Leray .

Définition 2.2.5 (Solution adaptée) On dira que @ est une solution adaptée des équations
de Navier-Stokes si la mesure v définie par [’expression

1= —0a)? + Al — 2|V @ @2 — div((|@)? + 2p)@) + 2@ - f, (2.12)
est une mesure borélienne positive localement bornée.
On notera que deux conditions sont au minimum nécessaires pour vérifier cette condition :
1) la pression p doit étre suffisamment réguliere pour permettre a la quantité p d’étre

correctement définie comme une distribution, en particulier le terme div(pt) doit avoir
un sens,
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2) une fois seulement que la quantité p a un sens, alors nous imposons la condition de
positivité de celle-ci.

En suivant [91] on peut décomposer I’étude de la régularité partielle des équations de Navier-
Stokes en trois étapes :

Proposition 2.2.1 Soit Q un domaine borné de R3de la forme Q@ = Quy.z0.ro (vOir la for-

mule ) pour tg €]0,+oo[, g € R? et 79 > 0. qu’t 4 une solution faible des équations
de Navier-Stokes telle que @ € LPL2(Q) N LZHL(Q), p € D'(Q), et f € D'(Q) avec

—

div(f) = 0. Alors :

1) Inégalité d’Energie. Sip € LY LL(Q) avec qo > 1 et si f € Lt10/7LglgO/7(Q), alors la
quantité

= —0yii]? + vA|i]® — 20|V @ i) — div((|d@)? + 2p)id) + f - i, (2.13)

est bien définie en tant que distribution. De plus, en suivant la Définition|2.2.5 précédente,
on dira que U adaptée si la quantité p est une mesure positive localement finie sur €} :
pour tout ¢ € D'(Q) telle que ¢ >0, on a

// T2(Bp + vAQP) + (i T — 2|% @ @)+ (|2 + 2p)ii - Vepda dt > 0.
R JR3

2) Petitesse du gradient. On suppose que p € LPLY(Q) pour qo > 1, que l'on a
~ 10
Iof € MtTI’TO pour 79 > 5/3, et que la solution U est adaptée.

1l existe une constante positive € > 0 et un parametre T, > 5 qui dépend uniquement
de qo et 1o tels que si (to,xo) € Q et

1 B
lim sup — // IV @ii(s,y)|* dyds < €, (2.14)
r Jto—r2,to+r2[x B(zo,r)

r—0

alors, il existe un petit voisinage Q = Qi 207 du point (to,zo) tel que 'on ait les

informations Morrey paraboliques 1o @ € Mf;l etlgp € M?%Tl/Q,

3) Points réguliers. S’il existe un voisinage Q = Q4,207 du point (to, zo) € Q tel que
Uon ait
(a) 1g@ € MY™ pour 7 > 5,
(b) Tgp e MI™ pour 1 < gy <79 et 72 >5/2,
10
(c) 1o f € M pour T3 > 5/2.
Alors il existe 0 < p < T et a €]0, 1] tels que la solutions @ est Holdérienne (d’exposant
de régularité parabolique o > 0, au sens de la Définition m sur Qigzo,p €t €n
particulier le point (tg, xo) est un point régulier.

Voici quelques remarques concernant les hypotheses demandées sur la force f :

(i) Dans le premier point de cette proposition, nous nous intéressons uniquement a don-

P S . . 10/3 710/3 .
ner un sens au produit f - @, donc puisque nous avons @ € L, / Ly / , il suffit de

supposer que ’on a fe Ltm/?LiO/?-
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(ii) Pour le deuxiéme point nous aurons besoin de plus de “régularité” et si nous vou-

lons travailler avec des espaces plus classiques nous pouvons demander f € L%L?L,. En
2,2 . . .
effet, comme L?L2 = M;"., et puisque Q est un sous-ensemble borné, on obtient que

- — 10 2
lof € LZL? implique 1of € M,’,” et nous remplissons alors la condition demandée
dans ce deuxieéme point.

(7i7) Pour la derniére partie de la proposition, nous aurons besoin d’encore plus de
régularité pour la force, en effet, des lignes précédentes nous voyons que f € L7L2
ne suffira pas puisque 2 < 5/2 (voir la condition (¢) ci-dessus). Ainsi, si nous vou-

lons travailler avec des espaces classiques, nous pouvons demander f € L?H}. En
: 2,3 .
effet, puisque L?H} C M, ? et que Q est un sous-ensemble borné, on trouve que
= . . > 10103
lof € L?H} implique 1of € M7,
% < 13—0 pour le deuxieme parametre de I’espace de Morrey précédent et donc en sup-

. On notera en particulier que nous avons ici

posant f € L?H nous satisfaisons ’hypotheése demandée.

Remarque 2.2.2 On observera que la conclusion de la Proposition nous fournit un
gain de réqularité exprimé dans un espace de Hélder parabolique. Contrairement a la théorie
de Serrin, on obtient donc de la régularité dans les deux wvariables de temps et d’espace
simultanément.

Le résultat précédent constitue un tres bon point de départ pour étudier la théorie de
régularité a la Cafferlli-Kohn-Nirenberg et dans la section qui suit nous allons généraliser
cette théorie.

2.3 Vers des solutions dissipatives

Pendant la these de K. Mayoufi [101], nous nous sommes intéressés avec P.-G. Lemarié-
Rieusset au role de la pression dans la théorie de régularité de Caffarelli, Kohn et Nirenberg.
En effet, le cadre initial étudié par ces auteurs imposait la condition suivante sur la pression

5 5
peL!Lz,

un peu plus tard, la condition p € Ltg Lg% a été utilisé par Lin [05], puis la restriction p € Ly L}
avec r > 1 a été considérée par Vasseur [I17]. Indiquons également que Kukavica [92] a utilisé
systématiquement les espaces de Morrey paraboliques pour étudier cette théorie, a l'instar
de O’Leary pour la théorie de Serrin décrite dans la Section [2.2.2

Un des buts de la these de Mayoufi était d’étudier si ’on pouvait obtenir une version de
la théorie de régularité de Caffarelli, Kohn et Nirenberg en affaiblissant au maximum les hy-
potheses sur la pression p. Ce programme de recherche a été initié par une communication de
Choe [57] ot il y était annoncé que I'on pouvait considérer p € D’. Toutefois la démonstration
proposée présentait quelques lacunes assez conséquentes et dans l'article [37] nous avons re-
pris totalement ce projet de recherche.

En effet, on notera que si 'on suppose uniquement que p € D', alors le terme div(pi)
qui intervient dans la définition de la mesure p n’est pas bien posé (voir la formule
ci-dessus) et ainsi la définition du caractere adapté doit étre changée. Notre premiere tache
a été alors de donner un sens a cette quantité div(p@) méme lorsque p € D'.



38 Chapitre 2. Quelques résultats sur les équations de Navier-Stokes

Proposition 2.3.1 Soit zg € R? et soit p > 0, on considére :]a., b[x B(xo, p) un domaine
borné de |0, +oo[xR3. On suppose que l'on a i € L¥LA(Q) N L2HL(Q) avec div(d) = 0 et
p € D'(Q) sont solutions des équations de Navier-Stokes sur §) :

Oyt = Al — (7 - V)i — Vp+ f,

10 10 5

ot f e L7 L7 (Q) et div(f) = 0.

Soient v € C°(R) et § € CS°(R3) deux fonctions régulieres telles que supp(y) C] —1,1[ et
supp(#) C B(0,1). On pose pour a,e > 0 les fonctions va(t) = Ly(L) et O-(z) = 50(2) et
on définit la fonction

Gae(t; ) = Ya(t)0:(z).

Alors, si Uensemble Q =t — 12, t +r2[x B est contenu dans 0, les distributions

U * Qboz,s et px ¢a,€a

sont bien définies sur 'ensemble Q4 C 2 pour 0 < a < 7"8/2 et 0 < e < ro/2. De plus, la
limite

lim lim div(p * ¢pae X U* Pac),

e—+0 a—0

existe dans D' et ne dépend pas du choiz de v et 6. Nous écrirons désormais,

lim lim div(p * ¢pae X U* ¢ ) = (div(pd)). (2.15)

e—0 a—0

L’existence de cette limite n’est absolument pas triviale (la démonstration, assez technique,
peut étre consultée dans notre article [37] et on donnera quelques détails de sa démonstration
a la page [44] ci-aprés) mais elle nous permettra de travailler avec la quantité (div(pi)) ou
la pression p appartient & D'(2). On peut maintenant introduire le concept suivant qui
remplacera le caractere adapté de la solution .

Définition 2.3.1 (Solutions dissipatives) Dans le cadre du théoréme précédent :
10 10

1) on suppose f € L, L7 (Q) avec Q =]a,b[xB otz € R3, p> 0 et div(f) = 0,

2) si (i,p) est une solution des équations de Navier—Stokes
Oyt = Aii — (@ - V)i — Vp+ f,

sur Q avec @ € LPL2(Q) N LIHL(Q) et p € D'(Q), nous dirons qu’une solution @ est
dissipative si la distribution M donnée par [’expression

M = —3,(|a)* + Alad]? — 2|V @ @|* — div(|@*@) — 2{div(pid)) + 2f - @, (2.16)
est une mesure localement finie positive sur €.

Il est clair que, puisque p € D', la notion de solution dissipative est plus générale que la
notion de solutions adaptées. De plus, il est possible de vérifier que ’ensemble des solutions
dissipatives est strictement plus large que celui des solutions adaptées.

Voici maintenant le théoreme principal de cette section ([37]) :

Théoréme 2.3.1 (Régularité des Solutions Dissipatives) Soit ) =]a,b[xB(z, p) un do-
maine borné de )0, +o0o[xR? et soit (i, p) une solution faible des équations de Navier-Stokes
sur . On suppose :
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1) @€ L¥PL2(Q) N LIHLNQ) et p € D'(Q),
2) e LFH;(Q),
3) U est dissipative dans le sens de la Définition donnée ci-dessus.

Il eziste une constante positive €* > 0, telle que, si pour certains points (to,xo9) € Q on a
l'inégalité

lim sup // IV @ @(t, x)|dedt < &*, (2.17)
Jto—r2,to+r2[x B(zo,r)

r—0

alors la solution U est bornée au voisinage du point (ty,zo). En particulier le point (to,xq)
est régulier.

Il est intéressant de comparer notre approche a la théorie de Serrin et celle de Caffarelli, Kohn
et Nirenberg. En effet, du point de vue des hypotheses sur 4, on a uniquement supposé la
condition de petitesse du gradient ainsi que la propriété de dissipativité. Ainsi, puis-
qu’on suppose moins de conditions sur la pression et puisque la notion de dissipativité est plus
générale que le caractere adapté, on peut concevoir notre méthode comme une généralisation
de la théorie de Caffarelli, Kohn et Nirenberg. D’autre part, comme on demande uniquement
p € D', et que 'on obtient un gain de régularité en variable spatiale, notre résultat peut
également étre considéré comme une généralisation de la théorie de Serrin puisque nous exi-
geons moins de conditions sur .

Toutefois, un tel degré de généralité introduit quelques différences par rapport a ces
théories, en particulier, le gain de régularité est uniquement obtenu dans la variable spatiale
et non pas dans les deux variables comme dans la théorie de Caffarelli-Kohn-Nirenberg (voir
la Remarque [2.2.2]).

Expliquons maintenant la stratégie globale de la preuve qui sera développée pour le
Théoreme 2.3.11

1) Comme on ne fait aucune hypothese particuliere sur la pression p et que 1’on travaille
dans un cadre local, en appliquant le rotationnel (6/\) aux équations de Navier-Stokes,
nous allons immédiatement nous débarrasser de la pression p. L’équation que 1’on ob-
tient alors porte donc sur la vorticité @ = V A . Néanmoins on ne va pas travailler
avec la variable @ = V A @ et I’équation correspondante.

2) Etant donné que l'on souhaite étudier la régularité dans un voisinage d’un point
(to,z0), on va introduire une fonction test ¥ € C§°(]0, +0o[xR3) qui est nulle en
dehors d’une petite boule centrée au point (tp,zo) et on définit une nouvelle variable
de la maniere suivante :

U= (_7A)V/\(¢V/\u).
Le point crucial ici est que les deux dérivées successives données par les gradients
V et le rotationnel dans la formule précédente sont “localement compensées” par
I'opérateur ﬁ et ainsi, certaines propriétés de @ seront tres similaires a celles de la
nouvelle variable ¥ et vice versa : nous allons voir que (localement) ¢ est égale a 4 a
une correction harmonique pres (en variable d’espace).
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3) Nous étudions maintenant la variable ¥ : en effet, nous avons 1’équation associée sui-
vante
0 = AT — (7- V)T — Vg + F,
ou la nouvelle “pression” g et la force F satisfont certaines propriétés intéressantes.
Il est tres important de noter ici que ¢ et F ne dépendent pas de la pression p qui a
disparu des la premiere étape.

4) A Taide de cette variable ¢ et de son équation associée on va pouvoir donner un sens
a la quantité div(p@) méme si p est une distribution. De plus on montrera que si 4 est
une solution dissipative alors notre nouvelle variable ¥ est adaptée dans le sens de la
théorie de Caffarelli, Kohn et Nirenberg.

5) Finalement, on verra que la fonction ¥ satisfait les équations de Navier-Stokes dans
un meilleur cadre fonctionnel que celui de la fonction #, ce qui nous permettra d’ob-
tenir des informations intéressantes sur ¢ : nous verrons alors comment les propriétés
de la fonction ¥ se transmettent a la variable originale @ afin d’obtenir les résultats
recherchés.

Démonstration du Théoréme Principal

1) Une équation sans pression

Soit une fonction et une distribution p qui satisfont les équations de Navier-Stokes
sur un domaine borné 2 C]0, +-oo[xR3, pour une force f a divergence nulle. Afin de simplifier
la notation, et sans perte de généralité, nous supposerons une fois pour toutes que ’ensemble
Q est de la forme

Q=1 X By, (2.18)

ou I =]a, b] est un intervalle qui contient le temps g et By, , = B(xo, p) est une boule ouverte

dans R? de rayon p > 0 et de centre zg € R3.

Notre premiére étape consiste & considérer le rotationnel de @, qui sera notée @ = V A u.
On obtient I’équation suivante :

oD =AT—VA@AT)+VAFS, (2.19)

ou la pression p a disparu (puisque nous avons VAVp = 0). Mais comme cela a été
dit précédemment, nous ne souhaitons pas travailler avec I’équation ni avec la va-
riable @ et nous allons considérer une nouvelle variable dont les propriétés seront totalement
déterminantes pour la suite.

2) Une nouvelle variable

Puisque nous voulons étudier la régularité de @ au voisinage du point (tg, zg) de € tel que
Pon ait (2.17)), nous allons considérer I’ensemble

QQ = Io X Bmo,pm (220)

avec Iy =|ag,bol, ot a < ap < tog < by < b et 0 < pp < p. Ensuite, nous introduisons une
fonction localisante v de la forme

P(t, x) = o(t)(x), (2.21)
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ou ¢ est égale a 1 sur Iy et est a support dans I, et ® est égale a 1 sur By, ,, et est a
support compact dans By, ,. La distribution ¢ appartient alors a L{°H In L?Lfc et nous
introduisons la variable ¥ de la manieére suivante

7= —%ﬁ/\(wﬁ) -1

On notera en particulier que sur €2, les dérivées (spatiales) de v sont nulles, de sorte que
l'on a les identités

V AV A QD). (2.22)

g

AT=-VA@WE)=-VANAD=AT xecy,

(car div() = 0). On voit alors a partir de cette identité que sur  la variable ¥ est égale & @
a une correction harmonique (dans la variable spatiale) w pres. Notre stratégie sera donc de
remplacer ’étude de la régularité de @ par I’étude de la régularité de v et de relier ces deux
régularités par une étude précise de la correction harmonique

W=1T—1u.

Commencons par quelques faits élémentaires sur ¢ et @ dont les preuves peuvent étre
consultées dans [37].

Proposition 2.3.2 Sous les hypothéses @ € LPL2(Q) N L2HX(Q) sur la solution @ des
équations de Navier-Stokes , la fonction ¥ définie par la formule ci-dessus sa-
tisfait les points suivants

1) div() =0,
2) T e LPL3(Q) N L7H,(Q),

3) la fonction & = ¥ — @ satisfait W € L°Lip,(Qp).

On notera que sur ’ensemble g on dispose d’une information absolument fondamentale sur
w car elle permettra de lier les propriétés de i a celles de 7.

Corollaire 2.3.1 Sil’on travaille sur Q, puisque i € L L2(Q)NLZHL(Q) et T € LLE(Q)N
L2HL(Q), on a aussi W € LL2(Q) N L2HL(Q). 1l vient alors

[0l zeerz () < Coulltllzeorzi) et W21 < Coulltll 2 q)-

3) L’équation pour la nouvelle variable.

On étudie ici ’équation vérifiée par 0;v. La déduction de cette équation est un peu longue
et technique de sorte que nous donnerons que les idées les plus importantes dans les lignes qui
suivent (les détails sont faits dans [37]). Ainsi, étant donné que l'on travaille sur 1’ensemble
Qo et que 'on a ;0 = 0 pour t € Iy, par les propriétés de support de la fonction ¥ nous
pouvons écrire :

L 1= - l = -
8tv = 8,5 |:—AV AN (TZJ’W):| = —ZV VAN (I/J(atw)),
et avec 1’équation ([2.19)) il vient
o 1g I N
v = —ZVA(Q/)(Aw—VA(wAu)JrV/\f))
1. 1= R
= XV A@AD)+ VA (d}(V/\ (w/\u))) VP, (2.23)

(4) (B)
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Ol nous avons posé

- 1> - >

Fy= -5V A (w A f) : (2.24)
Nous allons maintenant étudier les termes (A) et (B) afin de simplifier ’équation (2.23)).

(A) Pour le terme —%ﬁ A (Y Aw@) on peut écrire

—%6 A PAD] = —%6 A awY A - %6 A9 A (Awi) — S(aw) Al
&) @)
1o |< . ; 1o | . ;
+25V A ;axj (VA (@ 0)9)) | =259 A ;axj (V(0e,0) 7 7)
) @

On remarque maintenant que le terme (1) ci-dessus correspond a A7 :

1>

VA (AT A D] =A (-1

A

VA (ij)) = A7,

de sorte que I'on obtient —%6 A (WAT) = AT+ Fy ot Fy = (2) 4 (3) + (4), i.e. :

= lo [a - 1o | .
Fo= —VA[VA@ga) - Vag) Ad| +25V A S0, (VA (00,0
- ko] 2o [0 (91 (0,0)
1o | -
~25V A j;a% (V(&ij)/\ﬁ> (2.25)

On remarquera que 'on a bien div(F}) = 0.

(B) Pour le deuxiéme terme de (2.23)), en utilisant quelques identités vectorielles on ob-
tient :

L9 [0 A @Aa)] = 29 A [FA@AuD)] - £ 4 [(F0) A (2 A D)].

puis
1 = = — —
ZV/\ [w(V/\ (zﬁ/\ﬁ))} =—-Vq — @ ANYi+ F;.

ol nous avons posé

0= -5 (T (@A), (226)
et . 1. . o
y =~V A (Vo) n (@ na). (2.27)

On remarque a nouveau que l'on a div(Fy) = 0.

Ainsi, avec les termes q1, Fy, F| et F donnés dans (I2.26[), (|2.24[), (I2.25|) et (]2.27[) nous obtenons

00 = AT — [& Aid] — Va1 + Fo + Fi + B, (2.28)
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Il reste a étudier le terme [zﬁ A wﬁ] et on obtient

- =, - -, -

BAYPE=(VADAT+(VADAB+(VAB AT+ (VAB)AB. (2.29)
ou 'on a posé . 1
f=~ [ﬁ(ﬁ-%)} - [VA ((w)m)}.

Pulsque la variable ¢ est a divergence nulle par la Proposition nous avons l'identité
(VAD) AT = (T-V)T — %V|U|2. On définit alors g3 par

1.
g3 = —5 |01, (2.30)

et 'on écrit pour le premier terme de :
(VAT AT = (V)T + Vgs.
Pour les termes restants de ( on pose
A= (ﬁAU)/\EJr(ﬁ/\E)AﬁJr(ﬁAB)AE,

étant donné que sur €2, nous avons l'identité A = A on peut alors décomposer A de la
maniere suivante

YA = —F3 4 Vg,
ou

= %dw(wﬁ.

On notera encore une fois que l'on a div(F3) = 0.

Nous avons donc obtenu la formule @ A i = (U 6)17 — ﬁg + 6(]2 + 6(]3 et en revenant a
Pexpression ([2.28]) nous pouvons écrire

T = AT—[@AYiE] -V + Fo+ Fi + F
= AT- [(17 6)17— F35+ Va2 +Vas| — Va1 + Fo + Fy + F,
ce qui nous fournit I’équation suivante pour la variable ¢
80 =AG— (0-V)0—Vq+F, (2.31)
avec q =q1 + g2 + g3 et ﬁ:ﬁ0+ﬁ1+ﬁ2+ﬁ3.
Quelques propriétés de I’équation sur v.
Nous avons les propriétés suivantes pour le terme Fy donné dans ci-dessus :

Lemme 2.3.1 Soit Q un_sous-ensemble borné de |0, +oo[xR3 de la forme et soit
l’ensemble donné dans . Soit f une force donnée telle que div(f) =0, alors

1) si fe L%0/7Li«0/7(9) alors Fy € Llo/7 10/7((20),
2) si f € LEL2(Q) alors Fy € L2L2(Qy),

3) si f € LEHX(Q) alors Fy € L2H(Q).
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Un résultat fondamental pour la suite est le suivant qui donne des informations sur la nouvelle
“pression” ¢ ainsi que sur la partie de la nouvelle force extérieure F' — Fy qui ne dépend pas
de la force extérieure initiale f :

Proposition 2.3.3 Nous avons les propriétés suivantes
. . 3/2 13/2
1) la pression q est une fonction telle que ¢ € L, Ly ~(Qp),

2) la force F est telle que div(F) =0 et F — Fy € L2L2(Qy), ot Fy = —%ﬁ A (VA ).

Une démonstration détaillée de ces propriétés peut se consulter dans [37].

4) Dissipativité de i et adaptabilité de ¥

Comme nous venons de le voir, I"équation ([2.31]) vérifiée par la variable ¢ est en réalité
une équation de Navier-Stokes classique avec une “nouvelle” pression ¢ et avec une force
extérieure F. La remarque fondamentale réside alors dans le fait que par la Proposition m
ci-dessus, la nouvelle pression ¢ non seulement ne dépend absolument pas de la pression

originale p mais qu’en plus elle appartient a l’espace L?/ 2Li/ 2(Qo) : la variable ¢ évolue

donc dans un cadre beaucoup plus régulier que la variable 4 pour laquelle on a uniquement
p € D'. Ce gain d’information pour la nouvelle pression g nous permettra de donner un sens
au terme div(q?) puis au terme div(pi) comme nous allons le voir dans les lignes ci-dessous.
Nous verrons ensuite comment relier I’hypothese de dissipativité de la variable 4 avec une
propriété d’adaptabilité de la variable .
Dissipativité de @

On considere pour commencer v € D(R) et § € D(R3) deux fonctions régulieres telles que
/’y(t)dt = / O(z)dz =1, supp(y) C]—1,1[ et supp(f) C B(0,1). De plus, pour a,e > 0, on

R R3

considere les fonctions 7o (t) = 2v(L) et 0. = 6%0(%) et on définit la fonction régularisante

Pae (t> :L') = Y (t)9€ (1‘) (2.32)

R . o L e e . s
On note U, . la fonction définie par @, . = U * pq . et puisqu’il s’agit d’une fonction réguliere
dans les variables de temps et d’espace, nous pouvons écrire

S 2 — —
at‘ua,5| = 2“04,5 : atua,sa
et il vient alors

Olilac? = e (04l % Poe) = 2lne (Aﬁ—(ﬁ-ﬁ)a—€p+f) * Pae

= e Alae — 2ae - ([(@ V)] *Gae ) = 20ae (V9% Pac) + 2 - ([ Pue).
En utilisant le fait que div(@) =0, on a :
Otz =Alnel* = 2|V @ tlael” = 2in,e - ([div(@ @ @)] * pase) (2.33)
— 2div [(p * Poe)lae] + 2Uae - (f * Pac)-

Si I'on note maintenant ¥, . la fonction donnée par vip . = U * @q,, par le méme arguments
utilisés ci-dessus, on obtient ’équation suivante

at|5a,s|2 :Awa,sp - 2|6 ® 170175|2 — 2Uge - ([div(7 ® T)] * ‘Pa,s)

' ° e (2.34)
—2div[(q * Pae)Vae) + 2Une - (F * @ae).
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Notre objectif est d’étudier maintenant la convergence des expressions ([2.33)) et (2.34)) lorsque
les parametres « et € tendent vers 0 et nous utiliserons les propriétés de ¥ pour en déduire le
comportement limite sur la variable 1.

Nous remarquons qu’il n’est pas tres difficile de traiter de la convergence de certains
des termes contenus dans ces formules. Pour plus de simplicité on notera @, = i * 0. et

Q = Qto,xo,p/4 C QO'

Lemme 2.3.2 On a les convergences fortes suivantes
1) g — . dans L2L2(Q) et dans L2H(Q),
a—
2) 6 ® ﬁa,s — 6 ® U& dans LtZLi(Q)7
a—0
3) (U@ U) * Pae —6 (@ ® 1) * 6. dans L?Li(@),
a—
4) fx Pae — fx0. dans LioﬁLiO/?(Q).

Maintenant on peut passer a la limite @ — 0 pour tous les termes de l'identité ,
excepté pour le terme impliquant la pression p. Toutefois, la limite de ce terme doit exister,
car (en raison de ’égalité) il est égal a une somme de termes qui ont une limite. Ainsi, nous
obtenons

Oli|? = Alie]? - 2|V @ i1 |* — 2. - ([div (i @ )] * 6.) 035
—~2lim div [(p * Qo )lae) + 20e - ( F%0.). '

On prends maintenant la limite @« — 0 dans Pexpression (2.34) et on notera en particulier

3/2L?c/2

que puisque nous avons la convergence la plus forte linb q* Pa,e = q*0 dans L (car la
oa—r

“nouvelle” pression ¢ appartient a ’espace Lf / 2L§/ 2 par la Proposition D on peut écrire
div [(q * 0:)V:] pour le couple (7, ¢) au lieu de lirrb div [(p * Qa,e)Ua,e| pour (4, p) dans ([2.35
a—

et I’on obtient
B 0.]? = Al.|> — 2|V ® 5. — 20. - ([div(7 ® T)] * 6.)

" (2.36)
—2div [(q * 0:)U:] + 20. - (F % 6;).

A ce stade, nous définissons deux quantités qui nous aideront a passer a la limite ¢ — 0 :
pe = 2i. - ([div(id @ @Q)] * 0:) — div(|id]*a) (2.37)
ne = 20 ([div(T @) *0.) — div(|7]*D). (2.38)
Nous avons a présent le lemme suivant :
Lemme 2.3.3 On a les convergences fortes suivantes
1) i, — @ dans L}L2(Q) et dans L2HA(Q),
2) V ® . =3 V @4 dans L212(Q),

3) f 0. = f dans LioﬁLi«Oﬁ(Q).
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On notera en particulier que 'on a la convergence forte g * 6, vers g dans L?/ 2L§’/ 2(@)

A Taide de ce lemme, en passant a la limite ¢ — 0 dans (2.35)) et (2.36) on a alors :

da? =Ali)? — 2|V @ @f? — div(|@|*a@) + 2@ - f
. L . (2.39)
— lim (ua + 2lim div [(p * pae) X ua@]) ,
e—0 a—0
et

8, 7)? =A|5)? — 2|V @ 7] — div(|7)?0) + 20 - F
— lim n. — 2 div(q?). (2.40)
e—0

Bien que nous ayons obtenu a ce stade des équations similaires pour « et ¢ la situation est
totalement différente : nous n’avons aucune information sur la pression p € D'({2) mais nous

avons un bien meilleur comportement pour la nouvelle pression ¢, puisque ¢ € L?/ 2L§/ 2(@)

L’idée essentielle qui nous permettra de conclure est donnée par le résultat qui suit :

Lemme 2.3.4 Pour u. et v, définis respectivement dans et , nous avons la

convergence suivante dans D'(Q) :

lim 7. — pe = 0.
e—0

En effet, avec ce lemme, si nous avons lin%) 7e — e = 0, alors 'existence de lirg 7e impliquera
E— E—r

I’existence de lim p. et nous pouvons donner un sens a la quantité
e—0

lim lim div [(p * pae) % (@* ar)]

e—0a—0

car tous les termes restants de (2.39) existent puisque @ € L®L2(Q) N LEHL(Q) et f €
LI (Q)

Mais l'existence de gl_I}%) Ne est donnée par les propriétés de I’équation sur la nouvelle va-
riable U : en effet, tous les termes de I’expression ) existent car v € L L2(Q)NL?HL(Q),
Fe Lt10/7L;1B0/7(Q) avec q € L?/ZLE/Q(Q) et donc la limite 21_13(1) e existe bel et bien. Voir plus
de détails dans notre article [37] ou dans [117].

Avec ces idées, nous venons de donner un sens a l'expression ([2.15)), la limite

lim lim div(p * a.e X @ * Pac),
e—0 a—0 ’

est bien définie au sens des distributions : la quantité M introduite dans ([2.16)) est correcte-
ment définie et si 'on suppose que cette quantité est positive, on arrive alors aisément a la
notion de solutions dissipatives donnée dans la Définition [2.3.1

Adaptabilité de v

Voyons maintenant comment obtenir de l'information sur la variable ¥ a partir de la
notion de dissipativité sur @ donnée dans (2.16)). En effet, puisque nous avons
2lim lim div [(p * Qo) X Gae] = —0|d?+ Ald?> — 2|V ® @
e—=0a—0

—div(|@)?@) + 2@ - f — limpe,
e—0
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on obtient que la distribution M introduite dans (2.16) est en fait donnée par l'identité
suivante
M = lim p,,
e—0

et si cette quantité est localement positive, alors par le Lemme [2.3.4] on en déduit

lim ne > 0,
e—0

ce qui nous permet d’obtenir 'adaptabilité de la variable ¢ au sens de la Définition [2.2.5

5) Propriétés de U et gain de régularité sur ¥ puis sur @

Nous avons donc une variable ¢ qui vérifie I’équation ([2.31)) :
T =AT— (-V)G—Vq+F,

oulonagqe L?/QLi/Z(QO), 1901*:" € L2 C M;f;ﬁ’z, et de plus ¥ est adaptée. On remarquera
que ce cadre fonctionnel rentre dans le contexte de la Proposition et qu’il nous manque
uniquement la condition de petitesse du gradient de ¢ donnée par I’expression (2.14]). Mais

cette condition de petitesse sur ¥ peut se déduire de I’hypothese ([2.17]) sur la variable .

En effet, si I'on utilise le fait que W = ¥ — 4 appartient a L°Lip, (), nous avons alors

— —

’H]tho,mo,T‘V ® 17”[/%[/% - ”1Qt0,x0,r'v ® {[HL%L%

SH]IQto,woﬂ"v ® 117|’LEL%
SCTS/Z”ﬁ ® wHL?"L%O(Qto@M)’

et il vient

1 -
limsup// IV @ii(s,y)|* dy ds =
r—0 r ]t077'2,t0+7’2[><3207r

1 -
1imsup// IV @ @(s,y)|* dy ds,
r—0 T ]to—T‘2,t0+T2[XBm0m

ainsi, si la premiere limite (sur @) est inférieure a €* (par hypothese (2.17))), la deuxieme
limite (sur ¥) sera toujours inférieure a €*.

Avec cette remarque, nous avons toutes les hypotheses de la Proposition [2.2.1| pour la
variable ¥ : il existe alors 71 > 5 et un petit ensemble Q = Q¢ 2,7 C Qo de (tg, o) tel que
1o7 € Mf;l et 1gq € Mi(ﬁ’ﬁ/ ?. De plus, on peut montrer (si la force est suffisamment
réguliere) que le point (¢g, xg) est en fait un point régulier pour la variable ¢’ : nous avons de

la sorte obtenu un gain de régularité sur la variable v.

Voyons a présent comment récupérer des informations utiles sur la variable #. Nous savons
déja que l'on 1o v € M?;l dans un petit voisinage Q = Q20,7 de (to, o). En utilisant les
informations disponibles sur @ = ¥ — @ (voir la Proposition ci-dessus), on remarque
alors que on a @ € L{°L3*(Qo) C Ly' L7} (Qp), mais nous avons également g w € M[™
et puisque 71 > 5 > 3 on obtient alors que Lo € Mf;l On en déduit alors que 'on a
1ou € M?;l et ceci représente un gain d’information pour la variable @ qui nous permet
alors d’appliquer la théorie de Serrin dans un cadre Morrey (on supposera en particulier que

Pon a f € L2H}) puisque P'on a la condition (2.11)) : on en déduit alors que le point (to, zo)
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est également un point régulier pour la variable #. Le Théoréme [2.3.1] est donc démontré. B

Tous les détails des preuves (et bien d’autres informations) peuvent se consulter dans notre
article [37].

Comme nous venons de le voir, ce résultat permet de préciser le role de la pression dans
les théories de régularité pour les équations de Navier-Stokes : on peut donc considérer des
pressions tres générales et obtenir un gain de régularité dans le cadre de la théorie de Caffa-
relli, Kohn et Nirenberg.

On notera pour finir que ces solutions dissipatives possedent quelques propriétés de sta-
bilité supplémentaires qui sont étudiées et détaillées dans l'article [36].



Chapitre 3

Régularité pour les équations
MHD, Boussinesq et MicroPolaires

3.1 Introduction

Les équations de Navier-Stokes (en dimension 3, incompressibles ou pas) concentrent a
elles seules beaucoup des problemes mathématiquement intéressants concernant les équations
de la mécanique des fluides.

Toutefois, lorsque les fluides sont légerement plus complexes, celles-ci ne permettent pas
de capturer tous les phénomenes physiques décrivant leur évolution. Par exemple, si les fluides
sont soumis & un fort champ magnétique (on pense aux différents plasmas), la description de
leur dynamique requiert un couplage avec une deuxieme équation afin d’expliquer I'influence
de ce champs magnétique et ’on obtient alors les équations de la magnéto-hydrodynamique
(ou MHD pour faire court). Si maintenant on doit prendre en compte la température du fluide
et son évolution, nous obtenons assez naturellement les équations de Boussinesq qui sont un
modele tres étudié dans la littérature. Finalement, si on considere des fluides qui possedent
des micro-structures granulaires (comme les fluides boueux ou le sang) et si 'on doit prendre
en compte les micro-rotations de ces particules, nous obtenons les équations micro-polaires
(MMP) qui correspondent & un modele mathématique plus adapté pour décrire I’évolution
de ce type de fluides.

1l existe, bien sur, d’autres équations de la mécanique de fluides, mais nous allons nous
concentrer ici uniquement sur ces trois modeles évoqués ci-dessus qui résultent (globale-
ment) d’un couplage entre deux équations : une qui décrit I’évolution de la vitesse, et qui
est essentiellement gouvernée par les équations de Navier-Stokes, et une deuxieme équation
qui donne la dynamique de la deuxieéme variable considérée (champ magnétique, champ de
micro-rotation ou température).

Dans les sections qui suivent, nous allons nous intéresser aux propriétés de régularité des
solutions faibles de ces systemes. Dans la Section nous étudierons les équations de la
magnéto-hydrodynamique, dans la Section les équations de Boussinesq et enfin, dans la
Section |3.4] on traitera les équations micro-polaires.

49
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3.2 Les équations de la magnéto-hydrodynamique

Les équations de la magnéto-hydrodynamique sont les suivantes :

U =AU —(U-VYU+ (B-V)B-VP+F, divU)=div(F)=0,
OB =AB—(U-V)B+(B-V)U+G, div(B)=div(G)=0, (3.1)
U(0,2) = Up(z), div(Up) = 0 and B(0,z) = By(z), div(By) =0,  z€R3.

Dans ce systeme la variable U : [0,T] x R® — R3 est un champ de vecteurs & divergence
nulle qui représente la vitesse du fluide, la variable B : [0,7] x R? — R3 est également
un champ de vecteurs a divergence nulle qui modélise le champ magnétique et la fonction
scalaire P : [0,T] x R? — R est la pression interne du fluide.

Les données initiales du problemes sont les fonctions Uy, By : R? — R3 et nous considérons
ici des forces extérieures F,G : [0,T] x R? — R3 & divergence nulle.

On notera que le systéme (3.1]) est relativement symétrique par rapport aux variables
et B dans le sens ol les termes (U V)U et (B-V)B ainsi que les termes (U -V)B et (B-V)
possedent essentiellement la méme structure.

U
U

Cette symétrie dans I’évolution des variables Uet B peut étre mise en lumiere grace au
changement de variable suivant proposé par Elsasser dans [67] : si I'on définit les variables @
et b par

—

i=U+B, b=U-B, (3.2)

et si 'on consideére les forces

f=F+G e §=F-G,
alors les équations (3.1) peuvent se réécrire de la fagon suivante :

—

Qi=AT—(b-VVTZ—VP+f, div(@)=div(f)=

— —.

b =Ab— (@-V)b—VP+3, div(b)=div(g)=0, (3.3)
@(0,x) = do(x), div(d) = 0, b(0,z) = bo(), div(by) = 0.
Ce systeme souligne assez clairement le caractere symétrique des variables @ et b dans leur

évolution respective : la vitesse pour la variable # est donnée par le champ de vecteurs b et,
réciproquement, la vitesse pour la variable b est donnée par le champ de vecteurs .

On remarquera également que la pression P vérifie I’équation

3
— Z 8i8j(uibj), (3'4)
3,7=1

et donc la pression P dépend uniquement des variables (i, b).

Le systeme MHD a été tres étudié depuis plusieurs points de vue différents dans les
dernieres années, voir par exemple les références [9], [56], [74], [78], [79], [84], [83], [11]].
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Dans ce qui suit, nous allons généraliser les théories de régularité existantes sur ces
équations en considérant comme outil principal les espaces de Morrey paraboliques : nous
verrons alors dans les sections ci-dessous comment généraliser la théorie de régularité de Ser-
rin et celle de Caffarelli, Kohn et Nirenberg (présentées dans les Sections et du
chapitre précédent pour les équations de Navier-Stokes).

3.2.1 Critere de Serrin pour le systéeme magnéto-hydrodynamique

Un premier résultat que nous avons obtenu dans notre article [25] pour ces équations
généralise le critere de Serrin aux espaces de Morrey pour ces équations. En effet, bien que
de nombreuses études concernant la régularité soient disponibles pour les équations MHD,
il manquait un traitement détaillé utilisant les espaces de Morrey paraboliques. Puisque ce
cadre est important pour améliorer la compréhension du réle de la pression dans ces théories
de régularité (comme nous ’avons vu dans le chapitre précédent), nous avons trouvé utile et
intéressant de mettre en place une théorie de régularité locale avec ces espaces de fonctions
et nous avons alors le résultat suivant :

Théoréme 3.2.1 Soit iy, by : R® — R3 tel que @y, by € L2(R3) et div(i) = div(by) = 0

—

soit deuzx données initiales et considérons deux forces externes f, g : [0, +00[xR3 — R3 tel
que f,g € L*([0, +ool, H'(R?)).

Supposons que p € D'(Q) et que , b [0, +00[xR3 — R3 soient deux champs vectoriels
qui appartiennent au espace

L>(Ja, b, L*(B(o,7))) N L*(Ja,b], H' (B(zo, 1)), (3.5)
et qui satisfont les équations sur l’ensemble ) =|a, b[x B(zg,r).
Si de plus on a les hypothéses locales suivantes

Tod € M (R x R3)  avec 2 < pg < qo,5 < qo < +00 56
3.6
1ob € MR X RY) avee 2 < p1 < 1,5 < 1 < 400,

et p1 < po, @1 < qo, alors pour tout o, B tel que a < a < B < b et pour tout p tel que
O0<p<r,ona

i € L®(Ja, B, L*(B(x0,p))) et b€ L (Ja, B[, L% (B(o. p)))-

On notera que par ce résultat, on arrive a déduire un controle dans un espace de Lebesgue
LP9 avec la condition de Serrin 2 + % < 1 a partir d’'une hypothese dans des espaces de
Morrey paraboliques. Ainsi, une fois que 1’on dispose de cette condition a la Serrin pour ce
systeme, il n’est pas tres compliqué d’appliquer ce critere pour obtenir un gain de régularité
pour les deux variables % et b.

variables @ et b, ceci est 1ié essentiellement a la structure des équations (3.3]) qui se préte bien
a cette approche.

Indiquons que I’étude que 'on réalise ici est totalement symétrique par rapport aux deux
i

La démonstration de ce résultat suit les grandes lignes de larticle [103] et les détails
peuvent se consulter dans notre travail [25].
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3.2.2 Théorie de Caffarelli-Kohn et Nirenberg pour le systeme magnéto-
hydrodynamique

Nous nous intéressons maintenant a généraliser, toujours en utilisant le cadre des espaces
de Morrey paraboliques, la théorie de régularité partielle pour les équations (3.3)). En effet,
soit £ un domaine borné de ]0, +oo[xR?, nous supposons les hypothéses (locales) suivantes :

@,be LPL2 N L2HLN(Q),
P e L (Q) with 1 < g < 3, (3.7)

— 10

f.g e L, (9Q).

3
Sans perte de généralité, on peut supposer que P € L;x(Q), car cette seule condition implique
les hypotheses P € L, (Q) dans toute la plage de valeurs 1 < gp < 3.

La classe des solutions faibles est trop large pour nos objectifs et nous devons réduire
I’ensemble des solutions admissibles et en fait nous ne travaillerons qu’avec un sous-ensemble
trés spécifique donné par la définition suivante.

Deﬁmtlon 3.2.1 (Solutions adaptées) Soit (u, P, b) une solution faible sur Q des équations
. Nous dirons que (i, P, b) est une solution adaptée st la distribution p donnée par ’ex-
pression

= =

po= —o(jdl® + b]*) + Aj@ + [b]*) — 2(IV @ i* + |V @ b])
—dz’v<(|E|2+2P)5+(\5]2+2P)) of i +g-b),

est une mesure positive localement bornée sur €.

Il convient de noter tout d’abord qu’a partir de ’ensemble des hypotheses , nous pouvons
déduire que p est bien défini en tant que distribution. Ensuite, on notera que dans ’expres-
sion de la quantité p ci-dessus nous prenons en compte les deux variables 4 et b ainsi que la
structure de leurs équations. On pourra parler alors de solutions complétement adaptées.

Une fois que 'on dispose de cette notion de solutions adaptées, nous pouvons énoncer le
résultat principal de notre article [26] :

=,

Théoréme 3.2.2 Soit Q un domaine borné de )0, +oo[xR3. Soit (i, P,b) une solution faible
sur Q des équations MHD ({3.3]). Supposons les points suivants :

—

1) (4, 5, P, f,§) vérifient les conditions ,
2) (i, P,b) est adaptée au sens de la Définition

10
3) On a lmformatwn locale suivante pour f et g : ]le € /\/l;’ et 1og € /\/lt?x’Tb pour
Ta,Tb>m avec 0 < o < & 3

1l existe une constante €* qui dépend uniquement de T, et 1, telle que, si pour un point
(to,z0) €Q, on a

1 . .
limsup// IV @i + |V @b’ dzds < €, (3.8)
to—r2 to—I—TQ[XB(Z(), )

r—0
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—.

alors la solution (u,b) est Holder réguliere d’exposant o sur un voisinage de (to,xo) (dans le
sens de la Définition ) pour un exposant o dans l'intervalle 0 < o < %

On remarquera tout d’abord que les parametres 7, et 7, qui définissent les espaces de Morrey
pour les forces f et g sont liés & 'exposant « de régularité holdérien et cela est en quelque
sorte assez naturel car les informations fournies par les forces extérieures n’interviennent pas
dans les termes non linéaires et doivent étre prises en compte. On notera maintenant que

S 10
puisque % < % < Tq,Tp, alors par Lemme [2.2.2| les conditions locales 1o f € Mtfx’m et

1 1
1qg € Mi’Tb sont plus fortes que les conditions f, ge Lti (©2) données dans . En effet,
cette derniere condition est demandée pour pouvoir donner un sens a la mesure 1, mais pour
obtenir un gain de régularité nous avons besoin d’avoir un peu plus d’informations et ceci
explique cette hypothese sur les forces.

De méme qu’avec le Théoreme ci-dessus, cette théorie de la régularité pour les
équations MHD n’était pas disponible dans la littérature en utilisant les espaces de Mor-
rey paraboliques : ces deux résultats fournissent alors un cadre fonctionnel unifié pour les
équations MHD qui pourra étre exploité par la suite et c’est précisément ce que nous allons
faire.

3.2.3 Solutions dissipatives pour le systeme magnéto-hydrodynamique

Une fois que nous avons développé dans le cadre des espaces de Morrey paraboliques
les théories de régularité de Serrin et de Caffarelli-Kohn-Nirenberg, il était assez tentant de
généraliser la notion de solutions dissipatives introduites dans la Section [2.3|pour les équations
de Navier-Stokes au systeme MHD (3.3)).

Cette généralisation a été faite dans notre article [27] dont le théoréeme principal est le
suivant :

Théoréeme 3.2.3 (Regularité et solutions dissipatives) Soit zy € ﬂl‘@ et soit p >0, on
considére Q =]a, b[x B(xg, p) un domaine borné de 0, +0o[xR3 et soit (U, P, B) une solution
faible sur 2 des équations MHD . Supposons :
1) nous avons que (ﬁ, B,P,F, C_j) satisfait les conditions :
U,Be LPL:NL?HNQ), F,GeL?H:Q), PeD(Q), (3.9)
2) que la solution ((7, P, E) est dissipative, ¢’est-a-dire, la quantité
M = —8,(UP+|B?) +A(U]?+|B?) —2(V @ U] + |V @ B (3.10)
—2(div(PT)) — div ((\(7\2 + |§\2)(7) +2div((U - B)B) +2(F - U+ G- B),
est bien définie comme une distribution et est une mesure non négative localement

finie sur €Q,
3) il existe une constante positive € telle que pour certains (to,xo) € Q, on a

1 = — — —
limsup// V@ U*+ |V ® B*drds < ¢, (3.11)
r Jto—7r2,to+7r2[x B(xo,r)

r—0

alors on a le gain d’information

Lot € MG (R X R?)  avee 2 < po < qo,5 < go < 400

1gb € Mfylx’(h (RxR3)  avec2<p; <q1,5<q < +oo.
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On remarquera d’abord que les hypotheses sur U , Bet F , G énoncées dans le premier point
du théoreme correspondent a un cadre de travail désormais classique et peuvent étre obte-
nues pour toute solution faible de type Leray du systéeme , cependant nous supposons ici
seulement que P est une distribution générale et ce fait implique qu’il faut définir de maniere
tres précise la quantité M donnée dans : en effet, comme cela a été expliqué dans le
chapitre précédent, I’expression <div(P(7)> doit étre considérée comme une limite tres parti-
culiére pour la rendre significative (voir la formule ci-dessous). Ce point de vue général
sur la pression constitue I'une des principales nouveautés de l'article [27] puisqu’il introduit
une nouvelle classe de solutions pour les équations MHD, que 'on appellera des solutions
dissipatives (comme pour la théorie des équations de Navier-Stokes) et permet de généraliser
tous les résultats précédents liés a la théorie de la régularité partielle de telles équations.

On notera également que la conclusion du Théoreme ne fournit pas directement un
résultat de régularité, mais donne plutot un gain d’intégrabilité dans des espaces de Morrey
paraboliques et cela est suffisant pour obtenir le gain de régularité souhaité (en effet, on
pourra d’abord appliquer le Théoreme |3.2.1| pour obtenir un deuxieme gain d’intégrabilité
dans des espaces de Lebesgue qui fournira alors directement le critere de Serrin nécessaire
pour obtenir la régularité recherchée).

Pour finir, on remarquera que, dans le cadre du théoréeme précédent, si I'on note >
I’ensemble des points pour lesquels on a le comportement suivant

1 = — — —
limsup// Ve UP>+ |V ® B]2dzds > &*,
r Jto—72,to+r2[x B(xo,r)

r—0

alors on peut montrer, par un lemme de recouvrement de Vitali relativement standard, que la
mesure de Hausdorff parabolique de I’ensemble g est nulle, ce qui signifie que cet ensemble
de points irréguliers pour les équations MHD est en réalité tres petit (voir la section 13.10
du livre [93] pour plus de détails concernant la mesure de Hausdorff parabolique).

La démonstration de ce résultat, qui suit essentiellement les grandes lignes du Théoreme
présenté ci-dessus, peut se consulter dans notre article [27]. Nous allons toutefois donner
quelques éléments de la preuve dans les lignes qui suivent.

On commence tout d’abord par utiliser le changement de variables d’Elsasser (3.2)) pour
obtenir le cadre de travail ci-dessous

i,b € LFLNLFHL(Q), f.§e LiH (), PeD(Q)
(3.12)

r—0

1 - - -
lim sup — // IV @i + |V ®b|*deds < €, (to, o) € Q,
r Jto—r2,to+r2[x B(zo,r)

qui se déduit facilement de (3.2), (3.9) et (3.11) et ou le point (tg,zo) € Q sera désormais
fixé. On notera en particulier que pour les équations MHD (3.3)), la distribution dissipative

correspondante est donnée par
A= =a(l@? +|b?) + AP + ) - 2(V @@ + |V @ b) (3.13)
—(div(P(@ + b)) — div(|@|*b + |b]*@) + 2(f - T+ G - b).
Ainsi, avant toute chose, il est fondamental de donner un sens a cette expression (en parti-
culier au terme (div(P(@ +b)))).
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Pour cela, nous allons maintenant définir de nouvelles variables qui nous aideront non
seulement a bien définir la quantité A\ mais qui nous permettrons en plus d’obtenir un gain
de régularité. En effet, en considérant un ensemble Qg = Iy X By, ,, C €2 de la forme
et avec une fonction localisante 1) donnée par ’expression on définit les variables

le = I
Ti= VAWV AD), Fi=—<VA@YAD), (3.14)

et par les propriétés localisantes de v ainsi que par les conditions de divergence nulle pour
et b, nous avons alors les identités (locales)

AT = AT, et Ah=Ab. (3.15)
Nous avons alors les propriétés suivantes :

Proposition 3.2.1 Supposons que ii,b € LPL2 N L2HL(Q), alors les fonctions T, h définies
par la formule (3.14) satisfont les deux faits suivants :

1) les fonctions ¥ et h sont o divergence nulle : div(7) = 0 et div(h) = 0,
2) nous avons ¥, h € L°L2 N LIHN(Qp),

3) de plus si l'on définit les fonctions E et ¥ par
fi=a—-7 et Y:=b—h, (3.16)
nous avons la propriété fondamentale ,6_",’7 € L Lip.(Qp,)-

En suivant les étapes détaillées dans les pages [41] et [43]| nous obtenons les équations suivantes
pour la dynamique des fonctions ¥/ et h :

+
(3.17)
+

ou les fonctions ¢, r, k et [ satisfont les propriétés suivantes
3 3
1) g€ L{, () et r € L, (Qo),

2) div(k) =0, div(l) =0 et k — kg € L? () and I—1lye L7 (), ol

. 1= L . 1~ .
ko=——VA@VAYS) and lp := —ZV/\(@ZJV/\g’), (3.18)
Le systeme (3.17) satisfait par le couple (7, k) est tres similaire au probleme (3.3) du couple
(i, b), cependant il existe des différences assez profondes entre ces deux équations. En effet :

e La principale caractéristique des équations (3.17)) réside dans le fait que les termes §q
et Vr, qui peuvent étre considérés comme des nouvelles pressions, ne dépendent pas
de la pression initiale P.

3
2

e Les “nouvelles pressions” ¢ et r dans (3.17)) vérifient ¢,r € L{,, ce qui donne une
information tres utile pour ce systeme et qui sera exploitée pour obtenir le résultat re-
cherché (tout d’abord donner un sens & I’expression ((3.13)) puis obtenir de la régularité).
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Avec toutes ces informations, nous allons considérer la limite

(div(P(i + b)) := lim lim div (P % Qoe(@* Pae + b+ %75)) , (3.19)

e—0a—0

ol la fonction ¢q. a ét¢ définie dans la formule (2.32)). Ainsi, si 'on note
lae = T* bag, bae=b*dae, Poe=P*bag, fae=F*Pac et foec=7*dac,
on obtient en étudiant la dynamique des variables u et b I’expression
Ou([iacl” + bacl?) = Alliiac* + bael®) = 2(V @ Giac|* + |V @ bael?)
div (Pa,a(ﬁa,g + z‘;a,g)) — 2y, - ((z‘; V@) * (pa,g) 9%, ((ﬁ- Vb * %75) (3.20)
+2(Tae - foe + bae - Gose);
et pour les variables U et hon a également :
Or([Tacl® + [hacl®) = A|Tael® + hael*) = 20V @ Toel® + [V @ hael?)
240 (Go.cTae + Tachas) = 20ac+ (- V) # pae) = 2hae (@ VF) 4 pac)  (321)

Le passage a la limite & — 0 n’est pas tres difficile & obtenir et 'on a pour (3.20) et (3.21)

Ou(J? + [b]?) = A(|T]* + [b]*) — 2(IV @ @ |* + |V & be|?) — 2 - ((6. V) * %)

— 95, . ((a- Vh) * %) ~ 2 lim div (Pa,s(ﬁa,g ¥ Ea,s)) 2@ fo 4 be - ).

OB + 1ef2) = AT+ Bef2) = 21V @ 8 + |V @ ) = 2 - (B - V) + . )
—2h. - (5 VB) . ) = 2div ((q 9)i + (5 po)he ) + 200 - Fe + he - L)

On notera en particulier que puisque 'on a P € D/, la limite lirrb div (Pavg(ﬁa@ + ga,5)> se
a—r

maintient tandis que I'on peut passer a la limite dans les nouvelles pressions ¢ et r (car on a

3
q,7T € LZ;B(QO))

On passe maintenant a la limite €, — 0, et pour cela on introduit les distributions :

- =,

jie = 24, ((b V@) * %) + 25, - ((a. Vh) * goa) — div(|@%b + |B)*2)
ot (3.22)
ne =20 (- V) x oc ) +2he - (7 VE) * 2 ) — div(|52F + |1%9).
Ainsi, nous pouvons écrire

([ + [b*) = A(la? + [6) — 2V @ @l® + |V @ b]*) — div(|a@l*b + [b*d)

! oL 3.23
— 21im lim div (Pa,s(aa,e n ba75)> lim e + 20T F 5 ), (3.23)
e—0a—0 e—0
et
O (|72 + h?) = A7) + |h[?) — 20V @ 0] + |V @ h|?) — div(|7]*h + |h]*D)
(3.24)

— 2div <qz7+rﬁ> — lim . +2(- K+ - D).
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Nous pouvons alors écrire
. _ s . = Y — (12 L (2 12 |72
T (e = 2) + 2 limy i div ((Poe (Fae + Bae) ) = =012 + [B2) + A + |5)
—2(V @@+ |V @ b%) — div(|@]*b + |b|*@) + 2(@ - f+b-§) + 8(|7)> + |h]*) — A7) + |]?)
+2(V @ 72 + |V @ A2) + div(|5]2h + |1]?5) + 2div <q17+ rﬁ) — 25 k+h-1).
On remarquera que tous les termes de droite sont bien définis, de sorte que pour conclure

nous aurons besoin du résultat suivant (dont la démonstration peut se consulter dans notre
article [27]) :

Proposition 3.2.2 Nous avons la limite
lim p. —me = 0. (3.25)
e—0

Cette proposition nous permet alors d’écrire 'identité

2 lim hmdzv( M(uw+bw)) = (@2 + |B?) + A(a@)? + [52)

e—0a—0
(Ve + |V eb?) - div(j@?b + |b)*a)
+2@- f+0-§) +a(|7% + [h?) — AT + k)
+2(|V @ T2 + |V @ h|?) + div(|5]*h + |h[*7)
+2div <q17+ rﬁ) oG- K+ k),

ce qui montre 'existence de la limite lim lim div (Pa e(Une + ba 5)) dans D'.
e—0a—0 ’ ’ ’

Nous avons donc montré que la quantité M définie dans I'expression (3.10)) a bien un
sens et maintenant nous allons la supposer positive (en tant que mesure borélienne) ce qui
correspond avec la notion de solutions dissipatives.

Ainsi, si 'on note

A= =8(af +b]?) + A(a)” + \) 2|V @ @) + |V @ b)?) — div(|@|*b + |b]*@)

+1b
—2(div(P(@ + b)) +2(f - @ +§-b) = lim fic

on a donc par hypothese de dissipativité A > 0. Mais on a (par la Proposition [3.2.2)) que

lim pe = lim 7, et il est alors facile de constater que la quantité
e—0 e—0

lim 70 = ~,(17” + |h*) + AT + [A) — 20V @ 7 + |V © h*) — div([0]*h + [[*0)
3
— 2div(qT + rh) + 2(T -k + - 1),

est une mesure borélienne localement finie non négative, ce qui implique le caractere adapté
des variables (¥, h). Maintenant, ’hypothese 1' de petits gradients se transmets sur les
variables ¥ et h car on a 'identité

lim sup — // (s, 9)> + |V @ b (s,y)|*dyds

r—0

= lim sup — // IV @7 (s,9)]* + |V @ h(s,y)|*dyds.
Qr

r—0
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Dans ce cadre de travail, on obtient alors que les variables ¥ et h vérifient toutes les hy-

potheses nécessaires pour appliquer la théorie de Caffarelli, Kohn et Nirenberg : ces variables

sont donc Hélder régulieres dans un petit voisinage du point (fo, o) et en particulier elles
. 3,70 .

appartiennent aux espaces de Morrey M;”,” pour un certain 79 > 5.

Nous allons voir maintenant comme ce gain de régularité sur les variables 7eth peut se
transmettre en un gain d’ 1nformat10n Morrey aux variables initiales @ et b. En effet, par la
propriété nous avons B =u—7Tetqy = b — h avec 5,7 € L Lip,(Qp,). Ainsi nous
écrivons U = 6 + U et

M, Tl 2o < [Lep, ll y2m0 + IIILQROﬁIIM o < [[LQr, Ul yy3r0 + 18]l L2e (@) < +005

ot nous avons utilisé I'inclusion LS (Qr,) C Ly (QR,). Par exactement les mémes calculs, on

a également 1g Rob € Mi;o, et I’on obtient donc un gain d’information sur les variables u et

b en termes d’espaces de Morrey paraboliques. Le Théoreme est maintenant démontré. l

Voyons a présent comment obtenir un gain de régularité a partir de cette information
Morrey : en effet, a partir du résultat précédent nous pouvons invoquer le Théoréeme [3.2.1
pour obtenir un gain d’intégrabilité en terme d’espaces de Lebesgue qui & son tour fournira
un gain de régularité en variable spatiale en appliquant le critere de Serrin usuel.

Nous voyons ainsi comment il est possible de généraliser les théories de régularité de
Serrin et de Caffarelli, Kohn et Nirenberg en introduisant le concept de solutions dissipatives
pour les équations de la MHD. Comme cela a été dit ci-dessus, cette étude est totalement
symétrique dans le sens ou les hypotheéses demandées sur les deux variables sont de méme
nature. Une étude plus approfondie de ce systeme permettrait éventuellement de dissocier ces
deux variables en exigeant peut étre moins d’informations sur une des deux variables, mais
nous n’avons pas eu le temps d’explorer cette idée pour ce systéme, mais nous l’avons fait
pour les équations de Boussinesq comme nous allons le voir dans la section suivante.

3.3 Les équations de Boussinesq
Nous considérons maintenant les équations de Boussinesq en dimension trois :

Ot = AT — (- V)i — Vp + fes,  div(i) =0,

0,0 =00 —1-V0, (3.26)
(0, z) = tp(x), div(ip) =0, 0(0,2) = y(x).

Ici, i : [0, +oo[xR? — R3 est un champ de vecteur & divergence nulle, p : [0, +oo[xR?> — R
est la pression du systeme et 6 : [0, +oo[xR? — R est la température et I'on a e = (0,0, 1)%.
On remarquera sans probleme que si § = 0 alors on récupere les équations de Navier-Stokes
incompressibles usuelles.

Le systéme Boussinesq (en 2D ou 3D) a été largement étudié sous de nombreux points
de vue, voir [§], [10] et [64] pour les résultats d’existence, [5] pour le comportement en grand
temps ainsi que [10], [70], [77] et [81] pour certaines propriétés de régularité.

Dans cette section nous nous concentrerons sur le cas 3D qui, par sa proximité avec le
probleme de Navier-Stokes, est légérement plus délicat a traiter (en termes de problemes de
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régularité) que le cas 2D. Le systeme de Boussinesq est bien entendu différent des équations
de Navier-Stokes : en effet, la présence de la température 6 dans la premiere équation de
et le couplage via le terme de transport u - V6 dans la deuxieme équation induisent
des modifications intéressantes. Par exemple, en appliquant 'opérateur de divergence a la
premiere équation de (3.26)) on obtient la relation suivante

— Ap = div(div(@ ® @) — Dz, b, (3.27)

ce qui donne une équation pour la pression différente de celle du probleme de Navier-Stokes
puisque pour récupérer la pression p nous avons besoin des deux variables i et 6. Une autre
différence est liée aux inégalités d’énergie : & partir de données initiales iy, 0y € L?(R?)
et pour un temps fixe 0 < T* < 400 on peut construire des solutions faibles (u,0) €
L([0,T*], L2(R3)) N L2([0, T*], H'(R?)) qui satisfont les inégalités d’énergie suivantes (va-
lables pour tous 0 < t < T™)

IN

t
li(t, )25 + 2 /0 IS @ i(s, )|2ds < C(liiol|2s + t2]60]|2) (3.28)

t
16t )2 +2 /0 196(s, ) [2ods < [o]l2, (3.20)

mais ici 'estimation (3.28|) n’est pas uniforme dans le temps et ce fait peut poser quelques
problémes lors de 1’étude de solutions globales. Voir par exemple [5], [§] et [64] pour plus de
détails concernant les problemes d’existence.

Concernant les théories de régularité, le célebre critere de Caffarelli-Kohn-Nirenberg pour
le systéme de Navier-Stokes (voir [6]) a été étendu dans [77] & I’équation de Boussinesq. Cette
théorie repose sur la notion de solutions adaptées qui sont, grosso modo, des solutions faibles
satisfaisant une inégalité énergétique locale. Notons que dans l'ouvrage [77] mentionné, la
condition d’adaptabilité est imposée aux variables @ et  de maniére symétrique comme cela
a été fait dans la section précédente pour les équations de la MHD.

Nous allons montrer ici que cette condition sur les deux variables est redondante et qu’il
suffit de considérer un certain comportement pour le champ de vitesse 4 uniquement : ce
fait nous amenera a la notion de solutions partiellement adaptées et avec ’aide de ce concept
nous verrons comment en déduire un gain de régularité pour les deuz variables.

Définition 3.3.1 (Solutions partiellement adaptées) Considérons i, € L°L2(Qr) N

L?HY(QR) deuzr fonctions qui satisfont faiblement [’équation sur la boule parabo-

liqgue Qr (de la forme ) Supposons de plus que nous disposons de l'information locale
3

p € L2, (QR) sur la pression.

Nous dirons alors que (i,p,0) est une solution partiellement adaptée pour [’équation de
Boussinesq st la distribution p donnée par ’expression

p= =@ + Ald? — 2|V @ @)? — div ((|@* + 2p)@d) + bes - 1, (3.30)
est une mesure positive localement bornée sur Q.

3
La condition p € L{, est assez classique et la contribution de la variable 6 via la relation

(3.27) ne provoque aucune interférence car nous avons 6 € LL2(Qr) N L%H;(Q r)- On re-
marquera ensuite que I’expression de la quantité p donnée ci-dessus suit la premiere équation
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du systeme (3.26)), mais ne fait pas intervenir la deuxiéme équation qui donne 1’évolution de
la variable 6.

Nous verrons alors que cette notion de solution partiellement adaptée sera utile pour
déduire certaines inégalités d’énergie locales pour le champ de vitesse 4, mais nous n’avons
pas besoin d’imposer une condition similaire a la variable 6, qui peut étre considérée en
premiere lecture comme une simple force externe sans divergence.

Avec ce concept, il est en particulier possible d’obtenir un gain de régularité pour les deux
variables @ et 8 comme nous 'indique le résultat qui suit et qui a été publié dans notre article
[51] -

Théoréme 3.3.1 Considérons (i, p,0) une solution partiellement adaptée pour l’équation de
Boussinesq au sens de la Définition |3.3.1. 1l existe une petite constante 0 < €* < 1
telle que si pour un certain point (to,xo) € Qr, ot Qg est une boule parabolique donnée dans

, nous avons

1 B
lim sup — // |V @ i)|*dzds < €, (3.31)
r—0 T Jto—r2,to+r2[x B(zo,r)

alors, la solution (u,0) est Holder continue dans le temps et dans l'espace pour un exposant
0<a< ﬁ dans un petit voisinage du point (to, o).

On notera d’abord qu’en plus de la condition d’adaptabilité partielle, nous n’avons besoin que
d’une condition de petitesse pour le gradient du champ de vitesse @ (énoncé dans I'hypothese
ci-dessus), mais qu’aucune contrainte particuliere n’est demandée pour la variable 6.
Remarquons ensuite que dans ce contexte on peut obtenir un gain (local) de régularité pour
les deux variables 4 et 6 : lorsqu’on traite des problemes de régularité on peut ainsi observer
que la variable @ domine la variable 8, dans le sens ot I’on peut déduire certaines informations
de régularité sur la variable 8 a partir du comportement de la variable .

Pour cela, nous allons concentrer maintenant notre étude sur la variable 4 uniquement,
dont I’équation est

Ot = At — (- V)@ — Vp+fes,  div(a@) = 0.

Ici, la variable 6 peut étre vue comme une force extérieure pour laquelle nous avons l'informa-
tion 0§ € L([0,T], L2(R3)) N L2([0,T], H'(R?)), on notera que par interpolation nous avons
aussi .

0 € L2([0,T] x R?), (3.32)

10 10

de sorte que localement nous avons l'information § € L,°, C L,", de sorte que ce terme vérifie
les hypotheses demandées jusqu’ici pour les forces extérieures (voir par exemple le premier
point du Théoréme le deuxieéme point du Théoreme ou encore les hypotheses )

Notre objectif est alors d’obtenir un maximum d’informations sur «# pour ensuite voir
comment cette information peut se réinjecter dans la deuxiéme équation du systeme ([3.26])
pour obtenir ainsi un gain d’information sur 6. Dans ce sens un premier résultat est le suivant

Proposition 3.3.1 Sous les hypothéses du Théoréme considérons (U, p, ) une solution
partielle adaptée pour les équations de Boussinesq sur une boule parabolique Qg. Alors
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il existe un rayon 0 < Ry < 2 et un indice o tel que 25 < 79 <6 (rappelons que 0 < av < 24)
de sorte que l'on a les informations Morrey locales suwantes
3
1Qp, (toa)@ € M3 (R X R?), (3.33)

ot le point (to,x0) € Qr est donné par hypothese )

Ce résultat donne un petit gain d’intégrabilité sur la variable @ uniquement mais ceci n’est
bien str pas suffisant et il faut répéter les arguments ci-dessus afin d’obtenir un meilleur
controle. Cette itération est possible jusqu’a un certain seuil maximal qui dépend de 'infor-
mation de base disponible sur la variable 6 ainsi que de ’expression de la pression p qui est
donnée par la formule et on peut alors montrer que l'on a

Lon(towe)d € MPZ R XRY) et Lgpem)V ® T € MyTHR x RY), (3.34)

nous avons donc suffisamment d’informations sur la variable @ pour réaliser les calculs qui
concernent la variable 6 et nous avons :

Proposition 3.3.2 Sous les hypothéses générales du Théoréme si nous avons les
controles sur i (en plus de linformation L{°L2 N L2H}) alors, si nous considérons
[’équation d’évolution de la variable 0

00 = A0 — it - V0,

nous obtenons le contréle :
12 50

1ga(tom0)? € M ° (R X R?),
sur un petit voisinage du point (to,zo) donné dans l’énoncé du Théoreme|3.5.1}

La démonstration de cette proposition est relativement directe : avec toutes les informations
disponibles sur @ et sur € et en localisant convenablement les variables autour du point (tg, zg),
la dynamique de la variable 6 est donnée localement par un équation de la chaleur avec une
“force extérieure” (qui dépend de @ et de 6) sur laquelle on dispose d’assez d’informations
pour mener a bien les controles dans le sens de la norme Morrey recherchée. Tous les détails
techniques peuvent se consulter dans notre article [51].

Une fois que 1'on dispose des Propositions et ainsi que des controles (3.34)), on
peut donner les lignes générales de la démonstration du Théoreme et 'on commence

tout d’abord par introduire une fonction localisante ¢ : R xR® — R telle que supp(¢) C
]— 1, 5[xB(0,3) et ¢ =1 sur | — 15, 15[xB(0, 1). On considére ensuite un rayon 0 < R < R

424
t—to r — T
o) =o (g TR

assez petit puis 'on définit
Ainsi, a l'aide de cette fonction réguliere et localisante, on introduit les deux variables sui-
vantes

—

U=nu et O =nb,

dont les dynamiques respectives sont données par les équations

3
O = AU + (9 + An)it — 2) ~ 9;((9im) (1)) — div(nii ® @) + @ @ i@ - Vi — Vp + nfes, (3.35)
=1
et
3 —
0,0 = AO + (O + An)0 — 23" 8;((9m)0) — div(yad) + (V) - (a@0). (3.36)

i=1
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Afin de rendre ces équations plus compactes, nous introduisons le vecteur (3 + 1)
ni
nf|’

ainsi avec les équations ([3.35) et (3.36]) on obtient le systéme

O

3
OV =AV+A-2Y 0,8 —div(¢)+D—E+F,

) — (3.37)
V(0,z) =0.
ou les vecteurs /T, s H sont définis par
a S | (9Om)u N & U
A= (0m+ A , B= , €= ,
(@ + An) | (82’77)‘9] nif
. . (3.38)
=~ |@®d-Vn = |nVp F—;_|:779€3:|
(Vi) - (@) 0| 0 J

on notera bien sur que le terme % n’est pas exactement un vecteur (3 + 1) (le premier

composant est un tenseur) et la quantité div(%) doit étre comprise dans le sens suivant :
div(nid ® U

div() = | B0 e D
div(nub)

travaille composante par composante.

et ce léger abus de notation peut étre facilement compris si 'on

Ainsi, par la formule de Duhamel, la solution de 1’équation (3.37) peut s’écrire de la
manieére suivante :

t 3
Vit,z) = / elt=9)A (J —2Y 9B —div(¢)+D—E+ ﬁ) ds. (3.39)
0 i=1

Nous allons donc appliquer le Lemme a ce systeme et obtenir de la sorte un gain de
régularité parabolique : pour cela il suffira de prouver que les quantités ff, ey F , définies dans
satisfont des bons controles en termes d’espaces de Morrey. C’est ici que nous invo-
quons les résultats obtenus précédemment dans les Propositions et ainsi que dans
(13.34)) : nous disposons d’assez d’information pour obtenir le gain de régularité recherché et
la preuve du Théoreme [3.3.1] est terminée |

Avec cette nouvelle notion de solutions partiellement adaptées, nous voyons qu’il n’est pas
nécessaire de demander le méme comportement pour les deux variables i et 8 pour obtenir
un gain (local) de régularité. Il suffit en fait d’imposer certaines conditions uniquement sur
la vitesse @ pour en déduire, par une étude séparée des dynamiques de ces variables, un gain
d’information de type Morrey sur @ qui peut se transmettre a la variable 6 (toujours en norme
Morrey) pour finalement obtenir le gain de régularité souhaité. On dira donc que la variable @
“domine” la variable # et cette domination est naturelle dans le sens ou la vitesse 4 intervient
dans le transport de la température 6 tandis que la variable § peut étre vue tout simplement
comme une force extérieure dans la dynamique de .
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3.4 Les équations micro-polaires

Les équations micro-polaires modélisent des fluides incompressibles avec des micro-structures
influencant la dynamique du fluide, ce systeme, initialement proposé par Eringen en 1966 [68],
est constitué par un couplage entre les équations de Navier-Stokes et une équation sur la vi-
tesse de micro-rotation :

Ol = AT — (@~ V)T — Vp+ 3V Aw +

— —

U
-~
I~
—~
S
~—
I
=
U
-~
I~
—
N—
I
=

Ol = AG + Vdiv(@) — & — (@- V)b + iV AT, (3.40)
@(0,2) = dp(z), div(ip) =0, w(0,z)=wp(r), z € R3.

Ici @ représente la vitesse du fluide, p la pression associée, w la vitesse de la micro-structure
ou vitesse des micro-rotations, et f est une force extérieure. Ce systeme d’équations a été
étudié par de nombreux auteurs pour obtenir différents types de résultats (existence de so-
lutions mild, faibles ou encore des propriétés d’unicité fort-faible ainsi que des problemes de
régularité) voir par exemple [4], [38], [72], [96], [97], [98], [99], [119].

Une particularité de ces équations réside sur le fait que la variable @ n’est pas a diver-
gence nulle, et donc son analyse ne peut se faire de la méme maniere que pour la vitesse .
Cette propriété rend son étude assez différente des autres systémes d’équations basés sur les
équations de Navier-Stokes que nous avons étudié dans les sections précédentes (comme les
équations magnéto-hydrodynamiques et celles de Boussinesq).

On notera néanmoins que par des arguments relativement standards, on peut obtenir sans
problémes, & partir de données initiales iy, w € L?(R?), avec div(iip) = 0, des solutions faibles
globales & la Leray @@ € L*([0, 400, L2(R3)) N L([0, +-00[, H'(R?)) qui en plus vérifient
I'inégalité d’énergie suivante

t
(t, )72 + [lw(t, )72 +/0 [@(s, W+ 211d0(s, |70 + 1@ (s, )72 + 2[|div(d) (s, ) ||7-ds
< |ldio||z2 + [|o 7 -

L’étude que nous avons réalisé sur ce systeme porte essentiellement sur ce type de solutions
et nous allons voir que, de la méme facon que pour les équations de Boussinesq étudiées dans
la section précédente, il existe ici un phénomene de domination de la variable 4 sur la variable
w lorsqu’on étudie des problemes de régularité. Toutefois, nous allons pousser un peu plus
loin notre analyse et on verra dans ce qui suit des problémes de concentration de normes
autour des points qui ne sont pas réguliers.

3.4.1 Un gain d’intégrabilité et un critere de Serrin

La premiere étape de notre analyse sur les équations micro-polaires concerne un gain de
d’intégrabilité qui menera vers un gain de régularité et nous allons voir qu’il suffit d’imposer
une condition supplémentaire de type Morrey sur la vitesse @ pour obtenir des résultats
intéressants pour les deux variables et 0.

Théoréme 3.4.1 (Gain d’intégrabilité) Soit (i, p, W) une solution faible sur Q des équations
micropolaires ot () est une boule parabolique donnée dans . Supposons que U, W €
LEL2NLIHN(Q), p € D}, (Q), f € LH,(Q). Si de plus on a Ihypothése locale suivante

1qu € MPY™ (R x R3) avec 2 < po < qo, 5 < qo <6, (3.41)



64 Chapitre 3. Régularité pour les équations MHD, Boussinesq et MicroPolaires

alors
1) soit une boule parabolique Q1 =|ay,b1[xXB(xg,71), avec a < a3 <by <bet0<ri <7
(on obtient ainsi l'inclusion Q1 C Q), nous avons

1o, € LE(R x R?), 5 < qo <6. (3.42)

2) pour une boule parabolique Q2 =lag, ba[x B(xo,72), avec a1 < ag < by < by et 0 < rg <
r1 (notez l'inclusion des boules paraboliques Q2 C Q1), on a

1o, @ € L (R x R?), (3.43)
pour 5 < qp < 6.

La démonstration de ce résultat est intéressante a plusieurs égards. En effet, au vu de la
structure de I’équation micro-polaire , il ne sera pas facile (ni souhaitable) de faire une
étude symétrique des deux variables @ et @ comme cela était le cas pour les équations de
la magnéto-hydrodynamique : le champ de vecteurs W n’étant pas a divergence nulle,
plusieurs des astuces usuelles concernant le traitement de la vitesse @ ne peuvent pas étre
mis a profit ici. L’idée est alors de faire une étude séparée de chacune de ces variables en
exploitant le fait que la variable @ peut étre vue comme une force extérieure pour laquelle
on a un contrdle dans les espaces L{°L2 N L2H!. Ainsi, en localisant tout d’abort la vitesse @
puis en étudiant sa dynamique, il est possible d’obtenir 'information Morrey recherchée, et
seulement ensuite on injectera cette nouvelle information dans 1’étude de la dynamique de la
variable w. La démonstration complete de ce théoréme peut se consulter dans notre article
[39]. Cette preuve n’est pas totalement triviale car il faudra faire un détour en étudiant la
dynamique de la divergence de w -on se souviendra que 'on a div(w) # 0- pour pouvoir
obtenir le résultat souhaité.

Une fois que l'on dispose de ce gain d’intégrabilité on peut alors obtenir le critere de
Serrin suivant qui nous fournira de la régularité pour les deux variables 4 et .

Théoréme 3.4.2 (Critére de Serrin) Soit (i, p, W) une solution faible des équations des
fluides micropolaires (3.40) sur une boule parabolique Qg (to,xo) telle que l’on ait

i, @ € Ly L3 (Qr(to, m0)) N L{H3(QR(to,70)) and  p € D} ,(Qr(to,70)).

Si l'on suppose en outre que @ € L{S(Qr(to, o)), alors pour tout 0 < r < R, et pour tout
k € N nous avons

i, € L=(Jtg — 2, to], H*(Baor)) N L2(Jto — 12, to[, H* 1 (Byy 1))

On remarquera que dans ces deux résultats, les hypothéses ne portent que sur la variable 4 :
I'effet de domination de u sur @ est alors pleinement exploité pour obtenir les conclusions
recherchées sur ces deux variables. Cette notion de domination, déja évoquée dans ’étude des
équations de Boussinesq dans la section précédente, avait été peu étudiée pour les équations
micro-polaires et c’est ce point de vue que nous allons mettre systématiquement en avant
dans les pages suivantes.

Ce théoreme nous conduit assez naturellement & introduire le concept suivant :

Définition 3.4.1 (Point partiellement régulier/singulier)

Un point (tg, z0) € Q CJ0, T[xR? est un point partiellement régulier pour les équations des
fluides micropolaires si il existe un rayon 0 < r < 1 tel que Jtg — 12, to[XBgyr C Q2 et tel
que i € L5 (Jto — 72, t0[X Bzo.r). Nous dirons qu’un point (to,xo) est partiellement singulier
s’il n’est pas partiellement régulier.
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Ces deux résultats précédents et cette définition seront tres utiles pour étudier les phénomenes
de concentration de normes autour de point singuliers, mais nous aurons également besoin
des résultats de la section qui suit.

3.4.2 Théorie de Caffarelli-Kohn et Nirenberg pour le systéme micro-
polaire

Peu de résultats concernant cette théorie de régularité ont été développés pour les équations
micro-polaires et en suivant le fil conducteur donné dans la section précédente nous allons
voir ici qu’il suffira d’imposer des conditions sur une seule variable afin de pouvoir établir nos
résultats. Ainsi, en suivant la Définition [3.3.1] nous avons le concept suivant

Définition 3.4.2 (Solutions partiellement adaptées) Considérons ii,w € L{L2(Qg) N

L?HY(QR) deur champs vectoriels qui satisfont 1’équation sur une boule parabolique

QRr- Supposons de plus que nous disposons de l'information locale suivante sur la pression :
3

pE LEI(Q r). Nous dirons que (i, p, W) est une solution partiellement adaptée si la distribu-
tion u donnée par l’expression

p= = + Ala? — 2|V @ @2 — div ((|@* + 2p)@) + (V A @) - 4, (3.44)
est une mesure localement finie non négative sur Qg.

Avec cette notion ci-dessus, nous pouvons maintenant énoncer un premier résultat :

Théoréme 3.4.3 Considérons une boule parabolique Qr. Soit (i, p, W) une solution partiel-
lement adaptée (au sens de la déﬁnition pour le systeme micropolaire sur QR.

Il eziste une petite constante 0 < €* < 1 telle que si pour un certain point (to,zo) € Qr nous

avons
1 -
lim sup — // IV @ ii|2dzds < €, (3.45)
r—0 T Jto—r2,to+r2[x B(zo,r)

alors, la solution (U, W) est Holder réguliére dans le temps et dans l’espace pour un exposant
0<a< i dans un petit voisinage du point (tg, o).

Comme nous ’avons mentionné précédemment, observons que nous imposons uniquement des
conditions a la variable u et aucune hypothese particuliere n’est demandée pour la variable .
De la méme facon que pour les équations de Boussinesq, la stratégie repose sur une premiere
étude de ’évolution de la variable @ pour laquelle la contribution de la variable & (via le terme
VA W) peut étre vue comme une force extérieure qui posseéde suffisamment d’integrabilité
pour obtenir un premier gain d’information sur la vitesse u. Ce petit gain d’information sur
u_permet d’étudier la divergence du champ de vecteurs W (qui est présent dans I’équation
l) sous la forme ﬁdiv(zﬁ)) et, une fois que l'on a obtenu des propriétés sur div(wf), nous
pouvons étudier la variable w. En procédant de la sorte on obtient les informations Morrey
nécessaires pour pouvoir appliquer le Lemme [2.2.4] et permet d’exhiber le gain de régularité
recherché. Voir tous les détails dans notre article [40].

Pour les équations micro-polaires nous allons pousser un peu plus loin notre analyse et
nous allons étudier la concentration de la norme L? autour de points singuliers.
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3.4.3 Concentration de la norme L? pour le systéme micro-polaire

Commencons par deux remarques simples concernant le systeme (13.40)). Premiérement, il
est facile d’observer que I’équation liée & la variable 4 est invariante par rapport au change-
ment d’échelle suivant

it x) = Mi(N2t, \x),  pa(t,x) = Mp(A\2t, Ax) et @y = N2G(\%t, Az) ot A > 0,

mais le triplet (@y, px,Wy) n’est plus une solution pour I’ensemble du systéme micropolaire
puisque la deuxieme équation ne possede pas d’échelle naturelle qui préserve la struc-
ture de ’équation (du fait de la présence du terme @), et ce fait révele 'une des différences
majeures entre ces deux équations.

Nous continuons en observant encore une fois que 'information sur la pression p peut étre
facilement obtenue a partir de la variable 1 : en effet, en appliquant formellement ’opérateur
de divergence dans la premiere équation du systéeme , puisque div(Z) = 0 et div(ﬁ/\u‘i) =
0, on obtient I’équation suivante pour la pression :

— Ap = div((@ - Vi), (3.46)

on peut donc écrire p = ﬁdiv((ﬁ - V)u) et alors la pression p n’est liée qu’au champ de
vitesse i, nous considérerons donc (i, W) comme les variables principales. Ces deux remarques
simples seront essentielles dans la suite.

Comme nous visons a étudier le comportement de la variable @ autour d’un éventuel point
d’explosion, nous devons tout d’abord établir des résultats de régularité tres spécifiques. Ainsi,
un premier résultat utile explore un gain d’intégrabilité en supposant une hypothese locale
L L3 pour le champ de vitesse @ :

Théoréme 3.4.4 (Condition L¥°L3) Considérons (i, p,w) une solution partiellement adaptée
sur un ensemble régulier Q C)0, T[xR3 avec 0 < T < +oco des équations du fluide micropolaire
(13.40) au sens de la Définition donnée ci-dessus. Supposons que pour un certain point
(to, o) € Q2 il existe R > 0 tel que Jto — R?,to[x Byy.r C Q et tel que l'on ait linformation

U € LOO(]tO — RQ,to[, L3(Bx07R)).

Alors il existe 1 > 0 avec 0 <1 < & tel que i € L3 (Jto — 1%, to[X Bry.r), i-€. le point (to,zo)
est partiellement régulier au sens de la Définition |3.4. 1|

On notera tout d’abord que nous imposons uniquement quelques informations supplémentaires
sur 4 et non sur la variable @ (ce qui est cohérent avec 1’esprit général de notre étude), cepen-
dant la conclusion ne s’applique qu’a #. Remarquons ensuite que ce controle supplémentaire,
a savoir le fait que @ € L{°L3 (localement), concerne les cas limites du critere de Serrin pour
le systéme classique de Navier-Stokes ot il est traditionnel de supposer localement @ € LY L%
avec % —l—g < 1 (voir [109]). Le cas ou %—l—% = 1 avec ¢ > 3 a été obtenu par [I13] et [114]
alors que le cas p = +o00 et ¢ = 3 a été obtenu pour les équations de Navier-Stokes dans [69].

Dans notre prochain résultat, en supposant un contrdle global dans I’espace L2,
caractériserons la continuité dans l'information temporelle pour le champ de vitesse i en
termes de points réguliers partiels. Plus précisément nous avons :

nous

Théoréme 3.4.5 Soit (i, p, W) une solution faible de type Leray sur]0,+oo[xR3 du systéme
micropolaire (3.40) avec @, € L{°L2 N L?H} tel que pendant un certain temps 0 < § <
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T < +oo nous ayons i € L>(]0, T[, L3(R3)). Alors le champ de vitesse i satisfait i €
C(16,T[, L3(R3)) si et seulement si chaque point (tg,xo) €], T[ est un point partiellement
régulier au sens de la Définition[3.4.1].

Une des principales différences entre ce résultat et le Théoreme précédent réside dans
le fait que nous n’avons plus besoin ici de la condition partiellement adaptée . En effet,
comme nous le verrons plus loin, I'hypothese globale dans I’espace @ € L>(]0, T[, L3(R?)) est
suffisamment forte pour garantir une estimation globale intéressante. La encore, la variable
w ne semble jouer aucun role particulier dans ’énoncé du résultat, mais doit étre étudiée tres
attentivement dans les calculs.

Ces résultats, bien qu’intéressants en eux-mémes, ne sont cependant que des résultats
préliminaires : en effet, un premier résultat intéressant obtenu dans notre article [41] énonce un
critere d’explosion pour la solution faible de type Leray des équations des fluides micropolaires
(13.40)) :

Théoréme 3.4.6 (Explosion) Soit (i, p, W) une solution faible de type Leray des équations
des fluides micropolaires (3.40). Soit 0 < T < 400 le temps mazimal tel que l'on ait le
contréle @ € C(]0, T[,L3( R)). Si T < 400, alors

sup ||u(t, )]s = +o0.
0<t<T
Indiquons tout de suite qu’il est possible de préciser le critere d’explosion énoncé dans le
théoreme ci-dessus : en effet, nous pouvons étudier la concentration de la norme L3 du champ
de vitesse @ sur des boules centrées en un point singulier (7,0) dont le rayon tend vers zéro
lorsque t tend vers 7 et dans ce sens nous avons le résultat suivant qui a été démontré dans
notre article [41] :

Théoréme 3.4.7 (Concentration de la norme L3) Soit (i, p,w) une solution faible de
type Leray des équations des fluides micropolaires . Soit 0 < T < 400 le temps mazximal
tel que lon ait @ € C(J0, T, L°(R?)). Supposons de plus que le point (T,0) soit un point
partiellement singulier au sens de la Définition[3.4.1) et que le temps T satisfasse la condition
susvante : pour un certain rog > 0 tel que 0 < T — 7“8, on a

1
sup sup sup / |i(t, z)|*dx = M < +oo. (3.47)
20€ER3 r€]0,r0] t€]T—12,T] T J By r

Alors, il existe e >0, & =6(M) >0 et 0 <6 < T tel que pour tout t €T —9,T], on a

/ it 2)Pdz > . (3.48)
Bo, /Tgt

On notera sans surprise qu’avec ’estimation ci-dessus il est assez simple d’observer le
phénomene de concentration de la norme L2 pour le champ de vitesse i lorsque ¢ tend vers
le temps 7. Remarquons maintenant que la contrainte donnée dans ’expression est
connue dans la littérature des équations de Navier-Stokes sous le nom de condition de type I
(voir [2], [3], [85]) et cette condition peut étre interprétée en termes d’espaces de Morrey. En
effet, si @ satisfait la condition , alors nous avons U € L?OM%3 C M?i . Comme on pou-
vait s’y attendre, le fait que 4, w € My’ avec p = 2 et ¢ = 5 sort du cadre de Serrin énoncé
en termes d’espaces de Morrey ol nous devons imposer que 2 < p < g et 5 < ¢ < 6 (voir la
condition ci-dessus). Cela suggere que les valeurs p = 2 et ¢ = 5 peuvent constituer un
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seuil : au-dessus de ces valeurs l'information parabolique supplémentaire donnée en termes
d’espaces Morrey fournira suffisasamment d’intégrabilité pour en déduire un gain de régularité,
tandis qu’avec les valeurs p = 2 et ¢ = 5, le contréle parabolique de Morrey ne produira pas
de gain d’information conséquent.

Notons également que, bien qu’il ne soit pas difficile d’exhiber une domination de la va-
riable u sur la variable @ lorsqu’on considere les résultats de régularité (au sens ou il suffit
d’imposer certaines conditions a # pour obtenir un gain pour les les deuz variables @ et W), les
techniques développées dans nos travaux ne semblent pas fournir d’informations sur le com-
portement de w proche d’un potentiel point d’explosion. Cependant, on peut éventuellement
conjecturer qu’'une explosion de la variable w aura un impact sur le comportement du champ
de vitesse i, mais ’étude complete de ce probleme nécessiterait probablement des recherches
supplémentaires.

La démonstration de ce théoréme repose en particulier sur la proposition suivante :

Proposition 3.4.1 Soit (i, p, W) une solution partiellement adaptée sur une boule parabo-
lique Q. Alors, pour tout (to,zo) € Q(t,x) nous avons

e soit (to,xzo) est un point partiellement singulier (au sens de la Définition [3.4.1]) et
alors pour tout 0 < r < 1 nous avons

1
c< [ jaf e lpliayds,
r QT(tOer)
e soit (tg, zo) est un point partiellement régulier et alors
1
lim / @) + |@|3dyds = 0.
Qr(to,z0)

Ainsi, une étude détaillée des points singuliers avec en plus 'hypothese (3.47) permettra
d’obtenir I'estimation (3.48]). Tous les détails peuvent se consulter dans [41].



Chapitre 4

Autour des équations de
Navier-Stokes Stationnaires

4.1 Introduction

Nous présentons dans ce chapitre quelques résultats obtenus concernant 'unicité des
équations de Navier-Stokes stationnaires, que ce soit dans le cas classique ou dans le cas
fractionnaire, dans lequel I'opérateur Laplacien usuel est remplacé par l'opérateur (—A)%
pour un certain parametre 0 < a < 2.

Les systemes étudiés sont alors les suivants

= —

—AG+ (@-V)i+Vp=f,  div(@) =0, (4.1)

(=A)V2d+ (@-V)i+Vp=f,  div(id)=0, (4.2)

ol u,p : R® — R3 sont les inconnues et ou f est une force extérieure donnée. L’existence
de solutions faibles @ € H'(R®) pour les équations et @ € Hz(R®) pour le probleme
a n’est pas tres difficile a établir : il suffit d’appliquer convenablement le théoréme de
Leray-Schauder. On notera également sans trop de difficulté que si l'on a f = 0, alors la
fonction 4 = 0 est une solution triviale des systemes et .

Mais dans ce cadre de force extérieure nulle, la fonction @ = 0 est-elle 'unique solution ?
Initialement introduit dans [73] (voir le Théoreme X.9.5, page 729) mais aussi dans [10§],
I’étude de I'unicité de la solution triviale lorsque f = 0 reste a ce jour un probleme ouvert.
Plus précisément, il s’agit du probleme suivant :

Probléme 4.1 Montrer que toute fonction @ € H'(R?) avec @(z) — 0 si x| — +0o qui est
solution du probléme avec force extérieure nulle (f = 0) est alors identiquement nulle
(ie. @=0).

Bien évidemment, cette question se transpose sans probleme aux équations fractionnaires
|D en remplacant I’espace H'(R3) par H2 (R3).

On notera que par les injections de Sobolev classiques on a bien H'(R?) c LS(R3), ce qui
induit une certaine décroissance a I'infini de la solution #, mais cette information ne semble
pas, & ce jour, étre suffisante pour en déduire que la solution @ € H L(R3) du probleme
est identiquement nulle. Ce probleme se maintient lorsqu’on considere des fonctions
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s a _6 .4, . c 7ee . . . N
@ € H2(R3) C L= (R?) qui décroissent elles aussi a l'infini et qui sont solutions du systeme

E3).

Dans ce qui suit nous présenterons quelques résultats d’unicité pour les systemes
et sous des hypotheses supplémentaires pour la vitesse 4 : on supposera alors que
ie H(R*) NE (et @ € H2(R?) N E respectivement) ott E est un espace de fonctions qui
introduit un meilleur comportement & linfini que 'espace de Sobolev H'(R3) (ou H2 (R?))
de base : ainsi, avec cette information en plus on sera en mesure de garantir I'unicité de la
solution triviale. Ce type de résultats est connu dans la littérature comme des théoremes de
type Liouwville pour les équations de Navier-Stokes. Dans la Section nous étudierons les
équations de Navier-Stokes classiques tandis que dans la Section [4.3] on se concentrera dans
les équations de Navier-Stokes fractionnaires. Finalement, dans la Section [£.4] nous verrons
comment 1'usage des espaces de Lebesgue d’exposant variable peuvent apporter quelques
précisions a ce probleme.

4.2 Des résultats de type Liouville pour les équations de Navier-
Stokes

Un résultat bien connu sur le probleme de Liouville pour I’équation est donné dans
le livre [73] ou il est montré que pour obtenir I'unicité de la solution triviale @ = 0, il faut
une certaine décroissance a l'infini de la solution, plus précisément, si la solution @ vérifie
u € L%(R?’) alors nous avons forcément @ = 0. Ce résultat a été amélioré dans différents
contextes avec des propriétés de décroissance plus générales a l'infini : par exemple dans [12]
une amélioration logarithmique a été proposée ou la solution  vérifie

/RS ()% <log (2 + W(lx)'))l dx < 4o0.

Un autre résultat intéressant a été donné dans [I07] ou ’hypothese @ € L2 (R3) est remplacée
par la condition @ € BMO~(R3). Voir également [13], [14] et [88] pour d’autres résultats
similaires.

Dans notre article [33] nous généralisons les résultats précédents de la maniere suivante :

Théoréme 4.2.1 Soit @ € H'(R?) une solution faible des équations stationnaires
— AT+ (@-V)i+Vp=0,  div(@)=0. (4.3)
1) Siii € LP(R?) avec 3 < p <2, alors i = 0.

27

,O0

3.3
2) Siie LP(R3)NBE * (R?) avec § < p <6, alors i = 0.

Ce type de résultat donne alors une solution au Probleme énoncé ci-dessus, mais avec une
condition en plus.

- 9 . . ,
On notera en particulier que I'espace L2 (R3) semble étre un espace limite pour résoudre le
probleme de Liouville dans le sens ot si 3 < p < % nous n’avons besoin d’aucune information

supplémentaire en dehors du cadre LP, mais si 2 < p < 6, alors nous ne savons pas actuelle-

ment déduire que la seule solution du probleme 1} avec f = 0 est la solution triviale : nous
avons alors besoin d’une hypothese supplémentaire donnée ici en termes d’espaces de Besov.
Ce résultat suggere que les solutions @ appartenant a LP(R?), avec % < p < 6, ne décroissent



4.2. Des résultats de type Liouville pour les équations de Navier-Stokes 71

3_3
pas assez vite a I'infini pour assurer & = 0 et alors, 'hypothese @ € BEO_E’OO(R‘%) pourrait
étre vue comme une amélioration de la propriétés de décroissance de la solution % a l'infini.
Indiquons finalement que des variantes du Théoreme qui considerent des espaces de
Morrey ont également été étudiées dans notre article [33].

Démonstration du Théoréeme [4.2.7]

1) Supposons que @ € LP(R?) avec

0<60<10()=1silz] <3
définissons la fonction

3<p< % Soit 0 € Cg° (R?) une fonction telle que
et (z) = 0 si x| > 1. Soit maintenant R > 1 et

0s
( ) (4.4)
) =

nous avons alors fp(z) = 1si [z| < & et Og(z) = 0 si [z| > R. On multiplie I'équation
(4.3) par la fonction Api, puis on integre sur la boule B = {x € R? : |z| < R} pour
obtenir

/ _AG- (Bril) + (G- ¥)i - (Onid) + Vp- (Ogid) dz = 0.
Br

Par des intégrations par parties et en utilisant la propriété de divergence nulle de la
vitesse, on obtient a partir de I'expression précédente 1’identité

2 —’2
0l @ al2de = [ 80w [ Sog- ((H +p> )dm
BR BR 2 BR 2

Mais comme on a fg(z) = 1 si |z| < &, alors / IV ® i?dz < Or|V ® @) dz et
Br Br
2

on écrit

2 -2
/ V@ i*de < AHR|—d +/ Vg - ((’“‘ +p> ﬁ) dz
By Br 2 Br 2

Li(R) + Ix(R), (4.5)

A

IN

et nous allons montrer que 'on a lim [;(R) = 0 pour i = 1,2.
R— 400

En effet, pour le terme I (R), par les inégalités de Holder (avec % + % =1)ona

I(R) < ( / |A9R|‘Idx)q .
Br

1
De plus, comme () = 0 (%), il vient </ ]AHR‘qu> " Ri?x A0 a(B,), mais
B

1 2 _
6+5—1etalors

R

1-8 L
L(R) < R 7 x| A0 Lo lIll7s-
Avec Vinformation 3 < p < 2 sona—1<1-— g < —%, ce qui nous permet de déduire
lim I;(R) =0.
R—+00

Pour le terme I5(R) dans (4.5) on utilise le fait que Og(z) = 1 si [z| < & et Op(z) =0
si |z| > R, de sorte que supp (693) C{z eR®: & < |z| < R} = C(&,R) et nous

écrivons

2 —12
L) = [ Vop- ("4 p)a)de - o ("5 4 p) @) da,
Br 2 c(Z,R) 2
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hence we have
1 =0 e = ~
@) < 5[ (Veallaldet [ [F0lpliads
2 Je(4,R) C(4.R)
< (I12)a(R) + (12)s(R), (4.6)
et nous allons montrer que 'on a lim (I2),(R) =0 et lim (I2)p(R) = 0. Pour
R—>+o00 R—+o0
(I2)a(R), par les inégalités de Holder (avec 1 + % =1)ona
1 3
— " p
(I)a(R) < / V05| dz / ards | |
C(5.R) C(§.R)
On notera sans probléeme que l'on a (car R > 1 et par la relation % + % = 1 ainsi que
1
par les valeurs 3 < p < ) le controle (/ ﬁ@Rde) < |IV6|| 1, et on peut
C(5.R)
alors écrire
= —13
(I2)a(R) < Hve”L’”HuHLp(c(%R))v
. — 3 . . — _ P .
mais comme @ € LP(R”) on a bien Rlnim HuHLP(C(%R)) = 0 et 'on obtient
li I = 0.
i (F)a(R) =0
Le terme (I2)p(R) se déduit de maniere totalement analogue car on a HPHL% < c||id]|3,.
Alinsi ta (4.6 bi li I,(R) = 0.
insi, en revenant a on a bien _ lim 2(R)
Nous avons donc montré que 'on a lim [;(R) = 0 pour i = 1,2 et en revenant a la
R—+o00
formule 1) on déduit sans probleme que l'on a / ]6 ® U|2dm =0 et ainsi « = 0.
R3
L33
2) On suppose maintenant que 'on a @ € LP(R®) N BY *" (R3) avec § < p < 6. La

démonstration repose ici sur des estimations de type Cacciopoli données dans la pro-
position ci-apres et dont la preuve peut se consulter dans notre article [33].

3
S 00

L3
Proposition 4.2.1 Soit § < p <6 et soit i € LP N B% *" (R3) une solution faible

du probléme . Alors on a |||z < C (1 + || @] -2—%@0) 14| e -
B

3_3
. . — Sp 20 .
Avec ce résultat, comme nous avons également I'information @ € B% > (R3), si nous
4G > _ 3 3 9 5
définissons le parametre § = 5 — 2 (comme 35 < p < 6 alors nous avons § < 3 < 1)

alors par les inégalités de Sobolev précisées on peut écrire

- S0 .= 1—6
o < Clalla 1] 55,0

avec 0 = % et B = %. Par ces identités nous avons la relation suivante ¢ = % + 2,

et puisque % < f < 1 alors nous avons 3 < g < % : nous obtenons ainsi I'information

i € LI(R3) avec 3 < ¢ < % et par le point 1) du Théoréme |4.2.1) on peut écrire @ = 0.
Ceci termine la preuve du deuxiéme point du Théoreme [£.2.1] |
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4.3 Pres des cas limites avec des équations fractionnaires
Nous étudions maintenant le systéeme fractionnaire
(=A) 2@+ (@-V)i+Vp=0, avec0<a<2,
(4.7)
div(i) =0, x¢€R3.

Si on part d’une solution @ € H %(RS), le résultat d’unicité que l'on obtient dans notre
article [52] est le suivant :

Théoréme 4.3.1 Considérons les équations fractionnaires stationnaires et soient U, p
des solutions réguliéres de ce systéeme. Si 0 < € < 2« est un parametre positif, alors :
-1 6—¢
1) sia=1etsiiec H2(R®NL 2 (R3), alors nous avons i = 0.

2) sil<a<?2etsi0<e<a esttel que

€ 5 2
1+=-<a< -4+ - 4.
+3_a_3+96, (4.8)
side H2(R%)N L%(R?’), alors @ = 0.
3) sid<a<letsiO<e<2a esttel que
€ 5 2
l——<a<>--Z2 4.
3=9=3 9" (4.9)

siie H2 (RN L%(R?’) N L%(R?’), alors @ = 0.

On remarquera pour commencer que la condition @ € H?2 (R?) énoncée dans tous les points
ci-dessus est totalement naturelle et provient d’un résultat d’existence élémentaire qui nous
garantit l'existence de solutions dans cet espace fonctionnel. On notera ensuite que par les
injections classiques de Sobolev nous avons bien H?2 (R3) C L¥a (R?) mais nous n’avons pas
s L%(R?’) ni v e L%(R?’) pour € > 0, et on peut ainsi voir que les conditions énoncées
dans ce théoréme sont de vraies hypotheses. On remarquera aussi que si I’on fait o — 2 alors
par la condition on a % < € < 3 et cela nous amene aux espaces de Lebesgue L4(R?) avec
3<qg< % : ¢’est exactement la condition donnée dans le premier point du Théoreme et
nous récupérons ainsi les résultats précédents pour les équations stationnaires classiques de
Navier-Stokes.

On observera finalement que nous ne pouvons pas simplement faire ¢ — 0 car I'information
donnée par les hypotheses (avec € > 0) est nécessaire pour obtenir nos résultats. En effet, cette
condition provient du caractére non local de Popérateur (—A)?2 : nous devons considérer alors
certains commutateurs et pour traiter ces termes notre outil principal est le lemme suivant
qui nous imposera la condition € > 0.

Lemme 4.3.1 (Inégalités de Leibniz fractionnaires)
1) Soient f,g deux fonctions réguliéres alors on a

1(=2)2(f9)ll» < CI(=2)2 fllzrollgllor + Cllfllzao | (=2) 2 gl o

ot :io—kp%:qio—i—q%, avec 0 < s, 1 <p<—+oo etl < pgy,p1,9,q < +o0.

S
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2) Si0< s,s1,82 <1 avec s =51+ s9 et 1 < p,p1,p2 < +00 avec% p—1+172, alors

S

I(=A)5(fg) = (=A)3(f)g = (=A)2 () fll» < ClI (=) 2 Fllm [(—2) F gl r2.
Voir [102] et [76] pour une démonstration de ces inégalités. Comme nous venons de le dire, c’est

6—¢
bien I'utilisation de ces estimations qui nous oblige de considérer les hypotheses @ € L3—a (R3)

S Ste N N
ou @ € L3-= (R3) avec un parameétre e > 0 et nous ne savons pas a I’heure actuelle comment
contourner cet obstacle qui est purement technique.

Nous donnons maintenant les lignes générales pour démontrer le résultat précédent, les
détails peuvent se consulter dans article [52].

Démonstration du Théoréme L’idée de la preuve suit les mémes lignes générales
que celle du Théoreme En effet, on considere la méme fonction localisante 6z donnée
dans (4.4). On multiplie alors 1’équation (4.7]) par (frw) et I'on obtient
/ (=A)2 @ - (Opid) + (T - V)i - (Orid) + Vp - (i) dx = 0, (4.10)
R3 ~-
1) (2 3)

Le premier terme (1) ci-dessus se réécrit :

/Rg( A)Sa(eRu)dx_/BRKA)iﬁ|2eRdx+AS(A)Zg.[(A)‘i(eRa)((A)iﬁ)eR} dz.

(4.11)
Pour le deuxieme terme de (4.10]) on a
2
/ (@- V)i~ (Opd)de = — | Vog- (’“’ ) da, (4.12)
R3 Br 2

ou l'on a utilisé les propriétés du support de fz. Finalement, pour le troisieme terme de (|4.10))
nous avons

ﬁp (Oru)d Z/ (02,0R)(u;)dr = — Vg - (pt)dzx. (4.13)
Br

Ainsi, avec les expressions (4.11)), (4.12)) et (4.13]) en revenant a (4.10) nous obtenons

/BRK—A)Z”m?eRdx = /R3(—A)3ﬁ-{((—A)Zﬁ)eg—(—A)j(eRﬁ)} dx + BRveR (’;‘Z) dx

RS

+ Vog - (pii)d.
Br

Etant donné que l'on a 0 < Op(z) < 1 et Or(x) = 1 si [z| < £, nous avons I'inégalité
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De facon similaire & || nous allons montrer que 'on a lim I, = 0, lim I, = 0 et
R——+o00 R—+o00
lim I.=0.

R—+o00
(a) Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz il vient

o= [ )i () 00— (-2)% 0] do

lill s (|| (=2)% (0it) = (=2)5 )05 - (~2)% 0r)E

IN

n H((—A)%eR)a’

L2) ’

L2

et par le deuxieme point du Lemme 4.3.1| nous obtenons

I < Jll g (I1(=2) % Orllom l(~2) Fallim + || ((-2)F0r)@

L2> ’

avec @ = a1 + a9, 0 < a, a1, a9 < 2 et % = p%"’p%' Comme nous avons 0 < a < 2

6—¢
et que nous supposons dans tous les cas la condition @ € L3== (R?) avec 0 < € < 2a,

ye s e, . 1 _ 2a—e¢ 3—a
donc par I'inégalité de Holder avec 5 = {55 + =2

nous avons

I,

IN

lls (1(=2)% 0l l(~2) F ez + | (~2)F0r] saoze ] g )

%1, 3
< Jilys (CRF 455 (~) F | m + CR 349 2euullLs;)-

Rappelons maintenant que l'on a, par interpolation complexe

(8, 05] =WFP  and  [[(—A) F | =[]

< Clallyq a2
L3—a

T P2 —

avec les contraintes

1 v 3—
ag = va, —=—+(1-v) avec O<v<l, (4.15)

pa 2 6—e€

ce qui nous permet d’écrire

_ -S4+ apga—c,
Lo < Vil g (CR7F R jaly gy, +oR 0 ol g, ).

Mais puisque a@ = a1 + as et 1 = i =+ i, par les conditions 1 nous avons
a1 = (1 —v)a and p% =(1-v) 20 5 11 vient alors

12—

I, < Clli g (RT3 26]HuH” Il +RF ] g ).

On remarquera que comme 0 < a < 2 et 0 < € < 2a on a toujours ?g‘:g’: < g et

donc les puissances de R ci-dessus sont toutes négatives. De plus on a ||u| ;4 < 400

et ||@]| s=e < +o00, de sorte que 'on obtient lim I, = 0.
L3« R—+00

(b) Pour le deuxieéme terme de (4.14) puisque Op(z) = 1si [z] < & et Op(z) = 0si|z| > R

nous avons

supp (691%) c{xze R3 : & < |z <R} =C(§,R), (4.16)
et nous écrivons alors

[ s (187N 4. _ =o (18-
Iy = Vg - dxr = Vg - i | dz.
Br 2 C(2,R) :

2

Nous décomposons notre étude en fonction des valeurs du parametre 0 < a < 2 :
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e Siao=1,onaue H%(R‘g) et donc, par les injections de Sobolev on a @ € L3(R3)
et 'on écrit :

Iy < CIF0R oo ey 1 oy < Rl (4.17)

¢(5.R) (C(5.R)’

nous obtenons alors lim [, = 0.
R—+oc0

6—¢
e Sil < a < 2, nous avons % € L3-a(R3) avec la condition , ie. 1+ 5
a < g §e Donc, si 1+ § < a < % + %e, par les inégahtes de Holder avec

da-3—¢ | 3(3=2) = 1 nous pouvons écrire
I, < . |l 6
b= L3 tﬂ)*?’*e(c(%R))H HL’C‘%(C(%,R))
< CRTU ||UH3

= (C(Z,R)

Ainsi, si 1+ § <a <3 —|— e les puissances de R sont négatives et cette quantité
tendvers0s1R—>+oo Sla— 3+ 2¢, ona—1+33a 3 € = 0, mais comme U €

Lie (R3), on a HUHLT(C( ) P — 0. Finalement, si 1—|— § = a alors Lia a(R3)
o 5 —+00

L3(R?), les puissances de R sont négatives et on peut procéder comme dans (4.17).
Dans tous les cas on obtient lim I, = 0.

R—+o0
e Si maintenant 2 £ <a<l1,icion a U € L3 a(R?’)avec 1 —§ < a< %— %e. Si
I-§<a< % 36, par les inégalités de Holder avec 30‘ 3+6 +3(3 5re) = 1, il vient
—14332

I < CRHEE i o, .

L3 (C(4,R))
Sil-g<a < 2 — %e, les puissances de R sont négatives, mais si o = g — %e on
a—1+ 33a 3+E = 0 mais dans ce cas on a ||@]| e+ — 0. On remarque

L34 (C(Z,R)) R bon

Bte
également que si @ =1 — §, alors L3-« (R?) = L3(R?), et les puissances de R sont
négatives, il suffit de procéder comme dans (4.17). Dans tous les cas nous avons

lim I = 0.
R—+o00
(c) Le dernier terme de l’expression (4.14) se traite de maniére totalement similaire au

cas précédent, en effet si @ € LI(R?) on obtient sans probleme que p € L3 (R?) et avec
cette information on peut obtenir les mémes estimations des lignes précédentes.

Nous avons donc montré que l'on a

lim I, =0, lim I, =0 et lim I. =0,

R—+o00 R—+o00 R—+o00

ainsi, en revenant a 'expression (4.14) on obtient
ldl ;4 =0,

ce qui nous permet d’obtenir @ = 0. |

4.4 Quelques exemples dans des sous-ensembles de R3

Comme nous I'avons vu au Théoreme si @ € H'(R?) est une solution de I’équation
de Navier-Stokes stationnaire

— AT+ (@-V)i+Vp=0,  div(d) =0, (4.18)
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telle que @ € LI(R3) avec 3 < ¢ < %, alors nous avons 4 = 0, mais nous ne savons pas obtenir
I'unicité de la solution triviale lorsque l'on a % < g < 6. On notera que par les injections de
Sobolev H'(R?) ¢ LS(R3), le cas particulier ¢ = 6 découlera du cadre de travail considéré, il
ne s’agit donc pas d’une hypothese en plus. Nous pouvons alors présenter le probleme ouvert
suivant :

Probleme 4.2 Soit @ € H'(R®) une solution des équations de Navier-Stokes stationnaires.
Si l’on suppose en plus que i € LY(R3) avec % < q < 6, montrer que l'on a 1 = 0.

Nous ne savons pas pour l'instant résoudre ce probléeme dans les espaces de Lebesgue usuels,
toutefois dans 'article [54] nous avons donné quelques idées dans le cadre des espaces de
Lebesgue d’exposant variable LP().

Les espaces fonctionnels LP() sont assez différents des espaces de Lebesgue classiques LP.
En effet, pour définir 'espace L) (R?), on procédera comme suit : étant donné une fonction
p(-) : R® — [1,+00], on dira que p(-) € P(R3) si p(:) est une fonction mesurable. Ensuite,
pour une fonction mesurable f : R3 — R3, on définit la fonction modulaire 0p(.) associée a
p(+) par 'expression

=

oo f) = [ | 1F@pds, (4.19)

Ensuite, nous considérons la norme de Luxembourg || - ||; ) associée & la fonction modulaire
2p() (voir le livre [65] pour plus de détails) :

—

1l oy = inf{A >0 : op(1 (f/N) < 1}, (4.20)

et nous définissons les espaces de Lebesgue d’exposant variable LP()(R?) comme l'ensemble
des fonctions mesurables telles que la quantité || - ||;,) donnée ci-dessus est fini. Bien sir, il
n’y a pas de relations simples entre les espaces LP0) (R3) et LP(R?).

En toute généralité, pour n > 1, considérons d’abord une fonction p : R” — [1,+o00],
nous dirons que p € P(R"™) si p(-) est une fonction mesurable et que nous définissons
p~ = inf oss {p(x)} et p* = sup ess {p(z)}. Afin de distinguer les exposants variables des

TER™ zeR™

exposants constants, nous désignerons d’ailleurs toujours les fonctions exposants par p(-), par
souci de simplicité et pour éviter les détails techniques (voir [65, Chapitre 3]), nous suppose-
rons toujours ici que nous avons 1 < p~ < pt < 400 (sauf indication contraire).

Avec ces exposants nous pouvons définir les espaces LP()(R™) comme 'ensemble des
fonctions mesurables telles que la norme soit finie. Ces espaces fonctionnels LP() (R™)
possedent les propriétés structurelles des espaces normés et ce sont de plus des espaces de
Banach, voir [65, Théoréme 3.2.7] pour plus de détails.

De la méme maniere que dans le cas classique, étant donné p(-) € P(R?) nous pouvons
définir I’exposant conjugué de la variable ¢(-) € P(R3) par la relation ponctuelle

__px)

Ainsi, a partir de la formule précédente et des définitions de p™, p~, les relations suivantes
sont vérifiées N
— p P +

s (4.21)

q
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Dans ce contexte, les inégalités de Holder admettent la version suivante : soit p(-), ¢(-), r(-) €

P(R™) des fonctions telles que nous ayons la relation ponctuelle ﬁ = Tla:) + @, rz € R".

Alors il existe une constante C' > 0 telle que pour tout f € LIO(R") et g € L"O(R"), le
produit ponctuel fg appartient a ’espace Lp(')(]R”) et on a 'estimation

1fgllzocr < CllfllLacr llgllLreos

voir [63, Théoreme 2.26] ou [65, Lemme 3.2.20] pour une preuve. Cette estimation peut étre
facilement généralisée aux champs vectoriels f g :R" — R"™ et au produit f g.

Considérons maintenant un domaine mesurable Q tel que 2 C R? et soit p(-) € P(R?).
On notera po(+) I'exposant variable restreint a I'ensemble Q, i.e. po(-) = p(-), et on écrit

P = inf ess {p(x)} et p& = sup ess {p(x)}.
zeQ z2eQ

De plus, par la définition de la norme (4.20) pour f € LP()(R3) on a la formule

11 zsat iy = 1780l oo o). (4.22)

voir [63, Section 2.3, page 21]. Les résultats suivants seront utiles dans ce qui suit :

Lemme 4.4.1 Considérons un ensemble mesurable Q C R3 et p(-) € P(R?) un ewposant
variable, supposons que nous avons Q| < 4+o00. Alors

1

1
11l oy < 2max{|f7, 2] }.

La preuve de ce résultat peut étre consultée dans [65, Lemme 3.2.12]. Voici une autre propriété
utile :

Lemme 4.4.2 Soit Q C R? et p(-) € P(R3) un exposant variable. Nous avons l'inclusion
spatiale L>®(Q) € LP2O)(Q), si et seulement si 1 € LP20)(Q) et nous avons Uestimation

||f||LPQ(')(Q) < ||f||L°°(Q)H1||LPQ(‘)(Q)'
En particulier, linjection est valable si || < +oo.

La preuve de ce résultat peut étre consultée dans [63, Proposition 2.43]. Pour plus de détails
sur les espaces de Lebesgue a exposant variable, sur leur structure interne ainsi que de nom-
breuses autres propriétés, voir les livres [63] et [65].

Nous pouvons maintenant énoncer nos principaux résultats.

Théoréme 4.4.1 Soit (@, p) € (L} (R3, D'(R3)) une solution faible de I’équation de Navier-

Stokes stationnaire (4.18]). Considérons le cylindre suivant :
€ = {(x1, 20, 23) € R3: 25 + 23 < 1, z; € R3}.

De plus, considérons I’exposant variable p(-) € P(R?) défini par

3< p(RS\%J) < PR3\%) (z) < p&s\%) < %,
p(z) = (1.23)
5 <Py <pelr) < pf < 4oo.

Si l'on suppose que l'on a U € Lp(')(]R?’) etp € LPT(R3), alors nous avons 4 = 0.
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On notera pour commencer qu’en plus de la condition 4 € Lp(')(R?’) sur le champ de vi-

tesse, nous exigeons également I’hypothese p € L% (R?) pour la pression. Expliquons cette

contrainte : rappelons qu’en utilisant la propriété de divergence nulle de @, on a la relation clas-
3

sique —Ap = div(div(d ® 1)) a partir de laquelle on déduit ’expression p = Z RiRi(uju;)
i,j=1

ou R; sont les transformations de Riesz habituelles. On peut ainsi obtenir assezjfacﬂement des
informations sur la pression p a partir des informations disponibles sur i, tant que les trans-
formées de Riesz sont bornées dans le cadre fonctionnel considéré. Cependant, a notre connais-
sance, dans le cas des espaces de Lebesgue a exposants variables, en toute généralité, les trans-
formées de Riesz ne sont pas bornées dans LP()(R3) sauf si 'exposant p(-) satisfait les limites
inférieure et supérieure 1 < p~ < p(-) < p* < +oo et une condition supplémentaire (voir [65]
Lemme 12.4.3]) qui peut étre facilement énoncé en termes d’une propriété log-Holdérienne de
régularité : nous dirons que p(-) est log-Holdérienne continue (noté p(-) € P9(R?)) si

‘ ! 1 ‘ ¢ t eER>, et
_— pour tous x,y , e
p(x)  py) log(e + 1/|z —y|)
1 1 C 1 1
‘ - ‘ _— pour tous x € R3, on — = lim ——.(4.24)
p(z) P log(e + [zI) P lal—+oop(®)

Voir Définition 4.1.1 et Définition 4.1.4 du livre [65] pour plus de détails sur la propriété de
régularité log-Holdérienne.

On notera que la condition ci-dessus impose un comportement spécifique des ex-
posants variables a U'infini qui n’est pas satisfait par la fonction p(-) considérée dans (4.23)).
Ainsi, puisqu’on ne sait pas déduire aussi facilement que pour les espaces de Lebesgue clas-
siques un controéle intéressant sur la pression p a partir de 'information de #, on pose donc ici

. 2() . N .. (o P
la contrainte p € L2 (R?) ce qui n’interfere pas avec les objectifs généraux de nos théorémes.

Ensuite, nous remarquons que sur I’ensemble R3 \ € (i.e. en dehors du cylindre %) nous
imposons 3 < p(-) < % : ce sont les restrictions connues a partir desquelles on peut déduire
l'unicité de la solution triviale (voir le Théoreme ci-dessus). La nouveauté vient alors
des conditions a l'intérieur du cylindre % ou l'on peut considérer des valeurs d’intégrabilité
au-dela de cet intervalle, en fait la contrainte a été justement faite pour étudier le cas
p(-) > 5. Notez également que la mesure de Lebesgue du cylindre est infinie (ie. || = +00) et
que le résultat précédent peut étre étendu & de nombreux sous-ensembles différents de R? tant
qu’ils satisfont quelques restrictions simples (par exemple une union finie de tels cylindres) :
cela montre que ’on peut obtenir 'unicité de la solution triviale avec une décroissance lente
a linfini dans certaines régions non négligeables de Iespace R3.

Dans le théoreme suivant, nous étudions plus en détail le comportement de ’exposant
variable p(-) dans le cas 3 < p(-) en considérant des sous ensemble de R? un peu différents :

Théoréme 4.4.2 Soit (i,p) € (L2 (R3,D'(R3)) une solution faible de I’équation station-

loc

naire de Navier-Stokes (4.18). Considérons maintenant . ’ensemble défini par

S = {(w1,29,23) €R3: ([ + 22 < 2], x1 >0},

1. Soulignons que la continuité des transformées de Riesz dans les espaces Lp<‘>(]R3) peut étre exprimé par
une condition plus générale et plus technique : on a [|Ri(f)| o) w3y < Cllfllppc) sy sional <p~ < pt < +oo
et p(-) € A, ou la définition de la classe des exposants variables A est donné dans [65, Définition 4.4.6]. Bien
stir, nous avons p(-) € P9(R?) si p(-) € A, voir le livre [65] pour plus de détails.
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ot 0 < v < 1. Nous définissons l’exposant variable p(-) par les conditions suivantes :
(I 9
3 < PR3\ ) < PR3\ (z) < p&g\y) <3,
p(x) = (225
P 6v+3
<py <po(z) <pl < 88,

N©

p()

Si on a la restriction @ € LFO)(R3) et p € L™= (R3), alors on obtient que @ = 0.
Comme nous pouvons l'observer ici, plus I'ensemble . est grand (reflété par la condition

v — 17), plus la limite supérieure de '’exposant variable p} tend vers des valeurs connues

(¢’est-a-dire nous avons % — %Jr). Notez également que, si ¥ — 07 la forme de I’ensemble

% tend vers le cylindre € considéré dans le Théoréme ci-dessus et alors nous avons
que la limite supérieure satisfait % — 400, qui est la deuxieme condition énoncée dans
I'expression (4.23). Ce théoréme montre comment 1'exposant variable p(-) peut varier sur un
ensemble . dont la mesure de Lebesgue est également variable : en effet, si la mesure de cet
ensemble est raisonnable alors nous pouvons considérer une décroissance a 'infini relative-
ment lente et nous pouvons toujours obtenir I'unicité de la solution triviale. Cependant, si la
mesure de cet ensemble devient grande alors nous retrouverons la borne supérieure connue %
ce qui nous permet de résoudre le probleme d’unicité considéré ici. Notez que lorsque v = 1

ce résultat donne un exemple de tels ensembles.

Il convient de remarquer maintenant que, bien que les valeurs d’intégrabilité soient en
dehors de l'intervalle |3, 5[ peuvent étre considérées dans les deux résultats précédents (&
savoir % < p(-),p(-) sur des sous-ensembles appropriés de R, 4 ou .#), nous avons toujours
les limites supérieures p*, p™ < +oo. Dans le théoréme suivant, nous étudions le cas oll nous

pouvons avoir p(-) = 4-oo sur un sous-ensemble particulier de R3.

Théoréme 4.4.3 Soit (i,p) € (L3 .(R3,D'(R3)) une solution faible de I’équation station-

naire de Navier-Stokes (4.18]) On définit I’ensemble A par la condition.

N ={(21,72,23) ER¥: /23 + 2% <2, %, 21 >0},

avec 0 < o < 1. Considérons maintenant [’exposant variable p(-) donné par les conditions

sutvantes :

3 < p(_Rs\e/;/) < PR3\ ) (x) < p?]i@\,/i/) < %7

p(z) = (4.26)
p.y(x) = +o0.

p()

Si on a la restriction @ € LPO)(R3) et p € L'z (R3), alors on obtient que @ = 0.

Notons d’abord que la mesure de Lebesgue de I’ensemble .4 est infinie, on peut donc
considérer ici des champs de vecteurs 4 satisfaisant ’équation qui sont LZQOC(]RS), ont
une désintégration appropriée & I'infini dans une grande partie de I’espace R? mais qui peut
étre constante & 'infini sur un sous-ensemble non négligeable de R3. Ainsi, en considérant
toutes ces restrictions, nous pouvons déduire le caractere unique de la solution triviale et ce
résultat peut suggérer qu'une certaine décroissance a l'infini n’est pas absolument nécessaire

pour résoudre les Problémes ou
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Démonstrations

La preuve des trois théoremes précédents est relativement similaire : on commence par
localiser I'information avec une fonction de troncature lisse supportée dans une boule B(0, R)
(on pourra prendre la fonction de troncature donnée dans ) puis on analyse le comporte-
ment de 'information localisée lorsque R — +00 : ¢’est dans cette étape que nous exploiterons
les différentes hypotheses énoncées dans les théoremes [4.4.1} [4.4.2] et [4.4.3] pour en déduire
I'unicité de la solution triviale.

Soit @ € L} _(R®) un champ de vecteur a divergence nulle qui satisfait au sens faible
les équations stationnaires de Navier-Stokes . Puisque par [63, Théoréeme 2.51] on a
I'inclusion

PORY) c I (R?) + I (RY),

et puisque par la définition de 'exposant variable p(-) (ou p(-) ou p(-)) utilisé dans nos
théoremes nous avons toujours les limites inférieure et supérieure 3 <p <p" < 40
(voir (4.23]) pour p(-), (4.25)) pour p(-) et - pour p(+)), alors on en déduit les inclusions

suivantes :

LPO(R3) ¢ LP™ (R®) + LPT(R®) € LY (R3) + LV (R3) C L} (R®).

loc loc

Ainsi, comme nous avons 7 € L; (IR?), alors en suivant [73, Théoréme X.1.1] nous obtenons
que le champ de vitesse i et la pression p sont des fonctions régulieres.

Nous pouvons alors procéder comme dans (4.5)) pour obtenir :

2 —’2
/ IV @ ii]2dx < AGR‘—dx + Y <<H —i—p) ) dx . (4.27)
Bgr Br Bgr 2
a(R) B(R)

Pour conclure que nous avons 4 = 0 dans le contexte des Théoréemes |4.4.1} [4.4.2 et 4.4.3] il
suffit de vérifier comme précédemment que nous avons les limites suivantes

RETOOQ(R) - Rgrfooﬂ( )=0. (4.28)

Démonstration du Théoréme

1) Estimation pour «(R). Pour étudier le terme a(R) dans (4.27)), par 'inégalité de
Hélderﬂ avec % + ﬁ = 1 (voir [63, Theorem 2.26]) on obtient

P
o(h) = [ 20nTde < [ s0nTde < QA oo 1771,
Br = (®3)
comme on a |||@]?| <T(]R3) = ||u||Lp() (B3) (voir [63, Proposition 2.18]) nous écrivons
O(R) < O A0l o oy 1120 - (4.29)

Etant donné que ’on a par hypothese ||JHLP<.>(R3) < 400, nous devons étudier ||A9R||LL1(‘)(R3)‘

2. On notera que par 1 onal< @ < +o00 ce qui nous permet d’appliquer ces inégalités.
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Puisque I'exposant variable p(-) satisfait les relations énoncées dans (4.23)), a partir de
la relation ponctuelle Héldérienne % + ﬁ =1, on en déduit que I'exposant variable

q(+) satisfait I’équation ¢(-) = pf; )2, i.e.

8 < Gang) < Um0 (@) < 0l <3,
o) = (4.30)

1< gy <gy(x) <qp <3

avec € = {(w1,12,73) € R3: 23 + 23 <1, z; € R3}.

Maintenant, pour estimer le premier terme du c6té droit de I'expression (4.29)) ci-
dessus, on rappelle qu’a partir de la définition de la fonction 0r on a supp (Afr) C

C(%,R):{:EER3:§§|:U|SR}etona

”AHRHL‘I(')(R3) = HAQRHLq«)(c(g,R))' (4.31)
Soient &) et %> les ensembles suivants :
¢ =C(Z,R)n¢ and % =C(4 R)\%, (4.32)
alors, nous avons :
HAQRHLq(J(c(g,R)) = [[A0r(Le, + ]l(fz)HLQ(‘ (£ .R))
< AR Laey ¢4 + HA9RHLq<g2<~)(%)- (4.33)

Nous étudierons ces deux termes séparément.
e Afin de controler la quantité ||Afg|| L7 O ) ci-dessus, par le Lemme on peut

écrire
18081 1,15, < CIAIR] 11,0 - (4.34)
Par la définition de la fonction 6, comme %”1 =C(%,R)n¢ C C(£, R), nous avons
||A9RHL°°(%1 < ||A0R||Loo R)) < CR™? et on écrit
\|A9R||Lq<g1(~>((é)) CR g, 01 -

Comme ¢, = C(%,R) NE C %, onaq, <qy < q;lfl < q% et en appliquant le

Lemme pour estimer la quantité HlHL‘I‘fl(')(%)’ il vient

1 1

| A6x| < CR?max{|C(%,R)n@|"e,|c(§, R) NE|"e}.  (4.35)

chgl() Cg)
Puisqu’on a
C(%,R) NE C o ={(x1,29,23) €R3: 22 + 22 <1,—R < x; < R},

on en déduit |C(&,R)N €| < || = CR, comme & est un cylindre de diametre 1
et de hauteur 2R. On obtient alors

-2+L 2+
HAHR”LG%IU @) <Cmax{R % ,R ¢}, (4.36)
mais par (4.30)) nous avons 8 <l <Ll <t ilvient 24+ 3+ <24+ L <1
I I 9% I
et nous obtenons
| AOR|| — 0. (4.37)

chgl() (61) R—+o00
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e Considérons maintenant le deuxieme terme du membre de droite de (4.33)). Par les
meémes arguments on a

1AORI e, 0 s,y < CNAOR Lo (i) 1] (4.38)

LCI‘KZ(')(%QY
puisque 63 = C(§,R)\ ¢ C C(%,R) on a [|Afg| [(g) < HAGRHLN(C(%’R)) <
CR™2, et 'on obtlent

|1AOR|| < CR™?|1]|

L‘I%Q()(% ) LQ%Q %72)7

en appliquant le Lemme [£.4.1] on peut écrire

T
|AOR| < CR?max{|%| " , || " }.

Lq<€2 ()(%2)

Nous remarquons que 'on a 2 = C( %, R)\ ¢ C R?\ € et par la premicre relation
dans 1' nous avons % < q(_R3\%o) <Gy, < q%% < q&g\%) < 3, i.e.

1 1 1 1
< < <

+ + - =
Ir\e) %0 96 9r\9)

<

<

Wl
NeR G

De plus comme [%5| = |C(§, R)\ €| < |C(£,R)| < CR? on écrit

3 3
= F
I1AORI ey < CRZmax{RIeN0), RGN }
943 —24 8
< Cmax{R ‘o R ‘®\9 1 (4.39)
En remarquant que —2 + +3 < =24 — < —%, on obtient
R3\ € I3\

Avec les informations (4.37)) et (4.40), on peut revenir a l'estimation (4.33) et on

obtient que HAQRHLq(»(c(g,R)) = [|AR e (m3) o 0. De ce contrdle et de l'esti-

mation (4.29), on peut déduire directement que a(R) — 0.
R—+o00

2) Estimations pour (R). Nous rappelons qu’a partir de la définition de #r nous avons
supp(VOg) C C (%, R). Ainsi, par la définition du terme $(R) donnée dans 1) on

peut écrire

2
) = | Vo (G +0)a) i
Br
1 - =
< / |V0R’W|3da¢+/ |VOR||p||u|dx . (4.41)
2 Je(s.m) (4.7)
61 (R) el
Nous visons & prouver maintenant que nous avons lim Fi1(R) = lim [a(R) =0et
R—+o00 R—+c0

ces deux limites seront étre étudié séparément.
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e Pour (3;(R) nous écrivons par les inégalités de Holder avec % + Tl) =1:

— v i) < Y if? :
B1(R) /C<R |Vl < CIVOmlo e g apltTl 22 o g gy,

2

puisque [|[7*| p0)

. < |@®|| ») _ ,nous avons
L3 (C(%.R)) LT3 (R3)

BiR) < CUNORI o2y lE oo

(R3)
< C|Vr| [t (4.42)
>~ R Lr()(c(gﬁ)) Lp(»)(R3)7
ol nous avons utilisé 'identité || |ﬁ|3”LPﬁ9 (&) = ||ﬁ”i?<»)(]1£3)' Puisque, par hypothese

on a HUHLP(‘)(R:;) < 400, pour prouver que RETOO B1(R) = 0 il suffit d’étudier la

quantité HﬁeRHer(c(ﬁ R))" Pour cela, notons que comme ’exposant variable p(-)
2 k)

satisfait les relations énoncées dans (4.23)), & partir de la relation ponctuelle Holder
(.

WP’.) + % =1, nous avons r(-) = pg?)—z),: ie.

3 < TR\g) S TR\G) (x) < r&g\%) < +o0,
r(x) = (4.43)

1<T%§T<g($)§?"(}<3,

ot € = {(w1,22,73) € R : 23 + 22 = 1, 1 € R3}. En utilisant les ensembles %
et %2 donnés dans (4.32)) et en procédant comme dans (4.33) on écrit

En suivant les mémes idées qui nous ont conduit aux estimations (4.36)) et (4.39)
(& la différence que || VOg||~ < CR™!) on obtient

- —1+L 1L —l4=2 —l
HVGRHLT(A)(C(%R)) <Cmax{R "¢,R "¢}+Cmax{R ®\%) R ®\6) ),
(4.44)
maintenant, d’apres les valeurs de la fonction 7(-) données dans (4.43) on a facile-

ment

1 1 3 3
1+ <-1+4—<0 and —1+—"—<-1+— <0,
" 3 "(®3\7) "(R3\%)

d’olt on déduit que REIEOOHVQRHLT(‘)(C(%R)) = 0, et donc, par le controle (4.42)) on
li R)=0.
& R—1>I-&r-loo IBI( )
e Nous continuons maintenant avec ’analyse du terme [33(R) donné dans I’expression
4.41]). En appliquant les inégalités de Holder avec ﬁ + % + Wl) =1 (voir [63]
Corollaire 2.30]), on a

L@(c(g,}z))HﬁHLP(')(C(%R))

ar) = 5.y TR < CIT0lcc gy

2

IN

N0l e 1P g2 gy Nl sy
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Puisque nous avons par hypothése que @ € Lp()(R3) et p € L (R3 , 1l suffit
d’étudier la quantité ”VGRHLT(-) R gy Oou I'exposant r(-) satisfait (4.43). En sui-
2 b

vant les mémes arguments que ci-dessus, nous obtenons REIEOOHVH ol LrOE(E R) =

0, et nous avons donc la limite lim [(R) = 0.
R—+o00

Avec ces deux limites & portée de main pour les quantités 51(R) et f2(R), on déduit
facilement de (4.41) que lim B(R) =

R—+o00

Nous avons ainsi prouvé que les termes «(R) et S(R) donnés dans (4.27) tendent vers 0
lorsque R — 400 : la preuve du Théoréme est maintenant terminée. [ |

Démonstration du Théoréme

11 suffit de prouver les limites (4.28)) ou les quantités a(R) et B(R) sont définies dans
@27).
1) Estimations pour «(R). En procédant comme dans (4.29)) on a l'estimation
a2
a(R) = : A9R7d95 < CAOR| pac) ms) )13 . ) (R3)? (4.45)
R

ol nous avons appliqué les inégalités de Holder avec p( =+ % =1 (ie. q(-) = (p. gZZ)

Comme ’exposant variable p(-) satisfait les conditions (4.25]), on a donc les conditions
suivantes pour q(-)

3 < A@ey s <A@\ (2) < G ) <3,
o) (4.46)

63 g + _9
23 <y Sax(r) < g5 <3,

o . = {(x1,29,23) ER3: J/al+ 23 <a], 21 >0} et 0 <y < 1.

Puisque nous avons par hypothese que @ € Lp(')(RE‘), comme expliqué précédemment,
nous pouvons nous concentrer sur la quantité ||Afg|| La)(rs)- Encore une fois, grace
aux propriétés de support de cette fonction localisante 6z, nous pouvons écrire (voir

(4.31)) ci-dessus)
HAQRHLq(-)(RB) = HAGRHLq(-)(c(gR))-

Silon écrit .7 et %% les ensembles
S =CERNY and HAH=C(§R)\7,
on obtient
1AORI Lacr 2, my) < IAGRN Loy 0 ) + IAORI 0y 50 (4.47)

Pour le premier terme du membre de droite ci-dessus, en suivant les mémes idées

données dans (4.34)-(4.35)), on a

1AOR ooy 00y = ClAORN o) 1Ll oy 0 5y < ORT 2H1||qu1<»>(yl)

1

_1
CR?max{|C(Z, R)n.7|">,|C(E,R)n.7|"> }.

IN
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Puisque 'on a
CERNS CB={(v1,22,23) ER*: (/a3 + 23 < 2], 0 <21 <R},
en calculant le volume du solide de révolution % défini ci-dessus, on a
P
C(5,R)NS| < |B| = C/ 2y dxy = CR*™,
0
et nous écrivons
2+ 2v+1 2+ 2w+1
1808l o, 00y < Cmax(R % R 5 ). (4.48)
Mais comme on a (4.46)), il vient g < é < é < %, et ’on obtient (car 0 < v < 1)
v+1 2v+1 +3
N S i IS | vk )
q P 9 6v+ 3
et donc toutes les puissances de R > 1 dans la formule (4.48) sont négatives, d’ou on
déduit facilement ||AOr|| 4. ) — 0. Pour le deuxiéme terme du coté droit de
L'71(S1) R—+oo
1D puisque nous avons % = C (%, R)\ .7 C R?\ .7, par les mémes arguments
donnés précédemment dans (4.38)-(4.39) on obtient HAGRHquQ ) () R—>—+>oo 0.
Avec toutes ces estimations & portée de main et en revenant a (4.45) on obtient
finalement lim «(R) — 0.
R—+o0
2) Estimations pour S(R). En suivant les idées de (4.41)), nous avons

1 . o 1o
BERI<; [ (Vallaldes [ [Soal|Plddo. (4.49)
c(3.R) (3.R)
Bi(R) [RE

Pour le premier terme du coté droit ci-dessus, suivant (4.42)) on écrit
51(R) < CHVQR”U(-)((:(%R))||ﬁHip<»)(R3)v (4'50)

ou nous avons utilisé I'inégalité de Holder avec % + % =1 (i.e. nous avons t(-) =

p(p_ 513) Comme l'exposant p(-) est donné par les conditions énoncées dans (4.25)),

lexposant variable t(-) satisfait

3 <o o) < t@) (@) < Ty oy < OO,
H(#) = (4.51)
2+ 1<, <to(z) <t <3

Encore une fois, puisque par hypothese nous avons ||| pO(®sy < +00, pour com-
prendre le comportement de $1(R) il suffit d’étudier la quantité ”ﬁaRHLl’(')(C(ﬁ R))"
2 b

En suivant les idées principales utilisées pour obtenir 'estimation (4.44) et par les
mémes arguments affichés ci-dessus (rappelons que |C (%, R)N.Z| < CR®1), on a

s - -1+ -3 —1++

HﬁeRHL““(C(%J{)) < CmaX{R to , R y }+C max{R 3\ ) , R “(®3\ ) }
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Par les contraintes (4.51)) on obtient

2 + 1 2 + 1
TP o+ T 0 and -1+ S 143

22 Yy Y\ ) t(Re\)

1+

<0,

et comme toutes les puissances du parametre R > 1 sont négatives on a bien la limite

HveRHL‘<‘>(C(§,R)) v 0. En revenant & (4.50)) il vient REIEOOIBI(R) =0.

Pour le terme [2(R) donné dans on procede comme suit : par les inégalités de
Holder avec % + % () =1, on obtlent

R) = Vo de < C Vo . T ) ,
) = [ 5.y VRIS < CITOl e a1 Wi

< CIIV8Rl sy Il o 3)||u|er(,><R3).

(R

Maintenant, puisque nous avons par hypothése que @ € LPC )(R3) et p € L (R3) il
suffit d’étudier la quantité | VOg|| LeC)(C( &, Ry) OU exposant t(+) satisfait cette fois les re-

lations )—i—m%—w =1,iet(:) = (5)3, ou t(-) vérifie (4.51)). Ainsi, en suivant exac-

p(:
tement les mémes arguments que ci-dessus, nous obtenons lim ||Vég|| LiOC(ER)) =
R—+o00 2°

0, et on obtient finalement la limite lim Bo(R) = 0.
R—+o00

Nous avons obtenu Rlim Bi(R) = lim BQ(R) = 0, d’oli, en revenant & ’expression
—+00

4.49), on en déduit facilement que hm B(R) =
R—+o00

Avec les estimations précédentes pour les termes a(R) et S(R), on obtient les limites (4.28))
et on en déduit que ¥ = 0. La preuve du théoréme 4.4.2| est maintenant terminée. |

Démonstration du Théoréme m

1) Estimations pour «(R). Par les inégalités de Holder avec % + ﬁ =1,0na

| 2
a(R) = : MRfdx < ClIAOR| ) o) 12 o0 (gs)-
R

Etant donné que I'on a [|@]| 1p()(gs) < 400, il suffit d’étudier le terme [|[AOR|| ac) (r3)-
Comme 'exposant variable p(-) satisfait les conditions (4.26)), on en déduit que 'ex-

posant variable q(-) = pﬁgzz est donné par

% < q(_R3\,/V) < q(Rr3\.4) (‘T) < q(]R3\,/V) <3,
o) = (4.52)
ar(r)=ay =da =1,

avec A = {(x1,22,23) € R3: \/22 + 23 <2, %, 21 >0} et 0 <o < 1. On éberit alors

1808 sy = 18081 Laor e, my) < 1A0RI s o)+ IA0R] oo (453)

"o )

avec .M :C(Q, )ﬂJV and A5 = C(%,R)\JV.
Pour le terme HAHRHLq 400 donné dans l) on écrit

1

1 1
|80l a0 4y < CR7Z(1| < CR > max{|C(&, R)ny| ¥, |C(&, R)ny | }.

Lq‘/Vl ()(r/Vl)
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2)

Puisque C(%, R)NA C A on a par 1' que q , =q , = 1, de plus on a 'inclusion
d’ensembles

CH RN A C T = {(e1,02,25) € B \Ju3 +a3 <y

et en calculant le volume du solide de révolution de I’ensemble & on obtient ’estima-
tion suivante (rappelons que 0 < o < 1) :

NI

, 0< a1 <:f{}

R
C(B Ry A .N|<|2| = c/ v dey = RV,
0

et on écrit

—1—-0o
’hﬁ@RHLqMﬁQ%JH)S;Cj% R:;ioo.

Nous étudions maintenant le terme ||Af R||Lq 450 g) donné dans 1} Puisque nous

avons l'ensemble des inclusions .45 = C(§,R)\ .4/ C R3\ 4 et puisque sur cet
ensemble nous avons que ’exposant variable q(-) satisfait la condition (4.52), par les

mémes arguments donnés dans ([4.38])-(4.39) on obtient

|AOR|| — 0.

L3999 (45) RS oo

Avec ces deux estimations nous déduisons, en revenant a (4.53)), que ||Adg|| La0) (R3) RH

0 et ce fait implique que nous avons a(R) — 0.
R——+o00

Estimations pour 3(R). Le controle de ces termes suit les mémes idées générales
utilisées dans (4.41)), on peut donc écrire

1 T = .
B(R)| < 5 [VOg||d*dx + IVOR||P|d|da . (4.54)
2
c(£.r) c(£.R)
5:(R) 82(R)

Pour le premier terme du c6té droit ci-dessus, suivant (4.42) on écrit :

/Bl(R) < CHVGRHLr(-)(c(%R))||ﬁ|‘3ip(~)(]1§3)’ (4-55)
ol nous avons utilisé I'inégalité de Holder avec % + TI) = 1. Puisque 'exposant p(-)
est donné par les conditions énoncées dans (4.26)), exposant variable r(-) = %

satisfait :
3< TR\ ) <res\(T) < r&ig\w) < +o0,
r(z) = (4.56)
r;V:rJV(x):erzl.
Pour comprendre le comportement de 5 (R), puisque par hypothese on a ||| Lp(O) (R3) <
+o0 , il suffit d’étudier la quantité ||Vog| O (C( £ ,R)): En suivant les idées principales
utilisées pour obtenir ’estimation , nous avons
1 1
[0nloesmy < CR™ max{ic(h, R)n A1 0(5, )0 oH |
1 1

r_ T
+CR ' max{|C(&,R) \ A| &\ |C(E, R)\ A| ® '\

—+00



4.4. Quelques exemples dans des sous-ensembles de R? 89

En rappelant que nous avons |C(Z, R) N 4| < CR'"7 et |C(&,R)\ A#| < CR?, on
obtient, puisque r, =r 4 (z) =r', =1:

_1_|_
||V9R”Lr(A)(c(§’R)) < CR 7+ Cmax{R

3 3
3 -1
= +—

®\4) R @}

Or, par les restrictions (4.56) on en déduit facilement que —1 + - 3 < -1+
(R3\A)
< 0 et comme toutes les puissances du parametre R > 1 sont négatives on a

3
T®3\)

IVORI e (2 R)

)y T2 0. Ainsi, pour revenir a (4.55)), nous avons lim f;(R) = 0.
R—+o00 R—+o00

Pour le terme f(2(R) donné dans (4.54) on procede selon les mémes idées utilisées
précédemment : par les inégalités de Holder avec ﬁ + % + % =1, on obtient

par) = [ 1.y O < CITOlrcg Il oo e 2.y

R L% (&)

< C‘W@RHLr«)(c(g,R))”PHLpé» WHLPH(RL%)-

2O g

. N S p() .
Puisque par hypothese @ € LP(')(]R{3) et p € L% (R?), comme auparavant, il suffit

T S NI . p() ,
d’étudier la quantité HVHRHLr(-)(c(g,R)) ou l'exposant variable r(-) = ()3 est donné

par (4.56)). Ainsi, en suivant exactement les mémes arguments que ci-dessus, nous obte-
nons RETOOHVHRHL!‘(A)(C(g’R)) = 0, et on obtient finalement la limite RETOO B2(R) = 0.

Nous avons obtenu que lim [i;(R) = lim [2(R) = 0, d’otut, pour revenir & l'ex-
R—+4o00 R—+4o00

pression ([4.54]), on en déduit facilement que lim B(R) = 0.
R—+o00

Nous avons ainsi prouvé que les termes «(R) et S(R) donnés dans (4.27)) tendent vers 0 si
R — +o0 : la preuve du Théoreme est maintenant terminée. [ |
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