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Feuille 3 Supplémentaire — Dual, Bidual, Transposée,
Orthogonalité,

Exercice 1. Soit n entier naturel > 2, B = (Ej;)1<i,j<n la base canonique de M,,(K),
B* = (Ejj)i<ij<n la base duale de B. Soit ¢ : My(K) — My(K)* donnée par :
Y(A)(M) = tr(AM), VA, M € M, (K).

Soit A = (aj)1<ij<n € Mn(K). Calculer AE;;, E;;A et ¥(A)(Ek).

Montrer que 9 est un isomorphisme.

Donner la forme des formes linéaires sur M, (K) en fonction de la forme trace.

Montrer que pour tout hyperplan H de M,,(K), il existe A € M,,(K) non nulle tel
que :

W oo

H={M e M,(K) : tr(AM) = 0}.

5. Pour n = 3, soit

1
H = {M = (xz',j)lgi,jgii € Mg(R) DX — 5.1“2,3 + 5.%'372 — 7%’3’3 = 0} .

Trouver A € M3(R) tel que :
H={M e M3(R): tr(AM) = 0}.

Exercice 2. Soit £ = K[X], B = (X")nen la base canonique de E, et (¢n)nen famille
des formes linéaires sur F tel que :

0 (X7) =6, Vi, j €N.

On considere la forme linéaire f sur E tel que pour P = Z]kvzo X ona :
N
fP)=>"a.
k=0

n
Supposons que f € Vect(p, : n € N), avec f = Z Ak Pk -
k=0

1. Calculer f(X"F1).
2. En déduire que (¢p)nen n’est pas une famille génératrice de E*.
3. Soit 6 : E — E** définie par :

0(P)(p) = ¢(P).

Montrer que 6 € L(E,E**) et qu’elle est injective, mais non surjective.



Exercice 3. Soit £ = R*, et soit e; = (1,1,1,0) et ex = (1,0, 1,0), e3 = (1,1,0,0).
On considére @1 = 2} + e} + e}, 02 = —ei + 2¢5. Déterminer Vect(eq,ea,e3)t et
Vect (1, p2) "

Exercice 4. Soient E, F' deux K-espaces vectoriels.

1. Montrer que si f € L(E) et F un sous-espace vectoriel de E stable par f alors F'*-
est stable par ¢ f.

2. Montrer que si f € L(E, F) alors :
ker("f) = (Imf)*, Im(*f) = (ker f)*,.
Exercice 5. Soient I’endomorphismef de R3 de matrice

3 -2 -4
A=|-1 1 1
1 -2 -2

dans la base canonique £ = (ey, €2, e3) de R3.
1. Déterminer les valeurs propres de A et sa transposée.
2. Déterminer les sous-espaces de R? stables par f.

3. Méme questions pour la matrice B,

1 1 0 O
-1 2 0 1
B= 0 0 -1 0
1 0 0 1



