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Feuille 3 — Applications linéaires, bilinéaires, et dualité

Exercice 1. On considere
X
D: Ry[X] = Ro[X], P P’ et i: Ro[X] — Ry[X], P s / P(t) dt.
0

On pose par ailleurs
Bo=(1,1-X,1-2X+X?%) et B3=(1,1-X,1-2X +X%1-3X+3X2-X3).

1. Justifier brievement que D et ¢ sont linéaires.

2. Les applications D et i sont-elles injectives, surjectives? Calculer D oi et i0 D;
nommer les rapports entre ces deux applications.

3. Justifier brievement que By (resp. Bs) est une base de Ra[X] (resp. R3[X]) et écrire
les matrices de D et de ¢ dans ces bases.

4. Calculer les matrices de passages de ces bases aux bases canoniques, en déduire par
les formules de changement de base les matrices de D et ¢ dans les bases canoniques.
Vérifier ce dernier résultat.

Exercice 2. Soit 'endomorphisme f de R? de matrice

3 -1 1
A=10 2 0
1 -1 3

dans la base canonique £ = (e, e, e3) de R3. Soit B la forme bilinéaire sur R? x R3
dont la matrice dans la base canonique £ est A.

1. Montrer que la famille B formée par e; = (1,0,—1), e2 = (0,1,1) et e3 = (1,0, 1)
est une base de R3.

2. Donnez la matrice de ’endomorphisme f dans la base B.

3. Donnez la matrice de la forme bilinéaire B dans la base B.

Exercice 3. Soit E = R?, et soit f I'application de E x E — R donnée par

f((z1,22), (y1,92)) = 212 + Y172

1. Montrer que f est bilinéaire.

2. Donnez sa matrice dans la base canonique de F, puis dans la base B donnée par
eh =(1,1) et ey = (1,-1).



Exercice 4. Pour P,Q € Ro[X], soit ¢(P, Q) = fol P(t)Q(t)dt
1. Montrer que ¢ est une forme bilinéaire sur Ro[X].
2. Donnez sa matrice dans la base (1, X, X2), puis dans (1, X, X? — X — %)

Exercice 5. Soit F = R? muni de sa base canonique &. Soit B = {b1, b, b3} ol
by = (—3,—-2,7), by = (3,—1,-5), bg = (1,—-3,0)
Déterminer la base B* duale de B.

Exercice 6. Déterminer la forme linéaire f définie sur R? telle que
f(1,1,1)=0 f(2,0,1)=1 f(1,2,3)=4.
Donner une base de ker(f).

Exercice 7. On note e; = (1,2) et e2 = (3,4). Montrer que (ej, e2) forme une base de
R? et déterminer sa base duale (f1, f2). Sans calcul, déterminer ker f; et ker fo.

Exercice 8. Soient f; et fy les deux formes linéaires sur R? définies par

fl(xay):'r—i_y et f2($7y):x_29

1. Montrer que (f1, f2) forme une base de (R?)* et déterminer sa base préduale.

2. On définit des formes g et h par

gle,y) =z —y et h(z,y) =2z -Gy
Exprimer ces formes linéaires dans la base (f1, f2).
Exercice 9. Soit E = Ry[X]. On définit 'application de E dans R donnée par ¢: P
IY P(t)dt.
1. Montrer que ¢ € E*.

2. Montrer que pour tout = € R, 'application ev,: P — P(x) est une forme linéaire
sur F.

3. Montrer que si ev_1(P) =0, evg(P) =0 et evy(P) = 0 alors P = 0.
4. En déduire que (ev_1,evy,evy) forme une base de E*.

5. Exprimer ¢ dans cette base.



