Université d’Evry Année 2016-2017
Maitrise de Mathématiques Algebre et Arithmétique

TD : Anneaux euclidiens, principaux, factoriels.

Tout anneau sera supposé commutatif et unitaire, et tout morphisme entre deux anneaux
sera un morphisme d’anneaux unitaires.

Exercice 1 Soit A un anneau commutatif, soit a et b deux éléments de A. Montrer les
assertions suivantes :

1. Panneau A[X]/(X — a) est isomorphe & A;
2. T'anneau A[X,Y]/(Y — b) est isomorphe a A[X];
3. 'anneau A[X,Y]/(X — a,Y — b) est isomorphe a A.

Exercice 2 Soit K un corps et
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1. Montrer que A est un anneau (commutatif et unitaire).

2. Montrer que {f € A | f(0) = 0} est 'unique idéal maximal de A.

Exercice 3 Soit d € Z non carré (c’est-a-dire qu’il n’existe pas de e € Z tel que ¢? = d).
Montrer que A = {a +bv/d € C | a,b € Z} et quil existe un unique automorphisme
d’anneau o de A tel que o(v/d) = —V/d.

Pour tout z € A on note N(z) = |z0(2)|. Montrer que N(z) € N pour tout z € A, et
que N(z) =0 ssi z = 0. Montrer que z est inversible dans A ssi N(z) = 1. Que vaut alors
271? Que vaut N(z) sid <07

Exercice 4 Montrer que Z[v/2] est euclidien (utiliser ex. 3).

Exercice 5 Montrer que Z[i] (anneau des entiers de Gauss) est euclidien. L’idéal 27Z[i] de
Z[i] est-il premier ?

Exercice 6 Soit j = exp(2ir/3). Montrer que Z[j] est euclidien (utiliser N(z) = |z|?).

Exercice 7 Soit A un anneau integre, a € A\ {0} et S = {a™ | n € N}. Montrer que S
est une partie multiplicative, et que S~ A est isomorphe a A[X]/(aX —1).

Exercice 8 En utilisant I'exercice 6, montrer que 'anneau C[X,Y]/(XY —1) est principal.
En déduire que 'anneau C[X,Y]/(X? + Y? — 1) est principal, donc factoriel.

Exercice 9 Factoriser X, 1 +Y et 1 — Y dans anneau factoriel C[X,Y]/(X? +Y? —1).
En déduire que les anneaux k[X,Y]/(X? +Y? — 1) pour k = @ ou k = R ne sont pas
factoriels.



