Chapitre 1

Rappels de probabilités

Ce chapitre commence par quelques rappels élémentaires sur les
notions d’expérience aléatoire et de probabilité dans le cas général.
On étudie ensuite brievement les variables aléatoires dans le cas
discret.
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1.1 Expérience aléatoire et probabilité

Notions
Expérience aléatoire, Espace fondamental, Evénement, Mesure de probabilité

Lors d’une expérience répétée dans des conditions considérées comme identiques, il
arrive que 'on obtienne des résultats différents, ainsi :
Exemples 1.1.

1. I'expérience qui consiste a jeter en I'air une piece de monnaie et a en observer le coté
visible — on dit souvent jouer a pile ou face» !,

2. le tirage d'un loto (5 numéros + 1 parmi les 49 premiers nombres entiers), au cours
duquel I'huissier de justice est justement la pour s’assurer que les conditions restent
identiques d'un tirage a I'autre — ce qui n’empéche pas d’obtenir des résultats différents
quasiment a chaque fois,

3. l'observation de la durée de fonctionnement d’une ampoule électrique,

4. l'observation du temps réalisé par Usain Bolt sur un 100 metres.

lon s’amuse comme on peut!
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1.1. Expérience aléatoire et probabilité

Ces expériences ont en commun que leurs résultats ne sont pas reproductibles a
souhait, méme si l’on conserve un mode opératoire identique : essayez de jeter une
piece et de ne faire que des «piles» pour voir! On parle dans ce cas d"une expérience
aléatoire.

1.1.1 Espace fondamental et événement

Définition 1.1. Le résultat d"une expérience aléatoire est appelé une issue. L'ensemble
des issues possibles est appelé espace fondamental, ou encore espace des possibles, souvent
noté ().

Exemples 1.2 (Quelques exemples d’espaces fondamentaux).

— L'espace fondamental pour le jeu de pile ou face est Q) = {P, F}, o1t on a noté P pour
pile et F pour face.

— L'espace fondamental pour le jeu de pile ou face répété deux fois est Q) =
{(P,P),(P,F), (F, P), (F, F)}.

— Il serait un peu fastidieux d’énumérer I'espace fondamental du loto a 5 boules + 1 boule
complémentaire : il s’agit de toutes les combinaisons de 6 nombres parmi les 49 premiers
nombres entiers. Il y en a CS,.

— L'espace fondamental pour I'expérience qui consiste a considérer la durée de vie d’une
ampoule électrique est [0, +oo], encore noté R... Il en est de méme pour le temps de Bolt
sur 100 metres. La seule différence pourrait tenir au fait que I'un est plus facilement
exprimable en mois et I'autre en secondes.

La notion d’événement vient naturellement apres celle d’espace fondamental :

Définitions 1.2.
— On appelle événement aléatoire ou simplement événement associé a une expérience
aléatoire un sous ensemble de ().
— Deux événements A et B sont incompatibles ou disjoints si A N B = @ (rappelons
que @ est I'’événement impossible, ou ensemble vide).
— On appelle complémentaire de A et on note A ou A° ’événement défini par?
A={xeQ:x¢ A}.

Voyons quelques événements associés aux exemples 1.1 :

Exemples 1.3.
— «obtenir pile » pour un jet de pile ou face, ou encore «obtenir au moins une fois pile »
lors de deux lancers de piéce,
— obtenir {(1,2,3,4,5,6)} », ou «n’obtenir que des numéros pairs » au loto,
— «l'ampoule casse avant 2 mois d’utilisation », ou «sa durée de vie varie de 5 4 6 mois »,
— « Usain Bolt bat le record du monde du 100 metres ».

1.1.2 Mesure de probabilité

Nous pouvons maintenant rappeler la notion de mesure de probabilité, qui associe un
nombre compris entre 0 et 1 a un événement issu d"une expérience aléatoire.

2Si cette définition vous semble compliquée, faites un dessin !
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Chapitre 1. Rappels de probabilités

Définition 1.3 (Mesure de probabilité). Soit une expérience aléatoire d’espace fonda-
mental (). Une mesure de probabilité IP associe & tout événement A un réel IP(A) tel

que’

1. pour tout A tel que IP(A) existe,ona 0 < P(A) <1,

2. P(@)=0etP(QQ) =1,

3. ANB = @ implique que P(AUB) = P(A) + P(B).

Une probabilité IP est donc une mesure au méme titre que la mesure d’aire ou la
mesure de poids (voir la figure 1.1). D’ailleurs, on parle parfois de masse de probabilité :

elle associe une valeur comprise entre 0 et 1 a un événement dans un contexte
particulier (celui de I'expérience aléatoire en cours).

sous-ensemble A

sous-ensemble B

FIG. 1.1 — IP est une mesure, c’est-a-dire que pour A et B disjoints, la mesure de leur
union est la somme de leurs mesures.

Définition 1.4 (Indépendance). Deux événements A et B sont indépendants si et
seulement si P(A N B) = P(A)IP(B).

Propriétés 1.1.
- P(A)=1—-1P(A),
— Soient A et B deux événements incompatibles. Alors, P(A N B) = 0.

Exemple 1.4 (Répartition par genre de I'amphi de MB31). Soit I'espace fondamental
regroupant les N = 104 étudiants de MB31, annotés de leur sexe. On sait qu’il ya L = 42
gargons et M = 62 filles. Ainsi, O = {G1,Gy, ..., G, F1,F, ..., Fpm}. On suppose que
n’importe lequel des N étudiants apparait avec la méme probabilité, égale a 1/ N ici : on parle
de loi uniforme.

Par exemple, la probabilité de I'événement «le prochain étudiant qui entre dans I'amphi
est une filley, est simplement la probabilité P(F) oit F est I'ensemble des filles. Chacune
des M filles compte pour 1/N, d’'oit P(F) = M/N = 62/104 = 0.596. Evidemment,
I'événement complémentaire, a savoir «le prochain étudiant est un gargon », a pour probabilité
P(G) = P(F) =1 —P(F) = 1 — 0.596 = 0.404.

Enfin, précisons que ces deux événements sont incompatibles. ..

3En toute rigueur, il faut que cet événement soit mesurable sur (), c’est-a-dire que IP(A) soit définie.
Nous n’entrerons pas dans de telles considérations dans ce cours: dans tout ce qui suit que les
événements d’intérét sont systématiquement mesurables.
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1.2. Variable aléatoire discrete

Remarque 1.1. Attention, un espace fondamental peut contenir des événements dont la
probabilité est nulle* | On parle d’événement négligeable : au sujet du 4° des exemples 1.1,
d’espace fondamental Q) = [0, +o0[, on peut considérer que la probabilité de voir un coureur
faire moins de 2 secondes au 100 metres est zéro, et pourtant [0, 2] est contenu dans Q). Ca
n’est pas un probleme du moment que l'espace fondamental regroupe bien toutes les valeurs
possibles de I'expérience aléatoire. En posant Q) = [0, +oc0|, on signifie simplement que la
durée d’un 100 metres est un nombre de secondes exprimé par un réel positif.

L’année derniére, vous avez vu en MB21 comment manipuler les expériences
aléatoires dont on pouvait énumérer toutes les issues possibles, comme le loto, le
lancer d"un dé, ou pile ou face. On parle d’ensembles dénombrables et de probabilités
«discrétes», dont nous allons faire un bref rappel dans la section suivante. L’objet de
MB31 est d’appréhender le cas d’ensembles composés d'un intervalle continu de R,
comme une durée, une taille, une concentration de protéine dans une solution, etc.

1.2 Variable aléatoire discrete

Notions
Variable aléatoire, Loi de probabilité, Couple, Indépendance
Fonction de répartition, Espérance, Variance

Commengons par éclaircir la notion de variable aléatoire en donnant une définition
5

intuitive” :
Définition 1.5 (Variable aléatoire). Une variable aléatoire (v.a.) est une fonction dont
la valeur dépend du résultat d"une expérience aléatoire.

Ainsi, lorsque 'on observe I'issue d"une expérience aléatoire, la variable aléatoire
associée prend une valeur, le plus souvent un nombre. Dans la suite, on note E I'ensem-
ble des valeurs prises par une variable aléatoire : on dit qu’elle est «a valeurs dans E».
L’ensemble E sera toujours composé d'une partie des nombres réels IR, par exemple :

Exemples 1.5.

— lors d'un lancer du jeu de pile ou face, le nombre de piles obtenu est une variable aléatoire
a valeurs dans E = {0,1}. Si on répete deux lancers, E = {0,1,2}, etc. Pour une
infinité de lancers, E = IN tout entier (Les nombres entiers IN sont bien entendu une
partie des nombres réels IR);

— lors de l'expérience consistant a observer une ampoule électrique, la durée de fonction-
nement est une variable aléatoire a valeurs dans E = [0, 4+oo(;

— lorsque l'on jette deux dés a 6 faces, la somme obtenue, de méme que le produit, la
différence, le nombre de faces égales a 2, etc. sont autant de v.a. a valeurs dans IN;

— lors d’un 100 metres de Bolt, on décrit le fait qu'il batte ou non le record du monde
par une v.a. égale a 1 en cas de succes et a 0 en cas d’échec, c’est-a-dire a valeurs dans
{0,1};

— toujours pour cette histoire de 100 metres, on peut définir une autre v.a. décrivant le
temps réalisé, cette fois a valeurs dans R ..

4Ot en tout cas tellement proche de zéro qu’on la considere nulle — et déja apparait ici la notion de
probabilité « continue »
511 existe une définition plus rigoureuse mathématiquement, n’apportant rien a ce cours.
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Chapitre 1. Rappels de probabilités

On peut donc distinguer deux familles de variables aléatoires :

1. la premiere famille est constituée des v.a. a valeurs dans des ensembles finis
ou dénombrables® (le nombre de piles obtenu, les chiffres {1,2,3,4,5,6} au dé,
I'ensemble {0,1}, etc.);

2. la seconde famille est constituée des v.a. a valeurs dans des ensembles composés
d’intervalles de R ou de R tout entier (par exemple, la durée de vie de notre
ampoule ou le temps sur 100 metres) : dans ce cas, on ne peut pas énumérer
tous les éléments constituant ces ensembles!

La premiere famille constitue les variables aléatoires discretes, que vous connaissez
déja et dont on rappelle les principales propriétés dans cette partie. Nous verrons
dans le chapitre suivant l'autre famille appelée variables aléatoires continues qui est le
sujet principal de ce cours.

1.2.1 Loi de probabilité discrete

Définition 1.6 (Variable aléatoire discrete). Une variable aléatoire est discrete si elle
prend ses valeurs dans IN, dans une partie de IN ou encore dans un ensemble fini
d’éléments.

Une v.a. est entierement caractérisée par sa loi de probabilité, dont nous rappelons
la définition dans le cas discret :

Définition 1.7 (Loi de probabilité discrete). Soit X une v. a. discrete a valeurs dans
E = {x1,x2,...,xN}. Laloi de probabilité de X est définie par I'ensemble de valeurs
(pi)iz1,..N telles que

pi=P(X=x;),avec Y p=1
i=1,..,N

Pour tout événement A, sous ensemble de (), on a
P(A)= ) pi
iix;€A

ce qui se lit « somme sur les i tels que les éléments x; de E soient dans I’'ensemble A ».
Exemple 1.6. Supposons que l'on dispose de données concernant I'ensemble des familles
d’[le-de-France de 5 enfants au plus. On réalise une expérience aléatoire qui consiste i tirer au
hasard une de ces familles et a en compter le nombre d’enfants. La variable aléatoire X qui
décrit le nombre d’enfants par famille est a valeurs dans E = {0,1,2,3,4,5,... } = N. Une
étude démographique a montré que

P(X=0)=022 P(X=1)=025 P(X=2)=0.33,

P(X =3)=0.13, P(X=4) =0.05 P(X >5)=0.02,
ce qui constitue la loi de probabilité de X. On vérifie aisément que ) ;cp P(X = i) = 1.

On s’intéresse par exemple a I'événement A : avoir au moins trois enfants», ce qui
correspond a X > 3. Nous avons

P(A)=P(X>3)= Y} P(X=i)=P(X=3)+P(X=4)+P(X>5)=02

i€E:i>3

6Un ensemble est dénombrable si I’on peut coller un numéro différent a chacun des éléments de
I'ensemble. Mais il peut y en avoir une infinité ! Regardez les nombres entiers par exemple. ..
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1.2. Variable aléatoire discrete

On distingue les lois de probabilité empiriques, déterminées par une mesure
expérimentale — exactement comme dans I'exemple précédent : cette loi a été observée,
déduite d"un relevé de données effectué sur la population — des lois de probabilité
théoriques, comme la loi de Bernoulli, la loi binomiale, la loi géométrique ou encore la
loi de Poisson dont on rappelle les définitions.

Définitions 1.8 (Quelques lois discrétes).

— Une va. X suit une loi uniforme sur l'ensemble {1,2,...,n}, notée X ~
U{1,2,...,n}),si

P(X =k)=—, pourtoutke {1,2,...,n}.

La partie gauche de la figure 1.2 représente la loi de ¢/ ({1,2,...,6}).
— Une v.a. X suit une loi de Bernoulli de parametre p, notée X ~ B(p), si elle
prend ses valeurs dans {0,1} et a pour loi de probabilité

P(X=1)=p, P(X=0)=1-p.

— Une v.a. X suit une loi binomiale de parameétres n et p, notée X ~ b(n, p), sielle
prend ses valeurs dans {0,1,...,n} eta pour loi de probabilité

P(X = k) = CkpF(1 — p)" %, pourtoutk=0,1,...,n.

En particulier, la v.a. définie par la somme de 7 v.a. de Bernoulli indépendantes
suit une loi binomiale (voir la partie gauche de la figure 1.3).

— Une v.a. X suit une loi géométrique de parametre p, notée X ~ G(p), si elle
prend ses valeurs dans N* = {1,2,...,k,... } eta pour loi de probabilité

P(X =k)=p(1—-p)*1, pourtoutk>1.

— Une v.a. X suit une loi de Poisson de parametre A, notée X ~ P(A), si elle prend
ses valeurs dans N = {0,1,...,k,... } eta pour loi de probabilité

P(X =k) =e ">, pourtoutk > 0.

P(X = k) F(x)

0.3 1] —

0.2 —_—

0.1. ‘ —_—

0.0 , , : | | L., O O_ : : : — X
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

FIG. 1.2 — Distribution et fonction de répartition de la loi uniforme ¢/ ({1,2,...,6}).
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Chapitre 1. Rappels de probabilités

P(X = k) F(x)

03] 1] —ri

02| —_—

0.1 —

0.0 | | | I sk 0 ) . , , , — X
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

FIG. 1.3 - Distribution et fonction de répartition de la loi binomiale b(6,0.5).

1.2.2 Fonction de répartition, espérance et variance

Une alternative a la loi de probabilité pour représenter la distribution d"une variable
aléatoire est sa fonction de répartition, définie comme suit :

Définition 1.9 (Fonction de répartition d'une v.a. discréte). Soit X une v.a. a valeurs
dans E. La fonction F a valeurs dans [0, 1] définie par

Fx)=P(X<x)= ) P(X=x)
x;i€E:x;<x
est appelée fonction de répartition de la v.a. discrete X.

La fonction de répartition représente d’une maniere différente la méme infor-
mation que la loi de probabilité : on «cumule» les probabilités au fur et a mesure
que l'on parcourt I’axe des abscisses. Les parties droites des figures 1.2 et 1.3 pro-
posent les fonctions de répartition de la loi binomiale b(6,0.5) et de la loi uniforme

U1,2,...,6}).

Une maniere de représenter les caractéristiques d"une variable aléatoire est d"u-
tiliser ses moments, en particulier 'espérance, qui est le moment d’ordre un et Ia
variance, le moment centré d’ordre deux.

Définition 1.10 (Espérance d'une v.a. discréte). L'espérance E(X) d'une v.a. discrete
X a valeurs dans E est le nombre défini par

E(X)=) xP(X=x).

x;€E
Lorsque la loi de X est empirique, on pourra également parler de moyenne.

Remarque 1.2. Attention ! Il arrive que l'espérance d’une variable aléatoire ne soit pas
définie, si la probabilité pour que cette variable ait une valeur infinie soit non nulle ! Plus
formellement, 'espérance de X existe et est finie si et seulement si E(|X|) < oco.

Propriétés 1.2. On a les propriétés suivantes pour 1'espérance :

1. Soient g une fonction et X une v.a. a valeurs dans E. Alors I'espérance de g(X)
si elle existe, est donnée par

E[g(X)] = }_ g(x)P(X =xi).

x;€E

En particulier, E(X?) = ¥, cp x7P(X = x;).
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1.2. Variable aléatoire discrete

2. Soient a et b deux nombres réels. Alors, E(aX + b) = alE(X) + b (on parle de
linéarité de 1'espérance).

Définition 1.11 (Variance d'une v.a. discréte). La variance Var(X) d’une v.a. discrete
X a valeurs dans E est le nombre positif défini par

Var(X) = E[(X — E(X))2] = ¥ (i — E(X))? P(X = x,).

x;€E

Si on regarde bien, la variance est une espérance : elle représente comment, en
moyenne, on s’écarte de la valeur moyenne! La racine carré de la variance est appelé
« écart type », qu'on préfere utiliser dans les applications car il posséde la méme
dimension que 1’espérance, alors que la variance fait intervenir un carré.

La propriété suivante est trés importante et on 1'utilise presque systématiquement
pour le calcul de la variance :

Proposition 1.1. La variance de X vérifie la relation suivante :
Var(X) = E(X?) — (E(X))?.

Démonstration. 11 suffit de développer l'identité remarquable et de sortir les con-
stantes! Dans le détail, nous avons

Var(X) = E[(X ~ E(X))?] = ¥ (xi — E(X))* P(X = x)

x;€E
= Y (xf —2xE(X) + (E(X))*) P(X = x;)
x;€E
=Y FP(X=x)2EX) ) xP(X=x)+ HY P(X=x)
x;€E x;€E x;€E
E(X2) E(X) 1
= E(X*) —2(E(X))* + (E(X))?,
ce qui acheve la démonstration. O

Propriété 1.3. Soient a et b deux nombres réels. Alors, Var(aX + b) = a*Var(X).

Démonstration. La preuve de cette propriété se fait tres simplement en utilisant les
propriétés de ’'espérance. .. A savoir faire impérativement ! O

Exercice 1.1. Démontrer les affirmations suivantes (les deux derniéres sont un peu
plus difficile).
- Si X ~ B(p), alors E(X) = petVar(X) = p(1—p),
- Si X ~ b(n,p),alors E(X) = np et Var(X) = np(1 —p).
-SiX~U{1,2,...,n}),alors E(X) = (n+1)/2 et Var(X) = (n*> —1)/12.7
- Si X ~ P(A),alors E(X) = Aet Var(X) = A

n(n+1) _ n(n+1)(2n+1)

"Rappelez-vous que Y1 i = etque YI i = 5

8Rappelez-vous que Yiro kf =e*
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Chapitre 1. Rappels de probabilités

1.2.3 Couple de variables aléatoires discréetes, indépendance

Rappelons enfin quelques notions élémentaires relatives aux couples de variables
aléatoires.

Définition 1.12 (Couple de v.a. — cas discret). Soient deux variables aléatoires X a
valeurs dans E et Y a valeurs dans F. On dit qu’elles forment un couple noté (X,Y) de
loi de probabilité jointe ou conjointe pyy sil’on s’est donné, pour x € Eety € F,

Py =P(X =xY =1y).

Bien stir, on doit avoir Y e cr pxy = 1. Les lois de probabilités px = P(X = x) et
py = P(Y = y), définies respectivement pour tout x € E et tout y € F, sont appelées
lois marginales de X et de Y.

Nous pouvons dés lors préciser la notion d’indépendance entre deux v.a. discretes :

Définition 1.13 (Indépendance — v.a. discretes). Deux v.a. X et Y a valeurs dans E et F
sont indépendantes si

P(X=xY=y)=P(X=x)xP(Y=y), pourtoutx € E,y € F.

Exemple 1.7. On s’intéresse au lien entre la répartition des notes du devoir d’automne 2008
de MB31 et le résultat final des étudiants. On sépare les notes du devoir en 5 groupes : A
([20-16]), B (]116,12]), C (]12,8]), D (18,61), E (16,0]). Le secrétariat de la Licence 2 fournit le
tableau suivant :

acceptation\nOte devoir A B C D E
oui 8|14 |14 |11 | 5
non 1|5 (13]17 12

TAB. 1.1 — résultats MB31 2008

Soient X une v.a. a valeurs dans E = { A, B,C, D, E} décrivant la répartition des notes
des étudiants au devoir et Y la v.a. décrivant le taux d’acceptation @ MB31. Du tableau
précédent, on déduit la loi jointe de (X,Y), puis les lois marginales, et on vérifie facilement
que X et Y ne sont pas indépendantes :

y\X A B C D E Py
1 0.08 | 0.14 | 0.14 | 0.11 | 0.05 || 0.52
0 0.01 | 0.05|0.13 | 0.17 | 0.12 || 0.48

[px [0.09]019]027]028[017 ] 1 |

TAB. 1.2 - 1oi du couple (X, Y)

La propriété suivante est inhérente a 1’'espérance, de par sa linéarité :

Propriété 1.4. Soit X et Y deux variables aléatoires quelconques, sans condition
d’indépendance. Alors E(X +Y) = E(X) + E(Y).
Ce résultat se généralise immédiatement a une suite (Xy,...,X,) den va. :

E(é&)zéE@J
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1.2. Variable aléatoire discrete

La notion de covariance, définie ci-dessous, « généralise » la notion de variance
entre plusieurs variables aléatoires, en mesurant la variation simultanée de ces vari-
ables :

Définition 1.14 (Covariance). La covariance de deux v.a. X et Y est définie par
Cov(X,Y) =E(XY) - E(X)E(Y).
Notons qu’en posant X = Y, on retrouve bien la variance de X.

Ceci nous permet d’énoncer une propriété souvent tres utile dans les calculs de
variance :

Propriété 1.5. Soient X et Y deux v.a. de covariance nulle, ce qui est vrai en particulier
lorsque X et Y sont indépendantes. Alors,

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Ce résultat se généralise a une suite (X, ..., X,) de n v.a. indépendantes. On a
dans ce cas

Var (éK) = éVar(Xi).
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