
Chapitre 5

Test sur l’espérance d’une variable
aléatoire

Ce chapitre rappelle les différentes étapes d’un test statistique
paramétrique simple dans le cadre de la démarche de Neyman-
Pearson. Puis, nous étudions les tests portant sur l’espérance
d’une variable aléatoire, dans le cas gaussien ou non, quand la
variance est connue ou pas.
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5.1 Exemple introductif

Dans un laboratoire pharmaceutique, on expérimente l’efficacité d’un nouveau
médicament sur des rats de race R. Ce médicament est censé avoir un effet stim-
ulant. On sait que le temps de réaction moyen d’un rat de race R à un certain test T
est de 20 secondes dans des conditions normales. On donne à 10 rats une dose du
nouveau médicament et on leur fait passer le test. On obtient les temps de réaction
suivants :

individu (rat no ) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
temps de réactions (sec.) 19 17 20 22 16 23 18 18 21 15

TAB. 5.1 – résultats de l’expérimentation sur 10 rats

D’après ces données, que peut-on dire de l’efficacité du nouveau médicament ?
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5.2. La démarche de test statistique

Intuitivement, on peut avoir l’idée de calculer la valeur prise par la moyenne
empirique sur cet échantillon. On obtient 18.9, temps de réaction moyen inférieur à
20. Pour autant, il serait un peu prématuré de conclure à l’efficacité de ce médicament,
car il est bien évident qu’en refaisant l’expérience sur une autre dizaine de rats, on
n’obtiendrait pas le même résultat, peut-être une moyenne supérieure à 20 !

Le problème ici est de savoir si le fait que 18.9 soit inférieur à 20 est dû au
hasard dans le choix des rats ou à l’efficacité du médicament. Pour répondre à cette
question, il faut mettre en place un modèle mathématique qui doit permettre d’utiliser
intelligemment l’information statistique à notre disposition, et d’émettre une décision :
c’est l’objet des tests d’hypothèse.

Remarque 5.1. Puisque nous manipulons des grandeurs aléatoires, on imagine mal une
décision prise avec une fiabilité de 100%. On doit en revanche être en mesure de donner un
indice de confiance, ou une probabilité de se tromper dans la décision prise sous le modèle
choisi.

5.2 La démarche de test statistique

Notions
Hypothèse nulle, Erreur de première espèce, Erreur de seconde espèce
Statistique de test, Puissance, Région critique, Degré de significativité

5.2.1 Le test statistique – approche de Neyman-Pearson

On considère le caractère X d’une population P que l’on observe sous la forme d’un
échantillon aléatoire X1, . . . , Xn. On pose un modèle statistique (Fθ)θ ∈ Θ associé
à la fonction de répartition de X. L’ensemble Θ regroupe les valeurs possibles du
paramètre θ d’intérêt.

Remarque 5.2. Lors d’un test d’hypothèse, le modèle statistique proposé est supposé adéquat :
on suppose qu’il existe une valeur parmi l’ensemble Θ, notée par exemple θ? pour la différencier,
telle que Fθ? soit la véritable fonction de répartition de la v.a. X. Cela veut simplement dire
que si l’on décide de modéliser la distribution du caractère X par une loi de Gauss, une loi
exponentielle ou encore une loi uniforme, on suppose que l’on fait le bon choix de modèle (ce
qui est évidemment discutable, mais c’est un autre problème). C’est uniquement la valeur du
paramètre θ qui nous intéresse ici.

Les hypothèses

Lors d’un test d’hypothèse, on dispose souvent d’une valeur a priori de θ, notée θ0, en
laquelle on a relativement confiance : c’est la valeur généralement admise en l’état
des connaissances. On parle d’« hypothèse nulle », notée H0, de telle sorte que

H0 : Fθ? = Fθ0 ,

ce qui peut également s’écrire

H0 : X ∼ Fθ0 , ou encore θ? = θ0.
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L’objectif d’un test est de vérifier que les données observées soient en adéquation
avec l’hypothèse H0 : l’échantillon relevé confirme-t-il que X a la distribution Fθ0 , ou
bien doit-on remettre en cause cette croyance et penser que θ0 n’est pas la vraie valeur
θ? ? L’hypothèse alternative, qui consiste à penser que la vrai valeur θ? est autre, s’écrit

H1 : θ? = θ1, tel que θ1 6= θ0,

ou plus simplement
H1 : θ? 6= θ0.

Une telle hypothèse est dite bilatère, c’est-à-dire que θ? peut pencher d’un côté comme
de l’autre de θ0. Lorsque que l’on estime que θ? est amené à pencher d’un côté
seulement de θ0, on parle de test ou d’hypothèse unilatérale, de la forme

H1 : θ? > θ0, ou H1 : θ? < θ0.

Exemple 5.1. Reprenons l’exemple du traitement pouvant potentiellement diminuer le
temps de réaction d’un rat. Supposons par exemple que le temps de réaction X suive une loi de
Gauss N (µ?, σ2) de variance σ2 connue et d’espérance µ? inconnue. La vraie valeur µ? de
l’espérance correspond au temps moyen de réaction d’un rat dans le cas d’une loi de Gauss.
L’hypothèse nulle, c’est-à-dire notre hypothèse de départ pour les rats, consiste à dire que le
temps moyen de réaction est de 20 secondes, ce que l’on traduit par

H0 : µ? = µ0, avec µ0 = 20.

L’expérience consiste à déterminer si le médicament diminue le temps de réaction. L’hypothèse
alternative correspond donc à un paramètre µ1 plus petit que µ0, qui décrirait un meilleur
temps de réaction moyen. Elle est donc unilatérale, et s’écrit

H1 : µ? = µ1, avec µ1 < µ0.

On a ainsi posé formellement le problème sous la forme d’un test d’hypothèse, que l’on
synthétise comme suit : {

H0 : µ? = µ0,
H1 : µ? = µ1, avec µ1 < µ0.

Erreurs de première et de seconde espèce

L’objet du test est de prendre une décision quant aux hypothèses H0 et H1, en fonction
de l’échantillon relevé. Il n’y a que quatre issues possibles, énumérées dans le table
5.2.

vérité�décision H0 H1
H0 bonne décision erreur de première espèce
H1 erreur de seconde espèce bonne décision

TAB. 5.2 – Décisions possibles lors d’un test d’hypothèse

Nous avons deux possibilités d’erreur : les probabilités de commettre l’une ou
l’autre de ces erreurs portent des noms précis dans le cadre d’un test statistique,
rappelés ci-après.
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Définition 5.1 (Niveau d’un test). La probabilité d’erreur de première espèce d’une
procédure de décision, définie par

α = P(décider H1|H0 est vraie) = PH0(décider H1),

est appelée niveau du test.

Définition 5.2 (Défaut de puissance). La probabilité d’erreur de seconde espèce d’une
procédure de décision, définie par

β = P(décider H0|H1 est vraie) = PH1(décider H0),

est appelée défaut de puissance du test.

Définition 5.3 (Puissance d’un test). La probabilité égale à 1− β, c’est-à-dire

π = P(décider H1|H1 est vraie) = PH1(décider H1) = 1− β,

est appelée puissance du test.

Évidemment, on a tout intérêt à commettre le moins d’erreur possible, donc à
minimiser les probabilités d’erreur α et β. Il serait par ailleurs intéressant d’avoir une
puissance π la plus grande possible, c’est-à-dire de maximiser la probabilité de choisir
l’hypothèse alternative à raison.

Démarche de Neyman Pearson

Il n’est pas très difficile de montrer que α et β ont tendance à évoluer en sens inverse.
Ainsi, il est très facile de construire un test qui aboutit à α = 0, mais β = 1, et
réciproquement. Évidemment, il faut être plus malin que cela : l’idée de Neyman et
Pearson, et on peut montrer, mais cela sort du cadre de ce cours, qu’elle conduit à
des tests possédant de bonnes propriétés, est de fixer a priori la probabilité d’erreur
de première espèce : on impose à α une valeur arbitraire, qui correspond au risque
que l’on est prêt à prendre pour décider l’hypothèse alternative H1 alors que l’on se
trompe.

Dans ce contexte, l’hypothèse H0 devient plus que jamais la croyance « établie »,
la plus commune jusqu’alors, que l’on cherche à remettre en cause au profit de
l’hypothèse alternative H1, devant faire ses preuves.

Entre deux tests qui ont le même risque de première espèce α, on privilégie
logiquement celui qui a une probabilité β d’erreur de seconde espèce la plus faible.
On dit que l’on choisit le test le plus puissant puisque β évolue en sens inverse de la
puissance π du test, qui est la probabilité de choisir à raison l’hypothèse alternative.

Choix du niveau du test

Concernant le choix de la valeur de α, les valeurs communément admises sont 5%,
1%, ou encore 0.1%. Cependant, et comme toujours lorsque l’on définit des barrières
dans un contexte statistique, ces valeurs n’ont pas un caractère immuable : un test
qui « rejette » l’hypothèse H0 au niveau α = 5% n’est pas très différent d’un test qui
la rejette à 4.95% !
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5.2.2 Statistique de test et règle de décision

Nous avons établi une stratégie de construction d’un test pour un paramètre θ relatif
à la distribution Fθ d’une v.a. X. Il s’agit maintenant de voir comment prendre la
décision (rejet ou non de H0) en fonction des données observées.

Statistique de test

Comme à chaque fois qu’il est nécessaire d’effectuer un calcul sur un échantillon, nous
manipulons une statistique, fonction des observations X1, . . . , Xn. Cette statistique est
un peu particulière étant donné qu’on l’utilise dans le contexte d’un test d’hypothèse.
On parle de statistique de test, notée par exemple Tn. Elle doit vérifier les propriétés
suivantes :

1. la loi Tn sous l’hypothèse H0 doit être connue au moins approximativement (à
cet effet, on utilisera très souvent le TLC) ;

2. la valeur observée de Tn doit permettre de mesurer l’« écart » entre l’échantillon
et l’hypothèse H0.

Ces deux propriétés sont naturelles : si l’on manipule Tn, on doit connaı̂tre sa
loi au moins sous l’hypothèse nulle, sinon nos calculs ne nous mèneront pas loin.
Concernant la deuxième propriété, il s’avère qu’on a introduit cette statistique en
vue de prendre une décision : Tn doit donc être statistiquement différente sous les
hypothèses H0 et H1 pour que l’on puisse choisir entre l’une et l’autre. Ainsi, en
fonction de la valeur observée de Tn (et donc indirectement des observations), on va
pouvoir décider en quelle hypothèse on croit le plus.

La figure 5.1 propose un exemple de fonctions de répartition d’une statistique Tn
sous les hypothèses H0 et H1. Dans ce cas, Tn se comporte différemment en ce sens
qu’elle est statistiquement plus grande sous H1 que sous H0 : la répartition de Tn sont
H1 s’étale plus « vers la droite » que sous H0, donc la probabilité est plus forte pour
de grandes valeurs de Tn.
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distribution sous H1

FIG. 5.1 – Statistique de test : exemple de différence de comportement entre H0 et H1
(Tn est statistiquement plus grande sous H1 que sous H0)
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Construction de la règle de décision

Voyons maintenant comment construire la règle de décision à l’aide d’une statistique
de test. Supposons que le test en question soit unilatéral, de la forme1{

H0 : θ? = θ0,
H1 : θ? < θ0.

Supposons alors que l’on dispose d’une statistique Tn adaptée à ce test, c’est-à-dire
qui soit plus petite sous H1. Décider H1 correspond à observer une valeur de Tn qui
soit suffisamment petite, puisque l’on a supposé que Tn était plus petite sous H1. On
ne connaı̂t pas encore cette valeur, à partir de laquelle on « rejette » H0, mais on peut
dire que la zone de rejet, appelée également région critique, a la forme suivante :

Rejet de H0 ⇔ Tn < tseuil,

où tseuil est une valeur limite à déterminer. Pour ce faire, on dispose de α, probabilité
d’erreur de première espèce, qui est fixée. Il suffit de remarque que α peut s’exprimer
en fonction de Tn de la manière suivante :

α = P(décider H1|H0 est vraie) = PH0(Rejet de H0) = PH0(Tn < tseuil). (5.1)

Dans l’expression (5.1), appelée condition de niveau, le niveau α est fixé et la loi de
Tn est supposée connue sous H0. On est donc en mesure de trouver la valeur tseuil
correspondante.

Exemple 5.2. Si la loi de Tn sous H0 est une loi de Gauss d’espérance µ0 et de variance
σ2, on détermine le seuil en allant lire dans les tables après une opération de centrage et de
réduction. En fait,

α = PH0(Tn < tseuil)⇔ α = PH0

(
Tn − µ

σ
<

tseuil − µ

σ

)
⇔ α = Φ

(
tseuil − µ

σ

)
.

Puis, on cherche la valeur de x telle que Φ(x) = α, c’est-à-dire le fractile d’ordre α de la loi de
Gauss. On obtient finalement tseuil = µ + uασ.

Décision

Il ne reste plus qu’à conclure vis-à-vis des données : est-ce que la valeur observée
de la statistique Tn, notée par exemple tobs, se situe dans la zone de rejet ? Si oui, on
rejette l’hypothèse H0 au profit de l’hypothèse alternative H1. Sinon, H0 est conservée.
Dans l’exemple d’une zone de rejet de la forme Tn < tseuil, alors

Si tobs < tseuil, on rejette H0, sinon on conserve H0.

1Il est facile de généraliser au cas où on aurait un test unilatéral dans l’autre sens (c’est-à-dire θ? plus
grand sous H1) ; de même pour le cas bilatère.
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5.2.3 Degré de significativité et étude de puissance

Nous savons mener un test à bien, c’est-à-dire prendre une décision. Cependant,
la décision prise se doit d’être nuancée. Il convient donc d’introduire des indices
permettant d’évaluer la confiance que l’on a en la décision prise. Les notions de degré
de significativité et de puissance répondent à ces prérogatives.

Définition 5.4. On appelle degré de significativité ou p-valeur le plus petit niveau pour
lequel le test est rejeté selon les observations : plus le niveau de significativité est
faible, plus on rejette H0 avec confiance, et plus le test est dit significatif.

Dans le cas d’un test unilatéral où la zone de rejet s’écrit

Rejet de H0 ⇔ Tn < tseuil,

le degré de significativité est égal à2

p− valeur = PH0(Tn < tobs),

où tobs est la valeur observée de Tn.
La p–valeur indique donc la probabilité pour qu’un échantillon soit « aussi

extrême » que l’échantillon effectivement observé sous l’hypothèse H0. En clair, elle
donne le degré de confiance que l’on a en H0 : plus la p–valeur est grande, plus on
a une confiance élevée en H0. Au contraire, si elle est inférieure au seuil α, alors on
rejette H0 au profit de H1. Et l’on rejette H0 d’autant plus significativement que la
p–valeur est petite par rapport à α.

La p–valeur permet donc de nuancer la décision de test : si elle est franchement
au dessus de α, on conserve H0 avec confiance ; si elle est juste au dessus, on conserve
H0 mais ça n’est pas très différent que de rejeter H0 alors que la p-value est juste en
dessous de α.

Une autre manière de qualifier un test statistique est de faire des calculs de
puissance. La puissance a été donnée à la définition 5.3 : c’est la probabilité de rejeter
à raison H0, que l’on veut la plus grande possible. Ainsi, entre deux tests qui ont le
même niveau α, on privilégiera celui dont la puissance est la plus forte.

Attention cependant : lorsque l’on fait un calcul de puissance, il faut connaı̂tre la
loi de notre statistique de test sous H1, ce qui n’est pas toujours le cas.

5.2.4 Résumé de la démarche

Les différentes étapes pour mener à bien un test statistique sont donc les suivantes :

1. Poser les hypothèses. En particulier, discerner l’hypothèse nulle H0 (que l’on
veut remettre en cause) de l’hypothèse alternative H1 (qui est celle que l’on
cherche à démontrer).

2. Fixer arbitrairement le seuil α.

3. Trouver une statistique de test Tn qui a un comportement différent sous H0 et
H1. Donner sa distribution sous H0.

2Avec la région critique « Rejet de H0 si Tn > tseuil », on aurait p− value = PH0 (Tn > tobs)
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4. Écrire la forme de la règle de décision (par exemple « Rejet de H0 si Tn > tseuil »).
5. Déterminer la valeur de tseuil grâce à la condition de niveau.
6. Faire l’application numérique et prendre une décision sur le rejet éventuel de

H0.
7. Calculer le degré de significativité.
8. Faire éventuellement une étude de puissance.

5.3 Tests sur l’espérance

La démarche de test présentée dans la section précédente est valable dans le cas
général, quelque soit la loi de probabilité du caractère X d’intérêt et le paramètre testé.
Nous considérons dans cette partie les tests où l’espérance est le paramètre d’intérêt.
Nous commençons par le cas d’un modèle statistique gaussien.

5.3.1 Variable aléatoire gaussienne, variance connue

Exemple 5.3 (Problème modèle). Pour fixer les idées, on supposera tout au long de cette
partie que l’on s’intéresse au problème des rats exposé en introduction de ce chapitre, dans le
cas où l’on admet que la v.a. X décrivant le temps de réaction suit une loi de GaussN (µ?, σ2).
Rappelons que l’on cherche à savoir si le médicament diminue le temps de réaction des rats.

Le modèle. Soit X le caractère (ici, le temps de réaction) d’une population P (ici,
tous les rats du monde) tel que X ∼ N (µ?, σ2). Nous supposons que la variance σ2

est connue (nous prendrons σ2 = 4 pour l’application numérique). On dispose d’un
échantillon aléatoire X1, . . . , Xn (ici, n = 10), tel que les (Xi)i=1,...,n sont n v.a. i.i.d
décrivant les temps de réaction des n rats observés.

1. Les hypothèses. Le test s’écrit{
H0 : µ? = µ0 = 20, (le médicament n’a pas d’effet),
H1 : µ? = µ1 < µ0, (le médicament diminue le temps de réaction).

2. Le niveau du test. On fixe α à 5%, par exemple.
3. La statistique de test. Étant donné que le paramètre estimé est l’espérance, la statis-

tique de test que nous proposons d’utiliser est tout naturellement la moyenne
empirique Xn = 1/n ∑n

i=1 Xi. En effet, Xn a un comportement différent entre les
deux hypothèses (plus petite sous H1 que sous H0) :
– sous H0, la loi de chaque Xi est N (µ0, σ2). Donc Xn ∼ N (µ0, σ2/n) ;
– sous H1, la loi de chaque Xi est N (µ1, σ2). Donc Xn ∼ N (µ1, σ2/n).
On a représenté une idée du comportement des densités de Xn sous H0 et sous
H1 à la figure 5.2 : étant donné que µ1 < µ0, la densité de Xn sous H1 est plus à
gauche, c’est-à-dire que Xn est statistiquement plus petite sous H1 que sous H0.
Si on traçait les fonctions de répartition plutôt que les densité, on aurait la f.d.r
sous H1 au-dessus de celle sous H0.

4. Règle de décision. Elle est de la forme

Rejet de H0 ⇔ Xn < v,

avec v le seuil à déterminer.
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xn

ϕ(xn)
densité de Xn sous H1 densité de Xn sous H0

µ0µ1

niveau α = 5%

seuil v

FIG. 5.2 – Différence de comportement entre Xn sous H0 et sous H1 : Xn est plus petite
sous H1 que sous H0

5. Valeur du seuil. La condition de niveau d’écrit

α = PH0(Xn < v)

Sous H0, la loi de Xn est N (µ0, σ2/n). Après centrage et réduction, nous avons

α = PH0(Xn < v)⇔ α = P

(
Xn − µ0

σ/
√

n
<

v− µ0

σ/
√

n

)
⇔ α = Φ

(
v− µ0

σ/
√

n

)
.

Il s’agit de trouver dans les tables la valeurs de x telle que Φ(x) = 0.05, c’est-
à-dire u0.05, le fractile d’ordre 5%. Par symétrie, on a x = u0.05 = −u0.95 = 1.65
d’après les tables. Finalement,

v = µ0 − u0.95
σ√
n
⇔ v = 20− 2√

10
× 1.65 = 18.956.

Remarque 5.3. Le seuil v est représenté à la figure 5.2 : il ne dépend pas de la valeur
de µ1, c’est-à-dire que la répartition de Xn sous H1, peut être très proche ou très loin de
celle sous H0, le seuil restera le même ! D’où le besoin des études de puissances, faisant
intervenir le paramètre µ1, et donc la distribution sous H1.

6. Décision. D’après le relevé de l’échantillon donné à la table 5.1, nous avons une
réalisation de la moyenne empirique xn = 18.9. On a donc xn < v = 18.956 : on
se situe donc dans la zone de rejet, on rejette l’hypothèse H0 au niveau 5%.

7. Degré de significativité. Au vu de la zone de rejet, le degré de significativité est ici
défini par

p− valeur = PH0(Xn ≤ xn),

où xn = 18.9 est la valeur observée. Sachant que sous H0, Xn ∼ N (µ0, , σ2), le
calcul mène a

p− valeur = Φ
(

xn − µ0

σ/
√

n

)
= Φ

(
18.9− 20
2/
√

10

)
= Φ(−1.74) = 1−Φ(1.74) ≈ 1− 0.959 = 0.041,
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soit un test qui rejetterait H0 jusqu’au niveau α = 4.1%, ce qui n’est pas
extrêmement significatif.

8. Étude de puissance. Supposons que le médicament abaisse le temps de réaction à
10 secondes (plutôt efficace !), c’est-à-dire que µ1 = 10. Alors, la loi de Xn sous
H1 est N (µ1, σ2/n), où tous les paramètres sont connus. La puissance est donc

π = P(décider H1|H1est vraie) = PH1(Xn < v) = Φ
(

v− µ1

σ/
√

n

)
= Φ(14.02) ≈ 1.

Supposons maintenant, et c’est plus plausible, que le médicament fonctionne
mais pas aussi efficacement, en abaissant le temps de réaction à 19 secondes.
Alors, la puissance devient

π = Φ
(

18.956− 19
2/
√

10

)
= Φ(−0.06957) = 0.4722.

Ainsi, lorsque les distributions de la statistique de test sont proches l’une
de l’autre sous les hypothèses H0 et H1, il devient plus difficile de prendre
une décision : c’est ce qu’exprime la puissance, qui est plus faible lorsque les
paramètres µ0 et µ1 sont proches.

5.3.2 Variable aléatoire quelconque, variance connue

Voyons maintenant le cas où le caractère X d’intérêt n’est pas nécessairement gaussien.
Comme nous allons le voir, on se ramène en fait à des calculs similaires au cas gaussien
en utilisant l’approximation donnée par le théorème de la limite central. Nous nous
appuierons dans cette section sur l’exemple suivant :

Exemple 5.4. La durée de survie à un certain cancer peut être considérée comme une variable
aléatoire exponentielle. L’espérance de vie sans aucun traitement est de 4 ans.

On fait l’essai clinique d’un nouveau traitement sur 64 patients. Parmi ceux-ci, on obtient
une durée de survie moyenne de 4.7 ans. Peut-on conclure à l’efficacité du nouveau traitement ?

Le modèle. Soit X la v.a. décrivant la durée de survie d’un patient. On suppose que
X ∼ E(λ). On rappelle que E(X) = 1/λ et Var(X) = 1/λ2. On note (Xi)i=1,...,n les
n = 64 copies de X, décrivant les durée de survie de chacun des patients et formant
notre échantillon i.i.d.

1. Les hypothèses. Le test d’hypothèse auquel on s’intéresse est{
H0 : le traitement est sans effet,
H1 : le traitement augmente l’espérance de vie.

On peut réécrire ce test uniquement fonction du paramètre λ, en remarquant
simplement qu’il est directement lié à l’espérance :{

H0 : 1/λ? = 1/λ0, (l’espérance de vie est de 1/λ0 = 4),
H1 : 1/λ? = 1/λ1 > 1/λ0, (l’espérance de vie est de 1/λ1 > 4).

2. Le niveau du test. On choisit un niveau de 5%.
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3. La statistique de test. La moyenne empirique est toute indiquée, puisque l’on va
comparer les durées moyennes de survie en observant la valeur des 1/λ. Sous
H0, on connaı̂t la loi des v.a. Xi, qui sont des E(λ0). En revanche, on ne connaı̂t
pas la loi de la moyenne empirique Xn = 1

n ∑n
i=1 Xi, car on ne sait pas a priori

calculer la loi de probabilité d’une variable étant définie comme la somme de
v.a. exponentielles. Puisque l’on observe n = 64 variables, on peut cependant
considérer que l’approximation de la loi de Xn par une loi de Gauss est valable
d’après le Théorème de la Limite Centrale. Pour son espérance et sa variance,
on a sous H0

E(Xn) = E(Xi) = 1/λ0, Var(Xn) =
Var(Xi)

n
=

1
nλ2

0
.

On suppose donc que, sous H0, X̄n ∼ N (1/λ0, 1/nλ2
0), approximativement.

Enfin, Xn est bien significativement différente sous H0 et sous H1, puisque
l’espérance de vie sera plus grande sous l’hypothèse alternative.

4. Règle de décision. Si on observe une espérance de vie bien supérieure à celle des
patients non traités, on pourra conclure à l’efficacité du traitement. La zone de
rejet est donc de la forme

Rejet de H0 ⇔ Xn > v,

où v est à déterminer.

5. Valeur du seuil. La condition de niveau est

α = PH0(Xn > v).

En approchant via le TLC la loi de Xn par N (1/λ0, 1/(nλ2
0)), on a

P

(
Xn − 1/λ0

1/(
√

nλ0)
>

v− 1/λ0

1/(
√

nλ0)

)
≈ 1−Φ

(
v− 4
1/2

)
d’où

α = PH0(Xn > v)⇔ Φ
(

v− 4
1/2

)
= 0.95.

Dans les tables, on trouve que Φ(x) = 0.95⇔ x = u0.95 = 1.65. D’où

v = 4 + 0.5× 1.65 = 4.825.

6. Décision. On observe ici une espérance de vie de 4.7 : on ne se situe donc pas
dans la zone de rejet, et on conserve H0.

7. p–valeur. On peut l’approcher comme suit :

PH0(Xn > 4.7) ≈ 1−Φ
(

4.7− 4
1/2

)
= 1−Φ(1.4) = 0.0808,

soit environ 8%. On ne se situe donc pas très loin de α : on n’a qu’une faible
confiance en H0, et c’est normal étant donné que la valeur observée 4.7 est
proche de la valeur du seuil 4.825.
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8. Étude de puissance. Supposons que le traitement augmente l’espérance de vie à
4.5 ans. Nous avons donc 1/λ1 = 4.5 : en approchant la loi de Xn sous H1 par
N (4.5, 4.52/n), la puissance est donc approximativement donnée par

π = P(décider H1|H1 est vraie)

= PH1(Xn > v) ≈ 1−Φ
(

4.825− 4.5
4.5/8

)
= 1−Φ(0.57) = 0.2843.

Si l’on veut obtenir une puissance plus forte, 2 possibilités s’offre à nous

(a) Soit on augmente le niveau α du test. En prenant α = 10%, on trouve après
calculs un seuil v de 4.643. Ainsi la puissance devient

π = PH1(Xn > v) ≈ 1−Φ
(

4.64− 4.5
4.5/8

)
= 1−Φ(0.25) = 0.4013.

(b) Soit, dans ce cas précis, en augmentant la taille n de l’échantillon. Une
question intéressante est « pour quelle taille n d’échantillon a-t-on une
puissance de 80%, pour un niveau α de 5% et sachant que 1/λ1 = 4.5 ? »
Dans ce type de question, il faut commencer par exprimer le seuil en
fonction de n en posant la condition de niveau :

α = PH0(Xn > v)⇔ Φ
(

v− 4
4/
√

n

)
= 0.95⇔ v− 4

4/
√

n
= 1.65,

d’où v = 4 + 1.65 4√
n .

Puis, on revient à la puissance, en lui imposant une valeur de 80% :

π = 80%⇔ PH1(Xn > v) = 1−Φ

(
4 + 1.65 4√

n − 4.5

4.5/
√

n

)
= 0.8.

Or, Φ(x) = 0.8 implique que x = u0.8 = −0.84. Après quelques petits
calculs, on trouve que n = 428.49. Il faut donc un échantillon d’au moins
429 patients pour espérer avoir une puissance de 80% tout en conservant
un niveau α de 5%.

5.3.3 Cas où la variance est inconnue

Dans les sections précédentes, nous avons testé l’espérance de lois de probabilité en
supposant que la variance était soit connue, soit calculable directement en fonction
de l’espérance. Lorsque la variance est inconnue et qu’on ne peut pas la déduire de
l’espérance, il faut estimer le paramètre σ2. C’est ce qui arrive la plupart du temps : il
n’y a priori aucune raison de connaı̂tre la valeur de la variance de la variable aléatoire
prise pour modèle. Pour estimer cette variance, on utilise la variance empirique
corrigée qui est non biaisée4.

Malheureusement, dans ces conditions, l’approximation du théorème de la limite
centrale ne tient pas, puisque le théorème suppose que σ est connue : on ne peut pas

3À vérifier en exercice !
4Confer chapitre 4.
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approcher la loi de X̄n par une gaussienne. Heureusement, on peut assez facilement
déduire le théorème suivant à partir du TCL. Ce théorème donne la loi que l’on utilise
pour approcher la loi de X̄n lorsque la variance est inconnue.

Théorème 5.1. Soit X1, . . . , Xn un échantillon aléatoire de v.a. parente X, d’espérance
µ et de variance σ2 inconnue. Alors,

X̄n − µ

S?/
√

n
L−−−→

n→∞
T (n− 1), (5.2)

où T (n− 1) est une v.a. de Student à n− 1 degrés de liberté.

Démonstration. La preuve de ce théorème combine le théorème de la limite centrale et
le fait que S?2 peut s’écrire comme une somme de carrés de N (0, 1), c’est-à-dire une
loi du χ2. Ensuite, il n’est pas trop difficile de réécrire (X̄n − µ)/(S?/

√
n) comme le

rapport d’uneN (0, 1) et de la racine carré d’une χ2 divisée par son nombre de degrés
de liberté, ce qui est par définition une v.a. de Student.

En pratique, cela change peu de chose par rapport au cas où la variance est
connue : il suffit de calculer en plus la valeur de la variance empirique corrigée et
d’utiliser les tables de la loi de Student plutôt que celles de la loi de Gauss, comme
l’illustre l’exemple ci-après.

Exemple 5.5. Habituellement, le taux moyen d’une enzyme E vaut µ = 20 u.i. On
soupçonne un traitement hormonal d’augmenter le taux de cette enzyme. Pour vérifier cette
hypothèse, on mesure le taux de l’enzyme E auprès de n = 50 personnes ayant subies le
traitement. On note X la v.a. décrivant le taux de E chez une personne traitée. On dispose
donc de (Xi)i=1,...,n copies de cette v.a. Le résultat du relevé donne une valeur observée de
1750 pour ∑ Xi et de 113475 pour ∑ X2

i .
Ces observations permettent-elles de confirmer les suppositions?

Notre modèle suppose que les X1, . . . , Xn sont i.i.d, de loi, d’espérance µ? et de
variance σ2 inconnues. On teste le paramètre d’espérance µ?.

1. Les hypothèses. {
H0 : µ? = µ0 = 20,
H1 : µ? = µ1 > 20.

2. Le niveau du test. On fixe α à 5%.

3. La statistique de test. On teste l’espérance, on va donc avoir recours à la moyenne
empirique. Le problème est que l’on ne connaı̂t pas σ2 ! On propose de l’estimer
en utilisant la variance empirique corrigée S?2, ce qui donne

s?2 =
1

n− 1

n

∑
i=1

x2
i −

(
1

n− 1

n

∑
i=1

xi

)
=

113475
50

−
(

1750
50

)2

= 1000.

D’après le théorème ci-dessus, on peut approcher sous H0 la loi de Xn une fois
centrée réduite par une loi de Student à n− 1 degrés de liberté :

X̄n − µ0

s?/
√

n
=

X̄n − 20√
20

∼ T (49).
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4. La règle de décision. La condition de niveau s’écrit

α = P(Xn > v)⇔ α = 1−P(Xn ≤ v) = 1−P

(
Xn − 20√

20
<

v− 20√
20

)
,

soit, après l’approximation par la loi de Student,

v− 20√
20

= t1−α(49),

où t1−α(49) est le fractile d’ordre 1− α d’une v.a de Student à 49 degrés de
liberté.
Pour α = 5%, on trouve v = 20 + 1.6765

√
20 = 27.497, d’où la règle de décision :

Rejet de H0 ⇔ xn > 27.497.

5. La décision. Ici, on a xobs = 1750/50 = 35. On a donc xobs = 35 > 27.497, et on
rejette H0.

6. La p–valeur.

p− valeur = P(X̄n > x̄obs) = 1−P

(
X̄n − 20√

20
≤ 35− 20√

20

)
≈ 1− FT (49)(3.3541) = 0.0007715,

soit un test très significatif !
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