
Chapitre 6

Tests du χ2

Ce chapitre présente trois familles de tests usuels fondés sur la loi
du χ2 : les tests d’adéquation, d’homogénéité et d’indépendance.
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Introduction

La loi du χ2 a été présentée dans le chapitre 3 sur les variables aléatoires gaussiennes.
Rappelons qu’une v.a. Y du χ2 à k degrés de liberté est définie comme la somme de k
v.a. gaussiennes indépendantes, centrées / réduites, mises au carré :

Y = X2
1 + · · ·+ X2

k , où Xi ∼ N (0, 1),

les Xi étant i.i.d. On note Y ∼ χ2(k) et on a E(Y) = k, Var(Y) = 2k. La loi d’une χ2(k)
est tabulée, donnant les fractiles d’ordre α sous la forme P(χ2(k) ≥ u) = α.

6.1 Test d’adéquation

Un test d’ajustement ou d’adéquation consiste à vérifier qu’un caractère suive bien une
certaine loi de probabilité. Pour ce faire on compare la loi empirique, c’est-à-dire celle
issue d’un jeu de données, avec la loi de probabilité censée bien représenter le dit
caractère. Afin de présenter la construction des tests d’adéquation fondés sur le χ2,
nous nous appuierons sur le problème modèle ci-dessous :
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6.1. Test d’adéquation

Exemple 6.1 (Problème modèle). On considère deux races pures d’une même espèce de
plante diploı̈de, l’une à fleurs rouges, l’autre à fleurs blanches. La coloration de la fleur est
déterminée par un couple d’allèles. On dispose de fleurs de race pure, telles que l’on ait deux
fois le même allèle, respectivement AA pour rouge et aa pour blanche.

On croise ces plantes de manière à obtenir une population de fleurs roses hétérozygotes
Aa. Puis, on fait un nouveau croisement sur la population hétérozygote :

AA, aa︸ ︷︷ ︸
↓

Aa︸︷︷︸
↓

AA, aa, Aa, aA︸ ︷︷ ︸
On effectue l’expérience en croisant des fleurs de race pure comme décrit ci-dessus. On obtient
à la deuxième génération 100 descendants tels que 31 fleurs sont rouges (AA), 29 fleurs sont
blanches (aa) et 40 fleurs sont roses (Aa ou aA).

Or, d’après les lois de Mendel, un des pères de la génétique, on s’attend à obtenir une
proportion de fleurs blanches de 1/4, de fleurs rouges de 1/4 et de fleurs roses de 1/2, soit très
exactement 25 fleurs rouges, 25 blanches et 50 roses.

D’après ces observations, y-a-t-il lieu de remettre en cause les lois de Mendel? En terme
statistique, peut-on attribuer la différence entre ce qui est observé et ce qui est attendu au
hasard ou bien l’écart est-il assez significatif pour que l’on puisse remettre en cause les lois
de Mendel?

6.1.1 Formalisation du problème

Soit X une v.a. discrète quantitative1 ou qualitative2 pouvant prendre k valeurs d’un
ensemble E = {x1, x2, . . . , xk}. Dans l’exemple des fleurs, X représente la couleur de
la fleur telle que E = {rouge, blanche, rose} avec k = 3.

La loi de X, déterminée par l’ensemble des probabilités P(X = xi) pour tout xi de
E, est a priori inconnue. Une théorie prévoit que la loi de X est donnée par un certain
ensemble de probabilités pi, pour i = 1, . . . , k, décrivant la loi inconnue, telles que
P(X = xi) = pi. Bien sûr, on a pi ≥ 0 avec ∑i pi = 1. Notons L la loi donnée par les
pi. Dans notre exemple, il s’agit de la loi de Mendel telle que

x1 = rouge,
x2 = blanche,
x3 = rose,

p1 = 1/4,
p2 = 1/4,
p3 = 1/2.

On se demande si la v.a. X suit effectivement la loi L. En terme statistique, on
cherche à prendre une décision relative au problème de test suivant :{

H0 : X ∼ L,
H1 : X ne suit pas la loi L.

1Comme 1,2,3,4,. . .
2Comme rouge, blanche ou rose
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Chapitre 6. Tests du χ2

Nous pouvons écrire ce test de manière équivalente en faisant apparaı̂tre les pi, qui
sont en fin de compte les paramètres à tester :{

H0 : P(X = xi) = pi, ∀xi ∈ E,
H1 : P(X = xi) 6= pi, ∃xi ∈ E.

Pour répondre à cette question, on se place dans le cadre classique vu dans les
deux chapitres précédents, où l’on observe un échantillon aléatoire X1, . . . , Xn de
même loi que X. Dans notre exemple, il s’agit de n = 100 fleurs, telles que Xj soit la
couleur de la je fleur de l’échantillon.

Remarque 6.1. Lorsque la loi L à tester est une loi continue, les pi s’apparentent à la
fonction de répartition de X. La démarche est similaire mais le test s’écrit{

H0 : P(X ≤ xi) = pi, ∀xi ∈ E,
H1 : P(X ≤ xi) 6= pi, ∃xi ∈ E.

Des exemples sont disponibles parmi les exercices du polycopié de TD.

6.1.2 Construction du test

Notons Ni le nombre de fois où l’on a observé la valeur xi dans l’échantillon X1, . . . , Xn,
c’est-à-dire que

Ni =
n

∑
j=1

1{Xj=xi}.

Nous avons utilisé la notation d’indicatrice, dont on rappelle que

1{Xj=xi} =
{

1 si Xj = xi,
0 sinon.

Ainsi, nous avons défini une suite N1, N2, . . . , Nk de k variables aléatoires. Il n’est pas
difficile de voir que l’on a la condition ∑k

i=1 Ni = n. Dans notre exemple, nous avons
k = 3 valeurs possibles, ainsi

– N1 est le nombre de fleurs rouges observées,
– N2 est le nombre de fleurs blanches observées,
– N3 est le nombre de fleurs roses observées.

Dans cette expérience, nous avons obtenu des valeurs de 31, 29 et 40 pour N1, N2 et
N3. Nous avons bien N1 + N2 + N3 = 100.

On se pose la question de savoir si les pi sont égaux aux P(X = xi), or les
P(X = xi) sont inconnues ! Il faut donc les estimer. . . À cet effet, on peut montrer que
Ni
n est un « bon » estimateur de P(X = xi) (c’est-à-dire un estimateur convergent),

ce qui se comprend bien intuitivement, puisque Ni/n est le rapport entre le nombre
de fois où xi est observée sur le nombre total d’observations : si n est assez grand,
on s’attend à ce que cette valeur représente assez bien la probabilité d’occurrence de xi.

Nous allons donc comparer les pi aux Ni/n pour décider si la loi L est en
adéquation avec les données : intuitivement, si les Ni/n, qui sont de bons estimateurs
des P(X = xi), sont proches des pi, alors on aura envie d’accepter H0. Au contraire, si
les pi et les Ni/n sont trop éloignés les uns des autres, la balance doit plutôt pencher
pour H1.
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6.1. Test d’adéquation

Statistique de test : une v.a. du χ2. Il nous faut construire une statistique de test
qui permette de mesurer l’écart entre les pi et les Ni/n. Si la valeur observée de cette
statistique est plus grande qu’un certain seuil, on rejette H0 au profit de H1.

Une première idée serait de mesurer la somme de tous les écarts entre ces valeurs.
Une manière usuelle de mesurer un écart entre deux valeurs est d’utiliser la valeur
absolue ou le carré de la différence entre ces valeurs. Ainsi, une statistique de test
possible serait

k

∑
i=1

(
Ni

n
− pi

)2

=
k

∑
i=1

(
Ni − npi

n

)2

.

Cette statistique est bien nulle lorsque Ni/n = pi, et sa valeur devient de plus en
plus grande lorsque l’écart entre les deux augmente. On rejette donc H0 lorsque sa
valeur dépasse un certain seuil. Dans ce contexte on appelle

– Ni les effectifs observés,
– npi les effectifs attendus ou théoriques sous la loi L.
Malheureusement, il est difficile de connaı̂tre la loi de cette statistique sous H0,

même approximativement. On utilise une autre statistique, inspirée de celle-ci, qui
est la suivante :

Dk,n =
k

∑
i=1

(Ni − npi)
2

npi
. (6.1)

La statistique Dk,n mesure toujours l’écart entre les Ni et les npi, c’est-à-dire entre les
effectifs théoriques et les effectifs observés. La seule différence tient dans le terme de
normalisation (on a divisé par npi plutôt que n2). Cette normalisation permet d’obtenir
une statistique dont nous pouvons approcher la distribution, comme l’énonce la
proposition suivante (que l’on admettra) :

Proposition 6.1. Lorsque n est suffisamment grand et que npi ≥ 5 pour tout i,
la distribution de la statistique Dk,n peut être approchée par une distribution du
χ2(k− 1).

Règle de décision et zone de rejet. Cette proposition est très importante dans le
cadre de ce test puisqu’elle permet de connaı̂tre la distribution de la statistique de
test sous H0, ce qui permet de déterminer le seuil de décision. Au vu des remarques
faites ci-dessous, la zone de rejet est de la forme

Rejet de H0 si dobs > dseuil,

où dobs est la valeur observée de Dk,n.
Pour déterminer dseuil, on admet que, sous H0,

Dk,n =
k

∑
i=1

(Ni − npi)
2

npi
∼ χ2(k− 1),

Ainsi, pour un test au niveau α, la condition de niveau s’écrit

P(χ2(k− 1) > dseuil) = α,

et l’on lit dseuil directement dans les tables.
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Chapitre 6. Tests du χ2

Remarques sur les degrés de liberté de la statistique de test. Si la loi théorique,
c’est-à-dire les pi, est une loi dépendant d’un ou plusieurs paramètres (par exemple
une N (µ, σ2), une P(λ)), il arrive que ces paramètres soient inconnus et qu’il faille
les estimer à l’aide du même jeu de données que celui utilisé pour le test d’adéquation.
Dans ce cas, le nombre de degrés de liberté de Dk,n est diminué d’autant que de
paramètres estimés.

Exemple 6.2. Si on teste l’adéquation de l’échantillon observé avec une loi normaleN (µ, σ2),
les pi = P(X ≤ xi) sont définies comme les valeurs de la fonction de répartition d’une
gaussienne de paramètres µ, σ2 que l’on peut déduire des tables. En générale, les valeurs µ, σ2

sont inconnues et on les estime sur l’échantillon. Ainsi, la loi de Dk,n est approchée par une
χ2(k− 1− 2) puisque l’on estime 2 paramètres de la loi théorique.

6.1.3 Exemple

Reprenons le problème des lois de Mendel : dans cet exemple, k = 3, d’où D3,100 ∼
χ2(2) approximativement. Pour un niveau fixé à α = 5%, la condition de niveau
s’écrit

P(χ2(2) > dseuil) = 0.05,

et l’on trouve dseuil = 5.991. D’où la règle de décision

Rejet de H0 si dobs > 5.991.

Calculons alors dobs, la valeur observée de la statistique de test :

dobs =
k

∑
i=1

(Ni − npi)
2

npi

=
(31− 100× 1/4)2

100× 1/4
+

(29− 100× 1/4)2

100× 1/4
+

(40− 100× 1/2)2

100× 1/2

=
62

25
+

42

25
+

102

50
= 4.08.

On ne se situe pas dans la zone de rejet : on ne rejette pas l’hypothèse H0 (les lois de
Mendel semblent valables sur cet échantillon).

Remarque 6.2. Pour effectuer ce type de test, la démarche et les étapes décrites dans la
première partie du chapitre précédent restent parfaitement valables !

6.1.4 Conditions d’application du test

Nous avons admit que l’approximation de la distribution de Dk,n par la distribution
du χ2(k− 1) était valable sous certaines conditions, précisées ici :

1. n est assez grand (on prend en général n ≥ 30),

2. les npi ≥ 5, c’est-à-dire lorsque les effectifs théoriques comportent tous au
moins 5 éléments.

Si les npi < 5, on regroupe des classes de valeur pour se ramener à un cas où
npi ≥ 5.
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6.2. Test d’indépendance

6.2 Test d’indépendance

Un test « d’indépendance » consiste à vérifier si deux caractères relatifs à une même
population, et modélisés par deux variables aléatoires, sont indépendants. Pour ce
faire on compare la loi du couple formé par ces deux variables au produit des lois. Si
les variables en question sont indépendantes, la différence entre la loi du couple et le
produit des lois doit être nulle. Voyons comment construire ce type de test, en nous
appuyant sur l’exemple suivant :

Exemple 6.3 (Problème modèle). L’organisation mondiale de la santé se demande si le
temps écoulé depuis la vaccination contre une maladie a ou non une influence sur le degré
de gravité de cette maladie lorsqu’elle apparaı̂t chez un individu. On scinde donc les patients
observés selon une variable de gravité et une variable décrivant la durée écoulée depuis leur
vaccination. On distingue 3 degrés de gravité de la maladie :

– S pour sain,
– L pour léger,
– G pour grave.

De même, on distingue 3 catégories pour la durée écoulée depuis la vaccination :
– A pour une durée inférieure à 10 ans,
– B pour une durée de 10 à 25 ans,
– C pour une durée supérieure à 25 ans.

Sur 1574 patients, on relève les observations associées à chacune des deux variables, telles que
– X soit « la gravité de la maladie »,
– Y soit « le temps écoulé depuis la vaccination ».

On obtient le tableau suivant :

X�Y A B C ∑ / ligne
S 23 301 510 834
L 6 114 347 467
G 1 42 230 273

∑ / col. 30 457 1087 1574

TAB. 6.1 – Données de vaccination/gravité de la maladie pour 1574 patients

Au vu de ces données, doit-on penser que Y a une influence sur X ?

6.2.1 Formalisation du problème

On s’intéresse à deux caractères qualitatifs ou quantitatifs discrets, décrits par les
deux v.a. discrètes X et Y à valeurs dans deux ensembles E = {x1, . . . , xk} et F =
{y1, . . . , y`}. En terme de test d’hypothèse, chercher à savoir si les X et Y sont liées
peut s’écrire sous la forme{

H0 : X et Y sont indépendantes,
H1 : X et Y ne sont pas indépendantes.

Dans l’exemple ci-dessus, nous avons k = 3 classes (ou catégories) pour la v.a. X
décrivant la gravité de la maladie et ` = 3 classes pour la v.a. Y décrivant le temps
écoulé depuis la vaccination.
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Les observations concernent le couple de v.a. (X, Y) : on peut considérer les
données comme un échantillon(X1, Y1), (X2, Y2), . . . , (Xn, Yn) du couple (X, Y) où
(Xi, Yi) représente le degré de gravité de la maladie et le temps écoulé depuis la
vaccination pour la ie personne. Les observations concernent ici n = 1574 personnes.
Chacun des couples (Xi, Yi) suit la même loi, a priori inconnue.

6.2.2 Construction du test

On cherche à savoir si les deux v.a. X et Y sont indépendantes, ce qui est le cas lorsque
la loi du couple est égale au produit des lois marginales, c’est-à-dire lorsque

P(X = xi, Y = yj) = P(X = xi)P(Y = yj), pour tout i = 1, . . . , k et j = 1, . . . , `.

Évidemment, on ne dispose pas des lois respectives de X, Y ni même de la loi du
couple (X, Y). Il va donc falloir les estimer à partir de la table de données, ce que l’on
fait de la sorte :

1. Estimation de P(X = xi, Y = yj). Si l’on note Nij le nombre de fois où l’on
observe (xi, yj), c’est-à-dire, la valeur reportée à la ie ligne, je colonne du tableau,
on peut montrer que

Nij

n
est un bon estimateur de P(X = xi, Y = yj).

2. Estimation de P(X = xi). Si l’on note Ni• le nombre de fois où l’on observe xi,
c’est-à-dire, la somme de toutes les valeurs de la ie ligne du tableau, reportée en
fin de ligne, on peut montrer que

Ni•
n

est un bon estimateur de P(X = xi).

3. Estimation de P(Y = yj). Si l’on note N•j le nombre de fois où l’on observe yj,
c’est-à-dire, la somme de toutes les valeurs de la je colonne du tableau, reportée
en fin de colonne, on peut montrer que

N•j

n
est un bon estimateur de P(Y = yj).

Ainsi, ne disposant pas des lois réelles de X, Y et de (X, Y), nous allons com-
parer leurs lois estimées pour conclure à l’indépendance des v.a. Pratiquement, pour
comparer la similarité entre

P(X = xi, Y = yj) à P(X = xi)P(Y = yj), pour i = 1, . . . , k et j = 1, . . . , `,

nous allons comparer
Nij

n
à

Ni•
n
×

N•j

n
.

Dans ce contexte, les Nij sont les effectifs observés, tandis que Ni•N•j/n sont les effectifs
attendus ou théoriques, c’est-à-dire ceux auxquels on s’attend si les variables sont effec-
tivement indépendantes. Comme pour les tests d’adéquation, on va avoir tendance
à accepter H0 si les effectifs observés et attendus sont suffisamment proches l’un de
l’autre ; on la rejette dans le cas contraire.
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6.2. Test d’indépendance

La statistique de test. Elle est construite de manière similaire aux tests d’adéquation,
sauf que l’on somme sur deux variables. On mesure l’écart entre les effectifs et l’on
ajoute une normalisation, de sorte que l’on définie la statistique suivante :

Dk,`,n =
k

∑
i=1

`

∑
j=1

(
Nij −

Ni•N•j
n

)2

Ni•N•j
n

(6.2)

On peut montrer que, sous H0, et lorsque les conditions suivantes sont vérifiées
– n est suffisamment grand (≥ 30),
– les effectifs attendus contiennent tous au moins 5 éléments, c’est-à-dire lorsque

Ni•N•j

n
≥ 5, pour i = 1, . . . , k et j = 1, . . . , `,

alors, on a la proposition suivante :

Proposition 6.2. Sous les conditions décrites ci-dessus, la distribution de la statistique
Dk,`,n sous H0 peut être approchée par une distribution du χ2((k− 1)× (`− 1)).

Règle de décision et zone de rejet. La zone de rejet correspond à une différence
trop importante entre les effectifs observés et attendus, soit à une trop grande valeur
de la statistique Dk,`,n. Ainsi, la règle de décision s’écrit

Rejet de H0 si Dk,`,n > u,

où la valeur du seuil u est obtenue dans les tables.

6.2.3 Exemple

Reprenons le problème d’indépendance vaccination/maladie : le tableau 6.2 fournit
directement les valeurs des effectifs observés.

X�Y A B C ∑ / ligne
S N11 = 23 N12 = 301 N13 = 510 N1• = 834
L N21 = 6 N22 = 114 N23 = 347 N2• = 467
G N31 = 1 N32 = 42 N33 = 230 N3• = 273

∑ / col. N•1 = 30 N•2 = 457 N•3 = 1087 n = 1574

TAB. 6.2 – Table des effectifs observés

De ce tableau, on déduit les effectifs théoriques suivants :

X�Y A B C
S N1•N•1/n = 15.896 N1•N•2/n = 242.146 N1•N3/n = 575.958
L N2•N•1/n = 8.9 N2•N•2/n = 135.59 N2•N•3/n = 322.509
G N3•N•1/n = 5.203 N3•N•2/n = 79.264 N3•N•3/n = 188.533

TAB. 6.3 – Table des effectifs attendus

Les effectifs attendus sont tous supérieurs à 5, on peut donc appliquer le test. La
zone de rejet s’écrit

Rejet de H0 si Dk,`,n > dseuil,
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Chapitre 6. Tests du χ2

où la condition de niveau est

P(χ2((k− 1)(`− 1)) > dseuil) = α.

Ici, k = 3 et ` = 3. Ainsi, au niveau α = 5%, nous avons

P(χ2(4) > dseuil) = 0.05,

ce qui implique une valeur seuil de dseuil = 9.488 d’après les tables.
La valeur observée de Dk,`,n est

dobs =
(23− 15.896)2

15.896
+ · · ·+ (230− 188.533)2

188.533
= 61.31

On rejette donc H0 : les v.a. ne semblent pas être indépendantes. Le résultat est même
très significatif, puisque la borne de rejet est à 18.467 en choisissant α = 0.001, et que
l’on est encore bien au-dessus !

6.3 Test d’homogénéité

Lors d’un test d’homogénéité, on se pose la question de savoir si le même caractère
observé chez deux populations différentes a une distribution identique dans ces deux
populations : si les populations sont homogènes, le caractère doit se répartir de manière
similaire, à quelques variations près. Le test d’homogénéité permet de déterminer
si ces variations sont dues au hasard ou s’il existe une différence de répartition du
caractère d’étude entre les populations.

Pour illustrer un tel problème, considérons l’exemple suivant :

Exemple 6.4 (Problème modèle). On veut comparer les rendements de culture de blé entre
deux départements A et B. Pour cela, on a calculé les rendements de 50 exploitations. Les
rendements sont répartis en deux classes : les bons (plus de 15 quintaux par hectare) et les
médiocres (moins de 15 quintaux par hectare). On a obtenu la répartition suivante :

dépt�rendt médiocre bon
A 6 14
B 14 16

TAB. 6.4 – données rendements

D’après ces observations, peut-on dire que les départements A et B sont également aptes à
la culture du blé ?

6.3.1 Formalisation et test

On cherche à savoir si la répartition du caractère d’intérêt modélisé par une v.a. X a
la même loi de probabilité dans des populations différentes. Notons par ailleurs Y, la
v.a. indiquant quelle population est étudiée.

Proposition 6.3. Un test d’homogénéité peut toujours s’écrire comme un test
d’indépendance.
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Démonstration. On peut répondre à la question « X a la même loi de probabilité dans
les différentes populations » en répondant à un problème d’indépendance : « est-ce
que le caractère X est indépendant du choix de la population Y ? »

Le mode de raisonnement du test d’indépendance décrit dans la section
précédente est donc directement applicable. Nous l’illustrons sur l’exemple du rende-
ment des champs de blé.

6.3.2 Exemple

Les hypothèses à tester peuvent s’écrire sous la forme{
H0 : les deux départements sont également aptes à la culture du blé,
H1 : les deux départements ne sont pas également aptes à la culture du blé.

Si X décrit la qualité du rendement, X est une variable aléatoire à valeur dans
{médiocre, bon}. La v.a. Y décrit le département d’étude, à valeur dans {A, B}. Le
test peut s’écrire comme le test d’indépendance suivant :{

H0 : la qualité du rendement est indépendante du département,
H1 : le rendement dépend du département,

soit encore, {
H0 : X et Y sont indépendantes,
H1 : X et Y ne sont pas indépendantes.

Réécrivons le tableau de données sous la forme d’effectifs observés :

Y�X médiocre bon ∑ / ligne
A N11 = 6 N12 = 14 N1• = 20
B N21 = 14 N22 = 16 N2• = 30

∑ / col. N•1 = 20 N•2 = 30 n = 50

TAB. 6.5 – Table des effectifs observés

On en déduit le tableau des effectifs théoriques.

Y�X médiocre bon
A N1•N•2/n = 8 N1•N•2/n = 12
B N2•N•2/n = 12 N2•N•2/n = 18

TAB. 6.6 – Table des effectifs théoriques

La statistique de test Dk,`,n est définie à l’équation (6.2). Ici, k = ` = 2 et n = 50.
Puisque tous les effectifs théoriques sont supérieurs à 5, nous approchons la loi de
D2,2,50 par une χ2((k− 1)(`− 1)) = χ2(1).

La règle de décision s’écrit

Rejet de H0 si dobs > dseuil,

où dobs est la valeur observée de la statistique et dseuil un seuil à déterminer. Si l’on
choisit un niveau de test à α = 1%, la condition de niveau est

P(D2,2,50 > dseuil) = 1%,
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soit en approchant D2,2,50 par une χ2(1), dseuil = 6.635 d’après les tables.

La valeur observée de D2,2,50 est

dobs =
k

∑
i=1

`

∑
j=1

(
Nij −

Ni•N•j
n

)2

Ni•N•j
n

=
22

8
+

22

12
+

22

12
+

22

18
= 1.388

Ainsi, dobs < dseuil : on décide d’accepter H0 au niveau 1%. Les départements A et
B sont également aptes à la culture du blé.

À l’aide d’un ordinateur, on peut calculer la p–valeur et on s’aperçoit que

p− valeur = PH0(D2,2,50 > dobs) = 0.2387431,

soit un indice de confiance très fort en H0 : il faudrait monter à un niveau α de près
de 24% pour enfin rejeter H0 pour H1.
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