Chapitre 3

Loi de Gauss

Dans ce chapitre, nous présentons les variables aléatoires gaussi-
ennes, qui jouent un role essentiel dans toutes les probabilités
et statistiques. Leur utilisation est tellement systématique® dans
la modélisation des phénomeénes aléatoires qu’on parle de « loi
normale ». On dit parfois d'une v.a. qui suit une loi de Gauss
qu’ « elle est gaussienne » ou « normale ».

“Parfois a tort !
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3.1 Loi normale centrée réduite

3.1.1 Densité et fonction de répartition

Définition 3.1. Une v.a. X suit une loi de Gauss centrée et réduite, et ’on note
X ~ N(0,1) si X a pour densité

o) = ——exp (-3).
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3.1. Loi normale centrée réduite

On peut montrer que [ exp (—x?/2) = V27 ; de plus, une exponentielle étant
positive sur R tout entier, ¢ définit bien une densité de probabilité.

La densité d'une N (0,1) est tracée a la figure 3.1. On a également représenté un
découpage de l'aire sous courbe et les pourcentages de probabilité associés. De part
sa forme caractéristique, on parle souvent de « courbe en cloche ». Elle est symétrique
par rapport a ’axe des ordonnées.

-3 -2 -1 1 2 3

FIG. 3.1 — Densité de la loi normale centrée—réduite

La fonction de répartition d'une N(0,1) est notée ®. On I'obtient par intégration

de la densité, c’est-a-dire, .
ox) = [ gt
— 00

Cette intégrale n’est malheureusement pas calculable analytiquement : nous aurons
recours a des tables pour disposer des valeurs de @ en un point x donné. La pratique
de la lecture des tables sera détaillée dans la section 1.3 de ce chapitre. On peut
cependant souligner que la valeur de ®(x) correspond a laire sous courbe de ¢ de —o0
jusqu’au point x, comme l'illustre la figure 3.2. On a également par complémentarité
que P(X > x) =1 — ®(x), ce qui est d"ailleurs vrai pour n'importe qu’elle fonction
de répartition.

Le résultat suivant est propre a toute v.a. dont la densité est symétrique par rapport
a l’axe des ordonnées. Nous 'écrivons dans le cas particulier de la loi de Gauss :

Proposition 3.1. La fonction de répartition d'une N(0, 1) vérifie
d(x) =1—P(—x).
Démonstration. On utilise successivement symétrie et complémentarité
Px)=P(X<x)=P(X>—-x)=1-P(X<—x)=1—P(—x).

Le passage de P(X < x) = P(X > —x) se comprend tres bien sur un dessin ! Par
exemple, a la figure 3.1, on voit immédiatement que P(X < —2) =P(X > 2). O
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Chapitre 3. Loi de Gauss

FIG. 3.2 — Valeur de la fonction de répartition de la loi normale centrée-réduite

Enfin, bien que I'on ne puisse obtenir toutes les valeurs de ®(x), la valeur ®(0) se
déduit par symétrie, encore une fois :

Proposition 3.2. Si X ~ N (0,1), alors

®(0) = P(X < 0) :%

Démonstration. C’est simplement la moitié de I'aire sous courbe de la densité! Comme
l'aire totale vaut 1, c’est immédiat. Si on veut écrire les choses proprement, la
symétrique de ¢ se traduit par ¢(—x) = ¢(x) (on parle de parité de la fonction).
Ainsi,

®(0) = P(X < 0) = /_OOO o(t)dt = % (/_Ooo o(D)dt + /_000 (p(t)dt>
= % (/Ooo q)(t)dH—/Ooo qo(t)dt) = ;Qq)(t)dt.
—

O]

Remarque 3.1. En général, on note f une densité de probabilité et F la fonction de répartition
associée. Ca n’est évidemment pas une obligation, mais une convention a adopter. Si I'on
manipule plusieurs v.a., par exemple X et Y, on pourra indicer densités et fonctions de

répartition de la sorte : fx, fy, Fx, Fy.
En revanche, les notations ¢ et ® sont systématiquement utilisées pour la densité et la

fonction de répartition de la loi de Gauss centrée-réduite, et vous étes priés de vous y tenir.

3.1.2 Espérance, variance

Propriété 3.1. Si X ~ N(0,1), alors

page 25



3.1. Loi normale centrée réduite

Démonstration. Commengons par 1’espérance, c’est-a-dire

E(X) :/]Rxgo(x)dx (3.1)

On sait que ¢ est paire : ¢(x) = ¢@(—x). Notons g la fonction qu’on est en train
d’intégrer, c’est-a-dire g : x — x¢(x). Cette fonction est impaire (elle est symétrique
par rapport a 'origine), en effet g(—x) = —x¢(—x) = —x¢(x) = —g(x). Or vous
savez que l'intégrale d"une fonction impaire sur R tout entier est nulle. Faites un
dessin pour vous en convaincre.

Pour la variance, il nous reste a calculer le moment d’ordre deux, ce qui se fait par

parties :
, 1 2 1 2

E(X?) = x Ee_de = Wiz ]R(—x)(—xe_T)dx
On pose u/(x) = —xe ™ /2,v(x) = —x etu(x) = e */2,0'(x) = —1. Ainsi,
E(X?) = 1 <{—xe_x22]oo + e_xzzdx> = / p(x)dx = 1.
V2 o IR R
On en conclut que Var(X) = E(X?) — (E(X))?=1-0=1. O

Remarque 3.2. Le fait que I'espérance soit nulle et la variance soit égale a 1 n’est pas
franchement une surprise! C’est justement ce que I'on entend par centrée (E(X) = 0) et
réduite (Var(X) = 1). De plus les deux parametres dans la notation N (0,1) signifient « loi
de Gauss d’espérance nulle et de variance égale a 1 ». Nous verrons dans la deuxieme partie
de ce chapitre les lois de Gauss d’espérance et de variance quelconques.

3.1.3 Table de la fonction de répartition d’'une N (0,1)

Il n’existe pas d’expression analytique pour le calcul de ®(x), valeur de la fonction
de répartition d"une loi de Gauss centrée-réduite au point x. On a donc recours a une
table. De fait, cette table donne ®(x) = IP(X < x) pour les valeurs de x € [0,3.9]. Elle
se présente de la fagon suivante :

0.00 | 001 |...| 0.07 |0.08]|0.09
0.0

0.1

02

15

1.6 P(1.67)

TAB. 3.1 — Extrait de la table de la loi de Gauss centrée-réduite

Les lignes indiquent la partie entiere de x (les chiffres avant la virgule) ainsi que la
partie décimale (le premier chiffre apres la virgule). Les colonnes indiquent le chiffre
des centiémes. L'exemple indiqué en gras dans le table donne donc valeur de ® au
point x = 1.6 + 0.07 = 1.67.

page 26



Chapitre 3. Loi de Gauss

Cette table est bien évidemment discrete : on ne traite que les deux premieres
décimales de x, et les valeurs de @ sont arrondies. Pour les valeurs de x intermédiaires
(par exemple 1.675), qui ne figurent pas dans la table, on pourra choisir la valeur de la
table la proche ou faire une interpolation linéaire. La table compleéte est fournie dans
votre polycopié de travaux dirigés.

Lecture de la table

La lecture de la table est plus ou moins directe selon les valeurs de x. Voyons les
différents cas possibles :

— Cas ou x > 0. On lit directement la valeur de ®(x) dans la table. Par exemple,
pour x = 1.57, on a ®(1.57) ~ 0.9418.

— Cas ou x < 0. Il suffit d"utiliser la proposition 3.1. Par exemple, pour x = —1.57,
ona
®d(—1.57) =1—P(1.57) =1 —0.9418 = 0.0582.

3.1.4 Table des fractiles d’'une A (0,1)

On peut également avoir a chercher une valeur de x pour une valeur de ®(x) donnée.
On parle de fractile, dont voici la définition :

Définition 3.2 (fractile). On appelle fractile d’ordre & d’une variable aléatoire X de
fonction de répartition F la valeur x définie par

F(x) =a < x = F (a).

Pour la (0, 1), on utilise une notation particuliere : u, = ®~!(a). De plus, on a
une propriété de symétrie indispensable a la lecture des tables :

Propriété 3.2. Soit u, le fractile d’ordre a d’une loi normale centrée-réduite N (0, 1).
alors,
Uy = —U1—y-

Démonstration. Par définition des fractiles, nous avons ®(u,) = a d’une part, et
®(u1-,) = 1 — a d’autre part. En utilisant la relation ®(x) = 1 — ®(—x), nous
avons 1 — ®(—uy_,) = 1 — &, soit finalement ®(—u;_,) = a. Par identification,
Uy = —Ul—_g. ]

Lecture de la table de la fonction de répartition « a I’envers »

Si on ne dispose que d’une table de la fonction de répartition ®, on peut s’en sortir,
mais il faut encore une fois séparer les cas :
— Cas ou ®(x) > 0.5. Si on demande pour quelle valeur de x on a ®(x) = 0.975,
on cherche dans la table la valeur 0.975 ot ce qui en est le plus proche et
’on identifie la valeur de x dans les lignes et colonnes correspondantes. Pour
®(x) = 0.975, on trouve x = 1.67, qu’on note encore 1975 = 1.67. Si on se situe
« entre une paire de ligne et de colonne », on prend la valeur la plus proche ou
on fait une interpolation linéaire.
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3.2. Loi normale d’espérance y et de variance o

— Cas ot ®(x) < 0.5. On utilise cette fois la propriété 3.2 des fractiles de la
loi normale. Par exemple, si I'on cherche x tel que ®(x) = 0.015, on utilise
directement la relation et on trouve x = 1915 = —ugogs = —2.17.

Il existe également des tables qui donne directement les valeurs des fractiles en
fonction de la valeur de &, que vous trouverez a la fin de vos polycopiés de travaux
dirigés.

3.2 Loi normale d’espérance j et de variance o>

Définition 3.3. On dit qu’une v.a. suit une loi de Gauss de parametres y, 0> et on note
N (u,0?) si
Y=nu+0X,

ou X ~ N(0,1), u étant une constante quelconque et o une constante positive.

3.2.1 Espérance, variance

Comme vous vous en doutez certainement, 1’espérance et la variance de la va. Y
définie ci-dessus sont y et o%. Ceci se vérifie trés simplement en utilisant les propriétés
élémentaires de I'espérance et de la variance. D'une part,

EY)=E(u+0cX)=pu+0EX)=pu+0=p.

D’autre part,
Var(Y) = Var(y + ¢X) = 0 + 0*Var(X) = o>

Par rapport a une A/ (0, 1), la courbe d"une N (y1, 0%) a subi un décalage correspondant

a son espérance y (elle est « centrée en y »), et sa dispersion, c’est-a-dire la vitesse a

laquelle les extrémités de la densité vont vers zéro, est gérée par le parametre 2.
Notons enfin que, o? étant la variance de Y, le parametre ¢ en est biens stir

1"écart-type.

3.2.2 Fonction de répartition et densité

Notons Fy la fonction de répartition de la v.a. Y ~ N (u,0?) et X ~ N(0,1) une va.
gaussienne centrée-réduite. Alors!,

()

Ainsi, & partir de la table de la loi N/(0,1), on peut connaitre la valeur de la
fonction de répartition de toute loi N'(u, 02).

1Ce calcul est important ! Vous le referez sans arrét !
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Chapitre 3. Loi de Gauss

La densité fy s’obtient en dérivant la fonction de répartition Fy :?

3.2.3 Utilisation de la table pour les N (u,0?)

La lecture dans la table est quasi immédiate en utilisant le fait que

]P(Ygx)zcb(x_y).

g

Exemples 3.1.
— Soit Y ~ N (4,64). Quelle est la probabilité que Y soit inférieur a 6 ? 1l suffit de
centrer (retrancher I'espérance — ici égale a 6), puis de réduire (diviser par la racine
carré de la variance, soit I'écart-type — ici égale a 8). Ainsi

Y-4 6-—-4
PY<6)=P(—< —— .
(Y <6) < 8§ — 8 )

Posons X = (Y —4)/8.0na X ~ N(0,1),dou
P(Y < 6) = P(X < 1/4) = ®(0.25) = 0.5987,

d’apres la table.
— Soit Y ~ N (11,25). Quelle est la probabilité que Y soit inférieur a 17 ? On centre et

on réduit :

Y-11 _17-11
]P(Y§17):]P( < )

5 = 5
Posons X = (Y —11)/5.Ona X ~ N(0,1), d'oix

P(Y < 17) = P(X < 6/5) = ®(1.2) = 0.8849,
d’apres la table.

Exemple 3.2. Le retard de I'éleve X est modélisé par une v.a.Y de loi N'(5,16). Le professeur

n’accepte plus les éleves ayant un retard de plus de 10 minutes. La probabilité de refuser I'éleve

X est donc

Y -5 < 10-5
4 — 4

P(Y>10)=1-P ( ) =1— ®(1.25) ~ 0.106

2 Attention a vos dérivation : (go f(x)) = ¢'(f(x))f'(x)
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3.3. Variables aléatoires issues de la loi de Gauss

3.3 Variables aléatoires issues de la loi de Gauss

Dans les modeles réels, on est souvent amené a composer avec plusieurs v.a., en parti-
culier gaussiennes. Nous donnons ici les principales v.a. issues de combinaisons
de N(0,1) universellement utilisées dans les applications. Toutes ces lois sont
disponibles sous forme de tables.

3.3.1 Combinaison linéaires de gaussiennes indépendantes

Dans le cas de deux v.a. gaussiennes X et Y indépendantes, on sait que le couple
aléatoire (X, Y) a pour densité jointe le produit des densités marginales. Ainsi pour
X et Y deux gaussiennes centrées-réduites, le couple (X,Y) a pour densité jointe
h(x,y) = ¢(x) x ¢(y), ot ¢ est la densité d'une N (0, 1). Dans le cas oi1 'on s'intéresse
a la somme de deux ou plusieurs v.a. gaussiennes, nous avons le résultat suivant,
fondamental en statistique :

Proposition 3.3 (Admise). Soient deux variables aléatoires gaussiennes
indépendantes X ~ N(ux,0%) et Y ~ N (py,02). Alors, la somme Z = X +Y
est une gaussienne, telle que Z ~ N (ux + py, 0% + 03).

Cette proposition ce généralise immédiatement a la somme de n va.
{Xj,Xa, ..., Xu} gaussiennes indépendantes3.

Une autre maniere d’exprimer cette proposition est de dire que la somme de
gaussiennes indépendantes est une gaussienne dont I’espérance, respectivement la
variance, est la somme des espérances, respectivement la somme des variances.

Une conséquence de cette proposition est que toute combinaison linéaire* de v.a.
gaussiennes indépendantes est encore et toujours une gaussienne ! L'espérance et la
variance de la v.a. résultant de cette combinaison linéaire s’obtiennent directement en
utilisant la linéarité de l'espérance.

Exemple 3.3. Soient X ~ N(ux,0%) et Y ~ N(py,02). Quelle est la loi de Z =
aX+bY +coiabceR?

La v.a. Z étant une combinaison linéaire de gaussiennes indépendantes, c’est elle-méme
une v.a. gaussienne. De plus, on a

E(Z) =E(aX+bY +c¢) =aE(X) +VE(Y) + ¢ = aux + buy +c,

et
Var(aX +bY + ¢) = a?Var(X) + b*Var(Y) = a*0% + b*0?,
d’oil
Z ~ N (apx + buy +c,a*0% +b*0).
Par exemple, si ux = 1,uy = 1,04 = 9,02 =4, eta = 1,b = —1,¢ = 0, alors
Z ~ N(0,13).

3Le fait que les v.a. soient indépendantes est évidemment essentiel !
4Une combinaison de variables est linéaire quand on fait des sommes entre ces variables, qu’on les
multiplie par des constantes et qu’on ajoute des constantes.
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Chapitre 3. Loi de Gauss

3.3.2 La loi du Khi-deux
Une v.a. du x? (on prononce « khi-deux ») est définie comme la somme de carrés de
v.a. gaussienne centrée-réduite :

Définition 3.4 (x? a k degré de liberté). On appelle loi du x? a un degré de liberté 1a loi
de probabilité de la v.a. Z% ott Z ~ N(0,1). On note Z? ~ x%(1). Par extension, on
appelle loi du x? i k degrés de liberté la loi de probabilité de la v.a.

Yy =234+ 275+ + 72,
ou les Z%, e, Z,% sont indépendantes telles que Zi2 ~ )(2(1) pour touti =1,...,k.On
note Y ~ x%(k).

Ainsi, un x2(k) est la somme de k v.a. du x?(1) indépendantes. Espérance et
variance sont données dans la proposition suivante :

Proposition 3.4. Soit Y; ~ x?(k) Alors,
E(Yk) = k, Var(Yk) = 2k.

La densité de probabilité d'une x?(k) admet une forme analytique, n’ayant que
peu d’intérét dans ce cours. On en donne une représentation a la figure 3.3 pour
diverses valeurs du parametre k, au vu de laquelle on note qu’une x?(k) prend des
valeurs positives.

o T T

= oA
L L [
B W=

0.4

0.2

0.0 / e
0 2 4 6 8

FIG. 3.3 - Densité de x?(k) pour diverses valeurs de k

Au contraire, la fonction de répartition d’une x?(k) n’admet pas de forme analy-
tique : c’est tout naturel, étant donné qu'une A (0,1) n’en admet pas non plus! Ainsi,
laloi du Xz(k), au méme titre que la loi de Gauss centrée-réduite, est disponible sous
forme de tables de fractile : on peut y lire la valeur de u telle que5

P(*(k) > u) =a,
pour diverses valeurs de la probabilité a, typiquement, 0.1, 0.05,0.001, 0.0001.

5 Attention, c’est bien un signe supérieur!
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3.3. Variables aléatoires issues de la loi de Gauss

3.3.3 La loi de Student

Une v.a. du Student a k degré de liberté est définie comme le rapport d’une v.a.
gaussienne centrée-réduite sur la racine carré d'une v.a. du x?(k) divisé par k :

Définition 3.5 (Student a k degré de liberté). On appelle loi de Student a k degré de
liberté 1a loi de probabilité de la v.a. T définie par

oY
Sk

oY ~ N(0,1) et S ~ x2(k), telles que Y et S soient indépendante. On note T ~ 7 (k)

Tout comme la loi de Gauss et la loi du x?, la loi 7 (k) de Student posseéde une
densité de probabilité de forme analytique connue. On en donne une représentation a
la figure 3.3 pour diverses valeurs du parametre k.

0,45
04 | —k=1

i —k=2
0,35 k=5

! k=10
0.3 k=infini

FIG. 3.4 — Densité de 7 (k) pour diverses valeurs de k

Les fractiles de la loi de Student sont disponibles a la fin de vos polycopiés de
travaux dirigés. On les note souvent t,, définis par

P(7 (k) <ty) =a.
Tout comme les fractiles de la loi de Gauss, nous avons la propriété suivante :

Propriété 3.3. Soit t, le fractile d’ordre & d"une loi de Student 7 (k). alors,

tl)é - _tl—DC'
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