Chapitre 2

Variables aléatoires continues

Nous considérons dans ce chapitre le cas des variables aléatoires
continues, c’est-a-dire prenant leurs valeurs sur toute la droite
réelle R, sur une demi-droite (comme R,) ou encore sur un
segment des réels (I'intervalle [0,1], ou tout intervalle [a, b]).
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2.1 Le modeéle continu

Notions
Ensemble indénombrable, Densité de probabilité, Fonction de répartition,
Espérance, Variance

Un nouveau modele est nécessaire pour manipuler les variables aléatoires a valeurs
dans R. Ce modele est fondé sur la notion de densité de probabilité, présentée dans
cette section. Les notions de fonction de répartition, d’espérance et de variance sont
également abordées : elles portent la méme signification que dans le cas discret mais
leurs définitions ont besoin d’étre précisées dans le cas continu.

2.1.1 Les limites du modeéle discret

Tout d’abord, nous allons nous persuader que ’approche adoptée dans le cas discret,
et qui consiste a associer une probabilité & chaque point de I'ensemble des valeurs
possibles d"une variable aléatoire, est vouée a I’échec dans le cas continu, comme
l'illustre I’exemple suivant :
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2.1. Le modele continu

Exemple 2.1. Imaginons que 'on choisisse au hasard un nombre réel sur l'intervalle [0,1] :
quelle est la probabilité que ce nombre soit égal a 7 ? Cette probabilité est nulle, bien silr :
7 = 0.78539816. . ., et il faudrait donc obtenir la coincidence d’une infinité de décimales!
Intuitivement, si I’on pointe une aiguille sur le segment [0, 1], le point d’impact sera peut-étre
proche de . Mais a y regarder de plus pres, c’est-a-dire en rajoutant une décimale de précision,

on sera toujours un peu trop petit ou un peu trop grand.

En fait, les segments de nombres réels possedent une propriété fondamentale
qui empéche d’appliquer I'approche discrete. Cette propriété est explicitée dans le
théoréme suivant :

Théoréeme 2.1. L'ensemble R des réels n’est pas dénombrable, c’est-a-dire qu’on ne
peut pas les numéroter en utilisant les nombres entiers IN.

Démonstration. Nous allons faire un raisonnement par I’absurde, c’est-a-dire partir
de la proposition pour parvenir a une conclusion absurde, en contradiction avec
l'affirmation initiale, démontrant la fausseté de cette proposition.

Supposons donc étre parvenu a numéroter les nombres réels, au moins sur l'in-
tervalle [0,1]. On les note x1, Xy, ... Xy, ..., pour tout n € IN. Ainsi, chacun aurait une
écriture décimale de la forme suivante

x1 =0dy1dipdizdig.. .,

xp = 0.dy1 dp dpzdoy...,

x3=0.d31 dzpdzzdzg. ..,
etc,,

ou les d;; sont des chiffres représentant les décimales du nombre i.
Construisons maintenant le nombre y de [0, 1] tel que
— sa 1™ décimale soit nimporte quel chiffre sauf d1; (donc y # x1),
— sa 2¢ décimale soit n'importe quel chiffre sauf da; (donc y # x7),
— sa 3¢ décimale soit n’importe quel chiffre sauf ds3 (donc y # x3), etc.

Pour tout n, le réel y différe par sa n® décimale de chacun des x,. Pourtant,
y € [0,1] et ne figure pas dans la liste censée étre complete. En conclusion, on ne peut
pas numéroter tous les réels de [0, 1], c’est un ensemble indénombrable, de méme que
R tout entier. O

Une premiére tentative. Tentons de définir une loi de probabilité pour une v.a. X
dont le support! est l'intervalle [0,1]. Une mauvaise idée serait de calquer le cas
discret, en donnant une probabilité a chaque point :

Vx € [0,1], P(X =x) =px >0.

En effet, en donnant une probabilité non nulle en chaque point d'un ensemble
indénombrable, contenant une infinité de points, il en cofiterait que la somme des
probabilités } . (g 1] px serait toujours infinie, alors qu’on la veut bien stir égale a 1 !

I1 faut donc trouver une autre définition que la 1.7 dans le cas continue. Dans
I'exemple précédent, la probabilité de tomber « exactement » sur 77/4 est nulle. En
revanche, tomber sur une petite zone de valeurs qui contient 77/4, un petit intervalle
lui aussi continu, par exemple [71/4 — 0.01, t/4 + 0.01] n’est pas nulle. ... Cela nous
amene a introduire la notion de densité de probabilité.

1On rappelle que le support d"une fonction est 'ensemble des points en lesquels elle est non nulle.
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Chapitre 2. Variables aléatoires continues

2.1.2 Densité de probabilité

Par rapport a 'approche discrete, on peut imaginer que 1’approche continue consiste
a prendre de plus en plus de points de référence pour définir la loi de probabilité
d’une variable aléatoire. Le probleme est que plus I’'on multiplie le nombre de points
pour définir la loi, moins on peut allouer de probabilité & chacun de ces points, car on
a pour contrainte que la somme de toutes les probabilités fasse 1 (voir les 3 premiéres
distributions de la figure 2.1). Et si on veut atteindre la continuité, une infinité de
points est nécessaire : on retombe sur cette idée que la probabilité en un point d'une
variable aléatoire continue est nulle.

Pk
Avec la condition ) ; px =1
| 1 k
Pk
| Toujours avec Y px = 1
Pk
Encore avec ) , pr =1
n k
f(t)
P(X ¢ [x, x + h]) = aire sous courbe entre [x, x + /] Cette fois 1'aire sous courbe = 1 :

Jrf(B)dt =1

x x+h

FIG. 2.1 - Passage du modele discret au modéle continu
Pour définir une loi de probabilité sur [0,1] ou sur R tout entier, il faut s’y prendre
autrement. Néanmoins, il faut bien évidemment conserver les propriétés essentielles

de ce qu’on entend par « probabilité », telles qu’énoncées dans la définition 1.3 : la
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2.1. Le modele continu

probabilité d'un événement négligeable doit étre 0, celle d'un événement presque silr
1, et la somme des probabilités doit étre égale a 1. Enfin il faut garder a 'esprit qu'une
probabilité est avant tout une mesure, c’est-a-dire que

SiANB =@, alors P(AUB) =P(A) + P(B).

L’idée du modele continu consiste a utiliser une mesure que vous connaissez
bien : il s’agit de la mesure d’aire. Nous n’aurons plus, comme dans le cas discret,
une loi de probabilité représentée par une succession de batonnets décrivant la part
de probabilité allouée a chaque point de I'ensemble des valeurs possibles. Dans le
cas continu, la loi de probabilité est représentée par une fonction telle que 1'aire entre
’axe des abscisses et la courbe définie par cette fonction soit égale a 1 (voir la figure
2.1).

Ainsi, la probabilité pour une variable aléatoire de prendre une valeur ponctuelle
de x vaut O car l'aire définie est nulle. En revanche, la probabilité pour prendre
une valeur entre x et x 4 h ne 'est pas : c’est ce qu’illustre la derniere distribution,
continue, de la figure 2.1. Enfin, vous connaissez 1’outil mathématique associé au
calcul d’aire : il s’agit de I'intégrale, qui joue dans le cas continu le role de la somme
dans le cas discret’.

La fonction qui définit la loi de probabilité dans le cas continu est appelé densité de
probabilité, ou plus simplement densité. Sa définition est la suivante :

Définition 2.1 (Densité de probabilité). Une variable aléatoire X a valeurs dans R
est continue s’il existe une fonction appelée densité de probabilité, vérifiant, pour tout
intervalle I = [a,b] de R :

P(Xel) = /gbf(x)dx.

La probabilité IP(X € I) est donc l'aire au dessus de I comprise entre I'axe des
abscisses et la courbe de f : IP hérite bien de la propriété intrinseque aux mesures
dont nous sommes partis. Par ailleurs, on peut interpréter dans l'intégrale la valeur
de f(x)dx comme « la probabilité pour que la v.a. soit comprise entre x et x + dx »
(voir, encore une fois, la distribution continue de la figure 2.1) : f(x) x dx, c’est laire
d’un rectangle de longueur f(x) et de largeur dx, qui correspond bien a l'aire sous
courbe sur l'intervalle [x, x + dx] lorsque dx est suffisamment petit.

Propriétés 2.1. Une densité de probabilité vérifie les propriétés suivantes :
1. f(x) > 0 pour tout x € R,

2. [gf(x)dx =1.

Lorsqu’on vous demande de vérifier qu'une fonction est bien une densité de
probabilité, il suffit en fait de vérifier les deux propriétés précédentes, qui peuvent
faire office de définition.

2Bt d’ailleurs, le symbole de I'intégrale, cet espece de vermicelle noté f ,n’est rien d’autre qu'un S
déguisé — S comme somme, mais une somme continue.
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Chapitre 2. Variables aléatoires continues

2.1.3 Fonction de répartition

Une v.a. continue possede, tout comme une v.a. discrete, une fonction de répartition,
qu’on définit de la méme maniere :

Définition 2.2 (Fonction de répartition — cas continu). Soit X une variable aléatoire
continue. On note F sa fonction de répartition (f.d.r) définie par

F(x) = P(X €] — o0,x]) = P(X < x).

C’est-a-dire exactement comme dans le cas discret ! Si X admet une densité de proba-
bilité notée f, alors on peut préciser :

F(x) = P(X < x) = /;f(t)dt.

Interprétation. En dérivant la relation précédente, on remarque que l'on a
également

P P = £,
donc la dérivée de la fonction de répartition n’est autre que la densité. Il faut toujours
avoir a l'esprit ce lien entre fonction de répartition et densité d’une variable aléatoire, comme
illustré a la figure 2.2.

F(x)
F(xo)
X
f(x) aire = valeur de F(xo)
f(xo)

X0
FIG. 2.2 — Lien entre fonction de répartition et densité : 1’aire sous la courbe de la

densité jusqu’a l’abscisse x vaut F(xg). Lorsque la densité f est forte, la f.d.r. F croit
plus vite ; lorsque f est presque nulle, F est quasi constante puisque F'(x) = f(x)

Comme dans le cas discret, une f.d.r vérifie les propriétés suivantes :
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2.1. Le modele continu

Propriétés 2.2.
1. F est croissante sur IR,
2. F(—00) =limy_,_o F(x) = 0et F(o0) = lim, ., F(x) = 1.

Voici une proposition qui sera tres utile lors des calculs de probabilités sur les v.a.
continues :

Proposition 2.1. Pour touta,b € R tels que a < b, alors
P(X € [a,b]) = F(b) — F(a).
Démonstration. C’estimmédiat, en utilisant P(AUB) = P(A) +P(B) —P(ANB) :

P(X € [a,b]) = P(X < bN X > a)
X<b)+P(X>a)—P(X<bUX >a)

=P(X<b)+1-P(X <a)—P(X €R),
() ’
F

d’ot1 le résultat. ]
Remarque 2.1. Dans la preuve précédente, nous avons utilisé le fait que
P(X <a) =P(X <b)+P(X=b)=P(X <b).

Ceci n’est bien sfir vrai que dans le cas continu, oit la probabilité en un point est nulle.
Cette propriété est en général trés au gofit des étudiants : contrairement au cas discret, on fait
beaucoup moins attention au fait que les inégalités soient strictes ou pas au cours des calculs.

2.1.4 Espérance et variance

Espérance et variance sont définies de maniere analogue au cas discret, mais cette fois
al'aide de l'intégrale :

Définition 2.3 (Espérance d'une v.a. continue). Soit X une v.a. continue a valeurs
réelles admettant une densité de probabilité f. Son espérance est donnée par

E(X) = /R xf(x)dx.

La relation suivante est tellement importante qu’on 1’appelle parfois « théoreme
fondamental » :

Proposition 2.2. Soit g une fonction telle que g(X) soit définie. Alors

Elg(x)] = [ s(f(x)dx,

pourvu que E(|g(X)|) < oo.
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Chapitre 2. Variables aléatoires continues

Définition 2.4 (Variance d'une v.a. continue). Soit X une v.a. continue a valeurs réelles
admettant une densité de probabilité f(x). La variance de X est donnée par

Var(X) = E[(X ~ E(X))*] = [ (x— E(X))*f(x)dx.
Pratiquement, on utilise comme dans le cas discret le fait que
Var(X) = E(X?) — (E(X))? = /Iszf(x)dx — (E(X)?).

Ainsi, le calcul de la variance passe systématiquement par le calcul préalable de
I'espérance.

Remarque 2.2. Les propriétés 1.2 et 1.3 et la proposition 1.1 du chapitre 1 restent vraies :
elles sont liées a la linéarité de I'espérance. Pour mémoire, E(aX + b) = alE(X) + b, et
Var(aX + b) = a*Var(X).

2.1.5 Couple de variables aléatoires continues, indépendance

Moralement, la notion de couple de v.a. reste la méme. La différence tient en la maniere
dont on se donne la loi de probabilité jointe. L'objet de ce cours n’est certainement
pas de faire des calculs savants sur des couples de v.a. continues. Nous indiquons
simplement comment définir la loi d"un couple dans ce cas, et il vous est demandé
d’en comprendre le principe.

Définition 2.5 (Couple de v.a. — cas continu). Soient X et Y deux v.a. a valeurs dans
E et dans F, parties de R. On appelle densité jointe du couple (X, Y) la fonction de
densité notée h qui définie pour tout x € E,y € F la probabilité suivante

X y
P(X<x,Y<y)= / / h(u,v)dudo.

On ne fait rien d’autre que généraliser ! D’une part, la double somme du cas discret
devient une double intégrale; d’autre part, la mesure d’aire qui permet de définir
une mesure de probabilité pour une v.a. continue « simple », est remplacée par une
mesure de volume dans le cas d"une couple, puisque I'on doit gérer une dimension de
plus. On peut voir la fonction h comme définissant une surface dans un systeme de
coordonnées a trois dimensions. La probabilité d"un sous-ensemble est donnée par
le volume entre cette surface et la zone définie par le sous ensemble. On donne un
exemple d"une densité jointe a la figure 2.3. Bien str, & doit vérifier les propriétés
auxquelles on s’attend : ¢a n’est plus 1'aire sous courbe qui doit étre égale a 1 mais le
volume sous surface.

Ayant défini la loi d"un couple, nous pouvons aborder la notion d’indépendance
de deux v.a. continues.

Définition 2.6 (Indépendance — cas continu). Soit f et ¢ les densités de probabilité
marginales de X et Y, et 11aloi du couple (X, Y). On dit que X et Y sont indépendantes
si

h(x,y) = f(x) x g(y).

Remarque 2.3. Concernant espérance et variance liées a la somme de v.a., les propriétés
1.4 et 1.5 du chapitre 1 restent vraies dans le cas continu, tout comme la définition de la
covariance.
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2.2. Etude de quelques lois continues
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FIG. 2.3 — Exemple de densité de probabilité jointe

2.2 Etude de quelques lois continues

2.2.1 Loi uniforme

Notions
Densité, Fonction de répartition, Espérance, Loi uniforme, Loi exponentielle,
Fonction indicatrice

La loi uniforme dans le cas continu est 1’analogue du cas discret. Il s’agit de répartir
uniformément, c’est-a-dire « de la méme maniere », les probabilités d’occurrence de la
variable aléatoire sur son ensemble de définition. Ainsi, la densité d’une v.a. continue
uniforme & valeurs dans l'intervalle [0, 1], notée X ~ U([0,1]), est donnée par

- {3 #op

On vérifie bien que f est positive et que 1'aire sous courbe vaut 1, comme il se doit
pour une densité®.

C’est d’ailleurs I'occasion d’introduire une notation trés pratique en théorie des
probabilités. Il s’agit de la fonction indicatrice, la bien nommée :

Définition 2.7 (Fonction indicatrice). Soit A un ensemble. La fonction définie par

1 sixe A,
]IA(X)_{ 0 six g A,

est appelé fonction indicatrice (de I’ensemble A).

Par exemple, 1R, (x) sera la fonction qui sera égale a 1 pour tout les nombres
positifs et 0 ailleurs. On peut écrire la densité de notre v.a. uniforme tout simplement

f(x) =1pq(x).

3Connaissez-vous 'aire d’une carré de coté de longueur 1 ?!?
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Chapitre 2. Variables aléatoires continues

Enfin, on peut tres naturellement définir la densité d"une v.a. uniforme a valeurs
dans n’importe quel intervalle [, b] de R ! 1l faut juste vérifier qu’on définie toujours
une fonction vérifiant les propriétés d'une densité : I'aire doit étre égale a 1. En
utilisant la trés savante formule de calcul d’aire d'un rectangle, on en déduit que,
pour que l'aire de la densité d'une v.a. uniforme définie sur [a, b] vaille 1, la hauteur
doit étre de 1/ (b — a). D’ou la densité suivante pour une U ([a, b]) :

Fx) = 5 ().

a

Notez l'utilisation de l'indicatrice ! Cette densité est représentée sur la partie gauche
de la figure 2.4. A droite de cette figure, vous pouvez voir la fonction de répartition
associée. Pour 1'obtenir, il suffit d"utiliser la définition et d’intégrer f :*

F(x) = P(X < x) = /;f(t)dt - ! : /; 1, (£)dt.

La, attention en intégrant I'indicatrice : il faut concilier ce qui se passe dans l'intégrale
et les bornes d’intégration, selon les valeurs de x, 4, et b. Il s’agit simplement de faire
l'intersection entre l'intervalle [a,b] ot f est non nulle et les bornes de l'intégrale
| — 00, x]. Mais cette intersection change selon les valeurs de x. Il faut donc séparer les
cas car si a et b sont fixés, ¢ca n’est pas le cas de x, qui varie sur R tout entier :
- Si x < a, alors on integre sur une partie de la densité qui est nulle, 1’aire sous
courbe est donc évidemment nulle ! L'intersection de [a,b] et | — o0, x] est
I'ensemble vide, d’ot1

1 x 1
F(x) = b_a/ 1 (£)dt = b_ﬂ/@dt:O.

—00

- Si x > b, on intégre la densité toute entiére. Or, on l'a construite pour que
son aire soit égale a 1. Et c’est ce qu’on retrouve par le calcul, en utilisant que
lintersection de [a, b] et | — o0, x] est dans ce cas [a,b] ° :

1/ 1 b 1 . 1

F) = 5= [ _Lan®dt = — [1dt = = [ = == x(b-0) =1

- Enfin, si a < x < b, l'intersection des bornes | — oo, x] avec l'intervalle donné
par l'indicatrice [a, b] est [a, x]. On a donc dans ce cas

1 x 1 x 1 xX—a
F) = 5= [ tan(0dt = 5— [T1dt= o — 1 = 7=,

—00

En regroupant ces trois cas et pour résumer, la fonction de répartition est donc donnée
par

0 six <a,
F(x) = 5—r sia<x<b,
1 six > b.

On retrouve la fonction tracée a droite sur la figure 2.4.

40n remplace f par sa définition en sortant les constantes de l'intégrale
5Et en se souvenant qu’une primitive de 1 est ... x
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2.2. Etude de quelques lois continues

f(x) F(x)
1/ 1]
1
b—a
0 T T x 0 T T x
a b a b

FIG. 2.4 - Densité et fonction de répartition de la loi uniforme U ([a, b]).

Nous pouvons passer au calcul de 'espérance et de la variance. Pour l'espérance,
en utilisant le méme type de régle que précédemment®, on a

1 1 b 1 x2 b
E(X) = AXf<x>dx = /]R"m]lwd" - b—a/a =g M

v—a®>  (b+a)(b—a) a+b

-~ 2(b—a)  2(b—a) 27

soit le milieu de l'intervalle [4, b]! Pour la variance, on utilise bien siir la propriété
Var(X) = E(X?) — (E(X))?. Reste a calculer E(X?) 7 :

E(X?) = /szf(x)dx = bl_a/abxzdx = ?)(bl

37b
_a) [x}a

_(b—a)(V*+ab+a*) V> +ab+a?
N 3(b—a) N 3 ’

ol on a utilisé le fait que a® — b> = (a — b) (a® 4 ab + b*). D’ot1 la variance

(b— ”)28

Var(X) = B(X?) - (E(X))? = “—

2.2.2 Loi exponentielle

Notions
Densité, Fonction de répartition, Espérance, Variance d"une loi exponentielle

Une autre loi tres utilisée, en particulier pour la modélisation de la durée d’attente
de phénomenes trés divers, est la loi exponentielle. On la note £(A) et sa densité est
définie par

Ae ™ six >0,

fx) = { 0 sinon,

qu’on peut également noter f(x) = Ae **1g, (x) avec l'indicatrice.

. e 2
bet que la primitive de x est .. 5
. . - 3
7 cette fois, on se souvient que la primitive de x? est .
8Développez et simplifiez vous méme pour une fois !
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Chapitre 2. Variables aléatoires continues

La courbe de f est représentée a gauche de la figure 2.5. Cette densité est un peu
magique’, car bien qu’elle parte de A en x = 0, et qu’elle tende vers 0 sans jamais
l'atteindre lorsque x devient grand, I'aire sous courbe est tout de méme égalea 1 :

0 —Ax1®
d :/\/ —Arg :/\[—e ] —0—(-1)=1,
[ s =a [eax—a -] = o- (-1

. IS K} 2z . o g ax
ot on a utilisé que la primitive de e* est “-.
La fonction de répartition se calcule assez facilement, mais encore une fois, atten-
tion a I'indicatrice dans l'intégrale ! En effet,

F(x) = /_ xoo F(t)dt = A /_ xooe’)”]l&(t)dt.

Donc F est nulle des que x < 0. Sinon, on a

x e*/\t X
F(x) = A/ e Mdt= A [—] =1—eM,
0 A 0

soit en regroupant les deux cas, F(x) = (1 — e )1, (x), comme on peut le constater
sur la partie droite de la figure 2.5.

f(x) F(x)

1 ] 1]

0 X 0 X
0 0

FIG. 2.5 - Densité et fonction de répartition de la loi exponentielle £(1).

Le calcul de 'espérance et de la variance est I'occasion de rappeler la méthode de
l'intégration par parties :

Proposition 2.3. Soit u et v deux fonctions dérivables et a et b deux réels. On a
/Hb u'(x)o(x)dx = [u(x)v(x)} - /ﬂb u(x)o' (x)dx.
L’espérance se calcule justement en intégrant par parties :
E(X) = /]R xf(x)dx = A/Ooo xe Mdx,

or, en posant v(x) = x et u/(x) = e **, alors v/(x) = 1 et u(x) = —e *¥/A. On trouve
donc

b

a

_ _f —Ax *© 1/00 —Ax _1
E(X)=A [ e }0 +A ; e Mdx | = T
0 1

A

Yenfin moi je trouve
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2.2. Etude de quelques lois continues

Pour la variance, commengons par calculer le moment d’ordre deux :
* A
E(X?) = A/ x?e M,
0

Par parties, en posant cette fois v(x) = x? et u/(x) = —e
u(x) =e /A Dou'”

—Ax® 2 [ 2
E X2 = A . 2€ = / —Ax ———
( ) |: X A :|0 + A 0 xe /\2
— SN———
0 E(X)/A
Ainsi, le calcul de la variance donne
1

Var(X) = E(X?) — (E(X))? = —.

L’écart-type est bien stir 1/A.

10Si vous trouvez qu’il manque des étapes, cela veut dire que vous avez besoin de le faire dans le
détail chez vous !
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