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1 Déterminant d’une matrice

L’ensemble K désigne R ou C. Les éléments de K seront souvent appelés des scalaires.

1.1 Matrices

Soient n, p des entiers positifs. Une matrice n x p a coefficients dans K est un tableau
d’éléments de K a n lignes et p colonnes, que 1’on note

A= Do ou en abrégé A = (a;j).

Les a;; s’appellent les coefficients de la matrice, ou ¢ désigne l'indice de la ligne et j indique
I’indice de la colonne.

Deux matrices A = (a;;) et B = (b;;) sont telles que A = B si et seulement si a;; = by
pour tous 1 <7< nettousl<j<p.

L’ensemble des matrices n X p a coefficients dans K se note M,, ,(K) et plus simplement
M, (K) si n = p.

Sin = p, on dit que la matrice est carrée. Elle a le méme nombre de lignes que de colonnes.
Dans ce cas, les nombres a;;, pour 1 < i < n, s’appellent les coefficients diagonaux de A.

On dit que la matrice A est :

— diagonale si a;; = 0 pour tout i # j,

— triangulaire supérieure si a;; = 0 pour tout i > j,

— triangulaire inférieure si a;; = 0 pour tout @ < j.

Exemples.

. (12 (1 3
1. 801entA—<3 4>etB—<2 4>.AlorsA7éB.

2. Sin > 1, on note I,, la matrice identité de M, (R), la matrice diagonale dont tous les
coefficients diagonaux sont égaux a 1.

1 2 0
3. Lamatrice A= | 0 —1 3 | de M3(R) est triangulaire supérieure.
0O 0 —4
Si A = (ai5), la i-ieme ligne de la matrice A est ( a1 ... Qp ) et la j-ieme colonne de
A est
alj
anj

Opérations sur les matrices.

Soient A = (ai;) et B = (b;;) deux matrices dans M,, ,(K) et a € K. On définit A + B la
matrice somme et aA le produit de la matrice A par le scalaire o par : A+ B = (ai; + bij)
et oA = (aa;j).



b1
SiA= ( ap ... ap ) est une matrice ligne dans M; ,(K) et B = : est une matrice
by
colonne dans M) 1(K). Le produit de A par B, noté AB, est la matrice 1 x 1 dont le coefficient
est arby + ...+ apby.
Soient A € M, ,(K) et B € M, 1(K). Alors la matrice produit AB est la matrice dans
M, 1(K) dont la i-ieme ligne est le produit de la i-ieme ligne de A par la matrice colonne B.

Exemple. Soient A € My 3(R) et B € M31(R) définies par

1 2 1
-2 3 0

A= 0 11 et B= —i
3 01

4

-5

Alors, AB = 0
4

Soient A € M, ,(K) et B € M, ,(K). Alors la matrice produit AB est la matrice dans
M, 4(K) dont la j-ieme colonne est le produit de A par la j-ieme colonne de B.

Remarques.
1. Le produit AB est possible uniquement lorsque le numéro de colonnes de A est égal au

numéro de lignes de B.

2. En général, si A,B € M,(R), AB # BA. Par exemple, si A = ( 10 ) et B =

0 2
01 lors
_{ o ) alors
0 1 0 2
AB_<—2 0>7é<—1 O>'

Définition 1.1 On dit que A € M, (K) est inversible s’il existe une matrice B € M, (K) telle
que AB = BA = I,,. La matrice B est unique et s’appelle l'inverse de A. On note B = A~

Exemples.
1. Ona I;! = I,, pour tout n > 1.

. (20 1
2. SmtA-(O 3>.A10rs,A —<

3. Soit A = < 11 ).Alors, A‘1:<

. )

4. Si A est inversible, alors A™1 est inversible et (A71)"! = A.

O Nl
Wi O
N——

O =
|
[ —



1.2 Définition du déterminant d’une matrice
Si A € M,(K), le déterminant de A, noté det A ou |A|, est un élément de K définit par
récurrence par :
sin=1, A= (a) et det A = q,

sin > 2, A= (aj) alors
det A = a11A11 — a21821 + ...+ (=1)" a1 Any,

ou A1 est le déterminant de la matrice de M,,—1(R) obtenue a partir de A en rayant la
premiere colonne et la i-ieme ligne.

Sin > 2, le déterminant d’'une matrice n x n est donc défini au moyen de n déterminants
de matrices (n — 1) x (n — 1).

Exemples
1. Sin:2etA:<a b),alors
c d
det A =|“ b’:ad—bc.
c d
1 21
2. Soit A= —1 3 1 |. Alors,
2 41
1 2 1
detA=| -1 3 1|=1x 31 +1x 2 1 + 2 X 2 1 =—-1-2-2=-5.
9 4 1 4 1 4 1 3 1

Noter que les parentheses sont utilisées pour désigner une matrice et les barres verticales
pour désigner le déterminant d’une matrice.

1.3 Propriétés du déterminant

Calculer un déterminant en utilisant la définition est en général labourieux. Nous allons
étudier des propriétés qui rendent plus simple le calcul d’un déterminant.

Proposition 1.1 Soit A € M,,(K). Si A est une matrice triangulaire, supérieure ou inférieure,
alors le déterminant de A est égal au produit des coefficients diagonaux de A.

Preuve. Par récurrence sur n > 1.

Ainsi, pour tout n > 1, det I,, = 1.

Proposition 1.2 Soit a € K. Si l’'on multiplie par a l'une des lignes d’une matrice de M, (K),
alors le déterminant est multiplié par a.

En particulier, si une ligne de la matrice A est nulle, il vient det A = 0 x det A = 0.
D’autre part, si A € M, (K) et A € K, alors det(AA) = A" det A (puisque chaque ligne de A
est multiplié par A).



Proposition 1.3 Soient A, A, A” € M, (K). Si A, A’ et A” ne différent que par leur i-iéme
ligne et si la i-iéme ligne de A est la somme des i-iemes lignes de A’ et A” alors

det A = det A" + det A”.

Proposition 1.4 Supposons n > 2. Si l’on échange deux lignes d’une matrice de M, (K)
alors le déterminant est multiplié par —1.

Proposition 1.5 Si A € M, (K) et A € K, alors le déterminant de A ne change pas si 'on
ajoute a une ligne de A le produit par X d’une autre ligne de A.

Soit A € M, (K) et notons L1, ..., Ly les n lignes de A. Le résultat précedent s’écrit :

Ly Ly
detA=| L; = L; + )\Lj
L, L,

Par conséquent, si deux lignes de A sont égales, det A = 0.
Théoréme 1.1 Soient A, B € M, (K). Alors, det(AB) = (det A)(det B).

Théoréme 1.2 Une matrice carrée A est inversible si et seulement st son déterminant est

non nul. De plus, si A est inversible, det(A™1) = detl(A).

a b

Exemple. Soitn =2et A = ( e d ) Alors A est inversible si et seulement si ad—bc # 0.

Proposition 1.6 Si A € M, (K) alors det(*A) = det A.

Grace a cette propriété chacune des propriétés des déterminants relatives aux lignes de la
matrice fournit, en utilisant la transposée de la matrice, une propriété relative aux colonnes :

— si 'on multiplie une colonne de A par a € K, alors le déterminant est multiplié par a,

— si P'on échange deux colonnes de la matrice, le déterminant est multiplié par —1,

— si deux colonnes de A sont égales, alors det A = 0,

— le déterminant ne change pas lorsqu’on ajoute a une colonne A fois une autre colonne.

Exemple. On a

1 Xx+2 0 1 X O 1 2 0 1 2 0 1 2/ 0
2 My+y 1|(=|2 Xy 1|+|2 ¢ 1|=X2 9y 1|+|2 ¢ 1
1 Xz+2 1 1 Xz 1 1 2 1 1 2z 1 1 2 1

Dans la définition de déterminant, la premiere colonne de la matrice joue un réle privilégié.
Le résultat suivant montre qu’on peut faire jouer un role analogue a n’importe quelle colonne
et méme a n’importe quelle ligne de la matrice.



Soit n > 2 et A € M, (K). Si Ay est le déterminant de la matrice M,,_1(K) obtenue a
partir de A en rayant la k-iéme ligne et la p-ieéme colonne alors, pour tous 1 <4,j <n, on a

det A = (—1)i+1 (ailAil — aizAiQ + ...+ (—1)”+1amAm) . (1)

et
det A = (—1)j+1 (alelj — anggj + ...+ (—1)"+1anjAnj) . (2)
Si ’on choisit j = 1 dans la seconde formulation, on retrouve la définition du déterminant.
Calculer det A en utilisant la formule (1) s’appelle développer le déterminant de A selon
la i-ieme ligne. Alors que calculer det A en utilisant la formule (2) s’appelle développer le
déterminant de A selon la j-iéme colonne.
Pour calculer un déterminant, on doit :
— choisir une ligne (ou une colonne) qui a le plus de 0,
— si cela est possible, augmenter le nombre de zéros par opérations élémentaires sur les
colonnes ou sur les lignes,
— développer le déterminant selon cette ligne (ou colonne), sans oublier 'alternance des
signes.

Remarque. Pour savoir par quel signe il faut commencer quand on développe un déterminant
selon une ligne ou une colonne, on peut remplir un tableau a n lignes et n colonnes avec des
signes : les signes sont alternés, on commence en haut a gauche par un signe +. Par exemple,
les tableaux pour n = 3, n = 4 et n = 5 sont, respectivement,

+ - + -
-+ - +
+ - + -
-+ - +

. -1 T —1
Exemple. Soit A = 9 9 4_3 9 . Alors,
-1 1 —1
z+1 =2 2 -2 z+1 -2 2 0
-1 T -1 1 -1 T -1 0
A == = —
det -2 2 r—3 2 Cy+C3—Cy -2 2 r—3 z—1 L3—Ls—L3
-1 1 -1 T -1 1 -1 z-1
r+1 -2 2 0 e+l -2 9
-1 x -1 0
= =(xz-1)| -1 =« -1 =
-1 1 r—2 0 1 1 r—9 C3+Coy—C3
-1 1 -1 z-1
r+1 -2 0 r+1 =2 0
= (z—-1)| -1 =z zx-1 = (x—1)| 0 =x-1 0
11 g1 |l 11 -1
r+1 =2

_ 2
= (-1 0 r—1

= (z—1)3@x+1).

=@ 1P -



2 Rappels d’algebre linéaire

Comme dans le chapitre précédent K désigne R ou C. Les éléments de K seront souvent
appelés des scalaires.

2.1 Espaces vectoriels. Sous-espaces vectoriels.

Un espace vectoriel sur K ou un K-espace vectoriel, est un ensemble non vide E dont les
éléments s’appellent des vecteurs, et qui est muni de deux opérations, la somme de vecteurs
et la multiplication d’un vecteur par un scalaire, vérifiant un certain nombre de propriétés.

La somme des vecteurs z et y de E est le vecteur de E noté = + y. De plus, si A est un
élément de K, la multiplication du vecteur x par la scalaire A est le vecteur de F noté Azx.

Les regles de calcul sont les suivantes :

— pour tout x,y € F,onaz+y=y+r,

— pour tous z,y,z2 € F,ona (x+y)+z=x+ (y+ 2) et ce vecteur est noté x + y + z,

— il existe un vecteur e € E tel que x 4+ e = x pour tout x € E'; de plus, pour tout y € E,

il existe un vecteur y’ € F tel que y + ¢’ = e,

— pour tout z € I/, on a 1z = z,

— pour tout € E et tous A\, € K, on a (A+p)x = Az + pzx et (Ap)x = A(px), ce dernier

vecteur étant noté Aux,

— pour tous z,y € E et pour tout A € K, on a A(z +y) = Az + A\y.

L’élément e défini ci-dessus est nécessairement unique. Il s’appelle le vecteur nul de E
et se note Og. Alors, on en déduit que pour tout y € E, il existe un unique 3’ € E tel que
y+y =0pety =—y.

Exemples.

1. L’ensemble K lui-méme est un espace vectoriel sur K. L’addition et la multiplication
par un scalaire.

2. L’ensemble des matrices n x p a coefficients dans K est un espace vectoriel sur K. Les
opérations somme et multiplication par un scalaire sont celles qui ont été définies dans
le chapitre 1. On note cet espace M, ,(K).

3. Pour un entier n > 1, 'espace K" est un espace vectoriel sur K, muni des opérations
usuelles. Pour tous = (z1,...,24),y = (y1,...,yn) € K", A € K|

r+y=(T14+Y1,- s Tn+Yn), Ax=(Az1,...,Azy).
Le vecteur Og» = (0, ...,0) est le vecteur nul.
Définition 2.1 Soit F' une partie de E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si
1. 0g € F,

2. pour tous x,y € F, x+y € F,
3. pour tout x € F et pour tout A € K, Az € F.

Remarque. Les conditions 2 et 3 peuvent s’écrire : pour tous x,y € F et pour tous A\, u € K,
Ax + py € F, c’est-a~dire que toute combinaison linéaire d’éléments de F' appartient encore a
F.



Proposition 2.1 Soient n > 2 et a1,...,a, € K. Soit F' l’ensemble des vecteurs x =

(x1,...,2n) € K" tels que a1xy + ... + apxy, = 0. Alors F' est un sous-espace vectoriel de
K™,

Proposition 2.2 Soient n,k € N et vy,...v; des vecteurs de K". Soit F' [’ensemble de
vecteurs de K™ qui sont combinaison linéaire de vy, ... v,. Alors, F' est un sous-espace vectoriel
de K™ et s’appelle le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs v1, ... Vg.

On note F' =< vy,...vp > ou F = Vect(vy,...,vx).

Exemple. Soit F = {(z,y,2) € R3 : 2 —2y+2 = 0}. Alors, si (z,y,2) € F,onax =2y —=z
et
(l‘,y,Z) = (2y —2Y, Z) = y(27 170) + Z(_LO? 1)

On en déduit que F' est engendré par les vecteurs (2,1,0) et (—1,0,1), c’est-a-dire

F =< (2,1,0),(-1,0,1) > .

Définition 2.2 Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que F et G sont
supplémentaires si tout vecteur de E s’écrit comme la somme d’un vecteur de F et d’'un
vecteur de G. Cette propriété se note E = F @ G.

Proposition 2.3 Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Les sous-espaces F' et G
sont supplémentaires si et seulement si E=F +G et FNG ={0g}.

Exemple. On a R? = F @ G ot F =< (1,0) > et G =< (0,1) >.

Définition 2.3 Soient n un entier positif et x1,...,z, des vecteurs de E. Les vecteurs sont
dits linéairement indépendants si pour tous A\1,...,\, € K, on a limplication
M1+ ...+, =0 = M =...= )\, =0.

Nous supposons ensuite que E # {0}, c’est-a-dire que E contient des vecteurs autres
que le vecteur nul.

Définition 2.4 Soientn un entier positif et ey, . .., e, des vecteurs de E. On dit que (ey, ..., ep)
est une base de E si les vecteurs eq, . .., e, sont linéairement indépendants et si E est engendré
par les vecteurs ey, ..., €n.
Exemples.
1. Sin>2eteq,...,e, sont les vecteurs de K™ définis par
er = (1,0,...,0), es=(0,1,0,...,0), ..., en=1(0,...,0,1),
alors (eq,...,ey,) est une base de K". Cette base s’appelle la base canonique de K".

2. Considérons les matrices suivantes de Mz (K) :

1 0 0 1 0 0 0
En—(o O)’ E12—<0 O)’ Em—(1 O)’ E22—<0 1)7

Alors (E].la E12, EQl, EQQ) est une base de MQ(K)

@)



Théoréme 2.1 (Théoréme de la base incompléte) Soient p € N et fi,... f, des vec-
teurs de E linéairement indépendants. Soit ¢ € N et g1,..., g4 des vecteurs de . On suppose
que E est engendré par g1, ..., gq. Alors il existe un entier n et une base (e1,...,e,) de E
tels que : p<n<gq et

e; = fi pourtout i<p et e; estun desvecteurs g; pour tout p<1i<n.

Comme conséquence de ce théoreme, si F est engendré par un nombre fini de vecteurs,
alors il existe une base de F.

Proposition 2.4 Soit (e1,...,e,) une base de E. Pour tout x € E, il existe x1,...,x, € K
uniques tels que r = x1e1 + ...+ xpe,. Les scalaires x1q, ..., x, s’appellent les coordonnées de
x dans la base (e1,...,ep).

Exemple. Soit (ey,...,e,) la base canonique de K”. Alors, pour tout z = (x1,...,2z,) €
K’n

’ n

T = Zzlez
i=1

Dong, les scalaires x1,...,x, sont les coordonnées de = dans la base (e1,...,ey,).

Théoréme 2.2 Si E est engendré par un nombre fini de vecteurs, alors toutes les bases de
E ont le méme nombre de vecteurs. Ce nombre s’appelle la dimension de E et se note dimFE.

Notons que si E = {0g} alors dim E = 0.

Exemple. L’espace K" a dimension n. Soient vi,...,v, des vecteurs de K". On a les
propriétés suivantes :

1. Si p > n, vi,...,vp ne sont pas linéairement indépendants.

2. Sip=mnetuv,...,v, sont linéairement indépendants, alors (v1,...,vp) est une base de

E.

3. Toutes les bases de K" ont n vecteurs.

4. Siwy,...,vp sont linéairement indépendants, alors p < n.
Proposition 2.5 Supposons E de dimension n > 1. Soient (e1,...,e,) une base de E et
fiy..., fn des vecteurs de E. Notons A la matrice de M, (K) dont les coefficients de la j-iéme
colonne sont les coordonnées du vecteur f; dans la base (e1,...,eyn). Alors, (fi,...,fn) est

une base de E si et seulement si la matrice A est inversible.

Exemple. Soit m un nombre réel. On consideére les vecteurs de R* : f; = (1,m,1,0),
fo=(1,0,0,1), fs=(1,1,m, 1), f4 = (1,1,1,1). On considere (e, e2, e3, e4) la base canonique
de R*. D’apres le résultat précédent, (f1, fo, f3, f1) est une base de R? si et seulement si la
matrice

Ob—kgr—l

1 1 1
01 1
0 m 1
1 1 1



est inversible, donc si et seulement si det A # 0. On a
0

det A =
L17L4~>L1

Il
= o O

1 1
mlz‘
1 1

oS =3

1
m
1
0

_ o O =
—_ oo O O
HS =)
— = =

1
1 J—
. -
1

>—~3 —_ =

On conclut que (f1, f2, f3, f1) est une base de R* si et seulement si m # 1.

Supposons E de dimension finie. Si I’ est un sous-espace vectoriel de E, I est de dimension
finie, inférieure ou égale a n. De plus, si dim F' = n, alors F' = E. Si F' est un sous-espace
vectoriel de E de dimension p, alors il existe une base de E dont les p premiers vecteurs
forment une base de F' (conséquence du théoreme de la base incomplete).

Proposition 2.6 Si E est de dimension finie et si E = F®G alors dim F = dim F'+dim G.

Remarque. Soit F' un sous-espace vectoriel de K. Il y a deux facons de décrire F' :
1. se donner des équations en F', autrement dit considérer F' comme I’ensemble des vecteurs
x = (z1,...,xn) € K" solutions d'un systeme d’équations linéaires,
2. se donner une base de F', ce qui permet de parametrer F', c’est-a-dire trouver explicite-
ment les vecteurs de F'.

Chaque description a son utilité. Il est indispensable de savoir passer d’une description a
I'autre.

Exemple. Considérons F' et G les sous-espaces vectoriels de R? :
F={(z,y,z,w) eER*:x —y—2w=0 et x+w=0},

G={(z,y,z,w) R 12 —2+w=0 et y+2z=0>}

On a
z—y—2w=0 Yy=a—2w=—-3w _ L
{erw:() — {x:w — (z,y,z,w) =2(0,0,1,0)+w(—-1,-3,0,1)
et
r-ztw=0 = {TTEFTY (z,y,z,w) =2(1,-1,1,0) + w(—1,0,0, 1)
y+Z:0 y:_z 7y77 - 9y ? P *

Puisqu’on a pratiqué la méthode de Gauss, les vecteurs u; = (0,0, 1,0) et ug = (—1,-3,0,1)
forment une base de F. De méme ug = (1,—1,1,0) et ug = (—1,0,0,1) forment une base de
G.

Le déterminant de la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs ui, us, us3
et u4 dans la base canonique de R* est

0 -1

1 -1
-1 1 -1 0 10

0 =3 =L 01 1 5 0:—3—10—01:37é0.

Lo 10 1 0 1 1 01 -3 1

0 1 0 1

Done, (u1,us,us3,us) est une base de R*. Les sous-espaces vectoriels F et G de R* sont donc
supplémentaires.

10



2.2 Applications linéaires

Dans ce paragraphe, E et F' sont des espaces vectoriels sur K.

Définition 2.5 Une application linéaire de E dans F est une application f : E — F telle
que

1. pour tous x,y € E, f(z+y) = f(z) + f(y),
2. pour tout x € E, pour tout o € K, f(ax) = af(x).

Remarque. Les propriétés 1 et 2 sont équivalentes a la condition suivante :
— pour tous z,y € E et pour tous «, 8 € K, f(azx + py) = af(x) + Bf(y).

Exemple. I’application identité de E est une application linéaire de E' dans E. On rapelle
que cette application est notée idg et que l'on a par définition idg(xz) = z pour tout = € E.

Définition 2.6 On appelle un endomorphisme de E une application linéaire de £ dans F.

Définition 2.7 Soit n > 2. Si f est une application de E dans K™, les composantes de f
sont les applications fi, fa,..., fn de E dans K définies par f(z) = (fi(x),..., fu(z)) pour
tout x € F.

Il est assez facile de vérifier que f : E — K" est linéaire si et seulement si ses composantes
f1, fo, ..., frn sont linéaires de E dans K.

Définition 2.8 Un isomorphisme de E dans F' est une application linéaire de E dans F qui
est bijective.
On dit que E et F sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de E dans F'.

Alors, si E et F sont de dimension finie, E et F' sont isomorphes si et seulement si
dim £ =dim F'.

Rappelons que si G est une partie de E, alors I'image de G par f est la partie f(G) de F'
définie par

f(G)={f(z):xecG}.

Si G est un sous-espace vectoriel de F alors f(G) est un sous-espace vectoriel de F. En
effet, puisque f(0g) = Op, Op € f(G). Soient y,y" € f(G). Alors, il existe z, 2’ € G tels que
f@)=yet f(2') =y Uvient, f(x+2') = f(z)+ f(@') =y +9y,ouxz+2 € G car G est
un sous-espace vectoriel de E. Donc, par définition, y + 3’ € f(G). De méme, on montre que
si a € K alors ay € f(G). L’ensemble f(G) est donc un sous-espace vectoriel de F.

Définition 2.9 On appelle image de f le sous-espace vectoriel f(E) de F et on le note Imf.

Si (eq,...,e,) est une base de E, Imf est engendré par les vecteurs f(e1),..., f(e,). Donc,
dimImf <mn.
Proposition 2.7 L’ensemble des vecteurs x € E tels que f(x) = Op est un sous-espace

vectoriel de E. Ce sous-espace vectoriel s’appelle le noyau de f et se note Kerf.
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Preuve. On a f(0g) = O, alors 0 € Kerf. D’autre part, si z,y € Kerf, on a f(x) =
f(y) = 0p. Alors, pour tous «a, 8 € K,

flax + By) = af(z) + Bf(y) = OF,

c’est-a-dire ax + Py € Kerf.
Proposition 2.8 L’application linéaire f est injective si et seulement si Kerf = {0g}.

Preuve. Supposons que f est injective. Si z € Kerf, alors f(z) = 0p = f(0g). Par
I'injectivité de f, on a x = O et donc Kerf = {0g}. Réciproquement, suppposons Kerf =
{0g}. Soient z,y € E tels que f(x) = f(y). Alors, f(z —y) = f(z) — f(y) = Op et donc
x —1y € Kerf. Donc x — y = O, c’est-a-dire £ = y. On conclut que f est injective.

Théoréme 2.3 (Théoréme de la dimension) Soit E espace vectoriel de dimension finie
et f un endomorphisme de E. Alors,

dim F = dim Ker f 4+ dim Imf.

Corollaire 2.1 Soit f un endomorphisme de E espace vectoriel de dimension finie. Alors f
est un isomorphisme (application linéaire bijective) si et seulement si elle est injective ou elle
est surjective.

2.3 Matrice d’une application linéaire

Dans ce paragraphe, E et E’ sont des espaces vectoriels de dimension finie non nulle. Soit
B = (e1,...,e,) une base de E et B = (€},...,el,) une base de E’, n,m € N*.
Définition 2.10 Soit f une application linéaire de E dans E'. La matrice de f dans les bases
B et B', notée M(f;B,B'), est la matrice appartenant & My, ,(K) dont les coefficients de la
j-iéme colonne sont les coordonnées du vecteur f(e;) dans la base B'.

Si E=FE ete;, =e;, pour tout 1 < i <n, alors la matrice de f dans les bases B =B =
(e1,...,en) s’appelle plus simplement la matrice de f dans la base B et on note M(f;1B,B).

Exemples.

1. La matrice de idg, o F est un espace vectoriel de dimension n, dans n’importe quelle
base de E est I,.

2. Soit f : R? — R3 Iapplication linéaire définie par f(z,y) = (x + vy, —z + 2y,y) pour
tous x,y € R. Si B et B’ denotent, respectivement, les bases canoniques de R? et de R?,

on a
1

1
M(f;B,B)y=[ -1 2
01

La matrice d’une application linéaire permet de calculer les coordonnées de f(z) lorsqu’on
connait celles de x.

12



Proposition 2.9 Soit f une application linéaire de E dans E' et soit A= M(f;B,B') dans

les bases B = (e1,...,en) de E et B = (€},...,el,) de E'. Si x est un vecteur de E et si l’on
note
I Y1
X = : et Y = : ,
L, Ym
ol x1,...,Ty sont les coordonnées de x dans la base B et ot y1, ..., Yym sont les coordonnées

de f(x) dans la base B', alors on a Y = AX.

Preuve. L’application f est linéaire, alors f(z) = z1f(e1) + ... + znf(ey). Si A est la
matrice (a;j), alors par la définition de A, on a

fle1) = ani€) + ...+ amiel,

flen) = a1n€) + ...+ amnel,

et donc f(z) = (ap1x1 + ... + apzn)e) + ..o + (amiz1 + ... + amnZn)el,. Par unicité des
coordonnées de f(z) dans la base B’, on a donc

Y1 = a1171 + ... + a1y

Ym = Gm1T1 + ... + QmpnTy

ce qui se traduit matriciellement par Y = AX.

Exemple. Soit f : R? — R3 'application linéaire dont la matrice dans B la base canonique
de R? est

1 21
A=| -1 0 1
2 31

Alors, pour tous nombres réels x,y, z, on a

T x+2y+z
Al y | = —T+z
z 24+ 3y + =2

On a donc f(x,y,2) = (x + 2y + z,—x + 2,22 + 3y + 2) pour tous z,y,z € R.

Dans la proposition suivante, nous allons voir que le produit matriciel correspond a la
composée des applications linéaires.

Proposition 2.10 Soient B une base de E, B' une base de E' et B” une base de E". Soit
f une application linéaire de E dans E’ et g une application linéaire de E' dans E". Si
A=M(f;B,B") et B= M(g;B,B"), alors M(go f;B,B") = BA.

Proposition 2.11 Supposons que les espaces E et E' ont la méme dimension n. Soit f une
application linéaire de E dans E' et soit A= M(f;B,B') ot B = (e1,...,e,) est une base de
E et B = (€},...,el,) est une base de E'. L’application f est un isomorphisme si et seulement
si la matrice A est inversible. De plus, si f est un isomorphisme M(f~1; B, B) = A~L.
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Preuve. Nous savons que f est un isomorphisme si et seulement si (f(e1),..., f(e,)) est
une base de E’. La matrice A est celle des coordonnées de (f(e1),..., f(e,)) dans la base B'.
D’apres la proposition 2.5, (f(e1),..., f(en)) est une base de E’ si et seulement si la matrice
A est inversible.

Si f est un isomorphisme, f~! o f = idg. Alors,

I, = M(idg; B,B) = M(f~" o f; B,B) = M(f~'; B/, B)M(f; B, B') = M(f~'; B, B)A.
Donc, M(f~4;B,B) = A~L.

2.4 Changement de base

Supposons que B = (uy,...,u,) et B = (u},...,u],) sont des bases de E.

P %

Définition 2.11 La matrice P de M,(K) dont les coefficients de la j-iéme colonne sont les
coordonnées du vecteur u; dans la base B s’appelle la matrice de passage de la base B a la

base B'.
Remarque. On a P = M(Idg; B, B).

D’apres la proposition précédente, une matrice de passage est toujours inversible car idg
est un isomorphisme de F sur F.
/
I 1'1
Soit z € E. Notons X = : les coordonnées de x dans la base B et X' =

Tn, x,

les coordonnées de x dans la base B’. D’apres la proposition 2.9, X = PX’, c’est-a-dire
X'=PX.

Etudions ensuite Ueffet d’un changement de base sur la matrice d’'un endomorphisme de
E.

Théoréme 2.4 (Formule de changement de base) Supposons que B = (ui,...,uy) et
B = (uy,...,ul,) sont des bases de E. Soient f un endomorphisme de E, A = M(f;B,B)

et A" = M(f;B',B'). Si P est la matrice de passage de la base B a la base B', alors on a
A'=PlAP.

Preuve. D’apres la proposition 2.10, nous avons
M(foidg;B,B) = M(f;B,B)M(idg; B, B) = AP
et
M(idg o f;B',B) = M(idg; B, B)M(f;B',B') = PA’.
Puisqu'on a foidg = idgo f = f, il vient AP = PA’. On en déduit A’ = P71AP et ce qui
est équivalent, A = PA'P~1.

Exemple. Soit B = (e1, e2,e3) la base canonique de R? et soit f : R? — R3 I’application
linéaire définie par f(x,y,2) = (—z+y+2z, -2z +y+ 2z, —6x + 2y + 42) pour tous z,y, z, € R.
La matrice de f dans la base B est

-1 1
A=M(f;B,B)=| —2 1
—6 2 4
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Considérons les vecteurs de R? : v; = (1,0,2), vo = (1,1,2) et v3 = (2,1,5). Soit P la matrice
de M3(R) dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs vy, vy et vs dans la base 5. 1l
vient

1 1 2
P=|011
2 2 5

Puisque det P = 1, P est inversible et par conséquent B’ = (vq,v2,v3) est une base de R3.

On a f(v1) = (1,0,2) = vq, f(ve) = (2,1,4) et f(vs) = (4,2,10) = 2v3. Les coordonnées
de f(v2) dans la base (v1, v, v3) sont les nombres réels a, b, ¢ tels que f(ve) = avy + bvg + cvs,
c’est-a-dire les solutions du systéme d’équations linéaires suivant :

a+b+2c=2 a+b+2c=2 a=1
b+e=1 «— b+ec=1 «— b=1
20+ 2b+5c =14 c=0 c=0.

Il s’ensuit f(vy) = v + v9. La matrice de f dans la base B’ = (v1, va,v3) est donc

110
B=M(f;B.,B)Y=| 01 0
0 0 2
D’apres la formule de changement de base, nous savons que l’'on a 1’égalité matricielle B =
3 -1 -1
P~1AP. Notons que P~! = 2 1 -1
-2 0 1

2.5 Matrices semblables

Nous notons GL,(K) I’ensemble des matrices inversibles de M,,(K).

Définition 2.12 Soit A, B € M, (K). On dit que la matrice A est semblable a B, ou que les
matrices A et B sont semblables, s’il existe P € GL,(K) telle que B = P~'AP.

Nous remarquons que B = P 1 AP si et seulement si A = PBP~ L.

. 5 4 3 0 3 0
Exemple. LesmatrlcesA—<O 3>,B—<2 5)et0—<0 5>deM2(]R) sont

semblables.

Proposition 2.12 Soient A et B deur matrices semblables de M, (K). Alors les matrices A
et B ont le méme determinant et la méme trace.

Preuve. S'il existe P € GL,(K) telle que B = P~*AP, alors
det(B) = det(P~*AP) = det(P~1) det(A) det(P) = (det(P)) ! det(A) det(P) = det(A),

et
tr(B) = tr(P"TAP) = tr(APP™ 1) = tr(A).

15



. . . . . 11
Mais attention, la réciproque est fausse. Par exemple, les matrices A = < 0 1 ) et

10 . . . .
B = 01 ) ont le méme determinant et la méme trace mais elles ne sont pas semblables,

car Is est la seule matrice semblable a I5.

Proposition 2.13 Supposons E de dimension n. Soient A et B des matrices de My (K).
Les matrice A et B sont semblables si et seulement si A et B sont les matrices d’un méme
endomorphisme sur E, dans des bases éventuellement différentes.
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3 Diagonalisation

Dans ce chapitre, F est un espace vectoriel de dimension finie non nulle et f est un
endomorphisme de F. Nous allons donner une méthode pour trouver une base de F dans
laquelle la matrice de f est “la plus simple possible”, et plus précisemment, est une matrice
diagonale.

3.1 Valeur propre. Vecteur propre

Définition 3.1 Soit A € K. On dit que A est valeur propre de f s’il existe un vecteur non
nul x € E tel que f(x) = A\z.

Exemples.
1. Le scalaire A = 1 est 'unique valeur propre de 'application identité idg.

2. Soit A € R. On définit f : E — FE par f(z) = Az. Cet endomorphisme s’appelle
I’homothétie de E par rapport a A. On a f = Aidg. Alors, A est I'unique valeur propre
de f.

3. Si Kerf # {Og} alors 0 est valeur propre de f. En effet, il existe x € E'\ {Og} tel que
flz)=0=0xu=z.

Remarque. Le scalaire A est valeur propre de f si et seulement si f — Aidg n’est pas bijectif.
D’apres le théoreme de la dimension,

n = dim Ker(f — Aidg) + dim Im(f — Nidg).

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que d’apres cette égalité, f — Aidg est bijectif si et
seulement s’il est injectif, donc si et seulement si Ker(f—Aidg) = {Og}. Mais x € Ker(f—M\idg)
si et seulement si f(x) = Az. Ainsi, f — Midg n’est pas bijectif si et seulement s’il existe un
vecteur x non nul tel que f(x) = Az, c’est-a-dire, A est valeur propre de f.

En particulier, f et bijectif si et seulement si 0 n’est pas valeur propre de f.

Définition 3.2 Soit x € E. On dit que x est vecteur propre de f pour la valeur propre A si
x #0p et si f(x) = \x.

Remarque. Un vecteur propre x est associé a une unique valeur propre. En effet, si f(z) = Az
et f(x) = px, alors (A — )z = 0. Or le vecteur = est non nul, donc A — p = 0, c’est-a-dire
A= .
Exemple. Soit f ’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est
11
A= .
Pour tout vecteur z = (a,b) € R? et tout A € R, on a

o o ()= (1) = (435207
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Alors,
flx)=22 <= b—a=0 < b=a < z = (a,a) =a(1,1).

Donc, 2 est valeur propre de f et les vecteurs propres de f pour la valeur propre 2 sont les
vecteurs non nuls colinéaires & (1,1). D’autre part,

fz)=2 <= b=0 < z = (a,0) =a(1,0).

Dong, 1 est valeur propre de f et les vecteurs propres de f pour la valeur propre 1 sont les
vecteurs non nuls colinéaires a (1,0). Enfin, si A est différent de 1 et 2, on a

R e €

0
0

On en déduit que si A # 1,2, I'égalité f(z) = Az entraine x = 0, donc A n’est pas valeur
propre de f. Les seules valeurs propres de f sont par conséquent 1 et 2.

Théoreme 3.1 Soient \1,...,\; les valeurs propres distinctes de f. Si x; est vecteur propre
de f pour la valeur propre \;, alors les vecteurs x1,...,x, sont linéairement indépendants.

Preuve. Puisqu’un vecteur propre n’est pas nul, le résultat est vrai si k = 1.

On considere le cas k = 2. Supposons par contradiction que x1, z2 ne sont pas linéairement
indépendants. Alors, il existe a1, as € K tels que a1z + asxo = 0 avec a1 # 0 ou as # 0.
Supposons ag # 0. Alors, 1 = %xz et

a9 (6]
Mzt = f(x1) = —f(x2) = —= oy = Aoz,
aq ]
donc (A1 — A2)xz; = 0. Puisque z; est un vecteur propre, 1 # 0 et donc A\; = Ay ce qui est
une contradiction. On conclut que x1, z9 sont linéairement indépendants.

3.2 Polynoéme caractéristique

Nous allons introduire un polynéme dont les racines dans K sont les valeurs propres de f.
Ce polynome sera le déterminant d’une matrice et donc nous pourrons ’expliciter en utilisant
les techniques habituelles de calcul d’un déterminant.

Soit A € M, (K) et soit I, la matrice identité dans M, (K). Posons A = (ai;)i1<ij<n,
B =A—- X, et B= (bij)i<ij<n avec bj; = a;; — X et bj; = a;; si i # j. Par exemple, si

n =2,
B:<a11—>\ a2 >
as1 a2 — A

det B = (a11 — M) (ag2 — \) — ag1a12 = A\ — (a1 + ag2)\ + a1a29 — agiasa.

et

Observons que det B est un polynéme en A a valeurs dans K.

Proposition 3.1 Soit A € M, (K). Le déterminant de la matrice A — \I,, est un polynéme
a coefficients dans K de degré n. De plus, on a

det(A — A\,) = (—=1)" A" + (—=1)" L (trA)A" L 4 ... 4 det A.
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Définition 3.3 Soit A € M, (K). Le polynome det(A — A\I,,) de K[A] s’appelle le polynome
caractéristique de la matrice A. Nous le noterons Qa(\) ou Q(N).

1 010
. i 01 0 2 . L
Exemple. Soit A € My(R) définiepar A = [ 1203 | Son polynome caractéristique
2300
est :
1-Xx 0 1 0 1—A 0 1 0
0 1-Xx 0 2 0 1-X 0 2
@a(h) = -1 2 =X 3 |m3taLisr3| —A24+A-1 2 0 3
2 3 0 =X 2 3 0 =X
0 1—X 2
= | =X+x-1 2 3 —()\2—/\+1)’1;)\ _2A‘+2‘1;A 3'
2 3 -2

= A= A4+DAN2=X=6)—2BA+1) =21 —2X3 —4\2 — X 8.

Proposition 3.2 Soient A et B deux matrices appartenant a My (K). S’il existe P € GLy,(K)
telle que B = P~YAP (c’est-a-dire, A et B sont des matrices semblables), alors Qa(\) =

Qe(N).

Preuve. Nous avons B — A, = P~ 'AP — A\P~'I,P = P~!(A — \I,,)P. Puisqu'on a
det(P~'MP) = det M si M € M,(K), alors

Qa(\) = det(A — AI,) = det(B — A,) = Q5(N).

Si A et B sont les matrices d’'un méme endomorphisme de £ dans des bases éventuellements
différentes, il existe une matrice inversible P telle que B = P~ AP, d’apres la formule de chan-
gement de base. La proposition précédente permet donc de définir le polynéme caractéristique
d’un endomorphisme.

Définition 3.4 On appelle polynéme caractéristique de f, le polynéme caractéristique de la
matrice de f dans une base de E. Le polynome caractéristique de f sera noté Q.

Par définition du déterminant d’'un endomorphisme, on a donc Q¢(A) = det(f — Nidg),
pour tout A € K.

Proposition 3.3 Soit A € K. Le scalaire \ est valeur propre de f si et seulement si \ est
racine du polynome caractéristique de f.

Preuve. On sait que A est valeur propre de f si et seulement si ’endomorphisme f — Aidg
n’est pas bijectif, donc si et seulement si Qf(\) = det(f — Xidg) = 0. Autrement dit, A est

valeur propre de f si et seulement si A est racine du polynéme Q.

Si E est de dimension n, f a au plus n valeurs propres.
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Exemple 1. Soit f ’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est
1 -1
A= ( L ) |

‘ R ‘:(1—/\)(4—/\)+2:)\2—5)\+6:()\—2)(/\—3)-

2 4-—)
Les valeurs propres de f sont Ay =2 et Ay = 3.

Exemple 2. Soit f ’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est

1 01
A= -1 21
1 -1 1
Alors,
1-X 0 1 1-X 0 1
Q) = -1 2-x 1 = 1-X 2—-x 1
1 =1 1=X |7 g o1 1
1-x 0 1
= 0 2-X 0 :(1—/\)'2__1/\ 18/\‘
fambimbz g 11—

= (1=X2=XN1=X)=(1=X3%2=N\).

Donc, f admet deux valeurs propres distinctes : Ay = 1 de multiplicité 2 et Ay = 2 de
multiplicité 1.

Proposition 3.4 Soit A la matrice de f dans une base de E. Si A est triangulaire supérieure
ou inférieure, alors les valeurs propres de f sont les coefficients diagonauz de A.

Exemple. Soit f ’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est

31 4
A=10 2 5
0 01

Les valeurs propres de f sont : 1, 2 et 3. Soient u; vecteur propre de f pour la valeur propre
1, ug vecteur propre de f pour la valeur propre 2 et ug vecteur propre de f pour la valeur
propre 3. D’apres le théoreme 3.1, les vecteurs u1, ug, ug sont linéairement indépendents, donc
ils forment une base de R?. La matrice de f dans la base B’ = (u1,uz,u3) est la matrice
diagonale

Si 'on note P la matrice de passage de la base canonique B de R? & la base B', d’apres la
formule de changement de base, on a A = PDP™!,

Définition 3.5 Soit A une matrice de M, (K). On dit que A € K est une valeur propre de A
st A est une racine de QA(N). Soit A une valeur propre de A. On dit que le vecteur colonne
V' est un vecteur propre de A pour la valeur propre A si V. #£0 et AV = AV.
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3.3 Sous-espaces propres

Si A\ est une valeur propre de f, alors les vecteurs propres de f pour A sont les vecteurs
non nuls appartenant a Ker(f — Aidg).

Définition 3.6 Soit A une valeur propre de f. Le sous-espace vectoriel Ker(f — Nidg) de E
s’appelle le sous-espace propre de f pour la valeur propre X et se note E).

Exemple. Soit f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est

3 1
A= 0 2
0 0

— Ut

Les valeurs propres de f sont : 1, 2 et 3. Les sous-espaces propres de f sont alors
Ey =Ker(A—1,) = {(z,y,2) €ER®: 22 = 2, y=—52} =< (1,-10,2) >,
Ey =Ker(A —2I,) = {(z,y,2) eR3: 2 4+y =0, 2=0} =< (1,-1,0) >,
B3 =Ker(A —3I,) = {(z,y,2) € R : y =0, z=0} =< (1,0,0) >.

Soient uy = (1,—10,2), uz = (1,—1,0) et ug = (1,0,0). Alors B’ = (uq,us,us) est une base
de R3 de vecteurs propres de f.

Théoréme 3.2 Soient Ai,..., \; les valeurs propres distinctes de f. Alors les sous-espaces

propres Ey,, ..., Ey, sont en somme directe.

Soit Ag une valeur propre de f, c’est-a-dire une racine du polynome caractéristique Q =
Q. Notons m(Ag) la multiplicité de Ao dans le polynéme @, c’est-a-dire le plus grand entier
r tel que (A — Ag)" divise Q(A). Puisque Ay est racine de @, on a m(Ag) > 1.

Théoréme 3.3 Soit A\ une valeur propre de f. Alors, on a 1 < dim E) < m(\).

3.4 Endomorphisme et matrice diagonalisables

Soit (e1,...,e,) base de E. Pour que la matrice de f dans la base (eq,...,e,) soit la
A ... 0
matrice diagonale D = | : IO il faut et il suffit que l'on ait f(e;) = Ae; pour tout
0 ... A
1 <7 < n. On a donc la proposition suivante.
Proposition 3.5 La matrice de f dans la base B = (e, ..., e,) est diagonale si et seulement
si les vecteurs eq, ..., e, sont des vecteurs propres de f.

Définition 3.7 On dit que f est diagonalisable s’il existe une base de E formée de vecteurs
propres de f.

D’apres la proposition, '’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement il existe une
base de F dans laquelle la matrice de f est diagonale.
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Exemple.

1. Une homothétie de E est un endomorphisme diagonalisable. En effet, dans n’importe
quelle base de F, la matrice d’'une homothétie est de la forme \I,,.

2. Soit f: R?® — R3 I'endomorphisme dont la matrice dans la base canonique de R? est

A=

S O W
— Ol

1
2
0

Nous avons vu que u; = (1,—10,2), ug = (1,—1,0) et ug = (1,0,0) sont des vecteurs
propres de f, pour les valeurs propres 1, 2 et 3, respectivement. Puisque (u1,ug, u3) est
une base de R3 de vecteurs propres de f, f est diagonalisable.

3. Soit f : R? — R? I'endomorphisme dont la matrice dans la base canonique B de R? est

-1 2
A= ( o ) .
Puisque Q(\) = (=1 —=X\)(5—A) +8 = A2 =4\ +3 = (A — 1)(A — 3), les valeurs propres
de f sont 1 et 3. On vérifie facilement que E; =< (1,1) > et E3 =< (1,2) >. Alors,
B = ((1,1),(1,2)) est une base de R? de vecteurs propres de f. On conclut que f

est diagonalisable. De plus, A = PDP~! ot D est la matrice diagonale de coefficients
diagonaux 1 et 3 et P est la matrice de passage de B & B'.

On rappelle que GL,(K) denote 1’espace des matrices de M, (K) inversibles.

Définition 3.8 Soit A € M, (K). On dit que la matrice A est diagonalisabe sur K s’il existe
P € GL,(K) telle que P~YAP est une matrice diagonale.

Les définitions de matrice diagonalisable et d’endomorphisme diagonalisable sont liées.

Proposition 3.6 L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si la matrice de f
dans une base de E est diagonalisable sur K.

Preuve. Soient B = (eq,...,e,) une base de F et A la matrice de f dans la base B.
Supposons que f est diagonalisable. Il existe donc une base B’ de E dans laquelle la matrice
de f est une matrice diagonale D. Notons P la matrice de passage de la base B a la base
B'. Par la formule du changement de base, D = P~'AP et donc A est diagonalisable sur K.
Réciproquement, supposons qu'il existe P € GL,,(K) et D € M,(K) telles que D = P~'AP.
Considérons les vecteurs uq, ..., u, de E dont les coordonnées dans la base BB sont les colonnes
de P. Puisque la matrice P est inversible, B = (u1,...,u,) est une base de E et P est la
matrice de passage de B a B’. La matrice de f dans la base B’ est la matrice diagonale
D = P~ 'AP, donc 'endomorphisme f est diagonalisable.

Proposition 3.7 Supposons E de dimension n. Si f a n vecteurs propres distinctes, alors
l’endomorphisme f est diagonalisable.

Preuve. Supposons que f a n valeurs propres distinctes Aq,..., A,. Pour tout entier 1 <
1 < n, soit u; un vecteur propre de f pour la valeur propre ;. D’apres le théoreme 3.1, les
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vecteurs u1, ..., U, sont linéairement indépendents et donc ils forment une base de E. D’ou
(u1,...,uy) est une base de E formée de vecteurs propres de f.

Notons n la dimension de E. Le polynéme caractéristique de f est de degré n, donc
a au plus n racines. D’aprés la proposition, s’il a exactement n racines dans K, alors f
est diagonalisable sur K. Mais cette condition pour que ’endomorphisme soit diagonalisable
n’est pas nécessaire. Par exemple, 'application identité est diagonalisable mais n’a qu’une
seule valeur propre : 1.

Proposition 3.8 Supposons que l’endomorphisme posséde au moins une valeur propre et no-
tons A1, ..., A\ les valeurs propres distinctes de f. Alors, ’endomorphisme f est diagonalisable
st et seulement st ' = Ey, © ... D E),.

Définition 3.9 Soit Q un polynéme non constant de K[ X]. On dit que Q a toutes ses racines
dans K si Q est le produit dans K[X| de polynémes de degré 1.

Exemples.

1. Un polynoéme Q(X) = aX? + bX + ¢ de degré deux appartenant & R[X] a toutes ses
racines dans R si et seulement si son discriminant b — 4ac est positif ou nul.

2. Tout polynéme non constant dans C[X| a une racine complexe (théoreme d’Alembert).
11 est assez simple d’en déduire que tout polynéme non constant dans C[X] a toutes ses
racines dans C.

Théoréme 3.4 L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si le polynome Q(N)
a toutes ses racines dans K et si pour chaque valeur propre X, on a dim Ey = m(\).

Remarque 1. Pour toute valeur propre A, on a 1 < dim F) < m(\). Donc, la deuxieme
condition du théoreme est automatiquement vérifiée lorsque A est racine simple de Q(\),
c’est-a-dire lorsque m(A) = 1. Pour étudier si f est diagonalisable, il suffit donc de calculer
la dimension des sous-espaces propres pour les valeurs propres de multiplicité supérieure ou
égale a 2.

Remarque 2. Soit A € M, (K). Si A est valeur propre de A de multiplicité n, alors A est
diagonalisable si et seulement si A = Al,.

Exemple 1. Soit f ’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est
1 01

A= -1 2 1

1 -1 1

Nous avons montré que f a deux valeurs propres : 1 de multiplicité 2 et 2 de multiplicité 1
(Q(\) = (1 = A)%(2—))). Ensuite, on détermine le sous-espace propre Fj. Soit (z,vy,2) € R3.

T 0 0 0 1 x 0
A-I) |y | =10 | < -1 11 y |=10
z 0 1 -1 0 z 0
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z=0
x
— —z+y+z=0 <:>{Z
r—y=20

Yy
0
Alors, E; =< (1,—1,0) > et dim F; =1 < 2 =m(1). Donc, f n’est pas diagonalisable.

Exemple 2. Soit f ’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est
1 0 1
A= -1 2 1
0 0 2
Alors, le polynéme caractéristique de f est

1—X 0 1
QN =| -1 2-x 1 |=@-)

0 0 2-A

1—-A 0
-1 2-A

‘ =(1-N(2-N2%

Dongc, f a deux valeurs propres : A\; = 1 de multiplicité 1 et Ay = 2 de multiplicité 2.
Pour (z,y,2) € R?, on a

T 0 -1 0 1 T 0
(A=2I35)| vy | =] 0 — -1 0 1 y |=10 = r=z
z 0 0 0 O z 0

Alors, Fy =< (0,1,0),(1,0,1),> et dim Ey = 2 = m(2). On peut déja conclure que f est
diagonalisable. Pour (z,y, z) € R3, on a

T 0 0 0 1 T 0
A-L)|{y |=10] <= | -111 y |=10
z 0 0 0 1 z 0
z=0 B
> —x4+y+2=0 <:>{:r—y
z=0
z=0
Alors, E; =< (1,1,0) > et dim E; = 1 = m(1). De plus, B’ = ((1,1,0),(0,1,0),(1,0,1)) est
1 00
une base de R? de vecteurs propres de f et M(f;B,B)=1 0 2 0
0 0 2

Calcul des puissances d’une matrice diagonalisable.

Ao 0
Soit D= 1| : . une matrice diagonale. Il est facile de montrer par récurrence
0 ... A\
sur k € N que, pour tout k € N,
k
Y 0
D=1 : :
0 Ak
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Soit A € M,(K) une matrice diagonalisable. Alors, il existe P matrice inversible et D
matrice diagonale telles que A = PDP~!. On a A° = D° = I,, et donc A = PD°P~!. Pour

tout £ € N, on a
Ak = ppkp~1,

ce qui se démontre par récurrence.

3.5 Théoreme de Cayley-Hamilton

a b

Soit A = < e d > € M5(R). Le polynéme caractéristique de A est

Q) =X — (a+d)X+ad — be.
Alors, on a Q(A) = A% — (a + d)A + (ad — be) I, donc il vient
Q(A):<a2+bc ab+b62l)_<a2+ad ab+b¢§>+(ad—bc 0 >:<O O>‘
ac+cd bc+d ac+cd ad+d 0 ad — be 00
On obtient ainsi Q(A) = 0. Ce résultat est général.

Théoréme 3.5 (Cayley-Hamilton) Si Q(\) est le polynome caractéristique d’une matrice
A € M,(R) alors Q(A) = 0.

Ce théoreme permet de calculer les puissances d’une matrice plus simplement que par un
calcul direct. On peut également utiliser la relation polynomiale Q(A) = 0 pour montrer que
A est inversible et calculer son inverse.

Exemples.

1. On considere la matrice carrée d’ordre 3,

2 1
A= 1 2
0 1

S O =

On a Q(\) = (1 — A)3. Alors, par le théoréme de Cayley-Hamilton, (I3 — A)? = 0.

2. Soit A = ( ;’ i
Cayley-Hamilton affirme que A% — 54 — 21, = 0. Alors,

A(A - 5[2) = 2[2 et (A - 5]2)A = 2]2.

). Ona Q) = (1—-X)(4—A)—6=A—5\—2. Le théoreme de

On conclut que A est inversible et
1 _
A—lz(A—512):< 3 1).
2 2

D’autre part,
A2 =5A+20,, A®=5A%+24=27A+ 10,
At = A3A = 27A% + 104 = 145A + 5415,

Un corollaire important du Théoreme de Cayley-Hamilton affirme que le polynéme mini-
mal d’une matrice donnée est un diviseur du polynéme caractéristique.
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3.6 Endomorphisme et matrice triagonalisables

Nous avons vu au précédent paragraphe qu’il existe des endomorphismes non diagonali-
sables. Il est néanmoins parfois possible, pour certains d’entre eux, de trouver une base pour
laquelle la matrice est assez simple, par exemple triangulaire.

Définition 3.10 Soit A € M, (K). On dit que A est trigonalisable sur K s’il existe P €
GL,(K) telle que la matrice P~YAP est triangulaire supérieure.

Théoréme 3.6 Soit A € M, (K). Alors A est trigonalisable si et seulement si le polynéme
caractéristique de A a toutes les racines dans K.

0 -1
1 0
R, car le polynéme P n’a aucune racine réelle. Par contre A a deux racines propres complexes
distinctes : ¢ et —i, donc A est diagonalisable sur C.

Exemple. Soit A = ( ) On a P4(\) = A2+ 1, donc A n’est pas trigonalisable sur

Définition 3.11 On dit que l’endomorphisme f est trigonalisable s’il existe une base de E
dans laquelle la matrice de f est triangulaire supérieure.

Grace a la formule de changement de base, ’endomorphisme f est trigonalisable si et
seulement si la matrice de f dans une base de E est trigonalisable sur K.

Tout polynéme non constant a coefficients dans C a toutes ses racines dans C d’apres le
théoreme de d’Alembert-Gauss, donc toute matrice dans M, (C) est trigonalisable sur C.
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4 Applications : systemes de récurrence et systemes différentiels

Dans ce chapitre, nous illustrons les méthodes de réduction de matrices a travers la
résolution de systemes de récurrence et systemes différentiels.

4.1 Systemes de récurrence linéaires

Un systeme de récurrence linéaire (a coefficients constants homogene) d’ordre 1 est un
systeme du type
Uny1=AU,, n>0. (3)

ou Uy € R? est le vecteur inconnu de p états a déterminer pour tout n, A = (a;j)1<s,j<p est
un matrice carrée a coefficients réels d’ordre p. On écrit (3) sous forme développée par :

Ul ptl = G11ULp T A12U2n + .. - + Q1pUpn Uln
U2 p+1 = G21UL pn + A22U2H + ... F A2pUpn U2 n
. et U, =

Upntl = AplUlp—1 + ApaU2,p + ..+ Applipn Up,n

Résoudre (3) consiste a trouver toutes les solutions réelles de (3), c¢’est-a-dire la solution
générale. Les solutions de (3) forment un sous-espace vectoriel de dimension p de I'espace des
suites de vecteurs de RP.

Si p =1, le systeme (3) s’écrit

Upt1 = QUp, N >0,

ou a € R et, est appelé équation de récurrence d’ordre 1. Alors, (uy)nen s’agit d’'une suite
géométrique de raison a et premier terme ug. La solution générale de cette équation est
Uy = aa”, avec a = ug € R.

Remarque 1. On rappelle qu'une suite numérique est une application de N dans un espace
vectoriel F', notée (u,)nen Ol u, = f(n) est appelé le terme général de la suite. Si F = R¥ ou
F = CF, on dit que la suite est réelle ou complexe, respectivement. On rappelle que Pespace
des suites numériques (u,)peny muni de Vaddition : (up)nen + (Vn)nen = (Un + Un)nen, et de
la multiplication par un scalaire A : A(up)nen = (Aup)nen, est un espace vectoriel.

La solution générale de (3) est la suite réelle (U, )nen donnée par U, = A"C, avec C € RP
vecteur arbitraire. Déterminer la solution générale de (3) se ramene donc a déterminer la
puissance n-ietme de A qui se fait a I’aide de la diagonalisation ou de trigonalisation de la
matrice A.

On remarque également que si A € R est une valeur propre de A et v € RP est un vecteur
propre pour A, alors (Up)nen, avec U, = A"V, est solution de (3), ou V désigne le vecteur
colonne associé a v.

A est diagonalisable sur R.

Il existe une base B = (v1,...,v,) de RP formée de vecteurs propres de A, de valeurs
propres correspondants : Ar,...,\,. Alors, A = PDP~! o P est la matrice inversible dont
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la j-itme colonne est V; (c’est-a-dire la matrice de passage de la base canonique de R? & B’)
et

A0 0

0 A2 O
D= ,

0 0 A

La solution générale de (3) est alors donnée par la combinaison linéaire des p solutions
linéairement indépendentes de (3) :

(AMTV)nens - -+ (A Vo)nen,

c’est-a-dire

Un=aiX{Vi+ ...+ ap\Vy, a1,...,0p €ER. (4)
En effet, on a
AP0 0
L 0 A 0
A" =PD"P™" avec D" = o
0 0 Ay

La solution générale du systéme est (U, )nen de terme général
U, =A"C = PD"P'C

On note C = P~1C € RP. Alors,
p ~
U= PD"C = 2 O
La solution générale de (3) est alors donnée par (4).

A n’est pas diagonalisable sur R.

Si A est diagonalisable sur C, il existe (V1,...,V,) base de C? formé de vecteurs propres
de A. On peut supposer, sans perte de généralité, que Vq,...,V, € RP de valeur propres
correspondantes Ai,..., A\, € R et Viiq,...,V, € RP de valeur propres correspondantes
W1y 11 -« -y P, i € C, avec p = k + 2m. La solution générale de (3) est alors donnée par

U, = al)\?Vl + ...+ akAZVk +
+B1Re(py Vier1) + BoIm(py Viyr) + ... 4 Bam—1Re(pg, Vp—1) + BomIm (1, Vp—1).

Si A n’est pas diagonalisable ni sur R ni sur C, on peut toujours trouver une matrice de
Jourdan J carrée et triangulaire supérieure d’ordre p et une matrice inversible P telles que
A = PJP~'. Donc, la solution de (3) est de la forme U,, = A"C = PJ"P~'C = P.J"C avec
C = P~1C e RP. Enfin, en résolvant le systéme

U, =P 'U, = J"C
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a partir de la derniere équation (car la matrice J" est triangulaire supérieure), on obtient U,
et ensuite U,, = PU,,.

Dans le cas d’un systeme de deux équations (p = 2), si A n’est pas diagonalisable (ni dans
R ni dans C) alors A admet une seule valeur propre \g réelle telle que ker(A — A\ol) est un
sous-espace propre de dimension 1.

L . . A 1
On peut trouver une matrice inversible P telle que A = PJP~! ot J = ( 00 A\ ) Les
0

colonnes P; et P, de la matrice P sont respectivement un vecteur propre associé a g et un

vecteur tel que
(A= XoI)Py = Py.

En effet,
AP = M\ Py

_ -1 _
A=PJP7 < AP=PJ] { APy = Py + \oPs

Il est facile de vérifier (par récurrence sur n) que

n_ (A5 1AG
m= (%)

La solution générale de (3) est alors
U, = A"C' = PJ"C = (&, \8 + éanAl )P + G \i Py,
avec C' = (¢1,&)! = P~1C € R2.

Exemple 1. On considere deux populations u,, et v, dont la dynamique est décrite par le
systeme suivant
1 1
Up+1 = 3Un + 5Un
2 1
Un+1 = 3Un + 5Un

On veut étudier ’évolution des ces populations lorsque n tend vers —+oo.

On pose U, = < Z” > Alors, on a Uy,y+1 = AU, pour tout n > 0, avec
n
11
3 2
A=
2 1
3 2
Les valeurs propres de A sont A\ = —% et Ao = 1. Alors, A est diagonalisable dans R. On a

> W

ker(A — \y) = R< . ) et ker(A — \g) = R(

de récurrence est

e (A ()15 (2) - () v

Finalement, on conclut que (uy,v,) — (36,45) lorsque n — +o0.

>. Donc, la solution générale du systeme
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-1 0
Les valeurs propres de A sont ¢ et —i. Un vecteur propre associé a i est P = (1, —i) = W +iZ,
avec W = (1,0) et Z = (0,—1). Alors, la solution générale est
) sin(n
) o cos(n

1
Exemple 2. On considere le systeme de récurrence U,+1 = AU, avec A = < 0 ) .

cos(n
sin(n

U, = a(cos(ng)W—sin(ng)Z)—I—B(cos(ng)Z)—i—sin(ng)W) =« (

)

INIETCTE
[SETNTE

a, B eR.
Exemple 3. On considere le systéeme de récurrence

Upt1 = 4up + vy

Upg1 = —Up + 20y

Sous forme matricielle, on écrit U,4+1 = AU, avec U, = < 1;" ) et A= ( Lll ; > .On a
N _

det(A — M) = (A —3)2. Alors, 3 est I'unique valeur propre de A, d’ordre de multiplicité 2. De

plus, ker(A —3I) =R < ! ) et donc A n’est pas diagonalisable. On a A = PJP~! avec

-1

P=(P,P), Plz(_i>’ ‘]:<g 513)

et Py = ( ?j ) telle que
AP, =P, +3P, <— x+y=1.

Soit Py = < 0

1 ) Alors, la solution générale du systeme de récurrence est

Un = (a3n+6n3n)P1+,83nP2:O(3n< _} ) +l83n—1 ( 5 n >,

—n

avec «, € R.

4.2 Systemes différentiels linéaires

Le paragraphe précédent montre comment la réduction d’une matrice permet de calculer
les puissances d’une matrice et, par conséquent, d’en déduire ’expression des suites récurrentes
linéaires associées a cette matrice. Une autre utilisation en analyse provient des systémes
différentielles linéaires, dont on peut exprimer les solutions a l'aide d’une base de vecteurs
propres de la matrice associée a cette équation.

On appelle systeme différentiel linéaire du premier ordre (homogene a coefficients constants)

dans R"™ un systeme de la forme
X'(t) = AX(t) (5)
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ou A € My(R) et X(t) = (xi(t))1<i<n est le vecteur des n fonctions inconnues. Sous forme
développée, (5) s’écrit :

2y (t) = annw1(t) + . .. + a1pxn(t)

xl (t) = apmz1(t) + ... + anpen(t)
c’est-a-dire

n
zi(t) = Z a;jjzi(t), V1<i<n.
j=1

Résoudre ou intégrer le systeme ci-dessus consiste a déterminer la solution générale X :
R — R", c’est-a-dire toutes les solutions. Le probleme de déterminer la solution de (5) qui
satisfait la donné initiale X (ty) = Xo, avec (to, Xo) € J x R™ donné, s’appelle le probléeme de
Cauchy associé a (o, Xo).

L’ensemble des solutions du systeéme (5) est un espace vectoriel de dimension n.

On dit qu’un ensemble de n fonctions vectorielles réelles (X (), ..., Xy (f)) est une solution
fondamentale du systeme (5) si ¢’est un ensemble de solutions linéairement indépendantes de
(5). La solution générale de (5) s’écrit alors

X(t)=aXq(t)+... +anXp(t), a;j e R, 1 <5< n.

On peut montrer que si A € R est une valeur propre de A et V est un vecteur propre pour
A, alors X (t) = eMV est une solution de (5).

Cas simple : A est diagonalisable sur R.

11 existe alors une base (V1,...,V,,) de R™ constituée de vecteurs propres de A, de valeurs
propres correspondantes Aj, ..., A,. On obtient donc n solutions linéairement indépendantes

X;(t)=eM'V;, 1<j<n.
La solution générale est alors donnée par

X(t) = a1eMVi + ...+ eV, a; €R

Cas de la dimension 2 : n =2

On résout le systeme X’ = AX de la fagon suivante :

1. Si la matrice A admet deux valeurs propres rélles distinctes A1 et Ao de vecteurs propres
correspondants V; et V3, alors A est diagonalisable sur R et la solution générale de (5)
est

X(t) = a1eMV] + a0e™Vs, g, a9 € R.

2. Si la matrice A admet une valeur propre réelle double A et dimker(A — A\I) = 2, alors
A est diagonalisable sur R et A = AI. La solution générale de (5) est donnée par

X(t) = 1MV + a0eMVa, ag, a0 € R,

ou Vi et V, sont les vecteurs colonnes de la base canonique de R?.
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3. Si la matrice A admet une valeur propre réelle double A et dimker(A — A\I) = 1, alors
A n’est pas diagonalisable sur R. On prend Vi € ker(A — AI) (c’est-a-dire, V7 est un
vecteur propre correspondant & A) et on prend V5 € ker((A — AI)?) tel que (V7, Va) est
une base de ker((A — AI)?). Alors, la solution générale de (5) est

X(t) = a1eMVi + (I + A - AD)Va, 1,00 € R

4. Si la matrice A admet deux valeurs propres complexes conjuguées A = o + i3 et A =
a —if3, A est diagonalisable sur C. Soit V' € C? un vecteur propre correspondant a .
Alors, la solution générale de (5) est

X(t) = aiRe(eMV) 4+ anlm(eMV), a1, an € R.

Exemples.

1. On considere le systeme
{ 2/ (t) = 5x(t)
y'(t) = 3y(t)

Il peut s’écrire sous la forme : X' = AX avec

5 0
A=
matrice diagonale.On peut alors résoudre séparément chacune des équations du systéme

et on obtient x(t) = aed et y(t) = B3’ avec a, B € R.

2. On considere le systeme
{ a'(t) = ba(t) — 3y(t)
y'(t) = 2x(t) — 2y(t)

Les valeurs propres de la matrice A associée au systeme sont les racines de A2—3\—4 = 0,
soit 4 et —1. La matrice A est diagonalisable. Un vecteur propre associé a 4 est (3,1)
et un vecteur propre associé & —1 est (1,2). La solution générale du systeéme est

(3 ) e (0) o () = (i ).

avec a, 3 € R.

3. On considere le systeme
{ a'(t) = y(t)
y'(t) = —x(t)

Les valeurs propres de la matrice A associée au systeme sont les racines de A2 +1 = 0,
donc A = 4. Un vecteur propre de A associé a ¢ est (1,4). La solution générale est

x0= (5 ) =ame (e (1)) e (e (1)) = (2ot Dyeme )

avec «a, 3 € R.
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5 Orthonormalité

Nous nous proposons de définir la notion générale de produit scalaire dans un espace
vectoriel réel et d’en étudier les propriétés.

5.1 Produit scalaire sur R"
Soit E espace vectoriel sur R (c’est-a-dire K = R).

Définition 5.1 Soit B : E X E — R une application. On dit que B est une forme bilinéaire
si
1. pour tous x,y,u € E et tout A\ € R, B(u,z +vy) = B(u,z) + B(u,y) et B(u, \z) =
AB(u, ).
2. pour tous x,y,v € E et tout A\ € R, B(z + y,v) = B(z,v) + B(y,v) et B(Az,v) =
AB(z,v).

Exemple. Soient f : E — R et g : E — R des applications linéaires. Alors, ’application
B : E x E — R définie par B(z,y) = f(z)g(y) est une forme bilinéaire.

Définition 5.2 Soit B : E x E — R une forme bilinéaire. On dit que B est une forme
bilinéaire symétrique si l'on a B(x,y) = B(y,z) pour tous x,y € E.

Exemple 1. Soit B : R? x R? — R ’application définie par

rr n

= T1Y2 — T2Y1, T = ($1,$2), y= (y1,3/2)-
xr2 Y2

B(‘T7y) =

L’application B est bilinéaire mais elle n’est pas symétrique.
Exemple 2. Soit B : R? x R? — R ’application définie par
B(z,y) = 2x1y1 — 3z2y2, == (x1,22), ¥ = (y1,¥2)-
L’application B est bilinéaire symétrique.

Définition 5.3 On dit que l'application B : E X E — R est un produit scalaire si B est une
forme bilinéaire symétrique et pour tout x € E tel que x # 0, on a B(z,x) > 0.

Exemple 1. L’application B : R? x R? — R définie par

B((z1,%2), (y1,¥2)) = T1y1 + 22Y2,

est un produit scalaire. En effet, B est bilinéaire symétrique et, pour tout z = (z1,z2) €
R2\ {(0,0)}, on a B(x,z) = 22 + 23 > 0.
Plus généralement, si n > 2, on considere 'application B : R” x R™ — R définie par

B(z,y) =x1y1 +x2y2 + ...+ xpyn st x = (z1,...,20), Y= (Y1,---,Yn)-

Alors B est un produit scalaire, appelé le produit scalaire usuel de R™.
Exemple 2. L’application B : R? x R? — R définie par

B((z1,x2), (y1,Y2)) = 22191 + 322y2 + 221Y2 + 222y1,

est un produit scalaire.
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Définition 5.4 Un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire s’appelle un espace eucli-
dien.

Si E est un espace euclidien, nous notons en général < z|y > le produit scalaire des vecteurs
T ety.

Définition 5.5 Soient x,y € E et F' sous-espace vectoriel de E. On dit que x et y sont des
vecteurs orthogonauz si < x|y >= 0. On dit que x est orthorgonal a F si l'on a < x|y >=0,
pour tout vecteur y € F.

Définition 5.6 Soit F' un sous-espace vectoriel de . On définit l’espace des vecteurs ortho-
gonaux a F, et on 'appelle l’espace orthogonal de F', par

Ft={zcE:<aly>=0,YycF}.

Proposition 5.1 Soient uy,...,u, des vecteurs de E et soit F' le sous-espace vectoriel de E
engendré par ui, ..., u,. Alors x € E soit orthogonal a F' si et seulement si x est orthogonal
a u;, pour tout 1 <i <p.

Exemples.
1. Dans un espace euclidien, tout vecteur est orthogonal au vecteur nul.

2. Soit R? muni du produit scalaire usuel. Le vecteur (z,y) € R? est orthogonal & (1,2)
si et seulement si z + 2y = 0. Les vecteurs orthogonaux a (1,2) sont donc les vecteurs
colinéaires a (—2,1).

Définition 5.7 On dit que N : E — R est une norme sur E si
1. Pour tout x € E, N(x) > 0. De plus, si N(z) =0 alors x = 0.

2. Pour tous z,y € E, N(x +y) < N(z) + N(y).
3. Pour tout x € E et pour tout A € R, N(A\x) = |A\|N(x).

Proposition 5.2 Soit E un espace euclidien et soit N : E — R Uapplication qui a tout x € E
associe \/<x|r>. Alors, N est une norme sur E appelée norme associée au produit scalaire.

Si E est un espace euclidien, nous notons ||z| la norme du vecteur z. Autrement dit,
lz|| = \/<z|z>. Nous disons que le vecteur x est unitaire s’il est de norme 1, c’est-a-dire
Joll = 1.

Si 'on muni R™ du produit scalaire usuel, la norme associée est définie par

lz|| = V<zlz>= /22 4+ ...+ 22, = (21,...,2,) €ER",

appelée la norme euclidienne sur R".
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5.2 Bases orthonormées

Dans ce paragraphe, E est un espace euclidien de dimension finie non nulle.

Proposition 5.3 Soient ui,...,u, des vecteurs de E2 non nuls et deux a deuzx orthogonauz.
Alors les vecteurs uy, . .., u, sont linéairement indépendents.

Preuve. Par hypothese, on a <u;|u; >= 0sii # j et |Ju;|| # 0 pour tout . Soient A1,..., A,
des scalaires tels que Aju; + ...+ Apu, = 0. Alors,

0=<Xur + ...+ Apuplu; >= A1 <utlu;> +...+ Ay <uplu;>= A <uglu;>= )\ZHuZHQ

On en déduit \; = 0, pour tout 1 <4 < p. Donc uy,...,u, sont linéairement indépendents.
Corollaire 5.1 Supposons E de dimension n. Si u1,...,u, sont des vecteurs de E non nuls
et deuz a deuz orthogonauz, alors (uy,...,uy,) est une base de E.

Parmi les bases dont les vecteurs sont deux a deux orthogonaux, celles dont les vecteurs
sont unitaires vont jouer un roéle privilégié.

Définition 5.8 Soit (eq,...,e,) une base de E. On dit que (e1,...,e,) est une base ortho-
normée de E si les vecteurs ey, ..., e, sont deux a deux orthogonauz et si ||e;|| = 1, pour tout
1< <n.

Supposons F de dimension n et considérons des vecteurs u1, ..., u, de F non nuls et deux

a deux orthogonaux. Par hypothese, on a ||u;|| # 0 quel que soit i. Posons alors e; = HZ—’” pour
k2

tout 1 < i < n. Les vecteurs u; sont unitaires et deux a deux orthogonaux, donc (e, ..., e,)

est une base orthonormée de F, d’apres le corollaire.

Exemple. Soit R™ muni du produit scalaire usuel. Alors la base canonique est une base
orthonormée. Mais, il y en a d’autres. Par exemple, les vecteurs é(3,4) et %(4, —3) forment
aussi une base orthonormée de R2.

Théoréme 5.1 Soit (e1,...,e,) une base orthornormée de E. Alors
1. Pour tout vecteur x € E, on a

n

n
CC:Z <xzle;>e; et ||x||2:z:<:v|ei>2 .
i=1 i=1

2. Pour tous vecteurs x,y € E, on a <xzly>=> ", <z|e; ><yle;>.

Preuve. Soit x € E et soient x1,...,z, les coordonnées de x dans la base (e1,...,e,). Il
vient

n n
<ale;>=<) miele;>=> x; <eile;> .
i=1 i=1
La base (e1,...,e,) étant orthonormée, on a <e;le; >=0sii # j et <ejlej>= |le;]|? = 1. 11

s’ensuit <z|ej >= x;, pour tout j. Pour tout vecteur y € E, on a donc

n

n n
<x|y>:<2xiei|y>: Zm <eily>= Z <zle; ><yle;> .
i=1 i=1 i=1
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Remarque. Soit (e1,...,e,) une base orthornormée de E. Alors, <e;le; >= d;;, symbole de

Kronecker, ou
5 — 1sii=y
Y108 £

5.3 Orthonormalisation de Gram-Schmidt

Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt est un algorithme qui permet, & partir
d’une base quelconque (uj ...,u,) de E, de trouver une base orthonormée. D’abord nous
construisons une base (v1,...,v,) de E formée de vecteurs propres deux a deux orthogo-
naux. Ensuite, nous posons e; = ”52”, pour tout 1 < i < n. Alors (ej,...,e,) est une base
orthonormée de F.

Soit (ug ..., uy) une base de E. Pour tout entier p € {1,...,n}, notons F), le sous-espace
vectoriel de I engendré par ug ..., u,. Ce sous-espace vectoriel est de dimension p.

1. On pose v; = u; et 'on détermine A tel que vo = us + Av; soit orthogonal & Fi. On a

<ug|v1 >
<wglvy >=<ug|vi> A <vi|v1>=0 <= A= _Hj’Hg
1
Alors,
<u2|1)1>
Vo2 = U9 — 3 1.
o1

Pour le vecteur vy ainsi déterminé, (vq,v2) est une base de Fj et les vecteurs vy et vo
sont orthogonaux.

2. On cherche ensuite un vecteur x € F5 de la forme z = avy +bvg, pour que le vecteur vy =
us + x soit orthogonal a Fy, c’est-a-dire <wvs|v; >=<wvs|ve >= 0. Puisque <v;|vyg>= 0,

on a ) _ <uglvr>
{ <uglvy > +al|vi]|* =0 — S P IK
<uglua> +bJva2 = 0 b=~
Alors,
<uglvp > <uglvy >
Vs = g — 1 — 5 V2.
o] 2]

Les vecteurs non nuls vy, vs,v3 étant deux a deux orthogonaux, ils sont linéairement
indépendants et forment donc une base de F3.

3. Supposons que p est un entier entre 3 et n — 1 et que ’on a trouvé une base (v1,...,vp)
de F}, formé de vecteurs deux a deux orthogonaux. On pose

. <up+1\v1> <up+1\vp>
T T T T T 2

Ce vecteur est non nul, car u,y; n’appartient pas a F,. On montre facilement que

< vp+1]vj >= 0 pour tout 1 < 5 < p et donc les vecteurs non nuls vy, ...,vp41 sont
orthogonaux deux a deux. Par suite (vq,...,vp41) est une base de Fj41.
Cette méthode permet, a partir de la base (uj...,u,), de calculer la base (vi...,vy)

formée de vecteurs deux a deux orthogonaux ayant la propriété suivante :
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pour tout entier p € {1,...,n}, le sous-espace vectoriel de E engendré par les
vecteurs vi, ..., v, est égal au sous-espace vectoriel engendré par ui, ..., up.

Nous posons ensuite e; = ﬁ, pour tout 1 < ¢ < n. On dit que la base orthonormée
(e1,...,en) est obtenue & partir de la base (uy,...,u,) & partir du procédé de Gram-Schmidt.

Exemple. On muni R3 du produit scalaire usuel. Soient w1, ug, ug les vecteurs de R? définis
par u; = (1,1,1), ug = (1,0,1) et ug = (1,2,0). Le déterminant de ces vecteurs dans la base
canonique de R? est

11 11
0 2'—‘1 2’_2—(2—1)_1;&0,

—= =
= o

1
2 |
0

donc (ug,ug,us) est une base de R3. Pour orthonormaliser cette base selon le procédé de
Gram-Schmidt, on pose v; = u; = (1,1,1),

<UQ|1)1> 2 1 21
s = (1,0,1) — S(1,1,1) = (5, —=, =
et
<usglvr>  <uglva> 3 11 21, 1 1
= uy — - = (1,2,0)— S(1,1,1) — —(5,-2,2) = (5,0, —=).
U3 us HUIHQ U1 HU2H2 V2 (> s ) 3(7 y ) %(31 373) (27 , 2)
On pose ¢; = ”f]?”, pour ¢ = 1,2, 3. Alors,
3 6 2
e :‘?(1,1,1), 622{(1,—2,1) ot 63:{(1,0,—1).

5.4 Matrices orthogonales.

Soit (e1,...,e,) une base orthonormée de E. Soient ui,...,u, € E et M € M,(R) la
matrice dont les coefficients de la j-ieme colonne sont les coordonnées de u; dans la base
(e1,...,e,). Dans la matrice tM M le coefficient dans la i-ieme ligne et j-iéme colonne est
égal & < u;|u; >.

On remarque que la matrice carrée !M M est symétrique, car

"('MM) = "M'("M) = "MM.

Corollaire 5.2 Si P est la matrice de passage de la base orthonormée (e1,...,e,) a la base
(u1,...,uy) de E, alors (ui,...,uy) est orthonormée si et seulement si 'PP = I,,.

Définition 5.9 On dit que A € M, (R) est une matrice orthogonale si l'on a 'AA = I,.

Proposition 5.4 Soit A € M, (R) une matrice orthogonale. Alors A est inversible, A=' =tA
et le déterminant de A est égal a 1 ou —1.
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Preuve. La matrice A est orthogonale alors ‘AA = I,,. Donc, A est inversible et A~! =A.
De plus,
1 = det(I,,) = det(*AA) = det(*A) det(A) = det(A)%

Par conséquent, det A =1 ou det A = —1.
On remarque si I’on écrit les vecteurs de R™ en colonnes, alors le produit

n
(931 xn) : =T1Y1+ ... +TnYn
Yn

est le produit scalaire usuel de R™. Il est donc utile de considérer les vecteurs de R™ comme
des vecteurs-colonnes.

Proposition 5.5 Une matrice A € M,(R) est orthogonale si et seulement si les vecteurs-
colonnes de A forment une base orthonormée de l’espace euclidien usuel R™.

La matrice I, est orthogonale et de déterminant 1. Par ailleurs, il existe de matrices
orthogonales de déterminant —1, par exemple :

10 0 101
(é_?), 010,\25 0 V2 0
00 —1 1 0 1

5.5 Endomorphisme symétrique

Soit E un espace euclidien de dimension finie non nulle. Nous allons étudier les endomor-
phismes de E qui ont des “bonnes relations” avec le produit scalaire et la norme associée.

Définition 5.10 On dit que ’endomorphisme f de E est symétrique si
Vo,y € B, <[fa)ly>=<z|f(y)>.

Exemple 1. On considére f : R? — R? définie par f(x,y) = (22,3z + y). Pour tous,
(z,9), (u,v) € R?,

< f(z,y)|(u,v) >=2zu+ 3zv + yv et <(x,y)|f(u,v)>= 2zu + 3yu + yv.
Dong, f n’est pas symétrique.

Exemple 2. On considere f : R? — R? définie par f(z,y) = (22 + 3y, 3z + y). Pour tous,
(z,9), (u,v) € R?,

< f(z,y)|(u,v) >= 22u + 3yu + 3zv + yv = x(2u + 3v) + y(3u + v) =<(z,y)|f(u,v) > .
Donc, f est symétrique.
Si 'endomorphisme f est symétrique, alors la forme bilinéaire B : £ x E — R définie par

B(z,y) =<z|f(y)>, =z,ye€k,
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est symétrique. Si f est différent de idg, cette forme bilinéaire B est différente du produit
scalaire de départ. Par exemple, pour I’exemple 2 ci-dessous, on a

B((z,y), (w,v)) = <(z,9)[f(u,v)>
= <(z,9)|(2u+ 3v,3u+v)>
2zu + 3zv + 3yu + yv,
pour (z,y), (u,v) € R2.
Si f et g sont endomorphismes symétriques et A € R, alors Af, f+ g et fog le sont aussi.

On reconnait facilement un endomorphisme symétrique par sa matrice dans une base
orthonormée. On dit que A € M, (R) est symétrique si ‘A = A.

Proposition 5.6 Soit B une base orthonormée de E et soit f un endomorphisme de E. Alors
[ est symétrique si et seulement si la matrice f dans la base B est symétrique.

Exemple. On consideére f : R? — R? la fonction définie par
f(x,y,2) = (x + 22, —y + 32,22 + 3y + 4z).

La matrice de f dans la base canonique de R? est

1 0 2
A=10 -1 3
2 3 4

La matrice A est symétrique et la base canonique est une base orthonormée de R?® muni
du produit scalaire usuel. Donc, f est un endomorphisme symétrique. En effet, pour tous
(x,y,2), (u,v,w) € R?,

<flz,y,z)|(u,v,w)> = (z+22)u+ (—y+32)v+ (2z + 3y + 4z)w
z(u+ 2w) + y(—v + 3w) + 2(2u + 3v + 4w)
= <(z,y,2)|f(u,v,w)> .

Proposition 5.7 Soit A € M, (R). Si A est une matrice symétrique alors les valeurs propres
de A sont réelles.

Remarque. Les valeurs propres de A sont les racines du polynéme caractéristique Q(\) =
det(A — AI,). Alors, les valeurs propres de A appartiennent a priori & C (I’ensemble des
nombres complexes).

Théoreme 5.2 Soit f un endomorphisme de E. Si l’endomorphisme f est symétrique alors
il existe une base orthonormée de E formée de vecteurs propres.

Le résultat suivant est tres important mais théorique.

Corollaire 5.3 Soit A € M, (R). Si A est symétrique alors il existe une matrice orthogonale
P telle que tPAP est diagonale.

Preuve. On muni R"™ du produit scalaire usuel. Soit f I’endomorphisme de R™ dont la
matrice dans la base canonique B de R™ est A. Alors, f est un endomorphisme symétrique.
D’apres le théoreme, il existe une base orthonormée B’ = (v1, ..., v,) de R™ formée de vecteurs
propres de f. Soit P la matrice de passage de B & B’. Puisque B’ est formée de vecteurs propres
de f, P"'AP = D est une matrice diagonale. De plus, la matrice P est orthogonale car ses
colonnes forment une base orthonormée de R™ (voir proposition 5.5). Donc, P~ = P et
D = 'PAP.
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5.6 Isométrie

Nous allons nous intéresser aux endomorphismes de £ qui ne modifient pas le produit
scalaire de deux vecteurs quelconques de E.
Définition 5.11 Soit f un endomorphisme de E. On dit que f est une isométrie si

Vre,y € B, <f(x)|[f(y)>=<zl|y> .

Théoreme 5.3 Soit f un endomorphisme de E. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f est une isométrie.

(i7) Pour tout x € E, || f(x)| = ||z

(7i7) L’application f est bijective et

Vo,y € E, <f ' (z)ly>=<z|f(y)>.

Preuve. Si f est une isométrie, alors on a ||f(2)||? =< f(z)|f(z) >=< x|z >= ||z||?, pour
tout = € E et donc (i7) est vérifiée. Réciproquement, supposons (ii). Alors, pour tout z,y € E,

2<f@)f)> = If@@)+FfWI* = 1@ = If @)
= If@+pl* = 1@ = 1F)I°
= Nz +yl? = ll=l® = lyl* =2 <aly> car [ f(u)] = |lull

Les propriétés (i) et (ii) sont donc équivalentes.

Supposons (7). Soit € E, tel que f(x) = 0. Alors, ||z|| = ||f(x)|| = 0 par (i7). D’ou,
x = 0. L’application linéaire f est donc injective. Puisque f est un endomorphisme d’un
espace vectoriel de dimension finie, f est un isomorphisme. De plus, pour tout z,y € F,

<fH@)ly>=<f(f @)|f () >=<alf(y)> .

Réciproquement, si f vérifie la propriété (iii), alors on a, pour tout y € E,

Ilyl? =<yly>=<f"(FW)ly>=<fWIf ) >= I F ).
Donc, f vérifie la propriété (ii) (et aussi ()).

Exemples 1. Les applications idg et —idp sont des isométries.

Exemples 2. Soit R* muni du produit scalaire usuel et soit f : R* — R?* l'application
définie par f(z,y, z,w) = (y,x,w, z). Alors, pour tout (z,y,z,w) € R* on a

£,y 2 w) 2 = y? + 2% + w® + 2% = 2® +y° + 2% + 0w = (2, y, 2, w)|*.

On conclut que f est une isométrie de R*.
Le résultat suivant établi le lien entre les isométries et les matrices orthogonales.

Proposition 5.8 Soit B une base orthonormée de E. L’endomorphisme f de E est une
isométrie si et seulement si la matrice de f dans la base B est une matrice orthogonale.

40



Preuve. Soit A = M(f;B,B). On sait que ‘AA = (b;j) ot bj; =< f(e;)|f(e;) >. Donc, f
est une isométrie si et seulement si ‘AA = I,,, c’est-a-dire A est orthogonale.

Soit (e1,...,e,) une base orthonormée de E. Nous déduisons du résultat précédent que
la matrice de f dans la base (ey,...,e,) est orthogonale si et seulement si (f(e1),..., f(en))
est une base orthonormée de E.

Remarque. Si f est une isométrie de F, alors 'image de f d’une base orthonormée de E' est
une base orthonormée de FE.

Exemple. Soit R* muni du produit scalaire usuel et soit f ’endomorphisme de R* dont la
matrice dans la base canonique est

1 -1 -1 -1
11 1 -1 1
A_§ 1 1 1 -1
1 -1 1 1

On veut montrer que f est une isométrie. Puisque la base canonique de R* est orthonormée
pour le produit scalaire usuel, f est une isométrie si et seulement si la matrice A est ortho-
gonale. On a

1 1 1 1 1 -1 -1 -1 400 0
1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1 1{ 04 0 0
tAA — — _ —
AA_4 1 -1 1 1 1 1 1 -1 41 00 40 L,
1 1 -1 1 1 -1 1 1 000 4

donc A est orthogonale. On conclut que f est une isométrie.

Une isométrie n’a pas nécessairement de valeur propre. Par exemple, soit f : R? — R?
définie par f(x,y) = (—y,z). Le polyndome caractéristique de f est Q(\) = A2 + 1 qui n’a
pas de racines dans R. Donc, f n’a pas de valeur propre. Mais si une isométrie a une valeur
propre, le résultat suivant montre que cette valeur n’est pas quelconque.

Proposition 5.9 Si A\ est une valeur propre d’une isométrie f de E, alors A\ =1 ou A = —1.

Preuve. Soit f une isométrie de F. Supposons que A est une valeur propre de f et x € E
est tel que z # 0 et f(z) = Azx. Alors, |A|||z]| = || f(z)|| = ||z]|. On en déduit || = 1, car
|z]| # 0. Donc, A =1 ou A = —1.

5.7 Produit hermitien sur C"

La notion de produit scalaire sur R" peut-étre généralisée, en certain sens, a C". Soit F
espace vectoriel sur C (c’est-a-dire K = C).

Définition 5.12 Soit B : E x E — C une application. On dit que B est une forme sesqui-
linéaire si
1. pour tous x,y,u € E et tout A\ € C, B(u,z +y) = B(u,z) + B(u,y) et B(u,\z) =
AB(u, ).
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2. pour tous z,y,v € E et tout A € C, B(x + y,v) = B(z,v) + B(y,v) et B(Az,v) =
AB(z,v).

Exemple. Soient f : E — C et g : E — C des applications linéaires. Alors, I’application
B : E x E — C définie par B(z,y) = f(z)g(y) est une forme bilinéaire.

Définition 5.13 Soit B : E x E — C une forme sesquilinéaire. On dit que B est une forme
hermitienne si l’'on a B(z,y) = B(y, ) pour tous z,y € E.

Exemple 1. Soit B : C2 x C2 — C P’application définie par
B(z,y) = 2192 — 2291, = = (z1,22), y = (Y1,¥2)-
L’application B est sesquilinéaire mais elle n’est pas hermitienne.
Exemple 2. Soit B : C?> x C? — C D'application définie par
B(z,y) = 22191 — 32292, == (21,22), ¥ = (Y1,Y2)-
L’application B est hermitenne.

Définition 5.14 On dit que l'application B : E x E — C est un produit hermitien si B est
une forme hermitienne et pour tout x € E tel que x # 0, on a B(z,x) > 0.

Exemple 1. L’application B : C? x C? — C définie par
B((w1,72), (y1,92)) = 2191 + 272,

est un produit scalaire. En effet, B est hermitienne et, pour tout = = (z1,22) € C2\ {(0,0)},
on a B(z,x) = |z1]? + |22/* > 0.

Plus généralement, si n > 2, on considere 'application B : R™ x R™ — R définie par

B(x,y) =xig1 + 222 + ... + TpYn si x=(z1,...,2n), Y= (Y1,---,Yn)-

Alors B est un produit hermitien, appelé le produit hermitien usuel de C™.

Exemple 2. L’application B : C2 x C? — C définie par

B((z1,22), (y1,92)) = 22191 + 3292 + 22172 + 22271,

est un produit hermitien.

Définition 5.15 Un espace vectoriel complexe muni d’un produit hermitien s’appelle un es-
pace hermitien.

Si F est un espace hermitien, nous notons en général < x|y > le produit hermitien des
vecteurs x et y.

Définition 5.16 On dit que N : E — R est une norme sur E si
1. Pour tout x € E, N(x) > 0. De plus, si N(z) =0 alors x = 0.
2. Pour tous v,y € E, N(z +y) < N(z) + N(y).
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3. Pour tout © € E et pour tout A € C, N(Az) = |A\|N(z).

Proposition 5.10 Soit E un espace euclidien et soit N : E — R Uapplication qui a tout
x € E associe \/<z|x>. Alors, N est une norme sur E appelée norme associée au produit
hermitien.

Si E est un espace euclidien, nous notons ||z| la norme du vecteur z. Autrement dit,
lz|| = v/<z|x>. Nous disons que le vecteur x est unitaire s’il est de norme 1, c’est-a-dire
|| = 1.

Si 'on muni C" du produit hermitien usuel, la norme associée est définie par

lz| = V<zlz>= V]2 + ...+ |z0)?, z = (x1,...,2,) € C".

Définition 5.17 Soit E un espace hermitien et f un endomorphisme sur E. On dit que f
est hermitien si
Ve,ye B, < f(o)ly >=<z|f(y) > .

Les opérateurs hermitiens jouent un role importanten mécanique quantique, car ils répresentent
les grandeurs physiques. Les valeurs propres (réelles) répresentent les valeurs possibles de la
grandeur et les fonctions propres (ou vecteurs) les états associés.

Soit A € M,(C). On dit que la matrice A est hermitienne (ou auto-adjointe) si

A="4

Proposition 5.11 Soit A la matrice d’un endomorphisme f dans une base orthonormée de
E. Alors, f est un opérateur hermitien si et seulement si A est une matrice hermitienne.

3 1 —51
Exemple. La matrice A= | —i -2 5 |, dans M3(C), est hermitenne.
5t 5 10
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