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1 Bases

Dans ce chapitre, nous allons aborder quelques notions de base qui seront utilisées tout au long
du cours. Il s’agit pour la plupart de rappels.

1.1 Ensembles

La notion d’ensemble est une notion intuitive. Un ensemble est une collection ou un groupement
d’objets appelés éléments de I’ensemble. Les éléments d’un ensemble s’écrivent entre deux acco-
lades. Exemple : E = {1,2,3,10}. Il faut bien comprendre que seule 'appartenance des éléments a
Pensemble importe : il n’y a aucune hiérarcie (aucun ordre) entre les éléments d’un ensemble. Les
ensembles sont traditionnellement notés au moyen d’une lettre de ’alphabet.

La relation d’appartenance d’un élément = a un ensemble F s’écrit © € E et se lit “x appartient
a E” (“z est un élément de E”, “z est dans E” ou encore “F contient 2”). La négation de la relation
d’appartenance se note z ¢ E. La relation d’égalité entre deux éléments x et y du méme ensemble
s’écrit x = y et sa négation x # y.

On dit qu’un ensemble F est inclus (ou contenu) dans un ensemble E, lorsque tout élément de
F est un élément de E. On dit aussi que F' est une partie de E ou un sous-ensemble de E. On note
F C E (F est contenu dans E), mais aussi E D F' (E contient F).

Plusieurs opérations sur les ensembles peuvent étre définies : le produit cartésien d’ensembles
noté x, la réunion d’ensembles notée U, I'intersection d’ensembles notée N et la différence de deux
ensembles notée \. Nous allons découvrir ces opérations au fur et & mesure des applications.

Les ensembles de nombres que nous utiliserons couramment sont :

. N I’ensemble des entiers naturels : 0,1,2,3,...;
. Z I'ensemble des entiers relatifs : 0,—1,1,—-2,2,-3,3,...;

1
2
3. Q l'ensemble des nombres rationnels : £ ot p € Z et ¢ € Z* = Z\ {0};
4. R I’ensemble des nombres réels;
5. C l’ensemble des nombres complexes.

On a évidemment N C Z C Q C R C C. L’existence et l'unicité de N, Z, Q, R et C est ici
admise. On donnera les propriétés de I’ensemble des nombres réels dans le paragraphe suivant et
celles de ’ensemble des nombres complexes dans le chapitre suivant.

Enfin, on peut souvent décrire un ensemble de deux fagons : en donnant la liste de ses éléments
(en extension) ou bien en donnant une propriété qui caractérise cet ensemble (en compréhension).
Exemple : E = {1,2,3,4,5} = {n € N: 1 <n < 5} =ensemble des entiers naturels qui sont plus
grands ou égaux a 1 et plus petits ou égaux a 5.

1.2 Raisonnement par récurrence

Le raisonnement par récurrence est un des plus courants en mathématiques et il est important
de le maitriser. Il vise & démontrer une propriété mathématique P(n) définie pour tout n € N tel
que n > N, ou N € N est un entier naturel fixé. Il consiste & démontrer les points suivants :

1. La propriété est satisfaite pour V.

2. Si P(n) est satisfaite pour un certain entier naturel n > N, alors P(n+1) est aussi satisfaite.



Une fois cela établi, on en déduit que la propriété P(n) est vraie pour tous les nombres entiers
naturels n > N.

Exemple : Montrons que, pour tout n € N, 572 > 472 1. 372 Pour n = 0, on a 5% = 25 =
16 + 9 = 42 + 33. Donc, P(0) est satisfaite. Supposons P(n) vraie pour n € N fixé (ce que I'on
appelle ’hypothése de récurrence). Alors,

53 = 5 x 512 > 5 x (4712 4 3"12) =5 x 4" 12 4 5 x 372 > 4 4 gnts

et donc, P(n+1) est vérifiée. D’apres le principe de récurrence, on conclut que P(n) est vraie pour
tout entier naturel n.

1.3 Nombres réels

Dans la suite, on aura besoin d’utiliser les quantificateurs V et 3 qui se lisent, respectivement,
pour tout et il existe.

L’ensemble R, dont les éléments sont appelés nombres réels, est un ensemble muni de deux lois
de composition internes, ’addition notée + et la multiplicaton notée x ou -, telles que

(1) (R,+) est un groupe additif abélien (commutatif) d’élément neutre 0. L’opposé de a € R est
—a,
(2) (R*, x) est un groupe multiplicatif abélien d’élement neutre 1. Le réciproque de a € R* est
—1_ 1
a =

(3) Le produit x est distributif par rapport & ’addition c¢’est-a-dire, pour tout a,b,c € R, on a
ax(b+c)=axb+axc,

(4) Il existe un sous-ensemble de R, noté R* tel que
1. Va,be R}, a+be R} et axbeRY,
2. Si a € R alors soit a € R} soit a = 0 soit —a € RY.
Des propriétés précédentes, on déduit les regles de calcul suivantes :
(R1) Pour tout a, b € R, I’équation +a = b admet une solution unique donnée par « = b+ (—a),

(R2) Pour tout a € R* et b € R, I’équation = x a = b admet une solution unique donnée par

r=bxal,

R3) Pour tout a € R, a x 0 =0,
R4) Pour tout a € R, —(—a) = q,
R5

)

)

) Pour tout a,b € R, (—a) + (=b) = —(a + b),
6) Pour tout a,b € R, (—a)

)

)

)

=

—a) Xb=—axb,
7) Pour tout a,b € R, (—a) x (=b) = a x b,
8

Sia x b =0 alors soit a = 0 soit b =0,
9

De la propriété (4), on déduit aussi I'existence de la relation d’ordre total < et de sa réciproque
>. Plus précisemment, ces relations d’ordre sont compatibles avec ’addition + et le produit x et
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Pour tout a,b € R, (a x b))~ =a~! x b~ L.



tous les éléments de R sont comparables : pour tout z,y € R, on a x < y ou y < x. La restriction
de la relation d’ordre < ou > aux couples de réels distincts est donnée par

a<b <= b—acR].

Il s’ensuit que a € RY si et seulement si a > 0 et que —a € R si et seulement si a < 0.
La relation d’ordre dans R nous permet de donner les définitions suivantes et d’énoncer la
propriété fondamentale de la borne supérieure.

Définition 1.1 Une partie A est dite majorée s’il existe un réel M € R tel que, pour tout © € A,
x < M. On dit alors que le réel M est un majorant de A.

Une partie A de R majorée admet une infnité de majorants : si M est un majorant de A, alors
tout réel N > M 1’est aussi.

Définition 1.2 Le plus petit élément de ’ensemble des majorants de la partie majorée A de R est
appelé borne supérieure de A. On le note sup A.

Proposition 1.1 (Propriété de la borne supérieure) Toute partie A non vide et majorée de
R admet une borne supérieure dans R.

C’est cette propriété qui distingue essentiellement I’ensemble des réels R et I’ensemble des ra-
tionnels Q. On définit de méme ce que c’est une partie minorée de R et la borne inférieure d’une
partie minorée A de R (notée inf A) comme le plus grand des minorants de A. Alors, la propriété
de la borne supérieure est équivalente a la propriété de la borne inférieure (toute partie A non vide
et minorée de R admet une borne inférieure dans R) par symétrisation (multiplication par —1) des
parties.

1.4 Valeur absolue

On définit la valeur absolue d’un réel x par

x si x>0
x|—{ —x si <0 (1.1)

Il s’agit de la valeur numérique de z sans son signe mais aussi la distance de = a 0. On vérifie
facilement que
1. |z| = max{x, —x},
2] =0 < =0,
|z] <a <= —a<z<a,
|z] <a <= —a<z<a,
|lzy| = [yl
Inégalité triangulaire : |z + y| < |z| + |y|,
2] = [yl] < | — ],
max{z,y} = a:+y+2|-t—y|

)
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1.5 Intervalles

Il est naturel de définir I'ensemble R = R U {—o00, +oc} appelé droite numérique achevée, ot les
symboles —oo et +oo sont définis par la propriété

VreR, —oo<zx<+o0.
Ainsi R admet un plus grand élément et un plus petit élément. L’addition et la multiplication de
R sont (partiellement) pronlongés sur R de la maniére suivante :
1. Pour tout « € R, 2 + (+00) = +00 et 4+ (—o0) = —0o0,
2. (+00) 4 (+00) = +00 et (—0) 4+ (—o0) = —o0,
3. Pour tout = > 0, x X (+00) = 400 et x X (—00) = —00,
4

. Pour tout < 0,  x (+00) = —00 et z X (—o0) = 400,

o

(400) X (+00) = +00, (—00) X (—00) = 400 et (+00) X (—o0) = —o0.

Par contre les opérations suivantes
(+00) + (—o0), 0x (4+00) et 0x(—o0)
ne sont pas définies et elles s’appellent des formes indéterminées.

Définition 1.3 Soient a,b € R tels que a < b. On appelle intervalle un ensemble de R ou de R du
type :

a,b[={z € R:a <z <b} (intervalle ouvert),

a,b) ={x € R:a <z <b} (intervalle fermé),

a,b] ={z € R:a <z <b} (intervalle ouvert ¢ gauche et fermé a droite),
b={r € R:a <z <b} (intervalle fermé a gauche et ouvert a droite),

a,+oo[={z € R:x > a} (intervalle ouvert),
a, —i—oo[ {z e R:x > a} (intervalle fermé),
ya[={z € R:x < a} (intervalle ouvert),

8. ] — o0, a] ={x € R:z < a} (intervalle fermé).
En particulier, R =] — oo, +00[.
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Un intervalle non vide I de R ou de R est caractérisé de la maniére suivante :

I est un intervalle de R ou R <= pour tout a,b € I, [a,b] C I.

1.6 Racine n-ieme d’un nombre réel

Soit a € R un réel donné et n € N. On appelle racine n-iéme de a tout réel = tel que

" =zx...xz=a.
=

n fois

Il est évident que z = 0 est 'unique racine n-ieme de 0. Si n = 0, on utilise la notation 2° = 1
pour tout x € R*. Si n > 0, on observe que

)



— sin=1, alors x = a,

— sin est paire, " > 0 pour tout x € R et I’équation 2™ = a admet une solution si et seulement
sia >0,

— si n est impaire et © < 0 alors 2™ = (—|z])" = —|z|".

11 suffit donc de chercher les solutions de 2™ = a dans R%.

Théoréme 1.1 Soit n € N. Tout réel positif a admet une seule racine n-iéme positive, notée a*/™
ou {/a.

Les propriétés suivantes sont satifaites :

1. Vz € R+, (xl/n)n = (xn)l/n =z,

2. Vo,y € Ry, (zy)t/™ = zt/myt/m,

3.VzeR etr=L€Q, 2" = (zP)1/9 = (gt 0)p,
4

. Va € R et n paire, (™)™ = (|z|*)'/™ = |z|. En particulier,

Va2 = (22)'V? = |z].

1.7 Equations du second degré

Une équation du second degré (ou équation quadratique) est une équation polynomiale de degré
2 qui s’écrit sous la forme :
az’® 4+ bx +c =0, (1.2)

ou z est I'inconnue et a,b et ¢ sont des coeflicients réels fixés avec a # 0. A Taide des opérations
que nous avons introduit, nous pouvons vérifier que 1’équation (1.2) s’écrit sous forme factorisée
équivalente

alx —xz1)(x — x2) =0,

ou

—b—Vb?2 — dac ;  —b+Vb? —dac

rH=— ¢ To
2a 2a

Il est clair que si le discriminant A = b? — 4ac > 0 (c’est-a-dire, A est positif ou nul) alors les
racines x; et xo sont réelles et correspondent aux points d’intersection de la parabole d’équation
y = ax® + bz + ¢ avec I'axe des abscisses dans le plan muni d’un repére cartésien. Par contre,
si le discriminant A est négatif, I’équation (1.2) n’admet pas de solutions réelles et la parabole
d’équation y = ax? + bz + ¢ n’a pas de points d’intersection avec I’axe des abscisses.

1.8 Partie entiére

Nous rappelons le théoreme fondamental suivant.

Théoréme 1.2 (Propriété d’Archimede) Pour tout x € R, il existe un entier naturel n € N tel
que x < n.



On définit de la fontion partie entiére E(z), pour tout z € R, par
E(z) =max{n € Z :n < z}. (1.3)

Cette fonction est bien définie d’apres la Propriété d’Archimede. En effet, pour tout z € R, il existe
un entier m tel que |z| < m. Alors ensemble A = {n € N : n < z} est non vide (—m € A) et
majorée dans Z (m est un majorant de A). D’ou, il existe sup A = max{n € Z : n < z}. On peut
aussi déduire de la définition de E(z) que, pour tout = € R,

E@)<z<E(@)+1 e z—-1<E(z)<ux.



2 Nombres Complexes

La naissance des nombres complexes est intimement liée a la résolution d’équations algébriques,
celles du troisieme degré en particulier.

2.1 Définitions e propriétés

Les nombres complexes, notés habituellement par la lettre z, peuvent étre presentés de plusieurs
maniéres. Il n’y a pas d’hiérarchie mathématique entre les différentes fagons de décrire I’ensemble
des nombres complexes. Nous avons choisi d’introduire cet ensemble par leur forme dite cartésienne.

On appelle ensemble des nombres complexes 'ensemble des couples (a,b) € R x R et on le note
C. Dans C, on définit la loi de composition interne addition, notée +, par

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d), (2.1)
la loi de composition interne multiplication, notée x, par
(a,b) x (¢,d) = (ac — bd, ad + bc). (2.2)

(C,+) est un groupe additif abélien (en particulier, la loi + est commutative et associative),
d’élement neutre (0,0). L’opposé de (a,b) € C est (—a, —b). De méme, (C*, x), ou C* = C\ {(0,0)},
est un groupe multiplicatif abélien d’élement neutre (1, 0). L'inverse de (a, b) € C* est (2537 77437 )-
De plus, la multiplication est distributive par rapport a ’addition, c¢’est-a-dire

(a,b) x ((c,d) + (e, f)) = (a,b) x (c,d) + (a,b) x (e, ).

L’ensemble C muni des opérations + et x vérifie donc les propriétés (1), (2) et (3) de R. On en
déduit que C vérifie les regles de calcul (R1)-(R9). De plus, le sous-ensemble de C donné par

{(a,0) € C: a € R}, (2.3)

muni des opérations + et x ci-dessus, a les mémes propriétés que ’ensemble des nombres réels R.
Si I’on identifie tout couple (a,0) avec le réel a, on obtient alors que R est “inclus” dans C, (R, +)
est un sous-groupe de (C,+) et (R*, X) est un sous-groupe de (C*, x).
2.1.1 Forme algébrique d’un nombre complexe

Soit ¢ = (0,1) € C. D’apres l'opération de multiplication (2.2) et de I'identification précédente
de C avec un sous-ensemble de C, on remarque que

i?=ixi=(0,1)x (0,1) = —1. (2.4)

Donc, 4 est un nombre complexe qui n’appartient pas au sous-ensemble (2.3) de C. On le nomme
I'unité imaginaire de C. Avec cette définition, on obtient la forme algébrique de tout nombre com-
plexe (a,b) comme

(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (0,1)(b,0) = a + ib.

L’opération d’addition (2.1) devient alors

(a+1b) + (c+1id) = (a+c) +i(b+d),



et a l’aide de l'identité (2.4), I'opération de multiplication (2.2) devient
(a+ib)(c +id) = (ac — bd) + i(ad + bc).

Pour tout z = a + ib € C, on dit que a est la partie réelle de z et on note a = Re(z). De méme,
on dit que b est la partie imaginaire de z et on note b = Sm(z). Si Re(z) = 0, on dit que z est un
nombre imaginaire pur et si Sm(z) = 0, on dit que z est un réel pur. On a aussi

Re(z1 + z2) = Ne(z1) + Re(z2) et Sm(z1 + 22) = Sm(z1) + Sm(z2).
Pour tout z = a 4 ¢b € C, on définit le complexe conjugué z par
Z=a—ib.

Les nombres réels purs sont caractérisés par zZ = z et les nombres imaginaires purs sont caractérisés
par Z = —z. De plus, il est facile de vérifier que pour tous z,w € C, on a

1) @=z @ Gtw=z+w () 7w=7w, (4

(5) Re(z) ===, (6) Sm(z) =32, (1) 2z2=RNe*(2) +3Im*(2) € R,.

2 21

Le module de z = a + ib € C est le réel positif, noté |z| et défini par

zl =va? + b2,
2]

Pour tout z € C, on a 2z = |z|%.
La fonction module d’un nombre complexe vérifie les propriétés suivantes :

|2l =0 <= 2z=0,
Pour tout z,w € C, |zw| = |z||w|,
Pour tout z € C, |z| = |7,

12|
[w]?

Pour tout z,w € C avec w # 0, ‘ﬂ =

Inégalité triangulaire : pour tout z,w € C, |z + w| < |z] + |w],

A e

Pour tout z,w € C, ||z| — |w|| < |z —w].

Remarque 2.1 Si z € C est un nombre réel pur alors son module |z| comcide avec sa valeur
absolue.

Enfin, on peut donner une interprétation géométrique tres simple de I’ensemble des nombres
complexes a ’aide de la bijection qui & tout nombre complexe z = a + ib associe le point M de
coordonnées (a,b) du plan P muni d’un repére orthonormé direct. Le nombre complexe z = a + ib
est alors appelé l'affixe du point M de coordonnées (a,b). L’origine O du plan P est I'image du
complexe z = 0. Les images de deux nombres complexes et conjugués z et z sont symétriques par
rapport & l'axe des abscisses Oz. Si M est 'image de z € C, alors |z| est la mesure de la distance
de M a lorigine O. L’ensemble des images de tous les nombres complexes z de module égal a r > 0
est le cercle de centre O et rayon r.

Remarque 2.2 L’interpretation géométrique de I'inégalité triangulaire est immédiate : une ligne
brisée est toujours plus longue qu’une ligne droite de mémes extrémités.

Remarque 2.3 L’identité i2 = —1 montre qu’l n’est pas possible de définir une relation d’ordre
total sur C.

10



2.1.2 Forme trigonométrique d’un nombre complexe

Soit P le plan orienté dans le sens trigonométrique et muni d’un repere orthonormé direct Ozy.
Soit z = a + ib € C* et soit M le point du plan orienté P de coordonnées (a,b). On appelle un
argument de z la mesure 6 de ’angle orienté Ox/,O\M , 'unité de mesure étant le radian. Il est clair
que pour tout z € C*, on peut associer un nombre infini d’arguments. En effet, si 6; est 'argument
de z € C*, alors 6 = 61 4+ 2kn I'est aussi, pour tout k € Z. Par contre, pour tout z € C*, il existe un
seul argument 6 tel que —m < 6 < w. On Pappelle 'argument principal de z et on note 6 = arg(z).
Les composantes 7 et 6 sont appelées les coordonnées polaires de M d’affiche z.

Soit z = a + ib. On note r = |z| = Va2 + b2 et

cosf = g, sinf = é (2.5)
r r

On appelle forme trigonométrique ou forme polaire de z € C* a ’écriture
z =r(cosf + isinb),

our =|z| et § €] —m, ] satisfait (2.5). Il est facile de vérifier que les quantités cos 6 et sin 6 définies
dans (2.5) vérifient cos? @ +sin? 6 = 1.

Pour tous z; = r1(cosfy +isinfy) € C* et z5 = ro(cosba +isinfby) € C*, les propriétés suivantes
sont vérifiées :
1. 21 =29 <= 11 =ry et 6y =6y (modulo 27).
2. z1 = r1(cos By —isinby) = ri(cos(—01) + isin(—61)),
3. 21 X z9 = rra(cos(fy + 02) + isin(6y + 02)),
4
5

1 _ z

_ L _ . .
Sl rat it (cosf; —isinby),

L 2= 2X8 = 2 (cos(fy — 01) + isin(fy — 61)).

zZ1 ‘Zl |2 T1
La formule du produit de deux nombres complexes sous forme trigonométrique est une conséquence
des formules d’addition du cosinus et du sinus suivantes :

cos(a +b) = cosacosb—sinasinb et sin(a+b) =sinacosb+ cosasinb,

pour tous a,b € R.

Exemple : Ecrivons sous forme trigonométrique les nombres z; =4, zo =141 et z3 = —% + z§

Puisque [z1] = 1, cos(3) = 0 et sin(3) = 1, on a z; = i = cos(Z) + isin(Z). On a |z| = V2
et g = cos(Z) = sin(Z), d’'olt z2 = 14+ i = v2(cos(F) + isin(%)). Finalement, puisque |23 = 1,
cos(3F) = —1 et sin(&) = @, z3=—% +i%> = cos(&) +isin(Z).

Remarque 2.4 La forme algébrique d’un nombre complexe z utilise les coordonnées cartésiennes
du point M du plan dont z est I'affixe, alors que la forme trigonométrique utiise les coordonnées
polaires de M.

Proposition 2.1 (Formule de Moivre) Si z = r(cosf + isinf) € C alors, pour tout n € N, on

2" = r"(cos(nd) + isin(nf)),
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Preuve : En utilisant un raisonnement par récurrence et la formule du produit de deux nombres
complexes sous forme trigonométrique.

Exemple : Soit z = 1+1iv/3. Alors, sous forme trigonométrique z = 2(cos(%) +isin(%)) et, pour

tout n € N, 2" = 2" (cos(4F) + i sin(%F)).

Vis-a-vis des imaginaires purs, la quantité cos 8+ sin 8 joue donc le méme role que I’exponentielle
réelle : elle transforme des sommes en produits, ce qui motive la notation suivante.

Définition 2.1 (Exponentielle d’un imaginaire) Pour tout 6 € R, on pose
e’ = cosf + isin 6.
Remarque 2.5 Pour tous 6, ¢ € R, on a e'(?T¢) = ¢¥eiv,
La forme trigonométrique d’un nombre complexe z s’écrit alors de maniere condensée :
z = |z|e¥.

. . . ) T . ) T 7 o . 7 . YO K
Ainsi, par exemple, i = €% et 1 + i = /2e'5. De cette définition découle immédiatement les
expressions des fonctions sinus et cosinus & ’aide de 1’exponentielle, connues sous le nom de formules
d’Euler.

Proposition 2.2 (Formules d’Euler) Pour tout 6 € R,

i0 —if i0 —i6
e +e . e —e
cos = — et sinf=—7+7—¥—.
2 27
La Formule de Moivre s’écrit alors, pour z = re*? € C,

2" = |z, Vn € Z.

2.2 Racine n-ieme d’un nombre complexe

Soit z € C un nombre complexe donné et n € N*. Comme dans le cas des nombres réels, on
appelle racine n-ieme de a tout complexe z tel que

M=zz...z2=a.
&2

n fois

Il est clair que z = 0 est 'unique racine n-ieme de 0. Si @ = 1, on appelle les solutions de I’équation
2" =1,
les racines n-iémes de I'unité. On a le résultat suivant.

Théoréme 2.1 Pour tout n € N*, il existe exactement n racines n-iémes de ['unité distinctes,

données par
w, =cos|{— | +sin| — ) =e " n,
n n

12
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Preuve. Soit z € C*. Sous forme trigonométrique z = re® avec r > 0 et § € R. Alors, 2" = 1 si
et seulement si ™ = 1 et nf = 0 (modulo 27), c’est-a-dire qu’il existe m € Z tel que z = e avec

0= QmT” Puisque m=k+gnavec0<k<netgqg€Z,onaz= eI TRiaT = I BT

Pour tout n € N*, w® = 1. Pour tout n > 3, I'ensemble des racines {w¥ : k =0,...,n — 1} est
I’ensemble des sommets d’un polygone régulier de n cotés inscrits dans le cercle unitaire du plan P.

Exemples :

1. Les racines carrées de 1'unité sont w9 =1 et wi = —1.

2. Les racines 3-itmes de 1'unité sont w§ = 1, wi = ¢ et w3 = T = (w3)?. 1 s’agit des

sommets d'un triangle équilatéral.

. N 2 s . i i 3™ .
3. Les racines 4-iemes de l'unité sont w§ = 1, w} = €'? =i, w? =™ = —l et wj = €'z = —i.

Il s’agit des sommets d’un carré.

Le théoreme 2.1 se généralise aisément au cas ou a € C* n’est pas égal a 1.

Théoréme 2.2 Soit n € N*. Tout nombre complexe a € C* admet exactement n racines n-iemes
dans C.

Preuve. On écrit a = ret?

dans C sont données par

avec r > 0 et 6 € R. Alors, les n racines n-iémes distinctes de 2z = a

1 0+42km
2P =pwel T =0,...,n—1,

c’est-a-dire

n nwn’

6 6
= (cos()—i—isin()) et 2F=200F k=1,...n-1
n n

Exemple : Les racines carrées de z = 144 = v/2(cos(F)+isin(Z)) sont 29 = v/2(cos(%)+isin(%))
et 21 = 2ows = —29 = W(cos(%ﬂ) + isin(2)).

Remarque 2.6 Tout nombre complexe non nul admet exactement deux racines carrées complexes
q p p
opposées. Plus précisemment, si a = e’ avec 7 > 0 et # € R, alors I'équation 2> = a admet deux
solutions : les nombres complexes v/7e*?/2 et —\/re'?/2.

2.3 Equations du second degré

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que tout nombre complexe non nul admet exac-
tement deux racines carrées dans C. On peut alors conclure que tout équation du second degré a
coefficients complexes a, b, c avec a # 0, d’inconnue z € C :

azQ—i—bz—i—c:O7

admet exactement deux racines dans C, données par

—b—3

zZ1 =

et 2z ,
2a ! 2a

ol & est une racine carrée du discriminant A = b — 4ac.
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3 Suites numériques

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude des suites numériques, réelles et complexes. On mettra
I’accent sur les suites arithmétiques, géométriques et arithmético-géométriques.

3.1 Définition et propriétés

On appelle application de E dans F et 'on note f : E — F, toute loi qui a chaque élément
x € E associe un élément y € F, noté f(x).

On appelle suite toute application f de N dans un ensemble F'. On note u,, = f(n) et on appelle
uy, le terme général de la suite. On peut identifier la suite par son image (un)nen. Si F = R ou
F = C, on dit que la suite est une suite numérique réelle ou complexe, respectivement.

Exemples.

1. La suite de terme général u,, = v/n — 4 définie pour n > 4

2

2. La suite de terme général u,, = n° si n est pair et u, = % si n est impair.

On s’intéresse d’abord aux suites numériques réelles et on cherche a définir la “valeur” de wu,
lorsque n “tend” vers +oo. En effet, dans les applications, une suite de terme général u,, est souvent
définie a partir d’un certain rang N € N et nous nous intéressons a déterminer le “comportement”
de la suite lorsque n est “assez grand”. Si le terme général u,, est défini a partir d’un certain rang
N (c’est-a-dire n > N), on peut éventuellement définir ug = ... =uy_1 =0.

Soit (un)nen une suite nuérique réelle. On dit que (uy, )nen est majorée si le sous-ensemble de R
défini par {u, : n € N} est majoré, c’esta-dire s'il existe M € R tel que w,, < M, pour tout n € N.
De méme, on dit que (uy)nen est minorée si le sous-ensemble de R défini par {u, : n € N} est
minoré, c’esta-dire s’il existe m € R tel que u,, > m, pour tout n € N. Enfin, on dit que (un)nen
est bornée si le sous-ensemble de R défini par {u,, : n € N} est borné, c’esta-dire majoré et minoré.

Exemples.
1. Les suites contantes (uy,)nen, avec u, = C' € R, sont bornées.
2. La suite de terme général u,, = (—1)™ est bornée.

3. Les suites u,, = n et v, = 2™ ne sont pas bornées. En particulier, on remarque que v, =
2" = (1+1)™ > 1+ n, pour tout n € N.

4. La suite, définie par récurrence par
u =1, Upp1 =V2+u,, n=>1,
est bornée car 1 < u,, < 2, pour tout n € N.

Définition 3.1 Soit (u,)nen une suite nuérique réelle. On dit que u,, converge versl € R lorsque
n tend vers +oo si

Ve >0, IN=N()eN telque |u,—1<e, Vn>N,
et on note limy, oo uy = 1.

(="

n2

Exemple. Les suites u, = % et v, = convergent vers 0 lorsque n tend vers 4oc0.
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Théoreme 3.1 Soit (u,)nen une suite nuérique réelle. S’il existe | € R tel que (un)nen converge
vers l, alors | est unique.

Preuve. Supposons que la suite (uy,),en converge vers l; et vers la. Soit € > 0 un nombre réel
strictement positif. Par définition de limite, il existe Ny € N et Ny € N tels que |u,, — 1] < § si
n > Ny et |u, —la| < 5 sin> Ny

Théoréme 3.2 Toute suite numérique réelle convergente est bornée.

Preuve. 1l existe N € N tel que |u, — ] < 1, pour tout n > N. Alors, pour tout n > N,
l—1<wu, <I+1. On conclut que, pour tout n € N, m < u,, < M, ou

m = min{l — 1,min{u, :n=0,...N —=1}} et M =max{l+ 1, max{u,:n=0,...N —1}}.

n

Remarque 3.1 La réciproque du théoreme est fausse. En effet, la suite w, = (—1)" est bornée

mais n’est pas convergente.

Définition 3.2 Une suite numérique réelle (u,)nen est dite divergente lorsqu’elle ne converge pas.
En particulier, (un)nen est dite divergente vers +oo lorsque

VM >0, IN=N(M)eN tel que u, > M, Vn> N,
et on note lim,_, 4 o u, = +00. De méme, (up)nen est dite divergente vers —oo lorsque
VM >0, IN=N(M)eN tel que u, <—-M, Vn> N,
et on note limy,,_, o Uy, = —00.
Exemple. Les suites de terme général u,, = n et u, = 2" divergent vers +oco.

Remarque 3.2 La nature d’une suite ne change pas lorsque l’on change un nombre fini de termes
Up, -

La notion de suite monotone joue un réle tres important dans 1’étude d’une suite.

Définition 3.3 Une suite numérique réelle (u,)nen est dite croissante lorsque u, < Upy1, pour
tout n € N et strictement croissante lorsque u, < 1, pour tout n € N. De méme, (u,)nen est dite
décroissante lorsque uy, > Up41, pour tout n € N et strictement décroissante lorsque u, > Upy1,
pour tout n € N.

Définition 3.4 Une suite numérique réelle (un)nen est dite monotone si elle est croissante ou
décroissante.

Le théoreme suivant est une application tres importante de la propriété de la borne supérieure
vue dans le Chapitre 1.

Théoréme 3.3 1. Toute suite numérique réelle (un)nen croissante et majorée converge vers
[ = sup{u, : n € N} € R.

2. Toute suite numérique réelle (u,)nen décroissante et minorée converge vers ! = inf{u, : n €
N} e R.
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3. Toute suite numérique réelle (u,)nen croissante et non majorée diverge vers +00.

4. Toute suite numérique réelle (un)nen décroissante et non minorée diverge vers —oo.

Exemple. La suite de terme général u,, = (1 + %)n, n > 1, est strictement croissante et bornée
car 2 < (1 + %)n < 3. Elle est donc convergente. On définit

\" \"
e= lim (1—|—> :sup{(l—i—) :nEN}.
n—-+oo n n

En effet, d’apres la formule du binéme de Newton, on a

(Hi)" _ é( )koln(nl)(nQ)...(nkJrl)
l

n! nk
n
k=0

n
k
1 2 k—1 1 \""
— 1——)...(1-— < |1+ .
o n n n+1
De plus, pour tout ,n > 1, on

n n n—1
1 1 1
2<(1+n) <k§_oa<1+k§_02—k<3

3.2 Suites arithmétiques, géométriques et arithmético-géométriques
Une suite numérique réelle (uy,)nen est dite arithmétique de raison r € R si, pour tout n € N|
Up4+1 = Uy + T

On en déduit que
Up = Up + (B — P)T €t up = ug +nr,Vn,p € N.

En particulier, pour tout n > p >0, on a

Sh= up = (n—p+12)(up+un)'

De plus, toute suite arithmétique de raison r > 0 est strictement croissante et divergente vers +oo
et toute suite arithmétique de raison r < 0 est strictement décroissante et divergente vers —oo. Si
r = 0, la suite est constante avec u,, = ug, pour tout n € N.
Une suite numérique réelle (u,)nen est dite géométrique de raison g € R si, pour tout n € N,
Un+1 = qUp.

On en déduit que
Up = upq" P et u, =uoq",Vn,p € N.

En particulier, si ¢ # 1, pour tout n > p > 0, on a

1—qg"™ p+1
Sp—Zuk—uoq 1q

Siug # 0, alors :
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1. si ¢ > 1, la suite diverge vers +o0o si ug > 0 et vers —oo si ug < 0;
2. si ¢ = 1, la suite est constante avec u,, = ug, pour tout n € N;
3. si —1 < g < 1, la suite converge vers 0;

4. si g < —1, la suite est divergente.

La monotonie d’une suite géométrique dépend du signe de ug et de q.
Une suite numérique réelle (u,)nen est dite arithmético-géométrique si

Upt1 = qQUp + T, (31)

pour tout n € N. Il est clair que si ¢ = 1, (up)nen est une suite aritmétique de raison r et que si
r =0, (un)nen st une suite géométrique de raison ¢. Si ¢ # 1, on peut déterminer un réel [ € R
tel que v, = u, — [ est une suite géométrique de raison ¢, c’est-a-dire v, 1 = qu,, pour tout n € N.
En effet, [ = %_q et v, = q"vg = ¢"(ug — ). Donc, pour tout n € N,

U = q"(ug — 1) + 1.

La suite (u,)nen est convergente vers [ si et seulement si |¢| < 1.

3.3 Suites adjacentes

Définition 3.5 Deuz suites numériques réelles (uy)nen €t (Un)nen sont dites adjacentes lorsque
(Un)nen est croissante, (v, )nen est décroissante, u, < v, pour tout n € N et

lim (v, —u,) =0.

—+o0
Théoréme 3.4 Deux suites numériques réelles et adjacentes (un)nen €t (Un)nen convergent vers
la méme limite | € R.

1

Exemple. Pour tout entier n > 1, on pose u, = ZZ:1 % et vy = up + -

et (vn)nen sont adjacentes.

Les suites (un)nen

3.4 Suites numériques définies par récurrence linéaire

Une suite numérique réelle (u,,),en définie par récurrence est une suite définie par une relation
qui définit chaque terme de la suite a partir d’'un nombre fini p > 1 de termes précédents. Les
suites arithmétiques, géométriques et arithmético-géométriques sont définies par une relation de
récurrence linéaire d’ordre 1.

Dans le cas d'une relation de récurrence linéaire d’ordre 2, le terme général u,, de la suite vérifie
I’équation

A2Un+2 + A1Up41 + AoUy = fn, MmEN, (32)
ou ag,ay,as sont trois coefficients réels donnés avec as # 0 et f, est le terme général d’ordre n
d’une suite numérique réelle donnée. Lorsque f,, = 0, pour tout n € N, I'"équation (3.2) est dite
homogéne. On appelle équation homogeéne associée a (3.2) ’équation :

aoUnio + a1tnt1 + agu, =0, n €N (3.3)

Nous remarquons que si les termes ug et u; de la suite (uy, )nen sont connus, alors il est possible de
déterminer par récurrence tous les autres termes. Cépendant, pour déterminer la solution générale
de (3.2), c’est-a-dire toute suite (uy)nen solution de (3.2), nous aurons besoin du théoréme suivant.
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Théoreme 3.5 La solution générale de (3.2) est l’ensemble des suites numériques réelles (un)nen
données par
Up =Vp +2n, MEN,

ot vy, est le terme général d’une suite solution réelle de (3.3) et z, est le terme général d’une suite
solution particuliére de (3.2).

Remarque 3.3 Si ay = 0 et a1 # 0, équation (3.2) est une relation de récurrence d’ordre 1 et
I’équation homogene associée (3.3) se réduit a
ao

Up41 = QU, avec a = ——.
a1

D’ou, v, = voa™ et la solution générale de (3.2) est de la forme

n
ag
un:a(—> Vo + z2pn, «a€R,

ai
et z,, solution particuliere de (3.2).

D’apres ce théoreme, pour résoudre une équation non homogene, il faut d’abord résoudre
une équation homogene. La résolution de I'équation homogene (3.3) se rameéne a la résolution
de I’équation caractéristique associée :

as\* 4+ a1\ + ag = 0. (3.4)

Soient A; et Ay les deux solutions dans C de 'équation (3.4).

1. Si A\; et Ag sont réels distincts, alors les suites (A7 )nen et (A5 )nen sont deux solutions réelles
et indépendantes de (3.3) et la solution générale réelle de (3.3) est

U, :Oél/\?ﬁLOéQ)\g, ap,as € R.

2. SiA; = g € R, alors les suites (AT ) e et (RA])nen sont deux solutions réelles et indépendantes
de (3.3) et la solution générale réelle de (3.3) est

Up = Al + aonAl = (a1 + nag) A}, a1, a2 € R

3. Siles racines A\ et A2 sont complexes et conjuguées, c’est-a-dire A\ = r(cos@+isinf) et Ay =
r(cos@ — isind), alors (A7)nen et (A5)nen sont deux solutions complexes et indépendantes
de (3.3). Donc, la solution générale réelle de (3.3) est

U = a1Re(AT) + aSm(AT) = ayr” cos(nf) + aor™ sin(nf), aq, a2 € R.

Pour déterminer une solution particuliere de I’équation non homogene (3.2), nous pouvons ap-
pliquer la méthode des coefficients indéterminés, pour des seconds membres (fy,)nen particuliers.
Supposons f, = r"P(n) our € R et P(n) est un polyndéme de degré k en n. Alors, (3.2) admet une
solution particuliere (z,)nen de la forme :

1. z, = r™Q(n), si r n’est pas racine de I’équation caractéristique associée ;

2. z, =1™nQ(n), si r est racine simple de I’équation caractéristique associée;
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3. 2z =1™n2Q(n), si r est racine double de 1’équation caractéristique associée,

ot Q(n) est un polynéme de degré k en n.

Exemple : On considére I’équation de récurrence
Up + Up—1 — 2Up—2 = (—2)", n>2.
L’équation caractéristique associée est
A H+A-2=0.

Ses racines sont : A\; = 1 et Ay = —2. Alors, la solution générale de ’équation homogene associée
est
v, =a+ B(=2)", o, €R.

Le second membre de I’équation non homogene est f,, = (—2)™ et —2 est une racine simple du po-
lynéme caractéristique de ’équation homogene associée. Donc, on cherche une solution particuliere
de la forme

zn =bn(=2)", beR.

On obtient b = % Finalement, la solution générale de I’équation non homogene est

un =t B2 + 2n(-2)", a,f R,

Remarque 3.4 Dans le cas de I’équation de récurrence linéaire d’ordre 1 :

Upt1 = QUp + f, (3.5)

avec f, = r"P(n), r € R et P(n) polynéme de degré k en n, on cherche une solution particuliere
de la forme :

1. z, =r"Q(n), sir # a;
2. zp, =1™nQ(n), sir = a,

ot Q(n) est un polynéme de degré k en n. Alors, la solution générale de (3.5) est : u,, = aa™ + zy,,
avec o € R.

3.5 Regles de calcul sur les limites

Le théoreme suivant nous montre comment la notion de limite se comporte en regard des
opérations algébriques sur les suites.

Théoreme 3.6 Soient (up)nen €t (Un)nen deuz suites numériques réelles et convergentes vers
leR etl € R, respectivement. Alors :

1. la suite (u, + vp)nen est convergente et lim (u, +v,) = lim wu,+ lim v, =101+1;
n——+oo n—-+00 n—+o00

2. la suite (UnVn)nen est convergente et ngrfoo(unvn) = (ngrfoo un)(ngrfoo vn) =1l

1 1
3. sil #£0, la suite (%)nEN est convergente et lim — = ~ ;
n n—+00 Uy, l
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4. la suite (|un|)nen est convergente et limy, oo |un| =1

Exemple : La suite de terme général u,, = converge vers 1 lorsque n tend vers +oo0.

n
n+1
Remarque 3.5 Il est évident que

lim u,=! < lim |u,—1]=0.
n—-+4oo n——+4oo

En particulier, lim,, 4oy, = 0 <= lim, 4 |un| = 0. Mais; il y a des suites (u,)nen qui ne
convergent pas et telles que (|uy|)nen converge. Exemple : u,, = (—1)".

Théoréme 3.7 Soient (up)nen et (Un)nen deur suites numériques réelles telles que

lim u, €R et lim v, €R.
n——+0oo n—+00

St uy, < vy, pour tout n > N, alors lim u, < lim wv,.

n—-4oo n—-4o0o
En particulier, si la suite (up)nen diverge vers +00, alors (v, )nen diverge vers 400 aussi et si
a suite (vp)nen diverge vers —oo, alors (up)nen diverge vers —oo aussi.

Théoréme 3.8 (Théoréme des encadrements) Soient (uy)nen, (Vn)neN €t (W )nen trois suites
numériques réelles telles que

Up < Wy < V,, pour tout n > N.
Si limy, s o0 Uy = limy, s 4 oo v, € R, alors

lim w, = lm u, = lim wv,.
n—-+oo n—-+o0o n—-+oo

Exemple : Soit u,, = 1”27,” On peut montrer facilement que, pour tout n > 2, on a

1 < < n
—— Uy < —.
(n—1)! ="~ (n—1)!
Pui li —0et Il LS ¥ " _ Jut ]
uisque n—1>r-',r-10<> (’n,— 1)' = € 7L—1>I-',I-1(>o (’n,— 1)' = n—l>I-‘,I-loo (n72)'n71 = , On concliut par le

théoreme des encadrements que lim wu,, = 0.
n—-+oo

En respectant les régles de calcul dans R, on obtient le théoréme suivant.

Théoréme 3.9 Soient (up)nen et (Un)nen deuz suites numériques réelles. Alors :

1. sila suite (up)nen diverge vers +00 et (vn)nen est minorée, la suite (uy, + vn)nen diverge
vers +0oo ;

2. siles suites (un)nen €t (Up)nen divergent vers +00, la suite (u, + vp)nen diverge vers +00 ;

3. si la suite (uy)nen diverge vers —oo et (vp)nen est majorée, la suite (u, + vp)nen diverge
vers —oo ;

4. si les suites (up)nen €t (Vn)nen divergent vers —oo, la suite (up, + vp)nen diverge vers —oo ;
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5. si la suite (un)nen converge vers 0 et (vn)nen est bornée, la suite (u,vy)nen converge vers
0;
6. sila suite (up)nen converge vers 0 et u, # 0 pour tout n, la suite (i)”eN diverge vers 00 ;

7. si la suite (up)nen diverge vers oo, la suite (%)nEN convrge vers 0 ;

Exemple : Soient a,b,c,d € R avec ¢ # 0. Alors

an+b a

im = —.
n—+oo cn + d c

En général, étant donné deux polyndmes Pi(n) et Q,,(n) de degrés k et m, respectivement, et
coefficients directeurs non nuls ay et b,,, respectivement, on a

] Pk(n) Z?,ii Si k =m
lim = 400 sik>m
40 Qm(n) 0 sik<m

Lors de calculs de limites, les formes indéterminées suivantes peuvent apparaitre :

00 0
- 0 S
(+00) + (—00), X 00, < 0

Les limites correspondantes peuvent étre obtenues en utilisant des méthodes de calcul plus élaborées :
simplification, mise en facteur, quantité conjuguée, équivalents, développements limités, etc...

Exemples :
1. La limite lim,— 400 (v/7 + 1 — y/n) se présente sous la forme (+00) 4+ (—o0). Remarquons que

(Vn+1—yn)(vVn+1++/n) 1

Vn+l-vn= NS Y BV S

et donc lim,, , 1o (vn+1—+/n) = +%.O =0.
2. Soit a € R. Alors

0 silal<1
lim o" = 1 sia=1
noreo 400 sia>1

et (a")nen diverge si a < —1. Par contre, pour tout a € R, on a

n

lim — =0.
n—+4oo ml
Enfin,
.oa® 0 sila|<1
lim — = .
n—4o0o M 400 sia>1

et (%)nGN diverge si a < —1.

Dans la pratique, il est utile d’étudier les sous-suites d’une suite.
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Définition 3.6 Soit (un)nen une suite numérique réelle. On appelle suite extraite ou sous-suite
de (up)nen toute suite (vy)nen telle que v, = Ugn) 0U g : N — N est une application strictement
croissante, c’est-a-dire telle que g(n) < g(m) pour tout n,m € N, n < m.

Il est clair que si une suite (uy,)pen vérifie une propriété, alors toute suite extraite de (uy)nen
vérifie la méme propriété. En particulier, on a le théoreme suivant.

Théoréme 3.10 Si la suite numérique réelle (uy,)nen admet pour limite | € R, alors toute la suite
extraite de (up)nen admet pour limite [.

Remarque 3.6 On peut déduire du théoréme précédent que la suite ((—1)™),en est divergente.

Théoréme 3.11 (Bolzano-Weierstrass) Soit (u,)nen une suite numérique réelle bornée. Alors,
(un)nen admet au moins une sois-suite convergente.

Le théoreme de Bolzano-Weierstrass est un résultat fondamental en analyse. En particulier, il
permet de montrer que toute suite de Cauchy est convergente.

Définition 3.7 Soit (un)nen une suite numérique réelle. On dit que (un)nen est une suite de
Cauchy lorsque
Ve>0 IN=N(E)eN: |u,—un|<e Vnm>N.

Théoréme 3.12 Une suite numérique réelle (un)nen est convergente si et seulement si elle est
une suite de Cauchy.

3.6 Suites numériques complexes

Nous terminons ce chapitre e généralisant les résultats précédents aux suits numériques com-
plexes, c’est-a-dire les applications de N vers C.

On dit qu’une suite numérique complexe (z,)nen converge vers z € C si la suite numérique
réelle (|z,, — z])nen converge vers 0, ot |- | indique le module d’un nombre complexe. On dit qu'une
suite numérique complexe (2, )nen diverge si elle ne converge pas. Il est aisé de montrer le résultat
suivant :

Théoréme 3.13 Une suite numérique complexe (z,)nen converge vers z € C si et seulement si

3 — 3 (&3 — <k
ngrfoo Re(zn) = Re(z) etngrfw Sm(z,) = Sm(z).

Toutes les définitions, les propriétés et les théoremes énoncés a 1’aide de la valeur absolue restent
valables pour les suites numériques complexes (en remplagant la valeur absolue par le module). Par
ailleurs, les notions de suites minorées, majorées et monotones n’ont pas de sens dans C. Par
contre, on peut dire qu’une suite numérique complexe (z,)nen est bornée si la suite numérique
réelle (]zn|)nen est bornée et le théoréme de Bolzano-Weierstrass reste valable. Enfin, on dit qu’une
suite numérique complexe (z,)nen diverge vers 400 si la suite réelle (|z,|)nen diverge vers +oo.

Exemple : Une suite numérique complexe (z,,)nen est dite géométrique de raison g € C si
Zn+l = qZn, Yn €N.

On en déduit que z, = zpq" et
1. si|g| < 1, la suite converge vers 0;
2. si |g| > 1, la suite diverge vers +o0.
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4 Fonctions a une variable réelle

Ce chapitre est consacré a I’étude analytique d’une fonction a une variable réelle et, en particulier,
ses propriétés de “régularité” : continuité, dérivabilité, etc...

4.1 Définitions

On appelle fonction numérique réelle toute application f que a chaque élément = d’une partie
D de R associe au plus un élément de R, noté f(z). On note f : D — R et on appelle D le domaine
de définition de f (ou ensemble de départ). Le plus souvent D est un intervalle ou la réunion de
plusieurs intervalles. Si la fonction f est définie par une formule, il nous arrive de ne pas indiquer
Pensemble de départ : celui-ci sera “la plus grande partie” de R (au sens de I'inclusion) ou la formule
qu définit f a un sens. Par exemple, si f(z) = 1, alors D = R* =] — 00, 0[U]0, +00].

On note, f(D) Pensemble d’arrivée de la fonction f, c’est-a-dire le sous-ensemble de R donné
par

{y=f(z):z €D}

On appelle antécédent de y € R tout élément x de D dont I'image par f est y. Le graphe (ou courbe
représentative) d’une fonction f: D — R est I’ensemble

Gy={(z,y) e DxR:y= f(x)}.

On dit que f: D — R est majorée si I’ensemble d’arrivée f(D) est majoré dans R, c’est-a-dire
'l existe M € R tel que f(x) < M, pour tout z € D. De méme, on dit que f est minorée si
lensemble d’arrivée f(D) est minoré dans R, c’est-a-dire s’il existe m € R tel que f(x) > m, pour
tout € D. On dit que f est bornée si elle est majorée et minorée dans D.

L’ensemble des fontions réelles définies sur D est muni de deux lois de composition internes,
I’addition définie par

(f+9)(@)=f(z) +g(x), VeeD,

et la multiplication définie par

(f xg)(x) = f(zx) x g(x), x€D.

De plus, la multiplication est distributive par rapport a ’addition.
Enfin, si f est une fonction réelle définie sur D et g une fonction réelle définie sur f(D), la
foncton définie sur D par

(9o f)(x) =g(f(x)), ze€D,

est la fonction composée de f et g.

4.1.1 Fonction injective, surjective et bijective
On dit que f: D — R est injective si, pour tout x,y € D on a que
f@)=fy) = =y

On dit que f: D — R est surjective de D sur une partie E de R si f(D) = E, c’est-a-dire, pour
tout y € E, il existe x € D tel que f(x) = y. Il est clair que toute fonction f: D — R est surjective

sur f(D).
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On dit que f: D — R est bijective de D vers une partie E' de R si f est injective et surjective
sur E.

Exemple. La fonction f(x) = 22 est surjective R sur R* mais n’est pas injective. La fonction
g(z) = 2® est bijective de R sur R.

Théoréme 4.1 Une fonction réelle f : D — E C R est bijective de D vers E si et seulement s’il
existe une application g : E — D vérifiant

gof=Idp et fog=Idg.
De plus, g est bijective et unique. On appelle g application réciproque de f et on la note f~1.

Exemple. La fonction f(z) = 22 est bijective de RT vers Rt et f~1(x) = \/z pour x € R*.

4.1.2 Fonction paire, impaire et périodique

Soit D une partie de R telle que, pour tout z € D, on ait —z € D. On dit que

— [ est paire si f(—z) = f(x), pour tout x € D,

— f est impaire si f(—x) = —f(x), pour tout x € D.
Il est clair que le graphe d’une fonction f est symétrique par rapport a ’axe des ordonnées lorsque
f est paire et anti-symétrique par rapport a l’axe des ordonnées lorsque f est impaire. On en
déduit que, dans les deux cas; il suffit de construire la courbe représentative de f uniquement sur
D N0, +oo] ou sur DN| — o0, 0].

Soit T' > 0. On dit qu'une fonction f : R — R est périodique de période T ou T-périodique si

flea+T)=f(x), VxeR. (4.1)

En raisonnant par récurrence, nous montrons que si une fonction f est T-périodique alors elle est
aussi kT-périodique, pour tout k € Z. Il convient donc de définir la période de la fonction f comme
le plus petit réel positif T vérifiant (4.1).

Exemples.

1. On définit les fonctions f(z) = 22 et g(z) = 23 sur D = R. La fonction f est paire et la

fontion f est impaire.
2. Les fonctions f(z) = cosz et g(x) = sin®

sin(%m) est impaire et 3m-périodique.

x sont paires et 2m-périodiques. La fonction h(x) =

4.1.3 Fonctions monotones

Définition 4.1 Soit I un intervalle de R non vide et qui ne se réduit pas a un point et soit f une
fonction réelle définie sur I.

1. On dit que f est croissante sur I si, pour tous x,y € I, on a
v<y = f(z) < fy)
2. On dit que f est décroissante sur I si, pour tous x,y € I, on a

r<y = f(z) > f(y).
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3. On dit que f est strictement croissante sur I si, pour tous x,y € I, on a
v<y = [f(z) < [f(y)

4. On dit que f est strictement décroissante sur I si, pour tous x,y € I, on a
v<y = [f(x)> f(y)

On dit que [ est monotone sur I si f est croissante ou décroissante sur I. Enfin, on dit que f est
strictement monotone sur I si f est strictement croissante ou strictement décroissante sur I.

Exemple. La fonction f(z) = L1 est décroissante sur RY..
Il est facile de vérifier les équivalences suivantes :

1. f est croissante sur I si et seulement si %i(y) >0, pour tous z,y € I, x # y.

2. f est décroissante sur [ si et seulement si w <0, pour tous z,y € I, x # y.

-y
3. f est strictement croissante sur [ si et seulement si %ﬂy) > 0, pour tous z,y € I, x # y.

4. f est strictement décroissante sur I si et seulement si %jj(y) < 0, pour tous z,y € I,

T #y.

4.2 Limite d’une fonction

La notion de limite est a la base de 'analyse : il est nécessaire de s’en faire une idée intuitive et
d’en bien comprendre la définition.

Définition 4.2 Soit D une partie de R. On dit que z¢ € R est adhérent ¢ D s’il existe une suite
de points (xn)nen dans D qui converge vers xg.

On note D P'ensemble des points adhérents & D. On a D C D et D =D. Si I =a,b], avec
a,b € R, alors I = [a,b]. En particulier, (R) = R.

Définition 4.3 On appelle voisinage d’un point xo € R et de rayon & > 0 et on le note Is(xg),
tout intervalle ouvert du type :

1. sixo € R, Is(xg) =]xg — 6,20 + I ;

2. sixg = +00, Is(xg) =]0, +00[ ;

3. sixg = —00, Is(xg) =] — 00, 4.

Définition 4.4 Soit I € R, f: D — R et z9 € D. On dit que f a pour limite | en xqy, ou encore
f(z) tend vers 1 quand x tend vers xg si

Ve>0, 36d=6(e) >0 telque xze€ DNIls(xg) = |f(z)—1]<e.

On note alors lim f(z) =1.
T—T0
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Intuitivement, la définition signifie : f(x) est aussi pres que l'on veut de [ a condition de choisir
T assez pres de zg mais différent de xq. Par la définition de la limite, il revient au méme de dire que
f(z) tend vers I ou que f(x)—1 tend vers 0 quand x tend vers zg. On a les équivalences tres utiles
lim f(z)=1 < lim (f(z)—-1)=0 < lim |f(z) —1] =0.
Tr—x0 Tr—x0 T—To
Exemple. Pour tout z¢ > 0, on a lim,_,,, /= = \/Zo.
Supposons x¢ = 0. Pour € > 0, soit § =¢2. Si 0 <z < §, on a < f(z) = /7 < ¢ car la fonction

racine carrée est strictement croissante. Donc, f tend vers 0 quand x tend vers 0.
Supposons maintenant xg > 0. On a

|z — 20 |z — 20

VT+\To T T

Pour € > 0, on prend § = ,/zg > 0. Si |z — z¢| < J, alors L\/%Ol < € et par suite |\/z — /Zo| < €.

[f(@) = fzo)l = W — Vol =

Remarque 4.1 Si f est une fonction constante de valeur a, alors pour tout zg, on a lim,_,,, f(z) =
a.

Théoréme 4.2 Lorsqu’une fonction réelle f admet une limite | quand x tend vers xq, cette limite
est unique.

Définition 4.5 Soit f: D — R et mg € D. On dit que f a pour limite +00 en xq, ou encore f(x)
tend vers +oo quand x tend vers xg Si

VK>0, 36=0(K)>0 telque x€ DNIs(xg) = f(z)> K.

On note alors lim f(z) = +o0. On dit que f a pour limite —oco en xg, ou encore f(x) tend vers
Tr—xq

400 quand x tend vers xg Si
VK>0, 36=0(K)>0 telque x€ DNIs(xg) = f(x)<—-K.

On note alors lim f(z) = —oo.
T—T0

Parfois, il y a lieu de distinguer entre limite & droite et limite a gauche d’une fonction f en
un point (par exemple, quand on étudie la limite d’une fonction f définie sur un intervalle [a, b],
lorsque x tend vers a ou vers b).

Définition 4.6 Soit f : D — R et xg € DNR. On dit que f admet une limite | € R & gauche en
xo st la restriction de f ¢ DN| — 0o, x| admet la limite | en xo. On note alors

lim f(z)=1

Z‘)CEO

On dit que f admet une limite | € R & droite en o si la restriction de f a DN|xg, +o00| admet la
limite | en xq. On note alors
lim f(z) =1

+
I*}IO
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Exemple. La fonction f : R* — R définie par f(z) = % satisfait :

lim f(x)=-00 et lim f(z)= +o0.

z—0~ z—0t

L’existence de la limite & a gauche et a droite en un point xy n’entraine pas, en général, celle de
la limite en zg. Cependant, le résultat suivant est important :

lim f(z)=1€R <= lim f(z)=1= lim_f(z).

T—x0 xﬁ)mg :1:~>:L’0

Le théoréme suivant, qui sera tres utile dans la suite, nous donne une caractérisation de la limite
d’une fonction en un point ou a 'infini en raisonnant sur les suites.

Théoréme 4.3 Soit f: D — R et o € DNR. La fonction f admet la limite | € R si et seulement
si pour toute suite (X, )nen de points de D qui converge vers xg quand n tend vers +00, on a

lim f(z,) =1

n—-+oo

4.3 Propriétés des limites et opérations

Théoréme 4.4 Soient f et g deux fonctions réelles définies sur D et xog € D. Si f et g admettent
une limite finie quand x tend vers xq, alors on a

1. lim (f(z) +g(z)) = lim f(z)+ lim g(z);
2. lim f(z)g(z) = lim f(z)x lim g(z);
() lim f(x) .

) . 1 1 — T—xT0
g s wi)rgog(x) 70, s=+i50 g(x) lim g(z)’
T—rTo
4. limg o | f(2)] = [limy—qe, f(2)].

En dehors des cas précédents, peuvent apparaitre soit les cas immédiats suivants :
1. (400) + (+50) = +50 et (o0 + (—00) = —o0:
2. (+00) 4+ 1 =+00 et (—o0) +1 = —o0, pour tout I € R;
3. (+o0) xl=4ocosil>0et (+00) xI=—-00sil<0;
4. (00) X (+00) = 00 et (+00) x (—00) = —00;
5. é =oosil#0;
6. é:Oot = oo, pour tout [ € R,
soit les formes indéterminées :
o 0

(+00) + (—o0), 0 x oo, = 0

Les limites correspondant & des formes indéterminées doivent étre obtenues par des méthodes plus
élaborées.
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4.4 Fonctions continues

La notion de continuité d’une fonction en un point est une définition locale qui repose sur la
notion de limite d’une fonction en un point.

Théoréme 4.5 Soient I un intervalle de R, f: I — R et xg € I. On dit que f est continue en xg
St
lim f(x) = f(zo), (4.2)

Tr—rT0o

c’est-a-dire si pour tout € > 0 il existe § = §(e,x9) > 0 tel que
zel et |x—x9] < = |f(z)— f(zo)] <e.

On dit que f est continue sur I si elle est continue en tout point xq € I. On dit que f est discontinue
en xg € I si f n’est pas continue en xg.

Exemples.
1. Une fonction constante sur I est continue sur I.
2. La fonction valeur absolue est continue sur R.

3. La fonction définie par

f(x){ z+1 si >0

0 si <0

est discontinue en z = 0.

Dans la définition précédente, lorsque le point xy € I est une extremité de 'intervalle I, il faut
interpréter la limite (4.2) comme une limite & droite en xq (si zq est Uextrémité gauche) ou & gauche
en g (si zgp est Pextrémité droite). Plus en général, nous avons la définition suivante.

Définition 4.7 Soient I un intervalle de R, f : I — R et xg € I. On dit que f est continue

a droite en xq si hm f(@) = f(xg). De méme, on dit que f est continue & gauche en xo si
31'—>x0

lim f(@) = f(xo).

Cl)*):l)o

Il est clair que si f est continue a droite et a gauche en xg alors f est continue en xg. Si les
limites de f a droite et a gauche en x( existent et sont finies, c¢’est-a-dire

lim f(z)=01L1 €R et lim f(x)=I3 R,

+ +
I*}IO Cl)*)il)o

et Iy # I, on dit que f présente en xy une discontinuité de premiere espece et subit un saut
S(LL'()) = ll — lg.
Exemples.

1. La fonction partie entiere F(x) est définie sur R, continue sur R\ Z et continue & droite mais
pas a gauche en tout point = € Z.
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2. Soit D =R\ {0} et f: D — R la fonction définie par

r+1 si x>%

1. < 1

- si x< ¢

T 2
Alors, f est continue en tout pomt zeR\ {0, 1} et continue & gauche en z = . En z = ,
f subit un saut de valeur s(3) = 3 —2=—1.

Définition 4.8 Soit I : [a,b]. On dit que [ est continue par morceauz sur I s’il existe n+ 1 points
ag,...,an € I, n € N*, tels que

l.a=agy<a1<...<ap=0b;
2. f est continue sur |a;, a;+1], pour tout i =0,...n—1;

3. f admet une limite finie a droite en a;, pour touti =0,...,n—1 et une limite finie a gauche
en a;, pour tout i =1,...,n.

Enfin, il se peut que le point xg soit adhérent a ’ensemble de définition D de f mais qu’il
n’appartienne pas & D et que la limite de f quand z tend vers xg existe et soit finie, c’est-a-dire

lim f(x)=1¢€ R. On peut alors définir la fonction suivante
T—rTo

I si x=ux

g(x):{ f(x) si zeD

La fonction g ainsi définie est continue en x( et on dit que g est le prolongement par continuité de
f en xg. Le prolongement par continuité a gauche et a droite en un point xy se définit de fagon
analogue.

4.5 Propriétés de fonctions continues

Les propriétés suivantes sont des conséquences directes des propriétés analogues pour les limites.

Théoréme 4.6 Soient f et g deux fonctions réelles définies sur D et continues en xg € D. Alors,
les fonctions f 4 g, f x g et |f| sont aussi continues en xo. De plus, si g(xg) # 0, il existe un
voisinage Is(xq) tel que g(x) # 0, pour tout x € I5(xg), et la fonction 5 est continue en xg.

Théoréme 4.7 Soit f : D1 — R une fonction réelle continue en xqy et soit g : Do — R, avec
f(D1) C Do, une fonction réelle continue en f(xg). Alors, la fonction go f est continue en xg.

Il est important d’apprendre tres précisément les énoncés suivants et de savoir les utiliser.

Théoréme 4.8 (Théoréme des valeurs intermédiaires) Soit f : [a,b] — R une fonction conti-
nue. Alors, pour toute valeur k entre f(a) et f(b) il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = k. En particulier,
si f(a)f(b) <0, alors il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) =0.

Théoréme 4.9 Soient a,b € R tels que a < b et f : [a,b] = R une fonction continue. Alors, f est
bornée. De plus,
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1. f atteint ses bornes, c’est-a-dire il existe o, § € [a,b] tels que
m = f(a) =inf{f(z) :x € [a,b]} et M= f(B8)=sup{f(z):z € [a,b]}.
2. f(la,b]) = [m, M].

Théoréme 4.10 (Théoréme de Heine) Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors, f est
uniformément continue sur I = [a,b], c¢’est-a-dire

Ve>0, 3d=0(e)>0 telsque =zyel, |z—yl<di = |f(x)—[fly)|<e.

On considére maintenant une fonction réelle f définie et strictement monotone sur un intervalle
I de R. Alors, il est facile de montrer qu’elle est injective. En effet, si f est strictement croissante,

r<y = f(2)<fy) = @)+ )
rFy = ou

r>y = f(x) > fly) = flz)# fy)
Dong, si f est strictement monotone sur I, f est une bijection de son ensemble de définition I vers
son ensemble d’arrivée f(I) et elle admet une fonction réciproque f~*, telle que pour tout x € D
et y € f(D),
x=[f"y) = y=f(v).
Do, f est strictement monotone sur f(D), dans le méme sens que f, puisque
F M) = f (we2) X1~ X2

Y1 — Y2 fz1) = f(z2)

avec 11 = f~1(y1) et 2 = f71(y2). On a le résultat suivant.

Théoréme 4.11 Soit I un intervalle de R non vide et qui ne se réduit pas a un point et soit
f: I — R continue et strictement monotone. Alors, f est une bijection de I vers f(I) et f~1 est
continue et strictement monotone sur f(I), dans le méme sens que f.

Interprétation géométrique : Si f est une fonction strictement monotone sur un intervalle I de
R, alors de graphe de f~! dans un repére orthonormé est le symétrique du graphe de f par rapport
a la premiere bissectrice, dans le méme repere. En effet, si le point (z, f(z)) appartient au graphe
de f, alors le point (f(z),r) appartient au graphe de f~*.

Exemple. Soit n € N* et f: Ry — Ry définie par f(z) = z™. Alors, la fonction f est continue
et strictement croissante. D’otl, la réciproque g : Ry — R, définie par g(z) = z*/™ est continue et
strictement croissante.

4.6 Dérivée d’une fonction

Soient I un intervalle de R, f : I — R une fonction et zy € 1.

f@) = f(zo)

Tr — X

Définition 4.9 On dit que f est dérivable en xq si a une limite finie quand x tend

vers xo. La limite li_>m M
T—T0 r — X9

On dit que f est dérivable sur I si, quel que soit xog € I, f est dérivable en xo. Dans ce cas, la
fonction f': I — R qui a x associe f'(x) s’appelle Uapplication dérivée de f.

est notée f'(xg) et s’appelle la dérivée de f en xg.
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Si f est dérivable en xg, alors

Flag) = tim L& @) o Fleoth) = fxo)

z—=z0 T — X h—0 h

Signification géométrique de la dérivée : Si la fonction f est dérivable en xg, f'(zg) est la pente
de la droite tangente & la courbe représentative de f en (xg, f(xo)), 'équation de la droite tangente
étant : y(x) = f(xo) + f/(zo)(z — z0).

Exemples.

1. Soit ¢ € R et f la fonction constante : f(z) = ¢, pour tout = € R. Alors, f est dérivable en
tout point zq et f'(zp) = 0. En effet,

/(o) = fim LN 2T _ g €20

hoo B 0-

De plus, si f est dérivable sur I, f est constante sur I si et seulement si f/ est nulle sur I.
2. La fonction f(x) = x est dérivable en tout point ¢ € R et f'(z¢) = 1. En effet,

voov v fleod+h) = flzo) . wo+h—x0
Flao=im ™%~ % "
3. La fonction f(z) =1 est dérivable en tout point zg € R* et f’(z) = _?13' On a
1 1
/ o fleoth) = fl@o) . zorR w6 g 1 . i

4. La fonction f(z) = ;- est dérivable en tout point zg € R\ {1} et f'(zo) = —m. On a

1 1

. f(xO + h) — f(xo) . 1—(zo+h) T 1z
/ _ _ 0 0
Flao) = i T = = oy

. 1 1
LY (RS [y s Rl s R

5. Soit n € N, n > 1 et soit f(x) = 2™, € R. Alors, f est dérivable en tout point x € R et

(xn)/ _ ’I’Ll‘n_l
En effet, on a
N kin—k n
zoh — Ty
) = g @OER T 20
o o h—0 h _h—>0 h
n—1
n kpn—k
2 F(n =y "o"
= lim =0
hli% h



Parfois, il y a lieu de distinguer entre la limite a droite et la limite a gauche du taux de variation

de fenxg: M, quand h tend vers 0 a droite ou a gauche, respectivement. Dans ce cas,

M existe et est finie, on note

f(zo +h) — f(xo)

si la limite limy,_,o+

1/ .+ — 1
filag) = lim A :
et on l'appelle la dérivée a droite de f en xg. Si la limite limy,_,o- w existe et est finie,
on note £ B — f(a0)
— . + - i)
/ -] Zo
Filag) = lim o ;

et on 'appelle la dérivée a gauche de f en x.
Il est clair que : f est dérivable en x si et seulement si f est dérivable a gauche et a droite en

wo et f'(xg) = f'(zg) = f'(w0)-
Exemple. La fonction f(x) = |z| est dérivable en tout point xg € R\ {0}, car

: zo + h — e o )
hmf(xo—l—h)_f(xo): %%f_l_f(%) si xo>0
h—0 h lim _(1'0 + ) B (—ZEO) — 1 = f/(xo) s z0 < 0.
h—0 h

Pour o =0, on a
h —h
‘0")= lim —=1 et f(07)= lim — = —1.
f( ) h—0t h f( ) h—0- h
Puisque f/(07) # f/(07), f n’est pas dérivable en zq.
Dérivées d’ordre supérieure : Soit f : I — R une fonction réelle dérivable sur I. Alors, ' : I - R
est une fonction réelle. Si f’ est dérivable en x¢ € I, sa dérivée est notée f"(xg) et elle est appelée
la dérivé seconde de f en xg. Plus précisément,

f"(z0) = lim f@) = F(zo) = lim f'(ao +h) — f/(xo).

T—x0 T — Tg h—0 h

Par récurrence sur n, on définit la dérivée n-itme de f en un point o, notée £ (zg), comme étant
la dérivée de la fonction (=1 en zo, si f(~1) est dérivable en .

Théoreme 4.12 Soit I =]a,b| intervalle de R et g € I. Soient f et g deux fonctions réelles
définies sur I et dérivables en xg. Alors, les fonctions f+ g, A\f et fg sont dérivables en xq et

(f +9) (o) = f'(x0) + ¢'(0),  (Af) (wo) = Af'(z0),  (fg)'(wo) = f'(w0)g(w0) + f(w0)g (o).

De plus, si g'(xo) # 0, la fonction 5 est dérivable en xq et
(f>’ () = T @0)g(0) — F(z0)g'(z0)
g 9*(20)
Exemple. Soit f(z) = L. Alors, pour tout = € R\ {3},
oy (@=3)—(@+1) 4
TO=" " ~ e
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Théoreme 4.13 Soit I =|a,b| intervalle de R et xg € I. Soit [ une fonction réelle définie sur I et
dérivable en xq et g une fonction réelle définie sur f(D) et dérivable en f(xq). Alors, la fonction
go f est dérivable en xg et

(g0 f) (wo) = g'(f(20))f (o).

Théoreme 4.14 Soit I =|a, b intervalle de R et xq € 1. Soit f ue bijection continue de I vers
f(I) telle que sa réciproque f=1 est continue de f(I) vers I. Si f est dérivable en zo et f'(xg) # 0
alors f=1 est dérivable en f(xq) et

1
f'(@o)

Exemple. Soit p € Z*. Pour tout x € R*, la fonction f(x) = xP est strictement croissante si
p > 0 et strictement décroissante si p < 0. Elle admet donc une fonction réciproque que ’on note

FUy) = y¥ = /7, Cest-a-dire

(f7) (f(z0)) =

y:xp@x:y%:w, $,y>0

On a f'(x) = paP~1 et

Il est clair que
—o_ 1 et z0TP = o2
e '
De plus, par la regle de la dérivée d’'une composée
(@) = ((@h)?) = plat P @ty = plat) tai = Pado = gge,
q q

Exemple. Supposons ¢ : I — R est une fonction dérivable en xg. Alors, la fonction f(x) =

Vg(z) est dérivable en xg et f'(z¢) = 2‘\]}%. Plus en général, si f(z) = (g(x))%, avec a € Q*,
a—1 ./

alors f'(xg) = a(g(x0))* tg'(x0), pour tout zo € I.

Théoreme 4.15 Soit I =|a, b| intervalle de R et xg € I. Si f est une fonction réelle et définie sur
I et dérivable en xq, alors elle est continue en xg. Si f est dérivable a droite en xq, alors elle est
continue & droite en xgo. St f est dérivable a gauche en xg, alors elle est continue a gquache en xg.
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La réciproque de ce théoreme est fausse. Soit f : R — R définie par

fx) = 20+1 si >0
Tl -3z+1 si z<0.

La fonction f est continue en x = 0 puisque

lim f(@)= lim f(x) = 1= f(0),

rz—0~

mais elle n’est pas dérivable en z = 0. En effet,

f@) = f(0) _ o 2wl-1

"07) = i 2
f ( ) zi%1Jr x r—0+ x
ot 0 3r+1-1
FO) = tim L@ SOy Zedol g
z—0— X x—0— X

et f/(07) # f'(07).

Théoréme 4.16 (Théoréme de Rolle) Soit f une fonction réelle continue sur un intervalle
fermé [a,b], dérivable sur Uintervalle ouvert |a,b| et telle que f(a) = f(b). alors, il existe ¢ €]a,b]
tel que

f(e)=0.

Nous remarquons que si la fonction f n’est continue sur l'intervalle fermé [a, b], le théoréme de
Rolle peut ne pas s’appliquer. Par exemple, on définit f sur I = [a, b] par

1 1
f(x)z{ a—x+b—x si x €a,b]

0 si z=aetx=0>

La fonction f est définie sur [a,b] mais continue uniquement sur |a,b| car lim,_,,+ f(z) = —oc0 et
lim,_,;- f(z) = +00. Elle est aussi dérivable sur ]a, b et
1 1
f’(l‘) = + T E]CL, b[7

(a—=)*  (b—x)*
et cette dérivée est strictement positive dans |a, b] et, donc ne s’annule pas dans |a, b|.

Théoréme 4.17 (Théoréme des accroissements finis) Soit [ une fonction réelle continue sur
un intervalle fermé [a,b], dérivable sur l'intervalle ouvert |a,b[. Alors, il existe ¢ €]a,b| tel que

f) = fa) = f'(c)(b—a).
En particulier, si m < f'(x) < M, pour tout x €]a,b[, alors
m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a)

Nous remarquons que la quantité M est la pente de la droite joignant les points (a, f(a)
a (b, f(b)). De plus, si f(a) = f(b), le théoréme des accroissements finis implique le théoréme de
Rolle. Enfin, du théoreme des accroissements finis, nous déduisons une condition suffisante mais
pas nécessaire de dérivabilité en un point.
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Proposition 4.1 Soit f une fonction réelle continue sur un intervalle fermé [a,b] et dérivable sur
Ja,b[\{zo}. Si f' admet une limite finie | en xqo, alors f est dérivable en xq et f'(xo) = 1.

Exemple. On considere la fonction f définie par

f(x){ x?’sin(%) si x#0
0 si =0

La fonction f est continue sur R* et f/(z) = 3z%sin(1) — zcos(2), pour tout z € R*. De plus,

lim, o f'(z) = 0. On en déduit de la proposition précédente que f est dérivable en x = 0 et que

1/(0) =0.

4.6.1 Variations d’une fonction

Le théoreme suivant précise le lien entre le signe de la fonction dérivée et le sens de variation
de la fonction.

Théoréme 4.18 Soit f une fonction réelle dérivable sur un intervalle I =|a,b] de R. Alors, [ est
croissante (respectivement, strictement croissante) sur I si et seulement si f'(x) > 0, pour tout
x € I (respectivement, f'(x) > 0, pour tout x € I). De méme, [ est décroissante (respectivement,
strictement décroissante) sur I si et seulement si f'(x) < 0, pour tout © € I (respectivement,
f'(x) <0, pour tout x € I).

Définition 4.10 Soit f : I =|a,b[— R, ot a < b. On dit que f admet un mazimum local en ¢ € I,
s’il existe § > 0 tel que
flz) < f(e), Vaxeln]e—d,c+ 0]

On dit que [ admet un minimum local en ¢ € I, s’il existe § > 0 tel que
f(@) > f(e), Yazelnle—d,c+ 0

On dit que f admet un extremum local en c € I si f admet un mazimum local ou un minimum local
en c.

Définition 4.11 Soit f : I =]a,b[— R, ot a < b. On dit que f admet un mazimum global en ¢ € T
8%
flx) < fle)y, Yzel.

On dit que f admet un minimum global en c € I si
f(z) > f(e), Vxzel.

On dit que f admet un extremum gobal en ¢ € I si f admet un mazimum global ou un minimum
global en c.

Nous remarquons que tout extremum global de f est un extremum local de f mais la réciproque
est fausse.

Théoreme 4.19 Soit f une fonction réelle dérivable sur un intervalle I =]a,b| de R. Si f admet
un extremum local en ¢ € I, alors f'(c) = 0.
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Preuve. Supposons que x = ¢ est un maximum local de f, c’est-a-dire il existe § > 0 tel que

flz) < f(c)y, VYaxelnlc—4d,c+9.

Alors, )
/ gl 1 f(ac)—f(c
70 = ey = tm HO=0 <
° £(@) - £
LN B z) — f(c
fe)= ey = tm TE=19 5

d’on f'(c) = 0.

Définition 4.12 Soit f une fonction réelle dérivable sur un intervalle I =]a,b| de R. On dit que ¢
est un point critique de f si f'(c) = 0.

Les points critiques d’une fonction dérivable f sont les candidats & extremum local de f.

Théoréme 4.20 Soit f une fonction réelle dérivable sur un intervalle I =]a,b[ de R. Soit ¢ € T
tel que f'(c) =0. Alors, s’il existe 6 > 0 tel que

1. Pour tout x €]c—10,¢[, f'(x) > 0 et pour tout x €]c,c+ [, f'(x) <0, f admet une mazimum
local en c;

2. Pour tout x €]c—6,c[, f'(x) <0 et pour tout x €]c,c+ 5[, f'(x) >0, f admet une minimum
local en ¢

Théoréme 4.21 Soit f une fonction réelle deux fois dérivable sur un intervalle I =|a,b| de R.
Soit ¢ € I tel que f'(c) = 0. Alors
1. f admet une mazimum local en c si f"(c) <0;

2. f admet une minimum local en ¢ si f"(c) >0

Preuve. Supposons que f”(c) > 0. Puisque f est deux fois dérivable en ¢, on peut écrire

F@) - £0) = FOa -+ Vw0 4 g o

ol g est une fonction telle que lim M = 0. Sachant que f'(¢) =0, on a
T—c (;(; — c)2

f@)—fle) _ f"(c)  glz—c)
(r—c)2 2 +(x—c)2>0’

pour tout z € INje — ¢+ 8], ou § > 0 est assez petit. Donc, f(x) — f(x) > 0, pour tout
x € lINje—4d,c+9.
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4.6.2 Concavité et convexité

Définition 4.13 Soit f : I =|a,b|— R, ott a < b. On dit que f est convexe sur I si, pour tout
x,y € I et tout A € [0,1], on a

fOz+ (1 =Ny) <Af(x) + (1 =N f(y)
On dit que f est concave sur I si, pour tout x,y € I et tout X € [0,1], on a

fOz+ (1= Ny) > M)+ (1 =N f(y)

Interprétation géométrique : f est convexe sur [a, b] si la courbe représentative de f est au-dessous
le segment d’extrémités (a, f(a)) et (b, f(b)) et f est concave sur [a,b] si la courbe représentative
de f est au-dessus le segment d’extrémités (a, f(a)) et (b, f())

Théoreme 4.22 Soit f une fonction réelle dérivable sur un intervalle I =]a,b[ de R. Alors

1. f est conveze sur I si et seulement si f' est croissante sur I ;

2. f est concave sur I si et seulement si f' est décroissante sur I.

Le test permettant de savoir si une fonction est convexe ou concave ressemble au test réalisé pour
déterminer si une fonction est croissante ou décroissante avec la différence qu’il utilise la dérivée
seconde au lieu de la dérivée premiere.

Théoréme 4.23 Soit f une fonction réelle deux fois dérivable sur un intervalle I =]a,b| de R.

1. f est conveze sur I si et seulement si f"(x) > 0, pour tout x € T ;

2. f est concave sur I si et seulement si f"'(x) <0, pour tout x € 1.

D’abord, on cherche les points critiques de deuxiéme ordre de f, c’est-a-dire les points zq :
1" (z9) = 0, qui s’appellent points d’inflexion si f” change de signe en x.

4.7 Branches infinies et asymptotes verticales

Définition 4.14 Si zg € Dy \ Dy et lim f(z) = +oo (ou —00), on dit que la droite x = xq est
T—T0

une asymptote verticale a la courbe de f.

Interprétation géométrique : le graphe de f tend a se confondre a la droite verticale x = g, au
point zg ou la fonction n’est pas définie.

Définition 4.15 On dit que f admet une

1. asymptote horizontale d’équation y =b en +oo si lim M =b;
Tr—r+00 x

2. asymptote oblique d’équation y = ax + b en 400 si

_ fl@) :
| — = 0 et 1 — =b
APy —070 @ g U@ —an)
(alors IETOO(f(:c) —(ax +b))=0);
3. branche parabolique dans la direction de 'axe y si lim M =00 (ou —o0);

r—+o0 X

Exemple. La fonction f(x) = %, x € R*, admet une droite verticale : x = 0 et une asymptote
horizontale d’équation y = 0 en +o0 et en —oo.
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4.8

Plan détude d’une fonction & une variable réelle

Pour étudier une fonction f, nous suivons en général la démarche suivante :

NS o W=

Déterminer le domaine de éfinition Dy de f;

Déterminer I’éventuelle parité ou périodicité de f;

Etudier les limites aux bornes de I'ensemble Dy, si elles n’appartiennent pas & Dy ;
Déterminer I’ensemble des points de Dy ou f est continue;

Déterminer 'ensemble des points de Dy ou f est dérivable et calculer f’;

Etudier le signe de la fonction f’ (sens des variations) :

Faire le tableau de variations de f, complété par les valeurs prises par f aux points ot f’
s’annule (ce sont les points susceptibles d’étre des extremums locaux de f);

Déterminer I'ensemble des points de Dy ou f est deux fois dérivable pour déterminer les
intervalles ou f est convexe et les intervalles ou f est concave;

. BEtudier les branches infinies.
10.

Répresenter graphiquement f.
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5 Fonctions usuelles

5.1 Logarithme néperien

Définition 5.1 On appelle logarithme néperien, et on note In, lunique application f :]0,+oo[— R
dérivable sur R =]0,4-o00[ telle que

1. f'(z) =1, pour tout x >0,

2. f(1)=0.

De la définition du logarithme néperien, on déduit les propriétés suivantes :

1. La fonction In est strictement croissante sur ]0, +o00[ et
Inz>0 <<= 2>1 e lhr<0 <<= 0O<z<Ll

2. Il existe un unique nombre réel strictement positif, noté e, tel que Ine = 1. On a : e =
2,718281 (appelé nombre d’Euler ou constante de Néper).

3. Propriété fondamentale : pour tout x,y > 0, on a
In(zy) =lnz + Iny.

En effet, pour y €]0, 400 fixé, la fonction g(z) = In(zy) est dérivable sur |0, +oo] et ¢’'(z) =
1 = (In)/(z). Donc, il existe une constante ¢ € R telle que g(z) = Inz + c. De plus, Iny =

g(1) = c. D’ott, In(zy) = Inz + Iny.
4. Pour tout z,y > 0, on a

1
In () =—Inz e In (a:) =lnzx —Iny.
€T Y

5. Pour tout z > 0et r € Q, on a
In(z") =rlnz.

6. lim Inz = 4o00. Soit a > 1. Puisque Ina > 0, pour tout K > 0, il existe n € N tel que

T—r+00

nlna > K (propriété d’Archimiede). D’ou,
z>a" = Inz>Ine")=nlna > K.

7. lim+ Inx = —oco. En effet, en faisant le changement de variable y = %, on obtient
x—0

1
lim Inz = lim In () = lim (—Ilny) =—oc.
z—0t y—r+oo Yy y—r+oo
8. Des propriétés précédentes et de la continuité de la fonction Inx, on déduit que la fonction
logarithme néperien est surjective sur R, c’est-a-dire son image est R.
Inx
9. lim —— =0. Il suffit de montrer que, pour tout z > 1, Inz < 2(y/z — 1).

r—4+oc0 I

10. lim+ zlnz = 0. En effet, en faisant le changement de variable y = %, on obtient
x—0

1 1
lim zlnz = lim ln<):— lim ln—y:O.

z—0+ y—r+oo Yy Yy y—+oo Y

39



5.2 Fonctions logarithmiques

Définition 5.2 Soit a > 0 tel que a # 1. On appelle logarithme de base a, et on note log,, la
fonction définie sur R par

Inx
log, z = —.
Ina

En particulier, si a = 10, on a le logarithme décimal, si a = 2, le logarithme binaire et si a = e, le
logarithme néperien.

Les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. La fonction log, est définie, continue et dérivable sur R* et
11

= — x> 0.
lnax’

(log, z)’

2. Sia > 1, alors (log, )" > 0 pour tout = > 0 et log, est strictement croissante. Si 0 < a < 1,
alors (log, )’ < 0 pour tout 2 > 0 et log, est strictement décroissante.

3. log,1=0, et log, a = 1.

4. Propriété fondamentale : pour tous z,y > 0, on a

log, (zy) = log, « + log, .

Sia>1, :pgrfoo log, = 400 et $1i%1+ log, * = —o0.
Sia<1, IEIEOO log, x = —o0 et xlggh log, © = +00.

L’image de log, est R.

®©® N o o

Changement de base : log, x = log, b x logy z. En effet,

Inz Inblnzx
log, z = ha  Inalnd =log, b x log, z, x> 0.

5.3 Fonction exponentielle

Définition 5.3 On appelle fonction exponentielle, et on note exp, la fonction réciproque du loga-
rithme néprien. En particulier,

1. Pour tout x > 0, exp(lnzx) =z,
2. Pour tout x € R, In(expx) = x.

La fonction exponentielle exp : R — R est strictement croissante sur R et vérifie :
y=expr <= xv=Iny, zeR, yecRi.

De la défition de la fonction exponentielle et des propriétés de la fonction logarithme néperien, on
déduit que :
1. On a exp(0) =1 et exp(1) = e. On rapelle que e ~ 2, 718282.

2. La fonction exp est continue et strictement croissante sur R. On a

exp(x) >1 <= >0 et 0<exp(z)<l <= z<0.
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3. exp est dérivable sur R et, pour tout = € R, exp’(z) = exp(z). En efet, en dérivant I'identité
x = In(exp(z)), en x € R, on obtient

1 =exp'(x) = exp’(z) = exp(z).

exp(x)
4. Propriété fondamentale : pour tous z,y € R,
exp(z +y) = exp(z) exp(y).
En effet, pour tous z,y € R, en utilisant le fait que In est injective,
In(exp(z +y)) = = +y = In(exp(x)) + In(exp(y)) = In(exp(z) exp(y))
<= exp(z +y) = exp(z) exp(y).
5. Pour tous z,y € R,

1 _ exp(z)
eXp(_l‘) - exp(x)’ eXp(I y) - .

6. Pour tout x € R, r € Q,
exp(rz) = (exp(x))”.

7. lim exp(z) = +oco et lim exp(z) = 0. En effet, en utilisant le changement de variable
T—>—400 T——00

2 = In(y), on obtient

li . Iny) = li 1 =
Jm exp(z) = lim exp(lny) = lim exp(ln(y)) = +oo,

li = i Iny) = lim y = 0.
im_exp(z) . exp(Iny) N,y

Tr—r—00
. exp(z) .
8. lim =+4ooet lim zexp(z)=0.
r——00 €T T——00

Le nombre d’Euler e peut étre défini par
1 n
e= lim (1 + ) .
n—-+oo n

In(e) =1 et exp(l)=e.
Soit hy, =In (1+ 1), n € N*. Par la continuité de In, on a lirf hy, =In(1) = 0. Alors,

n—

On peut alors montrer que

1
1 = exp(0) = exp/(0) = ngrfoo 76}(1)(1;:1) -1 = ng{lr}oo (11114(_1"_2 Tll)l =
im — = fm ——t =
n—+oo n ln (1—|—%) n——+oo ]n((1+%)n) Ine
D’otl, In(e) =1 et exp(l) =e.
Des propriétés précédentes, nous obtenons, pour tout r € Q,

T T

exp(r) = exp(r x 1) = (exp(1))" =¢".

En utilisant la continuité de la fonction exponentielle et le fait que Q est dense dans R, on prolonge
cette relation a R :
exp(x) =€®, VaxeR
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5.4

Fonctions exponentielles

Définition 5.4 Soita > 0 et a # 1. On appelle exponentielle de base a, et on note exp, : R — R,
la fonction réciproque du logarithme de base a : log, : R} — R.

La fonction log, est strictement monotone de R* sur R et donc, elle admet une fonction
réciproque unique. Remarquons que exp, = exp. De plus, pour tout z € R et tout y € R}, on

a

Yy =exp,r < z =log,y.

Les propriétés suivantes sont vérifiées :

1.

Pour tout x € R,

exp, (z) = e” .

En effet, pour tout z € R,

1
y = exp,(r) < leoga(y):% < Iny=zlna <= y=ce¢

zlna

2. Pour tout = € R, (exp,) (z) = Inae®? = Inaexp,(z).

3. Sia > 1, exp, est strictement croissante sur R. Si0 < a < 1, exp,, est strictement décroissante

sur R.

Propriété fondamentale : pour tous x,y € R,

exp,(z +y) = exp,(v) X exp,(y).

.Sia>1, lim exp,(z)=0et lim exp,(z)=+oc.
r——00

r—r+00

.Si0<a<l, Ili)rzloo exp,(x) = +o0 et IETOO exp,(x) = 0.

On note, pour tout = € R,

x

a® = exp,(z) = e*™m?,

D’apres les propriétés précédentes, la fonction a” est le prolongement par continuité sur R de la
1
fonction : a” = a4 = (a7)?, avec 1 = % cQ.

5.5

Fonctions puissances

Définition 5.5 Soit o € R. On définit la fonction puissance «, pour tout x > 0, par

el alnzx

r =€

Les propriétés suivantes sont vérifiées :

1.
2.

Pour tous z,y € RY, (zy)* = 2%y°.
Pour tous z,y € R} et o, 8 € R,

208 = 2P et 2= —.
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3. Pour tout z € R%, (2%)" = az®~'.

4. Si a > 0, la fonction puissance « est strictement croissante et si o < 0, elle est strictement
décroissante.
Inz

5. Pour tout @« > 0,ona lim — =0.
r—+oo &

[

6. Pour tout a € R, lim ro_ 0.

z—+oo e¥

5.6 Fonctions hyperboliques
Définition 5.6 On appelle cosinus hyperbolique et, on note chx, la fonction définie par

et +e "

chx = , xeR.

On appelle sinus hyperbolique et, on note shx, la fonction définie par

e
shy =—, xR

Les propriétés suivantes sont vérifiées :
1. Les fonctions ch et sh sont continues sur R.

2. Pour tout x € R, on a
ch?z —sh?z = 1.

3. La fonction ch est positive et paire, c'est-a-dire, pour tout = € R, ch(—z) = chz.
4. La fonction sh est impaire, c¢’est-a-dire, pour tout z € R, sh(—z) = —shuz.

5. Pour tout = € R, chx > shx. En effet, chx — shz = e > 0.

6. Pour tout z € R, (ch)’(z) = shz.

7. Pour tout € R, (sh)’(x) = chx et donc, sh est strictement croissante sur R.

8. Omn a wggloo chz = +o00 et xgrfoo chz = +o0.

9. On a mggloc shz = —oco et IEIEOO shz = 4oc0.

10. L’image de R par ch est I'intervalle fermé [1,4+o00[ et, 'image de R par sh est R.

Définition 5.7 On appelle tangente hyperbolique, notée th, et cotangente hyperbolique, notée coth,
les fonctions définies, respectivement, par

h h
thmzm, rER et cothac:ﬂ, x € R*.
chzx shz

Ces deux fonctions sont impaires et leurs dérivées sont égales a :

ch?z — sh?x 1
tha) = = , z€eR,
(tha) ch’z ch’z
sh2z — ch? 1
(cothyc)’:b x2c oo 5, T€ER"
sh®z sh”zx
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5.7 Fonctions trigonométriques et leurs réciproques

Nous rappelons que les fonctions trigonométriques fondamentales sont les fonctions sinus et

cosinus. Elles sont définies a ’aide du cercle trigonométrique. Ces deux fonctions sont continues et
dérivables sur R et, pour tout = € R,

(cosz) = —sinz, (sinz) = cosw.

De plus, elles sont périodiques de période 2, la fonction sinus est impaire et la fonction cosinus est
paire. Nous rappellons certaines propriétés.

Angles remarquables : pour tout z € R,

cos(—z) = cosx sin(—z) =sinz
cos(m —x) = —cosz sin(r —x) =sinz
cos(m+x) =—cosz sin(r+x)=—sinz
cos(f —x) =sinx sin(§ —x) = cosx
cos(§ +x) = —sinz sin(§ +2) =cosx

Propriété fondamentale : pour tout = € R, cos?z + sin® z = 1.

Equations de référence :

x=a (mod 2) x=a (mod 27)
COST = COSa <= ou et sinx =sina <= ou
x=—a (mod 2m) r=7m—a (mod 27)

Formules d’addition : pour tous z,y € R,

cos(x —y) = coszcosy +sinxsiny
sin(z +y) = sinz cosy + coszsiny
sin(x — y) = sinz cosy — cosxsiny

Formules de duplication : pour tout x € R,

cos(2r) = cos’z —sin?z et sin(2z) = 2sinzcosx

= 2cos?z—1

= 1-—2sin?z.

Formules de linéarisation : pour tout x € R,

9 1+ cos(2x)

1- 2
cos“ T = 2 7COS( w)

5 , sin“x = 5
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La fonction tangente, notée tg, est définie sur R\ {Z + km : k € Z} par

sinx

tgr = .
cosx

Cette fonction est périodique de période 7, impaire, continue et dérivable sur R\ {§ + k7 : k € Z}
de dérivée : 1

tgx) = —— =1+ tg2z.

(tge)' = ——— g
Elle est strictement croissante sur chacun des intervalles ou elle est définie.

La fonction cotangente, notée cotg, est définie sur R\ {kn : k € Z} par

COS T

tgr = — .
sin

Cette fonction est périodique de période 7, impaire, continue et dérivable sur R\ {k7 : k € Z} de
dérivée : .

sin? x

(cotgr)’ = — = —1 — cotg’z.

Elle est strictement décroissante sur chacun des intervalles ou elle est définie.

Pour déterminer les fonctions réciproques des fonctions trigonométriques, il sera nécessaire de
considérer leurs restrictions a un intervalle ou elles sont strictement monotones. Le choix de cet
intervalle est arbitraire et nous considérerons a chaque fois un intervalle maximal de monotonie.

La restriction de la fonction sinx a l'intervalle I = [—7, 7] est continue, strictement croissante
et telle que sin(I) = [—1,1]. Elle admet donc une fonction réciproque, notée arcsinz, définie sur

[—1,1] et d’image I, par

. ™ T .
z€[-1,1], y=arcsinz < ye[—i,g}, siny = .
De la définition précédente, on obtient le propriétés suivantes de la fonction arcsin :

1. la fonction arcsin est continue, strictement croissante et impaire sur [—1, 1],

2. la foncton arcsin est dérivable sur | — 1,1[ et on a
(arcsinz) = !
V1—z?
En effet, la fonction sinz est dérivable sur | — 7, 5[ de dérivée non nulle puisque (sinx)’ =
cosx. D’ou,
1 1 1 1
(arcsinzx) = = =

./ . . = °
sin’(arcsinx)  cos(arcsin z) \/1 _ sin?(arcsin ) V1= 22

La restriction de la fonction cosz & lintervalle I = [0, 7] est continue, strictement décroissante
et telle que cos(I) = [—1,1]. Elle admet donc une fonction réciproque, notée arccosz, définie sur
[—1,1] et d'image I, par

z €[-1,1], y=arccosx < y€[0,7], cosy=z.

De la définition précédente, on obtient les propriétés suivantes de la fonction arccos :
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1. la fonction arccos est continue, strictement croissante sur [—1, 1],
2. pour tout z € [—1,1], arccos(—z) = m — arccos z,

3. la fonction arccos est dérivable sur | —1,1[ et on a

1
V1—a2

En effet, la fonction cosz est dérivable sur |0, 7] de dérivée non nulle puisque (cosz) =
—sinz. D’ou,

(arccosz) = —

( y 1 1 1 1

arccosx) = =— = — - _ )
cos’ (arccos x) sin(arccos x) \/1 — cos?(arccos ) V1 — 22

La restriction de la fonction tgz a 'intervalle I =] — 7, Z[ est continue, strictement croissante et

telle que tg(I) = R. Elle admet donc une fonction réciproque, notée arctgz, définie sur R et d’image
I, par

T
r €R, y=arctgrx <— ye]—§,§[, tgy = x.

De la définition précédente, on obtient le propriétés suivantes de la fonction arctg :
1. la fonction arctg est continue, strictement croissante et impaire sur R,

m . m
2. m arctgr = -3 et lim arctgr = —

li
Tr——00 T—400 2 ’

3. la fonction arctg est dérivable sur R et on a

tgx) = :

(arctgr) 522

En effet, la fonction tgz est dérivable sur ] — 7, 7[ de dérivée non nulle. D’oty,
1 1 1

arctgz) = = = )
(arctgz) tg'(arctgr) 1+ tg?(arctgr) 1+ a2
Enfin, la restriction de la fonction cotgx a l'intervalle I =0, 7] est continue, strictement décroissante

et telle que cotg(l) = R. Elle admet donc une fonction réciproque, notée arccotgz, définie sur R et
d’image I, par

x €R, y=arccotgr < y €0, 7], cotgy = z.
De la définition précédente, on obtient le propriétés suivantes de la fonction arccotg :
1. la fonction arccotg est continue, strictement décroissante sur R,

2. lim arccotgr =m et lim arccotge =0,
T——00 T ——+00

3. la fonction arccotg est dérivable sur R et on a

1

(arccotgz) = — i

En effet, la fonction cotgz est dérivable sur |0, 7| de dérivée non nulle. D’ou,

1 1 1

tgr) = = - '
(arecoter) = otg arccotea)  —1— cotg(arceotga) 1442
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6 Intégration

Soient a et b des nombres réels tels que a < b et I = [a, b].

6.1 Intégrale d’une fonction étagée

Nous commengos par les définitions qui sont a la base de la notion d’intégrale.
Définition 6.1 1. On appelle subdivision de I des nombres réels xg,x1,...,x, tels que
a=2)0<T1 <...<Zp.

2. Une fonction f : I — R est étagée (ou en escalier) s’il existe une subdivision xg,x1,...,%n
de I telle que, pour tout j =1,2,...,n, f est constante sur l'intervalle |x;_1,x;[. Une telle
subdivision est dite adaptée a f.

Si f est étagée et si xg, z1, ..., T, est une subdivision de I adaptée a f, il existe donc des nombres
mi, ..., my tels que f(z) = m;, pour tout x €x;_1,x;[.
Exemple.

1. Toute fonction constante est étagée.
2. Soit f : [0,2] — R la fonction définie par

3 si 0<z<1
flz)=4¢ 1 si z=1
2 si 1l<ax<2

Cette fonction est étagée puisque constante sur chacun des intervalles ouverts |0, 1] et |1, 2[.
La subdivision zg = 0,21 = 1,25 = 2 est adaptée. Mais, il existe bien d’autres.

Définition 6.2 Soit f : I — R est fonction étagée et xg,x1,...,T, une subdivision de I adaptée
a f telle que, f(x) = m; pour tout x €lxj_1,x;[, j =1,...,n. On appelle intégrale de f sur I le
nombre réel Y1_ (xj —xj-1)m; et on note

/ab fx)dz = é(%‘ - Tj-1)m;.

On démontre que la somme Z?Zl(xj — xj_1)m; ne dépend pas de la subdivision xg, z1,. .., Zs
de I et donc, la définition de 'intégrale sur I d’une fonction étagée est bien posée.

Remarque 6.1 1. Si f est une fonction constante de valeur m, alors f: f(x)dz =m(b—a).

2. Si f est une fonction étagée positive ou nulle, tous les nombres m; sont positifs ou nuls donc
Iintégrale est un nombre positif ou nul. D’apres la définition, 'intégrale de f est la mesure
de l'aire comprise entre ’axe des abscisses, les deux droites d’équation x = a et x = b et le
graphe de la fonction f.

Proposition 6.1 Soient f et g deux fonctions étagées.
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1. La fonction f + g est étagée et l’on a ff(f +9)(z)dx = ff f(x)dr + ff g(z)dz.
Pour tout nombre réel A, la fonction \f est étagée et l'on a ff()\f)(as) dx = /\f;7 f(x)dx.

Si f < g, alors fab flx)dx < f;g(x) dr.
Relation de Chasles. Pour tout ¢ € [a, b],

/abf(x)da: = /:f(a:)dm—l-/cbf(x)dx.

5. Des fonctions étagées qui différent en un nombre finis de points ont la méme intégrale.

™ e e

6.2 Fonction intégrable

A partir de la notion de I'intégrale pour des fonctions étagées, nous allons définir I'intégrale
pour des fonctions générales.

Définition 6.3 Une fonction f : I — R est intégrable si pour tout nombre € > 0, il existe des
fonctions étagées u et U définies sur I telles que

b
ul f<U et / (U(z) —u(z))de < e.
a
Remarque 6.2 1. Une fonction étagée est intégrable (il suffit de prendre u = U = f).

2. Une fonction intégrable est bornée : en effet, une fonction étagée est majorée et minorée.

Soit f : I — R une fonction intégrable. On considere les ensembles de nombres réels non vides :

b
A= {/ u(zx) dz : u fonction étagée sur I et u < f}

et
b
B = {/ U(x)dzx : U fonction étagée sur I et U > f} .
a
L’ensemble A est donc majoré et ’ensemble B est minoré. Par conséquent la borne supérieure de

A existe, la borne inférieure de B existe, et nous avons 'inégalité sup A < inf B. Puisque f est
nitégrable, nous montrons que sup A = inf B en utilisant la propriété suivante des nombres réels :

Si r est un nombre réel et si — e < r < e quel que soit € > 0, alors r = 0.

Définition 6.4 Si f : I — R est une fonction intégrable, le nombre sup A = inf B s’appelle
lintégrale de f sur I et se note f: f(z)dx.

Remarque 6.3 1. Si f est étagée, l'intégrale de f coincide avec la définition 6.2.

2. Soit f une fonction intégrable. Si u et U sont des fonctions étagées telles que u < f < U
alors, par la définition de I'intégrale de f, on a f: u(z)dr < f; f(x)dr < f{f U(zx)du.
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Les propriétés de l'intégrale d’une fonction générale sont les mémes que pour les fonctions
étagées.

Proposition 6.2 Soient f et g deux fonctions définies et intégrables sur I.
1. La fonction f + g est intégrable et 'on a fab(f +g9)(z)dx = fab f(z)dx + fab g(z)dx.
2. Pour tout nombre réel \, la fonction \f est intégrable et l'on a f:(/\f)(x) drx =\ f: f(x)dx.

3. Si f <g, alors f; flx)de < fabg(x) dr.
4. Relation de Chasles. Pour tout ¢ € [a,b],

/abf(x) do = /acf(x)dx—i—/cbf(ac)dx.

5. Des fonctions intégrables qui différent en un nombre fini de points ont la méme intégrale.

Corollaire 6.1 Soit f : I = [a,b] — R une fonction intégrable. Si m et M sont des nombres réels
tels que m < f(x) < M quel que soit x € [a,b], alors on a

< 1
m
“b—ua

/abf(x)dng.

Théoréme 6.1 Si Si f: I — R est continue, alors f est intégrable.
Nous admettrons ce théoreme important.

Proposition 6.3 1. Si f :[a,b] = R est une fonction continue, il existe un nombre c € [a, b]
tel que

b
/ f@)dz = (b—a)f(c).

2. Sif:la,b] >R et g:[a,b] = R sont des fonctions continues sur I et g >0 sur I (oug <0
sur I), alors il existe ¢ € [a,b] tel que

/ " fe)a(e) dr = £(0) / ") da.

Preuve. 1. Puisque f est continue, nous savons que f a un maximum M, un minimum m et
que I'image de f est le segment [m, M]. D’aprés le corollaire précédent, le nombre 31— fab f(z)dx

appartient au segment [m, M], donc il existe ¢ € [a, b] tel que 32— f: f(z)dx = f(e).

Exemple. Soit h(z) = sz €5t dt, pour = > 0. Alors, il existe ¢(z) € [z, 3z] tel que
3z

h(z) = cos(c(w))/ n dt = cos(c(z))(In(3z) — Inz) = cos(c(z)) In 3.

x

D’ou, lim h(z) =In3.
z—0t
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6.3 Primitives d’une fonction

Définition 6.5 Soit f : I — R. Une fonction F définie sur I est une primitive de f si elle est
dérivable sur I et si

F'(z) = f(x),

pour tout x € I.

Proposition 6.4 Soit f: I — R et F une primitive de f sur I. Alors, toute primitive de f est de
la forme
G(z)=F(x)+C,

pour tout x € I, ot C' est une constante réelle.
Le théoréme fondamental suivant permet d’exprimer une primitive au moyen d’une intégrale.

Théoréme 6.2 Soit f: I — R une fonction continue et a € I. La fonction F : I — R définie par

F(x) :/ fydt, =xel,
est une primitive de f.

Corollaire 6.2 Si I est un intervalle, alors toute fonction continue sur I admet des primitives.
Dans la suite, on note / f(z) dz une quelconque primitive de f.

Proposition 6.5 Soit f: I — R une fonction continue.

1. Si F est une primitive de f, alors pour tous a,b € I, on a
b
[ @ do = (F@) = FO) - Fla),

2. Sia€l, la fonction x — f; f(t) dt est Vunique primitive de f qui prend la valeur 0 en a.

Preuve. Soit a € I. Soit U(z) = [ f(t)dt, z € I. Puisque f est continue, la fonction U est
une primitive de f d’apres le théoréme. De plus, nous avons U(a) = faa ft)dz = 0. Si F est une
primitive de f, la fonction F' — U est constante. Pour tout « € I, on a donc

Flz) =U(z) = (F = U)(z) = (F = U)(a) = F(a) = U(a) = F(a),

d’ott F(z) — F(a) = [ f(t)dt.
D’apres cette égalité, la condition F(a) = 0 est équivalente & F(x) = U(x) quel que soit = € I,
c’est-a-dire a F' = U.

Exemples.

b 2 2
1./xdx:b a.
a 2

3 .
2. / cosxdx:sin(i)fsino:l.
0
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Les formules suivantes, appelées des primitives usuelles, sont toutes obtenues du calcul des
dérivées de fonctions usuelles; il faut les connaitre sans hésiter.

Fonction f(x) Primitive de f: F(x) | Intervalle de validité
0 C ICR
! ar +C ICR
22
1 1
- -——+C ICR*
x x
“ 0 ICR
o ~1 «
x ,ozl;é a1 + CRYL
- In |z| + C ICR,
x
1
e a#0 e 4+ C ICR
a
b$
b*, beR* , b#1 — 4+ C ICRy
s beRY, b# Iu + CRy
cos(azx), a # 0 —sinaz + C ICR
a
sin(az), a # 0 ——cosax +C ICR
a
chz shx + C ICR
sha che +C ICR
1
1—1-1x2 arctgr + C' ICR
1 z—1
.132—1 5111 m+1‘+c ICR\{_]-»]-}
1
ICR
cosfx tgr + C -
— —cotgr + C ICR
sin®
e 1 o 0
u'u®, a # — ot + u >
u/
— In|u|+C u#0
1
u'e” e"+C ICR

6.4 Intégration par parties et changement de variable

Deux résultats tres utiles pour le calcul de primitives et intégrales sont la formule d’intégration
par parties et la formule de changement de variable.

Théoreme 6.3 (Intégration par parties) Soient f et g deux fonctions dérivables sur lintervalle
1. Alors, pour tous a,b € I, on a

b b b
/ (@) (@) de = [f(@)g(@)]), - / f(@)g(@) de = F(B)g(b) — fla)g(a) - / f(2)g() de.
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Exemple. Calcul de ff z?Inxdr. On pose f(z) = Inz et ¢'(x) = 2. Alors, f'(x) = L et on peut

€T
prendre g(z) = %3 Par l'intégration par parties, on a

2 z3 ? 2231 8 2 22 8 x3 oy
‘nadr= =1 —/ ——dr =21 2—/ —dr=-—|—1 = —
/1x nzxdr 3 nxl 3 T 311 3 T 3 9 nml 9

Théoréme 6.4 (Intégration par changement de variable) Soient I et J deux intervalles fermés
et bornés de R, ¢ : J — R une fonction dérivable sur J telle que ¢ est continue sur J et ¢(J) C I,
f I — R une fonction continue sur I. Alors, pour tous a,b € J, on a

#(b)

b
2\ (z)dx = ) du.
/a F(6(2)é () /¢ L

Exemple. Calcul de f02 1157 dz. On considere le changement de variable : u(z) = 22, Alors,
v/ (z) = 2x. En posant u = 22, il vient du = 2xdr. Quand x = 0, u = 0 et quand 2 = 2, u = 4. On
obtient alors

2 e 4 1 1 , 1
o Tra? ™ [y ot M g lrctenelo = g axctand.

6.5 Primitive d’une fonction rationnelle

Sip(x) =ap+ a1z + ...+ a,z™ est une fonction polynomiale de degré n, alors la primitive de
p est encore une fonction polynomiale. En effet,

$2 xn-&-l
/P(l")dl“:a0$+a1?+~-~+ann+1 +C, CeR.

— p(x)
q(w)
polynomes et ¢ # 0. Toute fraction rationnelle se décompose en éléments simples, ¢’est-a-dire § est

la somme :

Une fonction rationnelle (ou fraction rationnelle) est une fonction f(z) ol p et g sont des

— d’un polynome FE, la partie entiere de %,
a
— de fractions ﬁ, ol a et « sont des nombres réels et k est un entier positif,
T —
. ar+b N .
— de fractions W, oll a, b, a et B sont des nombres réels tels que a? — 48 < 0 et
2 + ax

k est un entier positif.
p(z)

Pour calculer une primitive / ——= dux, il suffit de savoir calculer les primitives des éléments simples,

q(z)

/Ldm /M—de
(x —a)k” (22 4+ ax+ Bk

qui sont appelés de premiere espece et de seconde espece, respectivement.

c’est-a-dire de la forme

Calcul de / ﬁ da
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On pose u(z) =z — . Alors, v/(x) =1 et

(k—1)(x — a)k1

/ﬁ,dm—/au (z)u=*(z)dz = e

ar +b
lcul d —_—
Calcu e/(:ﬂ—i—am—i—ﬁ)’“ dx

alnjzx —a| si k=1

On écrit,

ar +0b a 2+« 2b — aa 1
($2+ax+ﬂ)k:§(x2+ax+ﬁ)k+ 2 (22 +az+P)k

= g(z) + h(x).

On pose u = ¢(z) = 2% + az + B. Alors,

[ota)an =35 j(f)) w=4 [ L

VA

On pose v = Y(z) = L (z+ %) avec r = ce qui est possible puisque o? — 48 < 0 par

hypothese). Alors, on a

2b —ax 1 2b — aa 1
/h / R T =S o / ay% du-
((3:—!—%)24—7‘2) 2r (1+u?)
Exemple. Soit f(z) = I(wfli—;(lxw On décompose f en éléments simples comme suit :
1 2 1
flz) = -

2 " 3(z—1) 6(x+2)
Alors,

1 1 2 1 1 1 1 2 1
dr = —= [ “dets [ ——do—n [ —— dr— —~Tn|a|+ 2 Injo—1|— = In |2+2 R.
/f(x) x 2/xdx—|—3 x—ldx 6/x+2 x 2n|a:|—|-3 nl|z—1] 6n|:c—|— |[+C, Ce€

Pour intégrer une fonction rationnelle en cosz et sinzx, on utilise le changement de variable
u = tg(5) et les formules

o 2tg(3) 1 —tg*(%)
Slnl’—ﬁ et COSx—ﬁ
1+tg*(3) 1+tg%(5)

Exemple 1. En faisant le changement de variable u = tg(5), + = 2arctgu et dx = du, on

obtient

1 1+ tg2(2

/ - d:z:/—’_g(Q)d:c / du=Inu|+C = ln‘tg ’+C.
sin x 2tg(5)

1+u2
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Exemple 2. En faisant le changement de variable u = tg(5), = 2arctgu et do = 27

obtient
1 1+tg?(% 1
/ dr = /de = 2/ du
cos 1—tg*(5) 1—wu?

du, on

1 1
= / + du=—In|l—u|+n|l+u/+C
l—u 14w
1+u +tg(5)
n‘lu + ’1tg(;) +

Pour intégrer une fonction rationnelle en e®, on utilise le changement de variable u = e®.

6.6 D’autres calculs de primitives

Nous nous intéressons au calcul des primitives :
/ cosP x sin? x dux,

ol p et ¢ sont deux entiers positifs ou nuls. Plusieurs cas :

1. Si p=2m + 1 est impair, on pose u = sinx. Alors,

/cospa:sinq dx = /(1 —u?)™ul du.
2. Si ¢ = 2m + 1 est impair, on pose u = cos x. Alors,

/cospmsinq dx = /up(l —u?)™ du.

3. Si p et ¢ sont pairs, on utilise les formules de linéarisation.
Exemple 1.

/cos2x81n2 xdr = i/(1+cos(2x))(1—cos(2x)) dx = é/(l—cos(éla:)) dx = E (m - sin(4x))+0’ CeR.

8 4

Exemple 2. En faisant le changement de variable u = cosz, du = —sinxzdz et on a

3 5

/(1 — cos® z) cos® xsinz dr = —/(1 —u?)u? du = _% + % +C

/ sin® x cos? z dz

cos®z  cosPx

= - C, CeR
3+5+,€
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