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1 Introduction
Une équation aux dérivées partielles (EDP) est une équation qui concerne une fonc-

tion inconnue à plusieurs variables et certaines de ces dérivées partielles.
Une expression de la forme :

F (Dku(x), Dk−1u(x), . . . , Du(x), u(x)) = 0, x ∈ U ⊂ Rd (1)

est appelée une équation aux dérivées partielles d’ordre k, où

F : Rdk × Rd
k−1 × . . .× Rd × U −→ R

est donnée et u : U −→ R est l’inconnue.
Nous résolvons l’EDP si nous déterminons toutes les fonctions u vérifiant (1), possi-

blement seulement entre les fonctions satisfaisant des conditions au bord sur une partie Γ
de ∂U . Par déterminer les solutions, nous sous-entendons obtenir une expression simple
et explicite des solutions ou, au moins, montrer l’existence et certaines propriétés des
solutions.

Nous utiliserons les définitions suivantes :
— L’équation aux dérivées partielles (1) est dite linéaire si elle est de la forme :∑

|α|≤k
aα(x)Dαu(x) = f(x)

pour des fonctions aα (|α| ≤ k) données. Cette EDP linéaire est homogène si
f = 0.

— L’EDP (1) est dite semilinéaire si elle est de la forme :∑
|α|=k

aα(x)Dαu(x) + a0(Dk−1u, . . . ,Du, u, x) = 0.

— L’EDP (1) est dite quasilinéaire si elle est de la forme :∑
|α|=k

aα(Dk−1u, . . . ,Du, u, x)Dαu(x) + a0(Dk−1u, . . . ,Du, u, x) = 0.

— L’EDP (1) est dite totalement nonlinéaire si elle est dépend nonlinéairement de
Dα, avec |α| = k.

Il n’existe pas de théorie générale qui permet de résoudre toutes les équations aux
dérivées partielles. Ceci est dû à la grande variété de phénomènes physiques, géométriques
et probabilistiques qui peuvent être modélisés par des EDP. La recherche se focalise sur
certaines EDP particulières qui sont importantes dans des applications mathématiques
ou outre. Nous pouvons lister plusieurs EDP qui ont un intérêt particulier.

Soit Ω un ouvert de Rd, x ∈ Ω et t ≥ 0. Le vecteur ~∇u(x) = ( ∂u∂x1
, . . . , ∂u∂xd

) dénote le
gradient de u par rapport à la variable d’espace x = (x1, . . . , xd). La variable t répresente
toujours le temps.
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1. Équations linéaires :
(a) Équation de Laplace

∆u =
d∑
i=1

∂2u

∂x2
i

= 0.

(b) Équation de Helmholtz (ou des valeurs propres)

−∆u = λu.

(c) Équation linéaire de transport

∂u

∂t
+ b · ~∇u = ∂u

∂t
+

n∑
i=1

bi
∂u

∂xi
= 0,

avec b(x) = (b1(x), . . . , bd(x)) ∈ Rd.
(d) Équation de Louville

∂u

∂t
−

d∑
i=1

∂(biu)
∂xi

= 0.

avec b(x) = (b1(x), . . . , bd(x)) ∈ Rd.
(e) Équation de la chaleur (diffusion)

∂u

∂t
−∆u = 0.

(f) Équation de Schrödinger
i
∂u

∂t
+ ∆u = 0.

(g) Équation de Kolmogorov

∂u

∂t
−

d∑
i,j=1

aij
∂2u

∂xixj
+

d∑
i=1

bi
∂u

∂xi
= 0.

(h) Équation de Fokker-Planck

∂u

∂t
−

d∑
i,j=1

∂2(aiju)
∂xixj

−
d∑
i=1

∂(biu)
∂xi

= 0.

(i) Équation des ondes
∂2u

∂t2
−∆u = 0.

(j) Équation de Airy
∂u

∂t
+ ∂3u

∂x3 = 0.
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(k) Équation de Beam
∂u

∂t
+ ∂4u

∂x4 = 0.

2. Équations nonlinéaires :
(a) Équation nonlinéaire de Poisson

−∆u = g(u).

(b) Équation du p-Laplacien

div(|~∇u|p−2~∇u) = 0.

(c) Équation de la chaleur non linéaire (réaction-diffusion)

∂u

∂t
−∆u = g(u).

(d) Équation des ondes non linéaire

∂2u

∂t2
−∆u = g(u).

(e) Équation des milieux poreux

∂u

∂t
−∆(um) = 0,

avec m > 1.
(f) Équation de Korteweg-de-Vries (KDV)

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ ∂3u

∂x3 = 0.

(g) Équation de Schrödinger non linéaire

i
∂u

∂t
+ ∆u = f(|u|2u).

Nous disons qu’un problème donnée associé à une équation aux dérivées partielles
est bien posé si

— le problème admet une solution ;
— la solution est unique ;
— la solution dépend de façon continue des données du problème.
La dernière condition est particulèrement importante pour les problèmes découlant

de phénomènes physiques : de préférence, l’unique solution change peu quand la donnée
initiale est peu modifiée.
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1.1 Le problème de la chaleur stationnaire

Prenons l’exemple de l’équation de la chaleur qui modélise le phénomène physique de
propagation de la chaleur dans un corps connu : par exemple de l’eau en train de chauffer
dans une casserole, le réacteur d’une centrale nucléaire, le revêtement extérieur d’une
navette spaciale lors de sa redescente dans l’atmosphère. Dans ce cas, u(t, x) représente
la température du corps à l’instant t et au point x. Pour résoudre cette équation, il faut
des informations supplémentaires. D’une part, il faut connaître la température en tout
point de Ω à l’instant t0 :

(CI) u(t0, x) = u0(x), ∀x ∈ Ω,

la fonction u0 étant connue. Cette condition s’appelle la condition initiale. Il faut d’autre
part savoir ce qui se passe sur le bord du domaine Ω en tout instant t > t0. Ce sont les
conditions aux limites. Plusieur situations peuvent se présenter : on peut supposer que
la température est connue sur le bord de Ω :

u(t, x) = g1(t, x), ∀ t > t0, ∀x ∈ ∂Ω.

On parle dans ce cas d’une condition aux limites de Dirichlet. Il est plus réaliste d’imposer
le flux de chaleur sur le bord de Ω, qui d’après la loi de Fourier, s’écrit :

∂u

∂~n
(t, x) = g2(t, x), ∀ t > t0, ∀x ∈ ∂Ω.

où l’on a noté ∂
∂~n la dérivée normale à la surface ∂Ω :

∂u

∂~n
= ~∇u · ~n

et g2 est une fonction donnée. Ce dernier type de condition aux limites est dit de Neu-
mann. De façon générale, on peut partager le bord ∂Ω en deux parties disjointes ∂Ω1 et
∂Ω2, fixer la température sur ∂Ω1 et le flux de chaleur sur ∂Ω2. Dans ce cas, on l’appelle
une condition aux limites mixte.

Problème de la chaleur général : déterminer la ou les fonctions u, de [t0,+∞[×Ω
dans R, satisfaisant le problème aux limites :

(EDP ) ∂u

∂t
−∆u = f, ∀ t > t0, ∀x ∈ Ω, (2)

(CI) u(t0, x) = u0(x), ∀x ∈ Ω, (3)
(CL1) u(t, x) = g1(t, x), ∀ t > t0, ∀x ∈ ∂Ω1, (4)

(CL1) ∂u

∂~n
(t, x) = g2(t, x), ∀ t > t0, ∀x ∈ ∂Ω2. (5)

Dans notre cours, nous considérons que des problèmes stationnaires, c’est-à-dire des
problèmes où la fonction u cherchée ne dépend pas du temps. Nous cherchons donc une
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fonction u, définie sur un domaine Ω de R2 ou R3 (plus généralement, Rd), qui satisfait
une équation aux dérivées partielles (EDP ) et des conditions aux limites (CL). Un tel
problème s’appelle un problème aux limites.

Problème de la chaleur stationnaire : déterminer la ou les fonctions v, de Ω dans
R, satisfaisant le problème aux limites :

(EDP ′) −∆v = f, ∀x ∈ Ω, (6)
(CL1) v(x) = g1(x), ∀x ∈ ∂Ω1, (7)

(CL1) ∂v

∂~n
(x) = g2(x), ∀x ∈ ∂Ω2. (8)

Si l’EDP fait intervenir les dérivées partielles d’ordre n de u, il faut donc à priori que
la fonction u soit au moins de classe Cn sur Ω. Or il se trouve que la plupart du temps,
aucune fonction u de classe Cn n’est solution du problème (EDP ) + (CL). Ceci est dû,
soit à ce que le bord de Ω n’est en général pas régulier, soit à ce que le terme de droite
de l’équation (le terme source) n’est pas une fonction régulière. On est donc amené à
rechercher des solutions moins régulières, et en particulier à dériver des fonctions qui ne
sont pas dérivables. C’est ici que les outils d’analyse fonctionnelle entreront en jeu.

Chercher la solution de notre problème ne consiste pas seulement à démontrer son
existence et son unicité. Il faut être capable de la calculer. Or, la plupart du temps,
la solution u de notre problème n’admettra pas d’expression simple. Il faudra donc
se contenter de déterminer des valeurs approchées de u, si possible avec un degré de
précision arbitrarement grand.

La résolution d’un problème physique s’effectuera selon le plan suivant :
1. Présenter un cadre mathématique rigoureux dans lequel notre problème aux li-

mites est bien défini et admet une solution unique.
2. Calculer les valeurs approchées de cette solution.

1.2 Formulation variationnelle d’un problème aux limites

Considérons le problème de Dirichlet homogène, consistant à déterminer la ou les
fonctions u définies sur un ouvert borné Ω de Rd (avec d = 2 ou 3) telles que

−∆u = f dans Ω, (9)
u = 0 sur ∂Ω. (10)

Nous supposons f continue sur Ω. Pour que ce problème ait un sens, il est a priori
nécessaire que la fonction u soit de classe C2 sur Ω.

Supposons u ∈ C2(Ω). Multiplions l’q́uation (9) par v ∈ C1
0 (Ω). et intégrons sur Ω.

Nous obtenons :
−
∫

Ω
∆uv dx =

∫
Ω
fv dx.

Rappelons que C1
0 (Ω) est l’ensemble des fonctions v de classe C1 sur Ω qui s’annulent

sur le bord de Ω, c’est-à-dire v|∂Ω = 0.
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Nous utilisons maintenant la Formule de la divergence ou de Green-Ostrogradski
(voir aussi Appendice A.2.2) et l’un de ses corollaires.

Théorème 1.1 (Formule de la divergence). Soient Ω un ouvert borné de Rd et ~F =
(F1, . . . , Fd) une fonction de classe C1 sur Ω à valeurs dans Rd. Alors,∫

Ω
div ~F (x) dx =

∫
∂Ω

~F (σ) · ~n(σ) dσ.

où la divergence de ~F est définie par

div ~F = ~∇ · ~F =
d∑
i=1

∂Fi
∂xi

et ~n(σ) représente le vecteur unitaire normal au point σ ∈ ∂Ω orienté vers l’extérieur
(vecteur unitaire normal sortant ou normale extérieure).

Théorème 1.2 (Formule de Green). Soient Ω un ouvert borné de Rd, u ∈ C2(Ω) et
v ∈ C1(Ω). Alors, ∫

Ω
∆u v dx = −

∫
Ω
~∇u · ~∇v dx+

∫
∂Ω

∂u

∂~n
v dσ,

avec
∂u

∂~n
= ~∇u · ~n.

Démonstration. D’après la formule de Green-Ostrogradski :∫
Ω
~∇ · (v~∇u) dx =

∫
∂Ω

(v~∇u) · ~n dσ.

Ensuite, il suffit de remarquer que

~∇ · (v~∇u) = ~∇v · ~∇u+ v∆u

et
(v~∇u) · ~n = v(~∇u · ~n) = v

∂u

∂~n
.

Puisque, par hypothèse v = 0 sur ∂Ω, le terme de bord de la formule de Green est
ici nul. Nous avons alors la propriété suivante :

Si la fonction u ∈ C2(Ω) est solution du problème de Cauchy (9-10), alors elle satisfait
la propriété suivante :

u|∂Ω = 0 et ∀ v ∈ C1
0 (Ω),

∫
Ω
~∇u · ~∇v dx =

∫
Ω
fv dx. (11)
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Réciproquement, supposons que u ∈ C2
0 (Ω) satisfait la condition (11). Alors, par la

formule de Green, on a ∫
Ω

(∆u+ f)v dx = 0

pour tout v ∈ C1
0 (Ω). L’espace C1

0 (Ω) est dense dans L1(Ω), donc cette propriété se
généralise à toute fonction v ∈ L1(Ω) et en particulier à v = ∆u+ f . Par conséquent,∫

Ω
(∆u+ f)2 dx = 0

et
∆u+ f = 0.

Donc, u est solution (9)-(10).
En conclusion : u ∈ C2(Ω) est solution de (9)-(10) si et seulement si u satisfait (11).
La condition (11) est appelée la formulation variationnelle du problème aux limites

(9)-(10). Cette condition ne fait pas référence aux dérivées d’ordre 2 de la fonction u,
contrairement au problème initial.

Dans la suite, nous allons étudier de problèmes aux dérivées partielles par le biais de
leur formulation variationnelle.
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2 Espaces de Sobolev
Ce chapitre est consacré aux espaces de Sobolev, espaces fonctionnels où appartien-

dront les solutions des problèmes variationnels de certains problèmes aux limites.

2.1 Espace des fonctions test

Soit Ω un ouvert de Rd. Rappelons la définition de support d’une fonction.

Définition 2.1. Soit ϕ une fonction, définie sur Ω à valeurs dans R ou dans C. Le
support de ϕ est l’ensemble

supp(ϕ) = {x ∈ Ω : ϕ(x) 6= 0}.

Les fonctions de classe C∞ à support compact jouent, en Analyse, plusieurs rôles
distincts, également importants :

1. elles servent à localiser les fonctions, sans en dégrader les hypothèses de régularité,
2. elles servent à approcher des fonctions localement intégrables par des fonctions

de classe C∞,
3. et c’est à partir des fonctions de classe C∞ à support compact et par un procédé

de dualité que l’on étend le calcul différentiel des fonctions aux distributions, qui
sont des objets plus généraux que les fonctions.

Définition 2.2. On appelle l’espace des fonctions test et on note D(Ω) (ou C∞c (Ω))
l’espace des fonctions de classe C∞ à support compact dans Ω.

Pour k ∈ N, on note Ckc (Ω) l’espace des fonctions de classe Ck à support compact
dans Ω.

Remarque 2.1. Une fonction de D(Ω) est nulle dans un voisinage du bord de Ω. Plus
précisément, si ϕ ∈ D(Ω), il existe K borné et fermé de Rd, tel que ϕ(x) = 0, pour tout
x ∈ Ω \K.

Exemple 1. On considère la fonction ψ définie sur Rd par

ψ(x) =
{

0 si |x| ≥ 1
e
− 1

1−|x|2 si |x| < 1

où |x| désigne la norme euclidienne, c’est-à-dire

|x| =

√√√√ d∑
k=1

x2
k.

La fonction ψ est de classe C∞ sur Rd comme composée de la fonction ρ définie sur R
par

ρ(x) =
{
e−

1
x si x > 0

0 si x ≤ 0
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et la fonction de Rd dans R définie par x 7→ 1− |x|2, toutes les deux de classe C∞. On
montre par récurrence que, pour tout n ∈ N, ρ(n) est de la forme

ρ(n)(x) =

 Hn

(1
x

)
e−

1
x si x > 0

0 si x ≤ 0

où Hn est une fonction polynômiale. De plus,

supp(ψ) = B̄(0, 1) = {x ∈ Rd : |x| ≤ 1}.

Donc, ψ ∈ D(Rd).

Exemple 2. Soit Ω un ouvert non vide de Rd et on suppose que Bf (a, r) est contenue
dans Ω. Alors, la fonction ψ(x) = ρ(r2 − |x− a|2), x ∈ Ω, vérifie ψ ∈ D(Ω).

Définition 2.3 (Suites régularisantes). On appelle suite régularisante (ou approxima-
tion de l’unité) une famille (φn)n≥0 de fonctions définies sur Rd vérifiant les propriétés
suivantes : pour tout n ≥ 1,

φn ∈ C∞(Rd), supp(φn) ⊂ B(0, M
n

), φn ≥ 0 et
∫
Rd
φn(x) dx = 1,

où M > 0.

Exemple. On considère la fonction ψ de l’exemple précédent. On a ψ ≥ 0 sur Rd,
ψ > 0 sur B(0, 1) et

∫
Rd ψ(x) dx > 0. On définit une fonction ψ en posant, pour tout

x ∈ Rd,
φ(x) = ψ(x)∫

Rd ψ(x) dx.

Il est clair que φ ∈ C∞(Rd), supp(φ) = B(0, 1), φ ≥ 0 sur Rd et
∫
Rd φ(x) dx = 1. On

pose, pour chaque n ≥ 0,
φn(x) = ndφ (nx) .

On vérifie facilement que (φn)ε>0 est une suite régularisante qui vérifie : supp(φn) ⊂
B̄(0, 1

n), pour tout n ≥ 1.

Rappelons que l’espace L2(Ω) est muni de la norme définie par le produit scalaire :

〈f |g〉L2(Ω) =
∫

Ω
f(x)g(x) dx.

Par la définition du support d’une fonction, f ∈ L2(Ω) est dit à support compact s’il
existe un compact K de Rd tel que K ⊂ Ω et f = 0 presque-partout hors de K.

Proposition 2.1. Soient u ∈ L2(Rd) et φ ∈ D(Rd) telle que φ ≥ 0 et
∫
Rd φ(x) dx = 1.

Le produit de convolution φ ? u est défini par

(φ ? u)(x) =
∫
Rd
φ(x− y)u(y) dy =

∫
Rd
φ(y)u(x− y) dy.

La fonction φ ? u satisfait les propriétés suivantes :
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1. φ ? u ∈ C∞(Rd). En particulier, pour 1 ≤ i ≤ d et pour tout x ∈ Rd :

∂(φ ? u)
∂xi

(x) = ( ∂φ
∂xi

? u)(x).

2. φ ? u ∈ L2(Rd) et
‖φ ? u‖L2(Rd) ≤ ‖u‖L2(Rd).

3. si u est à support compact, alors φ ? u ∈ D(Rd). On a :

supp(φ ? u) ⊂ supp(φ) + supp(u).

Démonstration. 1. Soit 1 ≤ i ≤ d. Soit x ∈ Rd fixé et t ∈ R avec |t| ≤ 1. On a, pour
tout y ∈ Rd,

|φ(x− y + tei)− φ(x− y)− t ∂φ
∂xi

(x− y)| =
∣∣∣∣∫ 1

0
t

(
∂φ

∂xi
(x− y + stei)−

∂φ

∂xi
(x− y)

)
dσ

∣∣∣∣
≤ |t|ε(|t|)

avec ε(|t|) → 0 quand |t| → 0 (puisque ∂φ
∂xi

est uniformément continue sur Rd),
où (e1, . . . , ed) est la base canonique de Rd. Soit K un compact assez grand tel
que x+B(0, 1)− supp(φ) ⊂ K. On a

∀ y 6∈ K, ∀ |t| ≤ 1, φ(x− y + tei)− φ(x− y)− t ∂φ
∂xi

(x− y) = 0

et donc

|φ(x− y + tei)− φ(x− y)− t ∂φ
∂xi

(x− y)| ≤ |t|ε(|t|)1K(y).

Par conséquent,∣∣∣∣φ ? u(x+ tei)− φ ? u(x)− t( ∂φ
∂xi

? u)(x)
∣∣∣∣ ≤ |t|ε(|t|) ∫

K
u(y) dy

≤ |t|ε(|t|)
√

mes (K)‖u‖L2(Rd).

D’où : ∂(φ?u)
∂xi

(x) = ( ∂φ∂xi
? u)(x).

2. Pour tout x ∈ Rd, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,∣∣∣∣∫
Rd
φ(x− y)u(y) dy

∣∣∣∣2 ≤
(∫

Rd
φ(x− y) dy

)(∫
Rd
φ(x− y)u2(y) dy

)
=

∫
Rd
φ(x− y)u2(y) dy,

puisque
∫
Rd φ(y) dy = 1. On en déduit, par intégration selon la variable x, que

‖φ ? u‖2L2(Rd) ≤
∫
Rd

∫
Rd
φ(x− y)u2(y) dy dx = ‖u‖2L2(Rd).
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3. Soit x ∈ Rd tel que x 6∈ supp(φ) + supp(u). Alors, pour tout y ∈ supp(u),
x− y 6∈ supp(φ) (cas contraire, on aurait x = (x− y) + y ∈ supp(φ) + supp(u)) et
donc φ(x− y) = 0. On en déduit que φ(x− y)u(y) = 0 pour presque tout y ∈ Rd
et donc φ ? u(x) = 0.

Théorème 2.1. L’ensemble D(Rd) est dense dans L2(Rd).

Démonstration. Soit u ∈ L2(Rd) et φ ∈ D(Rd) telle que φ ≥ 0 et
∫
Rd φ(x) dx = 1. On

pose, pour chaque n ≥ 0, φn(x) = ndφ (nx).
1. Cas particulier : u ∈ Cc(Rd). Par la proposition 2.1, φn ? u ∈ D(Rd)∩L2(Rd). La

fonction φ est à support compact alors, il existeM > 0 tel que supp(φ) ⊂ B(0,M).
Pour chaque n ≥ 1, supp(φn) ⊂ B(0, Mn ). Soit ε > 0. Pour x ∈ Rd, on a

(φn?u−u)(x) =
∫
Rd
φn(x−y)(u(y)−u(x)) dy =

∫
|x−y|≤M/n

φn(x−y)(u(y)−u(x)) dy.

La fonction u est continue à support compact, alors elle est uniformément conti-
nue. Il existe N ∈ N∗, tel w que

∀ (y, z) ∈ Rd × Rd, |y − z| ≤ M

N
=⇒ |u(y)− u(z)| ≤ ε.

Alors, pour tout n ≥ N ,

|(φn ? u− u)(x)| ≤ ε
∫
|x−y|≤M/n

φn(x− y) dy ≤ ε.

De plus, si l’on note K le support (compact) de u et K ′ = K + B̄(0,M), pour
tout n ≥ N ,

‖φn ? u− u‖2L2(Rd) ≤
∫
K∪K′

|(φn ? u− u)(x)|2 dx ≤ ε2 mes(K ∪K ′).

D’où,
‖φn ? u− u‖L2(Rd) → 0 lorsque n→ +∞.

2. Cas général : u ∈ L2(Rd). L’espace Cc(Rd) des fonctions continues à support
compact dans Rd est dense dans L2(Rd). Pour chaque n ∈ N∗, il existe vn ∈ Cc(Rd)
telle que ‖u− vn‖L2(Rd) ≤ 1

2n . D’autre part, pour n ∈ N∗ fixé,

lim
k→+∞

‖φk ? vn − vn‖L2(Rd) = 0,

et alors, il existe kn ∈ N tel que

‖φkn ? vn − vn‖L2(Rd) ≤
1

2n.
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Donc,

‖φkn ? vn − u‖L2(Rd) ≤ ‖φkn ? vn − vn‖L2(Rd) + ‖vn − u‖L2(Rd) ≤
1
n
.

La suite (un)n∈N, avec un = φkn ? vn, est dans D(Rd) et converge vers u dans
L2(Rd).

Remarque 2.2. Soit u ∈ L2(Rd). On peut montrer que φn ? u converge vers u dans
L2(Rd), où φn(x) = ndφ (nx) pour chaque n ∈ N∗.

Soit ε > 0. Par la densité de Cc(Rd) dans L2(Rd), il existe v ∈ Cc(Rd) telle que
‖u− v‖L2(Rd) ≤ ε

3 . Donc,

‖φn ? u− u‖L2(Rd) ≤ ‖φn ? (u− v)‖L2(Rd) + ‖φn ? v − v‖L2(Rd) + ‖v − u‖L2(Rd)

≤ 2‖u− v‖L2(Rd) + ‖φn ? v − v‖L2(Rd).

Par le point 1 de la preuve précédente, il existe N ∈ N∗ tel que, pour tout n ≥ N ,
‖φn ? v − v‖L2(Rd) ≤ ε

3 . Alors, pour tout n ≥ N ,

‖φn ? u− u‖L2(Rd) ≤ 2‖u− v‖L2(Rd) + ε

3 ≤ ε.

Théorème 2.2. Soit Ω un ouvert de Rd. Alors, D(Ω) est dense dans L2(Ω).

Démonstration. Soient u ∈ L2(Ω) et ε > 0. L’ensemble Cc(Ω) est dense dans L2(Ω).
Alors, il existe v ∈ Cc(Ω) tel que ‖u− v‖L2(Ω) ≤ ε/2. Notons ṽ le prolongement par 0 de
v sur R \ Ω. Alors ṽ ∈ L2(Ω) et

‖u− (φn ? ṽ)|Ω‖L2(Ω) ≤ ‖u− v‖L2(Ω) + ‖v − (φn ? ṽ)|Ω‖L2(Ω)

≤ ε

2 + ‖ṽ − (φn ? ṽ)‖L2(Rd).

Puisque φn ? ṽ tend vers ṽ dans L2(Rd), il existe N ∈ N tel que, pour tout n ≥ N ,

‖ṽ − (φn ? ṽ)‖L2(Rd) ≤
ε

2 .

Alors, pour tout n ≥ N ,
‖u− (φn ? ṽ)|Ω‖L2(Ω) ≤ ε.

Il reste à vérifier que (φn ? ṽ)|Ω ∈ D(Ω) pour n suffisamment grand.
Puisque v ∈ Cc(Ω), K = supp(v) est un compact contenu dans Ω. Soit α = d(K,Rd \

Ω) > 0 et M > 0 tel que supp(φ) ⊂ B(0,M). Alors, pour tout n ∈ N∗ tel que n ≥ M
α

(⇐⇒ M
n ≤ α) on a

supp(φn ? ṽ) ⊂ K +B(0, M
n

) ⊂ K +B(0, α) ⊂ Ω.

Comme φn?ṽ ∈ C∞(Rd) (par la proposition 2.1), on en déduit que (φn?ṽ)|Ω ∈ D(Ω).
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2.2 Dérivées généralisées. Espaces de Sobolev

Nous aurons besoin d’un corollaire du théorème de la divergence.

Proposition 2.2 (Intégration par parties). Soient Ω un ouvert borné de Rd, ~F de classe
C1 sur Ω à valeurs dans Rd et g de classe C1 sur Ω. Alors,∫

Ω
g(x)div ~F (x) dx = −

∫
Ω
~F (x) · ~∇g(x) dx+

∫
∂Ω
g(σ)~F (σ) · ~n(σ) dσ.

En particulier, si f de classe C1 sur Ω à valeurs dans R, alors∫
Ω

∂f

∂xj
(x)g(x) dx = −

∫
Ω
f(x) ∂g

∂xj
(x) dx+

∫
∂Ω
f(σ)g(σ)nj(σ) dσ,

où nj(σ) est la j-ième coordonnée de ~n(σ).

Démonstration. D’après la Formule de la divergence, on a∫
Ω
div (g(x)~F (x)) dx =

∫
∂Ω
g(σ)~F (σ) · ~n(σ) dσ.

Ensuite, il suffit de remarquer que

div (g(x)~F (x)) = g(x)div ~F (x) + ~∇g(x) · ~F (x).

Soit Ω un ouvert de Rd. Si g est une fonction de classe C1 à support compact dans
Ω à valeur réelles et si 1 ≤ j ≤ d, alors∫

Ω

∂g

∂xj
(x) dx =

∫
∂Ω
g(σ)nj(σ) dσ = 0.

En particulier, si f est de classe C1 sur Ω et si ϕ ∈ D(Ω), on a∫
Ω

∂f

∂xj
(x)ϕ(x) dx = −

∫
Ω
f(x) ∂ϕ

∂xj
(x) dx.

Cela nous amène à définir la dérivée généralisée d’une fonction mesurable de la ma-
nière suivante.

Définition 2.4. Une fonction f ∈ L2(Ω) admet une dérivée partielle généralisée (ou
dérivée faible), par rapport à xj, dans L2(Ω) s’il existe une fonction gj ∈ L2(Ω) telle que

∀ϕ ∈ D(Ω),
∫

Ω
gj(x)ϕ(x) dx = −

∫
Ω
f(x) ∂ϕ

∂xj
(x) dx

On note alors gj = ∂f

∂xj
la dérivée partielle généralisée de f par rapport à xj.

15



Remarque 2.3. Si elle existe, une telle fonction gj est unique. Supposons qu’il existe
gj , hj ∈ L2(Ω) telles que∫

Ω
gj(x)ϕ(x) dx = −

∫
Ω
f(x) ∂ϕ

∂xj
(x) dx =

∫
Ω
hj(x)ϕ(x) dx.

Alors,
∀ϕ ∈ D(Ω),

∫
Ω

(gj(x)− hj(x))ϕ(x) dx = 0,

et donc, par densité de D(Ω) dans L2(Ω), pour tout ϕ ∈ L2(Ω). En particulier, pour
ϕ = gj − hj et donc gj − hj = 0.

Exemples.

1. Soit Ω =] − 1, 1[ et f(x) = x+|x|
2 , x ∈ Ω. Alors, f admet une dérivée généralisée

dans L2(Ω) et f ′ = H fonction de Heaviside définie par

H(x) =
{

1 si 0 ≤ x < 1
0 si − 1 < x < 0 .

2. Formule de Leibniz : Si f ∈ L2(Ω) admet une dérivée partielle généralisée (par
rapport à xj) et ϕ ∈ D(Ω), alors fϕ admet aussi une dérivée partielle généralisée
(par rapport à xj) et

∂

∂xj
(fϕ) = ∂f

∂xj
ϕ+ f

∂ϕ

∂xj
.

Définition 2.5. L’espace de Sobolev H1(Ω) est l’espace des fonctions de L2(Ω) qui
admettent des dérivées généralisées d’ordre 1 dans L2(Ω), c’est-à-dire

H1(Ω) = {f ∈ L2(Ω) : ∂f
∂xj
∈ L2(Ω), ∀ 1 ≤ j ≤ d}.

L’espace H1(Ω) est muni du produit scalaire

〈f |g〉H1(Ω) = 〈f |g〉L2 +
d∑
j=1
〈 ∂f
∂xj
| ∂g
∂xj
〉L2 =

∫
Ω
fg dx+

d∑
j=1

∫
Ω

∂f

∂xj

∂g

∂xj
dx

et de la norme associée

‖f‖2H1(Ω) = ‖f‖2L2(Ω) +
d∑
j=1

∥∥∥∥∥ ∂f∂xj
∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)
=
∫

Ω
f2 dx+

d∑
j=1

∫
Ω

(
∂f

∂xj

)2

dx.

On peut noter également :

〈f |g〉H1(Ω) =
∫

Ω
fg dx+

∫
Ω
~∇f · ~∇g dx
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et
‖f‖2H1(Ω) = ‖f‖2L2(Ω) + ‖~∇f‖2L2(Ω) =

∫
Ω
f2 dx+

∫
Ω
|~∇f |2 dx.

Si x = (x1, . . . , xd) est un vecteur de Rd, nous notons |x| sa norme euclidienne canonique :

|x|2 =
d∑
i=1
|xi|2.

Remarque 2.4. Il est clair que si f ∈ C1(Ω) ∩ L2(Ω) et si ∂f
∂xj
∈ L2(Ω), pour tout

1 ≤ j ≤ d (ici ∂f
∂xj
∈ L2(Ω) désigne la dérivée partielle de f au sens usuel), alors

f ∈ H1(Ω) ; de plus les dérivées partielles au sens usuel coïncident avec les dérivées
partielles généralisées. En particulier si Ω est borné, alors C1(Ω) ⊂ H1(Ω).

Exemple. On considère Ω = {(x, y) ∈ R2 : (x − 1
2)2 + y2 < 1

4} et f(x, y) =(
ln 2

x2+y2

)1/4
. Puisque f ∈ C∞(Ω), pour montrer que f ∈ H1(Ω), il suffit de vérifier

que ∫ ∫
Ω

(|f(x, y)|2 + |∂f
∂x

(x, y)|2 + |∂f
∂y

(x, y)|2) dx dy < +∞.

Pour cela, il sera utile d’utiliser les coordonnées polaires :

Ω = {(r cos θ, r sin θ) : −π2 < θ <
π

2 et 0 < r < cos θ}.

Proposition 2.3. L’espace H1(Ω) est un espace de Hilbert.

Démonstration. Soit (fn)n∈N une suite de Cauchy dansH1(Ω). Donc, (fn)n∈N et (∂fn

∂xj
)n∈N

sont des suites de Cauchy dans L2(Ω), pour tout 1 ≤ j ≤ d. L’espace L2(Ω) est complet
alors, fn → f et ∂fn

∂xj
→ gj dans L2(Ω), pour tout 1 ≤ j ≤ d. Par la définition de la

dérivée partielle généralisée, pour tout ϕ ∈ D(Ω), on a∫
Ω
fn
∂ϕ

∂xj
dx = −

∫
Ω

∂fn
∂xj

ϕdx.

En passsant à la limite lorsque n tend vers +∞, on obtient, pour tout ϕ ∈ D(Ω),∫
Ω
f
∂ϕ

∂xj
dx = −

∫
Ω
gjϕdx.

Donc, pour tout 1 ≤ j ≤ d, ∂f
∂xj

= gj , f ∈ H1(Ω) et ‖fn − f‖H1 → 0.

Remarque 2.5.
1. Soit (fn)n∈N une suite dans H1(Ω) telle que fn → f dans L2(Ω) et (~∇fn)n∈N

converge vers une limite dans (L2(Ω))d, alors f ∈ H1(Ω) et ‖fn − f‖H1 → 0.
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2. Étant donnée une fonction f définie sur Ω, on désigne f̃ son prolongement par 0
en dehors de Ω, c’est-à-dire

f̃(x) =
{
f(x) si x ∈ Ω
0 si x ∈ Rd \ Ω.

Soient f ∈ H1(Ω) et α ∈ C1
c (Ω). Alors,

α̃f ∈ H1(Rd) et ∂

∂xj
(α̃f) = α̃

∂̃f

∂xj
+ ∂̃α

∂xj
f̃ .

Lemme 2.1. Soient φ ∈ L1(Rd) et f ∈ H1(Rd). Alors,

φ ? f ∈ H1(Rd) et ∂

∂xj
(φ ? f) = φ ?

∂f

∂xj
, 1 ≤ j ≤ d.

Théorème 2.3. D(Rd) est dense dans H1(Rd).

Démonstration. On utilise la convolution (qui rend les fonctions C∞) et la troncature
(qui rend les fonctions à support compact).

Soit f ∈ H1(Rd).

(a) On choisit une suite régularisante (φn)n≥0. Alors, φn ? f ∈ C∞(Rd) et φn ? f → f
dans L2(Ω).

(b) Soit ρ ∈ D(Rd) telle que

ρ(x) =
{

1 si |x| ≤ 1
0 si |x| ≥ 2 et 0 ≤ ρ ≤ 1 dans Rd.

On définit la suite de fonctions troncature

ρn(x) = ρ

(
x

n

)
, x ∈ Rd, n ≥ 1.

On vérifie facilement, grâce au théorème de la convergence dominée, que si g ∈ L2(Rd)
alors ρng → g dans L2(Rd).

(c) Pour chaque n ≥ 1, soit
fn = ρn(φn ? f).

On a fn ∈ D(Rd),

‖fn − f‖2 = ‖ρn(φn ? f − f) + ρnf − f‖2
≤ ‖φn ? f − f‖2 + ‖ρnf − f‖2

et donc ‖fn − f‖2 → 0.
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Par le Lemme 2.1, pour tout 1 ≤ j ≤ d,

∂fn
∂xj

= ∂ρn
∂xj

(φn ? f) + ρn(φn ?
∂f

∂xj
).

Alors,∥∥∥∥∥∂fn∂xj
− ∂f

∂xj

∥∥∥∥∥
2
≤

∥∥∥∥∥∂ρn∂xj
(φn ? f)

∥∥∥∥∥
2

+
∥∥∥∥∥ρn(φn ?

∂f

∂xj
)− ∂f

∂xj

∥∥∥∥∥
2

≤ 1
n

∥∥∥∥∥ ∂ρ∂xj
∥∥∥∥∥
∞
‖f‖2 +

∥∥∥∥∥φn ? ∂f

∂xj
− ∂f

∂xj

∥∥∥∥∥
2

+
∥∥∥∥∥ρn ∂f∂xj − ∂f

∂xj

∥∥∥∥∥
2
,

et donc
∥∥∥∂fn

∂xj
− ∂f

∂xj

∥∥∥
2
→ 0.

Dans le cas d’un ouvert Ω de Rd, en général D(Ω) n’est pas dense dans H1(Ω). Nous
avons le résultat de densité suivant.

Théorème 2.4 (Friedrichs). Soit f ∈ H1(Ω). Alors, il existe une suite (fn)n∈N de D(Rd)
telle que

1. fn|Ω → f dans L2(Ω),

2. ~∇fn|U → ~∇f|U dans (L2(Ω))d, pour tout U ouvert de Rd tel que U ⊂ Ω et U est
compact.

Le résultat suivant donne une caractérisation simple des fonctions de H1(Ω).

Proposition 2.4. Soit f ∈ L2(Ω). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. f ∈ H1(Ω).
2. Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout 1 ≤ j ≤ d,

∀ϕ ∈ D(Ω),
∣∣∣∣∣
∫

Ω
f(x) ∂ϕ

∂xj
(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤ C‖ϕ‖2.
3. Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout ouvert U tel que U ⊂ Ω et U

est compact et tout h ∈ Rd avec |h| < dist(U,Rd \ Ω), on a

‖τhf − f‖2 ≤ C|h|,

où τhf(x) = f(x+ h).
De plus, on peut prendre C = ‖~∇f‖2 dans 2. et 3.

Démonstration. 1. =⇒ 2. est évidente.
2. =⇒ 1. Appliquer le théorème de Hahn-Banach et le théorème de représentation

de Riesz.
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1. =⇒ 3. On suppose que f ∈ D(Ω). Soit h ∈ Rd et on pose

g(t) = f(x+ th), t ∈ R.

Alors, g′(t) = h · ~∇f(x+ th) et donc

f(x+ h)− f(x) = g(1)− g(0) =
∫ 1

0
g′(t) dt =

∫ 1

0
h · ~∇f(x+ th) dt.

Donc,

|τhf(x)− f(x)|2 ≤ |h|2
∫ 1

0
|~∇f(x+ th)|2 dt,

et ∫
U
|τhf(x)− f(x)|2 dx ≤ |h|2

∫
U

∫ 1

0
|~∇f(x+ th)|2 dt dx

= |h|2
∫ 1

0

∫
U
|~∇f(x+ th)|2 dx dt

= |h|2
∫ 1

0

∫
U+th

|~∇f(y)|2 dy dt.

Fixant |h| < dist(U,Rd \ Ω), il existe U ′ ouvert tel que U ′ ⊂ Ω, U ′ est compact et tel
que U + th ⊂ U ′ pour tout t ∈ [0, 1] et donc

‖τhf − f‖22 ≤ |h|2
∫
U ′
|~∇f(y)|2 dy ≤ |h|2‖~∇f‖22. (12)

Si f ∈ H1(Ω), il existe une suite (fn)n∈N dans D(Ω) telle que fn → f dans L2(Ω)
et ~∇fn → ~∇f dans L2(U), pour tout U ouvert tel que U ⊂ Ω et U est compact. On
applique l’inégalité (12) à fn et, en passant à la limite lorsque n→ +∞, on obtient 3.

3. =⇒ 2. Soit ϕ ∈ D(Ω). On considère un ouvert U tel que U ⊂ Ω, U est compact
et suppϕ ⊂ U . Soit h ∈ Rd avec |h| < dist(U,Rd \ Ω). D’après 3, on a∣∣∣∣∫

Ω
(τhf − f)ϕdx

∣∣∣∣ ≤ C|h|‖ϕ‖2.
D’autre part, comme∫

Ω
(f(x+ h)− f(x))ϕ(x)) dx =

∫
Ω
f(y)(ϕ(y − h)− ϕ(y)) dy,

on obtient ∣∣∣∣∫
Ω
f(y)ϕ(y − h)− ϕ(y)

|h|
dy

∣∣∣∣ ≤ C‖ϕ‖2.
Choisissant h = tej , t ∈ R, et en passant à la limite quand t→ 0, on obtient 2.

On peut généraliser la définition de l’espace H1(Ω) en considérant des dérivées par-
tielles généralisées d’ordre k ≥ 2.
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Définition 2.6. Soit Ω un ouvert de Rd et k ∈ N. L’espace de Sobolev Hk(Ω) est
l’espace des fonctions f ∈ L2(Ω) qui admettent des dérivées partielles généralisées d’ordre
inférieur ou égal à k dans L2(Ω), c’est-à-dire

Hk(Ω) = {f ∈ L2(Ω) : ∀α ∈ Nd tel que |α| ≤ k, Dαf ∈ L2(Ω)}.

On rapelle que pour un multi-indice α = (α1, . . . , αd) ∈ Nd, on pose

|α| = α1 + . . .+ αd, Dαf = ∂|α|f

∂xα1
1 . . . ∂xαd

d

.

On remarque que, Dαf = gα ∈ L2(Ω) si

∀ϕ ∈ D(Ω),
∫

Ω
fDαϕdx = (−1)|α|

∫
Ω
Dαfϕ dx.

L’espace Hk(Ω) est muni du produit scalaire

〈f |g〉Hk = 〈f |g〉L2 +
∑

1≤|α|≤k
〈Dαf |Dαg〉L2 ,

et de la norme associée

‖f‖Hk =

‖f‖22 +
∑

1≤|α|≤k
‖Dαf‖22

 1
2

.

Théorème 2.5. L’espace Hk(Ω) est un espace de Hilbert.

Exemple. On considère la fonction f(x) = x+|x|
2 , x ∈]− 1, 1[. Alors, elle vérifie

f ∈ H1(]− 1, 1[ mais f 6∈ H2(]− 1, 1[).

Théorème 2.6. Soit k ∈ N. Alors, D(Rd) est dense dans Hk(Rd).

2.3 Opérateurs de prolongement. Fonction trace

Il est souvent commode d’établir les propriétés des fonctions H1(Ω) en commençant
par le cas où Ω = Rd. Il est donc utile de savoir prolonger une fonction f ∈ H1(Ω) en
une fonction f̃ ∈ H1(Rd) telle que f̃|Ω = f . Ceci n’est pas toujours possible. Toutefois,
si l’ouvert Ω est “assez régulier”, on peut construire un tel prolongement.

Remarque 2.6. Soit Ω un ouvert de Rd (tel que Ω 6= Rd) et u ∈ H1(Ω). On note ũ
le prolongement de u sur Rd qui est nul sur Rd \ Ω. En général, ũ 6∈ H1(Rd) car nous
pouvons avoir créé une discontinuité sur ∂Ω telle que le prolongement ũ n’admette plus
de dérivée généralisée.
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Dans la suite, nous considérons les notations suivantes. Soit x ∈ Rd. On écrit,

x = (x′, xd) avec x′ ∈ Rd−1, x′ = (x1, . . . , xd−1),

et on pose

|x′| =

√√√√d−1∑
k=1

x2
k.

On note le demi-espace Rd+ = {(x′, xd) ∈ Rd : xd > 0} et

Q = {(x′, xd) ∈ Rd : |x′| < 1, |xd| < 1},

Q+ = Q ∩ Rd+,

Q0 = {(x′, xd) ∈ Rd : |x′| < 1, xd = 0}.

Lemme 2.2. Soit f ∈ H1(Q+). On définit sur Q la fonction f∗ prolongée de f par
réflexion, c’est-à-dire, pour (x′, xd) ∈ Q,

f∗(x′, xd) =
{
f(x′, xd) si xd > 0
f(x′,−xd) si xd < 0.

Alors, f∗ ∈ H1(Q) et

‖f∗‖L2(Q) ≤ 2‖f‖L2(Q+), ‖f∗‖H1(Q) ≤ 2‖f‖H1(Q+).

Démonstration. On montre que, pour tout 1 ≤ j ≤ d− 1,

∂f∗

∂xj
=
(
∂f

∂xj

)∗

où
(
∂f
∂xj

)∗
désigne le prolongement par réflexion de ∂f

∂xj
sur Q et

∂f∗

∂xd
=
(
∂f

∂xd

)∼
où (

∂f

∂xd

)∼
(x′, xd) =

{
∂f
∂xd

(x′, xd) si xd > 0
− ∂f
∂xd

(x′,−xd) si xd < 0

Ce résultat reste inchangé si l’on remplace Q+ par Rd+.

Définition 2.7. Soit Ω un ouvert de Rd. On dit que Ω est à bord de classe C1 si, pour
tout x ∈ Γ = ∂Ω, il existe un voisinage U de x dans Rd et une application Φ : Q → U
bijective telle que

Φ ∈ C1(Q), Φ−1 ∈ C1(U), Φ(Q+) = U ∩ Ω et Φ(Q0) = U ∩ Γ.
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Théorème 2.7. Soit Ω un ouvert borné à bord de classe C1 de Rd ou Ω = Rd+. Alors,
il existe un opérateur de prolongement P : H1(Ω) −→ H1(Rd) linéaire tel que, pour tout
f ∈ H1(Ω),

1. Pf|Ω = f ,
2. ‖Pf‖L2(Rd) ≤ C‖f‖L2(Ω),
3. ‖Pf‖H1(Rd) ≤ C‖f‖H1(Ω).

où C > 0 dépend uniquement de Ω.

Démonstration. On rectifie Γ par cartes locales et on utilise des partitions de l’unité.

Définition 2.8 (Partitions de l’unité). Soit K un compact de Rd et U1, . . . , Uk des
ouverts tels que K ⊂ U1∪ . . .∪Uk. Alors, il existe des fonctions θ1, . . . , θk ∈ D(Rd) telles
que

1. Pour tout 1 ≤ j ≤ k, 0 ≤ θj ≤ 1 et supp θj ⊂ Uj,
2. Pour tout x ∈ K,

∑k
j=0 θj(x) = 1.

On note D(Ω) l’espace des fonctions C∞(Ω) et à support compact sur Ω.

Théorème 2.8 (Densité). Soit Ω un ouvert borné à bord de classe C1 de Rd. Alors,
D(Ω) est dense dans H1(Ω), c’est-à-dire, pour tout f ∈ H1(Ω), il existe (fn)n∈N dans
D(Ω) telle que fn → f dans H1(Ω).

Soit f ∈ H1(Ω). En général, il est délicat de donner un sens précis à f|∂Ω puisque
f ∈ H1(Ω) est seulement définie presque partout (or ∂Ω est négligeable) et f n’a pas de
répresentant continu.

Théorème 2.9 (Trace). Soit Ω un ouvert borné à bord de classe C1 de Rd. Alors,
l’application j0 : D(Ω) −→ C(∂Ω) définie par j0(f) = f|∂Ω se prolonge en une application
continue j : H1(Ω) −→ L2(∂Ω). En particulier, il existe C > 0 tel que, pour tout
f ∈ H1(Ω),

‖j(f)‖L2(∂Ω) ≤ C‖f‖H1(Ω).

De plus, l’image de H1(Ω) par j est dense dans L2(∂Ω). La fonction j est appelée la
fonction trace.

Donc, si Ω est un ouvert borné à bord de classe C1 de Rd, pour f ∈ H1(Ω) donnée,
on définit

f|∂Ω = j(f) ∈ L2(∂Ω)

et on l’appelle la trace de f sur ∂Ω.
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2.4 Formule de Green dans H1(Ω)
Le théorème de trace permet de généraliser la Formule de la divergence à des fonctions

de H1(Ω).

Proposition 2.5. Soit Ω un ouvert borné à bord de classe C1 de Rd. Si ~F ∈ (H1(Ω))d
et g ∈ H1(Ω), alors∫

Ω
g(x)div ~F (x) dx = −

∫
Ω
~F (x) · ~∇g(x) dx+

∫
∂Ω
g(σ)~F (σ) · ~n(σ) dσ.

où ~n(σ) représente le vecteur unitaire normal sortant au point σ ∈ ∂Ω.

Remarque 2.7. Dans les intégrales de surface sur ∂Ω, il faudrait écrire j(g) et j(~F ) =def
(j(F1), . . . , j(Fd)) à la place de g et ~F . Cet abus de notation sera souvent employé.

Démonstration. D’après le théorème 2.8, il existe (gn)n∈N suite dans D(Ω) et (~Fn)n∈N
suite dans (D(Ω))d telles que gn → g dans H1(Ω) et ~Fn → ~F dans (H1(Ω))d. On obtient
le résultat en passant à la limite dans la formule de la divergence∫

Ω
gn(x)div ~Fn(x) dx = −

∫
Ω
~Fn(x) · ~∇gn(x) dx+

∫
∂Ω
gn(σ)~Fn(σ) · ~n(σ) dσ.

La continuité de l’application trace (théorème 2.9) assure la validité du passage à la
limite dans l’intégrale de surface.

Rappelons que H2(Ω) est l’espace des fonctions f ∈ L2(Ω) dont toutes les déri-
vées partielles d’ordre 1 appartiennent à H1(Ω). En particulier, ces dérivées partielles
premières admettent une trace sur ∂Ω (si Ω est assez régulier).

Proposition 2.6 (Formule de Green dans des espaces de Sobolev).
Soit Ω un ouvert borné à bord de classe C1 de Rd. Soient f ∈ H2(Ω) et g ∈ H1(Ω).

Alors, ∫
Ω

∆f(x)g(x) dx = −
∫

Ω
~∇f(x) · ~∇g(x) dx+

∫
∂Ω

∂f

∂~n
(σ)g(σ) dσ,

avec
∂f

∂~n
(σ) = ~∇f(σ) · ~n(σ).

Démonstration. Si f ∈ H2(Ω) alors ~∇f ∈ (H1(Ω))d et il suffit d’appliquer la proposition
précédente avec ~F = ~∇f .

2.5 L’espace de Sobolev H1
0 (Ω)

Définition 2.9. Soit Ω un ouvert de Rd. On appelle H1
0 (Ω) l’adhérence de D(Ω) dans

H1(Ω).

Proposition 2.7. L’espace H1
0 (Ω) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de

H1(Ω).
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Remarque 2.8. Comme D(Rd) est dense dans H1(Rd), on a

H1
0 (Rd) = H1(Rd).

Par contre, si Ω 6= Rd, alors en général H1
0 (Ω) 6= H1(Ω). Néanmoins, si Ω = Rd \ {0} et

d ≥ 2, on peut montrer que H1
0 (Ω) = H1(Ω).

Si Ω est assez régulier, les fonctions de H1
0 (Ω) sont les fonctions de H1(Ω) qui “s’an-

nulent” sur ∂Ω.

Théorème 2.10 (Fonctions de trace nulle). Soient Ω un ouvert de classe C1 de Rd et
f ∈ H1(Ω). Alors, f ∈ H1

0 (Ω) si et seulement si f = 0 sur ∂Ω.

Soit Ω un ouvert de classe C1 de Rd et f ∈ L2(Ω). Alors, f ∈ H1
0 (Ω) si et seulement

si la fonction f̃ ∈ H1(Rd), avec

f̃(x) =
{
f(x) si x ∈ Ω
0 si x ∈ Rd \ Ω,

et dans ce cas ∂f̃

∂xj
= ∂̃f

∂xj
.

2.6 Inégalité de Poincaré

Théorème 2.11 (Inégalité de Poincaré). Soit Ω un ouvert borné de Rd. Alors, il existe
une constante C > 0 (dépendant de Ω) telle que, pour tout f ∈ H1

0 (Ω), on a

‖f‖L2(Ω) ≤ C‖~∇f‖L2(Ω).

En particulier, ‖f‖H1
0 (Ω) = ‖~∇f‖L2(Ω) est une norme sur H1

0 (Ω) qui est équivalente à la
norme ‖f‖H1(Ω).

Démonstration. L’ensemble Ω est borné, alors il existe a, b ∈ R, avec a < b, tels que

Ω ⊂ {x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd : a < x1 < b}.

Si f ∈ D(Ω), on peut la prolonger par 0 en dehors de Ω et considérer que f ∈ D(Rd).
Alors, on a

f(x) =
∫ x1

a

∂f

∂x1
(t, x2, . . . , xd) dt

et donc

|f(x)| ≤
√
b− a

(∫ b

a

∣∣∣∣ ∂f∂x1
(t, x2, . . . , xd)

∣∣∣∣2 dt
) 1

2

.

Finalement, on obtient∫
Ω
|f(x)|2 dx ≤ (b− a)2

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂f∂x1
(x)
∣∣∣∣2 dx

≤ (b− a)2
∫

Ω
|~∇f(x)|2 dx
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et alors ‖f‖L2(Ω) ≤ (b − a)‖~∇f‖L2(Ω). Dans le cas général de f ∈ H1
0 (Ω), on raisonne

par densité.

Remarque 2.9. L’inégalité de Poincaré reste valable si Ω est borné dans une seule
direction, c’est-à-dire, s’il existe 1 ≤ j ≤ d et a < b réels tels que

Ω ⊂ {x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd : a < xj < b}.

Dans ce cas, on peut prendre C = b− a.
Plus généralement, C = d(Ω) où d(Ω) désigne le diamètre de Ω.

Si Ω est borné (ou borné dans une direction), on peut définir sur H1
0 (Ω) le produit

scalaire
〈f |g〉H1

0 (Ω) =
∫

Ω
~∇f(x) · ~∇g(x) dx,

qui induit la norme ‖f‖H1
0 (Ω) = ‖~∇f‖L2(Ω) (norme équivalente à la norme ‖f‖H1(Ω)).

Remarque 2.10. Soit Ω un ouvert borné de Rd. La fonction f définie par f(x) = 1,
pour tout x ∈ Ω appartient à l’espace H1(Ω). Par un raisonnement par l’absurde, on
déduit de l’inégalité de Poincaré que f 6∈ H1

0 (Ω). Ceci prouve que, lorsque Ω est borné,
H1

0 (Ω) est strictement contenu dans H1(Ω) (et D(Ω) n’est pas dense dans H1(Ω)).

2.7 Théorème de Rellich

Théorème 2.12 (Théorème de Rellich). Soit Ω un ouvert borné de Rd. Alors :
1. de toute suite bornée (fn)n∈N de H1

0 (Ω), on peut extraire une sous-suite (fφ(n))n∈N
qui converge dans L2(Ω) vers une fonction f ∈ H1

0 (Ω),
2. si Ω est à bord de classe C1, de toute suite bornée (fn)n∈N de H1(Ω), on peut

extraire une sous-suite (fφ(n))n∈N qui converge dans L2(Ω) vers une fonction f ∈
H1(Ω)

La démonstration de ce théorème fait appel au théorème de Banach-Alaoglu dans un
espace de Hilbert (démonstré en général dans le cours d’analyse fonctionnelle).

Théorème 2.13 (Théorème de Banach-Alaoglu). Soit H un espace de Hilbert. Toute
suite bornée (xn)n∈N de H admet une sous-suite faiblement convergente.

Autrement dit, pour toute suite (xn)n∈N de H, il existe une sous-suite (xφ(n))n∈N et
un élément x ∈ H tels que :

∀ y ∈ H, lim
n→+∞

〈xφ(n)|y〉 = 〈x|y〉.

Remarque 2.11. Soit Ω est un ouvert borné de classe C1 de Rd et (fn)n∈N une suite
bornée de H1(Ω). Alors, par le théorème de Rellich, il existe une sous-suite (fφ(n))n∈N
de (fn)n∈N et f ∈ H1(Ω) tels que

lim
n→+∞

‖fφ(n) − f‖L2(Ω) = 0.

De plus, on peut choisir (fφ(n))n∈N qui vérifie aussi :
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1. fφ(n) → f presque partout sur Ω,
2. pour tout g ∈ H1(Ω),

〈fφ(n)|g〉H1(Ω) −→ 0

et ∫
Ω
|~∇f(x)|2 dx ≤ lim inf

n→+∞

∫
Ω
|~∇fφ(n)(x)|2 dx.

Exemples d’application :
1. Soit Ω est un ouvert borné de Rd. La fonctionnelle J : H1

0 (Ω)→ R définie par

J(f) =
∫

Ω

(
|~∇f(x)|2 + f4(x)− f(x)

)
dx

atteint son minimum sur H1
0 (Ω), c’est-à-dire,

∃ f0 ∈ H1
0 (Ω) : J(f0) = inf

f∈H1
0 (Ω)

J(f).

2. Soit Ω un ouvert borné connexe à bord de classe C1 de Rd. Soit N la semi-norme
sur H1(Ω) définie par

N(f) = ‖f‖L2(∂Ω) =
√∫

∂Ω
|f(σ)|2 dσ.

L’application ‖ · ‖ définie par :

‖f‖ =
√
‖~∇f‖2L2(Ω) +N2(f), f ∈ H1(Ω),

est une norme sur H1(Ω) équivalente à la norme ‖ · ‖H1(Ω).
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3 Problèmes aux limites elliptiques

3.1 Problème de Dirichlet homogène

On considère l’équation aux dérivées partielles (en abréviation EDP) du second
ordre : {

−∆u+ u = f sur Ω
u = 0 sur ∂Ω (13)

où Ω est un ouvert borné et à bord de classe C1 de Rn et f ∈ L2(Ω).
La condition aux limites

u = 0 sur ∂Ω

s’appelle la condition de Dirichlet (homogène).

Une solution classique de (13) est une fonction u ∈ C2(Ω) vérifiant (13). Une solution
faible de (13) est une fonction u ∈ H1

0 (Ω) vérifiant

∀ v ∈ H1
0 (Ω),

∫
Ω
~∇u · ~∇v dx+

∫
Ω
uv dx =

∫
Ω
fv dx. (14)

On dit que (14) est la formulation faible ou variationnelle de l’EDP (13).
Nous pouvons montrer facilement que toute solution classique est une solution faible.

Soit u ∈ C2(Ω) qui vérifie (13). Alors, u ∈ H1(Ω) ∩ C1(Ω) et u = 0 sur ∂Ω et
donc, par le théorème 2.10, u ∈ H1

0 (Ω). En multipliant l’équation par v ∈ H1
0 (Ω) et en

intégrant sur Ω, on obtient

−
∫

Ω
∆uv dx+

∫
Ω
uv dx =

∫
Ω
fv dx.

Par la Formule de Green (proposition 2.6) et le fait que u = 0 sur ∂Ω, on obtient (14).

D’autre part, nous allons montrer que toute solution faible assez régulière est une
solution forte.

Soit u ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) solution de (14). Alors, par la Formule de Green,

∀ v ∈ H1
0 (Ω),

∫
Ω

(−∆u+ u− f) v dx = 0.

On a −∆u+ u− f ∈ L2(Ω) et D(Ω) est dense dans L2(Ω). On conclut alors que

−∆u+ u− f = 0 presque partout sur Ω.

Par le théorème 2.10, on sait que u = 0 sur ∂Ω.

Pour démontrer l’existence et unicité de la solution faible d’un problème aux limites
elliptique, nous aurons besoin du théorème de Lax-Milgram.
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3.2 Théorème de Lax-Milgram

Théorème 3.1 (Théorème de Lax-Milgram). Soit H un espace de Hilbert réel et B une
forme bilinéaire sur H. Si B vérifie les hypothèses suivantes :

1. B est continue, c’est-à-dire il existe C > 0 telle que

∀u, v ∈ H, B(u, v) ≤ C‖u‖‖v‖.

2. B est coercive, c’est-à-dire il existe α > 0 tel que

∀u ∈ H, B(u, u) ≥ α‖u‖2.

Alors, il existe T : H → H linéaire continue telle que

∀u, v ∈ H, B(u, v) = 〈T (u)|v〉.

De plus, T est un isomorphisme de H, c’est-à-dire T est une bijection et T−1 est continu.
En particulier, si L : H → R est une application linéaire continue, il existe un et un

seul u ∈ H tel que
∀ v ∈ H, B(u, v) = L(v). (15)

Démonstration. Pour tout u ∈ H fixé, l’application v 7→ B(u, v) est une forme linéaire
continue sur H, alors par le théorème de représentation de Riesz, il existe un élément de
H, noté T (u), tel que B(u, v) = 〈T (u)|v〉, pour tout v ∈ H. Il est clair que T : H → H
est une application linéaire et pour tout u ∈ H,

|〈T (u)|v〉| = |B(u, v)| ≤ C‖u‖‖v‖

et, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz

‖T (u)‖‖u‖ ≥ 〈T (u)|u〉 = B(u, u) ≥ α‖u‖2.

Donc, pour tout u ∈ H,
α‖u‖ ≤ ‖T (u)‖ ≤ C‖u‖.

Ces deux inégalités entrainent que T est un isomorphisme de H sur T (H) et que T (H)
est sous-espace complet et donc fermé de H. Pour montrer que T (H) = H, il suffit de
vérifier que T (H)⊥ = {0}. Si v ∈ T (H)⊥, alors pour tout u ∈ H, 〈T (u)|v〉 = 0. En
particulier, pour u = v, on a

0 = 〈T (v)|v〉 ≥ α‖v‖2

et donc v = 0.
Si L : H → R est une application linéaire continue, par le théorème de représentation

de Riesz, il existe un unique w ∈ H tel que, pour tout v ∈ H,

L(v) = 〈w|v〉.

alors u = T−1(w) est l’unique élément deH tel que, pour tout v ∈ H, B(u, v) = L(v).
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Remarque 3.1. De plus, si B est symétrique (pour tout u, v ∈ H, B(u, v) = B(v, u)),
alors u ∈ H vérifiant (15) est caractérisé par la propriété :

u ∈ H, 1
2B(u, u)− L(u) = min

v∈H

(1
2B(v, v)− L(v)

)
.

Exemple. On applique le théorème de Lax-Milgram, avec la forme bilinéaire

B(u, v) =
∫

Ω
~∇u · ~∇v dx+

∫
Ω
uv dx

et la forme linéaire
L(v) =

∫
Ω
fv dx,

pour montrer l’existence et unicité de la solution u ∈ H1
0 (Ω) du problème variationnel

(14).

3.3 Problème de Neumann homogène

Soit Ω un ouvert borné connexe de classe C1 de Rn et f ∈ L2(Ω). On considère le
problème : {

−∆u+ u = f sur Ω
∂u
∂~n = 0 sur ∂Ω (16)

où ∂u
∂~n = ~∇u ·~n désigne la dérivée normale extérieure de u et ~n le vecteur normal unitaire

à ∂Ω. La condition aux limites

∂u

∂~n
= 0 sur ∂Ω

s’appelle la condition de Neumann (homogène).
Une solution classique de (16) est une fonction u ∈ C2(Ω) vérifiant (16). Une solution

faible de (16) est une fonction u ∈ H1(Ω) vérifiant

∀ v ∈ H1(Ω),
∫

Ω
~∇u · ~∇v dx+

∫
Ω
uv dx =

∫
Ω
fv dx. (17)

On dit que (17) est la formulation faible ou variationnelle de l’EDP (16).
Comme précémment, toute solution classique est une solution faible.
Soit u ∈ C2(Ω) qui vérifie (16). Alors, u ∈ H1(Ω)∩C1(Ω). En multipliant l’équation

par v ∈ H1(Ω) et en intégrant sur Ω, on obtient

−
∫

Ω
∆uv dx+

∫
Ω
uv dx =

∫
Ω
fv dx.

Par la Formule de Green et le fait que ∂u
∂~n = 0 sur ∂Ω, on obtient (17).

D’un autre côté, toute solution faible assez régulière est une solution forte.
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Supposons f ∈ L2(Ω). Soit u ∈ H1(Ω)∩H2(Ω) solution de (17). Alors, par la Formule
de Green,

∀ v ∈ H1(Ω),
∫

Ω
(−∆u+ u) v dx+

∫
∂Ω

∂u

∂~n
v dσ =

∫
Ω
fv dx. (18)

En particulier,
∀ v ∈ D(Ω),

∫
Ω

(−∆u+ u− f) v dx = 0.

Donc,
−∆u+ u− f = 0 presque partout sur Ω.

Alors, d’après (18), on a

∀ v ∈ H1(Ω),
∫
∂Ω

∂u

∂~n
v dσ = 0.

Par le Théorème 2.9, l’image de H1(Ω) par la fonction trace j est dense dans L2(∂Ω) et
par conséquent ∂u

∂~n = 0 sur ∂Ω.

On applique le théorème de Lax-Milgram, avec la forme bilinéaire

B(u, v) =
∫

Ω
~∇u · ~∇v dx+

∫
Ω
uv dx, u, v ∈ H1(Ω),

et la forme linéaire
L(v) =

∫
Ω
fv dx, v ∈ H1(Ω)

pour conclure l’existence d’une et une seule solution u ∈ H1(Ω) du problème variationnel
(17).

3.4 Un problème mêlé de Dirichlet-Neumann

Dans le cas d’un problème aux limites général, nous adoptons la même démarche que
dans les exemples précédents. Nous commençons par déterminer la formulation varia-
tionnelle du problème aux limites en précisant bien dans quel espace fonctionnnel on se
place (par exemple : H1

0 (Ω) pour le problème de Dirichlet, H1(Ω) pour le problème de
Neumann), puis nous démonstrons l’existence et l’unicité de solution du problème varia-
tionnel grâce au théorème de Lax-Milgram. La formulation variationnelle devra toujours
être écrite sous la forme :

∀ v ∈ H, B(u, v) = L(v),

où H est un espace de Hilbert, L est une forme linéaire continue sur H et B est une
forme bilinéaire continue et coercive sur H.

En général, le choix de B et de L sont très naturels, ils proviennent de l’application
de la Formule de Green au problème aux limites initial. Le point délicat est, en général,
de démontrer que B est coercive.

31



Soit Ω un ouvert borné connexe et de classe C1 de Rd. On considère le problème aux
limites suivant : 

−∆u+ u = f sur Ω
u = 0 sur Γ1
∂u
∂~n = g sur Γ2

(19)

où l’on a décomposé le bord de Ω en deux parties disjointes Γ1 et Γ2, f ∈ L2(Ω),
g ∈ L2(Γ2).

Soit
H = {u ∈ H1(Ω) : u = 0 sur Γ1}.

H est un sous-espace vectoriel fermé de H1(Ω) et donc, H est un espace de Hilbert.
Pour u ∈ H2(Ω), le problème aux limites (19) est équivalent au problème variationnel{

u ∈ H
∀ v ∈ H, B(u, v) = L(v) (20)

avec
B(u, v) =

∫
Ω

(
~∇u · ~∇v + uv

)
dx, L(v) =

∫
Ω
fv dx+

∫
Γ2
gv dσ.

L’opérateur de trace sur Γ2 est continu de H1(Ω) sur L2(Γ2), donc L est une forme
linéaire continue sur H. La continuité et la coercivité sur H de la forme bilinéaire B sont
immédiates. Le théorème de Lax-Milgram s’applique et assure l’existence et unicité de
la solution du problème variationnel (20).

3.5 Problème elliptique du second ordre

Soit Ω un ouvert borné connexe et de classe C1 de Rd. On considère des fonctions
ai,j ∈ C1(Ω̄), avec 1 ≤ i, j ≤ d, bi ∈ C(Ω̄), avec 1 ≤ i ≤ d et c0 ∈ C(Ω̄). On considère
l’opérateur différentiel :

Lu =
∑

1≤i,j≤d

∂

∂xj

(
ai,j

∂u

∂xi

)
+

∑
1≤i≤d

bi
∂u

∂xi
+ c0u. (21)

et le problème de Dirichlet : {
−Lu = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω (22)

où f ∈ L2(Ω).
On appelle partie principale de l’opérateur L l’opérateur différentiel

Au =
∑

1≤i,j≤d

∂

∂xj

(
ai,j

∂u

∂xi

)
.
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Une solution classique de (22) est une fonction u ∈ C2(Ω̄) vérifiant (22). Une solution
faible de (22) est une fonction u ∈ H1

0 (Ω) vérifiant

∀ v ∈ H1
0 (Ω), B(u, v) =

∫
Ω
fv dx. (23)

où a est la forme bilinéaire définie par

B(u, v) =
∑

1≤i,j,≤d

∫
Ω
ai,j(x) ∂u

∂xi
(x) ∂v

∂xj
(x) dx−

∫
Ω

(
d∑
i=1

bi(x) ∂u
∂xi

(x) + c0(x)u(x)
)
v(x) dx.

(24)
Sous les hypothèses sur ai,j , bi et c0, l’application bilinéaire B est continue sur H1

0 (Ω)×
H1

0 (Ω). En général, cette forme bilinéaire n’est pas symétrique et dans certains cas, elle
est coercive. On prouve alors l’existence et l’unicité d’une solution faible de (22) par le
théorème de Lax-Milgram.

Définition 3.1. On dit que la partie principale de l’opérateur L défini par (21) est
elliptique s’il existe α > 0 tel que

∀ z = (z1, . . . , zd) ∈ Rd, ∀x ∈ Ω̄,

∣∣∣∣∣∣
∑

1≤i,j≤d
ai,j(x)zizj

∣∣∣∣∣∣ ≥ α
d∑
i=1
|zi|2.

Si la partie principale de L est elliptique, pour tout u ∈ H1
0 (Ω), on a

B(u, u) =
∑

1≤i,j,≤d

∫
Ω
ai,j(x) ∂u

∂xi
(x) ∂u

∂xj
(x) dx+

∫
Ω

(
d∑
i=1

bi(x) ∂u
∂xi

(x) + c0(x)u(x)
)
u(x) dx

≥ α
∫

Ω
|~∇u|2 dx−

d∑
i=1
‖bi‖∞

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥

2
‖u‖2 − ‖c0‖∞‖u‖22.

On conclut qu’il existe deux constantes C1 et C2 telles que

B(u, u) ≥ C1‖~∇u‖22 − C2‖u‖22.

À l’aide de l’inégalité de Poincaré, s’il existe C0 > 0 pour laquelle

∀u ∈ H1
0 (Ω), B(u, u) ≥ C0‖~∇u‖22

alors la forme bilinéaire B est coercive et le problème de Dirichlet (22) admet une et une
seule solution faible u.

Exemple. Si bi = 0, pour tout 1 ≤ i ≤ d et c0 ≥ 0 sur Ω, B est coercive. Cas
particulier, ai,j = 0 si i 6= j, ai,i = 1 et bi = 0 pour tout 1 ≤ i ≤ d et c0 = 1, alors
Lu = ∆u+ u.
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3.6 Système de Stokes stationnaire

Un exemple de problème elliptique fondamental quant à ses applications à la méca-
nique des fluides est le système de Stokes. Soit Ω un ouvert borné connexe et de classe
C1, ~f = (f1, f2, f3) ∈ (L2(Ω))3 et µ > 0. Le problème de Stokes stationnaire consiste
à rechercher des fonctions ~u : Ω → R3 et p : Ω → R satisfaisant les trois conditions
suivantes : 

−µ∆ui + ∂p

∂xi
= fi dans Ω, 1 ≤ i ≤ 3

~∇ · u = 0 dans Ω
u = 0 sur ∂Ω

(25)

Rappelons que

div ~u = ~∇ · ~u =
3∑
i=1

∂ui
∂xi

.

On considère H le sous-espace vectoriel de (H1
0 (Ω))3 défini par

H = {~u ∈ (H1
0 (Ω))3 : ~∇ · u = 0}.

Cet espace est une partie fermée de (H1
0 (Ω))3 et donc, c’est un espace de Hilbert pour la

norme induite par celle de (H1
0 (Ω))3. En appliquant la formule de Green, nous pouvons

montrer le résultat suivant.

Proposition 3.1. Soient ~u ∈ H ∩ (H2(Ω))3 et p ∈ L2(Ω). Les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. −µ∆ui + ∂p

∂xi
= fi, 1 ≤ i ≤ 3,

2. ∀~v ∈ (H1
0 (Ω))3, µ

∫
Ω

3∑
i=1

~∇ui · ~∇vi dx−
∫

Ω
p(~∇ · ~v) dx =

∫
Ω
~f · ~v dx.

La condition 2. n’est pas une formulation variationnelle et on ne peut pas appliquer le
théorème de Lax-Milgram pour démontrer directement l’existence et l’unicité du couple
(~u, p) ∈ H × L2(Ω). Nous allons raisonner en deux étapes. Tout d’abord, on élimine
l’inconnue p : on construit un problème variationnel dont la seule inconnue est la fonction
~u. Puis, une fois ~u trouvée, on cherche p.

Supposons que (~u, p) vérifie la condition 2. de la proposition. Alors, pour tout ~v ∈ H,
on a ~∇ · ~v = 0 et donc

∀~v ∈ H, B(~u,~v) = L(~v), (26)

avec

B(~u,~v) = µ

∫
Ω

3∑
i=1

~∇ui · ~∇vi dx, L(~v) =
∫

Ω
~f · ~v dx.

L’inégalité de Poincaré permet de vérifier que la forme bilinéaire B est coercive dans H
et donc, par le théorème de Lax-Milgram que le problème variationnel (26) admet une
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unique solution dans H. Supposons réciproquement que ~u est la solution de (26). Alors,
la forme linéaire F définie sur (H1

0 (Ω))3 par

F (~v) = B(~u,~v)− L(~v)

est continue et s’annule sur H (c’est-à-dire, pour toutes les fonctions v ∈ (H1
0 (Ω))3 de

divergence nulle). Donc, H ⊂ kerF . On peut alors démontrer qu’il existe p ∈ L2(Ω),
unique à une constante additive près, telle que

∀ v ∈ (H1
0 (Ω))3, F (~v) =

∫
Ω
p(~∇ · ~v) dx.

Le couple (~u, p) ainsi trouvé est donc solution du problème de Stokes.

Théorème 3.2. Il existe ~u ∈ H unique et p ∈ L2(Ω), unique à une constante additive
près, telles que le couple (~u, p) est solution du problème de Stokes (25).

De plus, ~u est l’unique solution dans H du problème variationnel (26).

3.7 Régularité des solutions faibles

Définition 3.2. Soit Ω un ouvert de Rd. On dit que Ω est de classe Cm, m entier ≥ 1,
si pour tout x ∈ Γ = ∂Ω, il existe un voisinage U de x dans Rd et une application
Φ : Q→ U bijective telle que

Φ ∈ Cm(Q), Φ−1 ∈ Cm(U), Φ(Q+) = U ∩ Ω et Φ(Q0) = U ∩ Γ.

On dit que Ω est de classe C∞ si Ω est de classe Cm pour tout m ≥ 1.

Les principaux résultats de régularité sont les suivants :

Théorème 3.3 (Régularité pour le problème de Dirichlet). Soit Ω un ouvert connexe
borné de Rd de classe C2. Soit L un opérateur différentiel défini par (21) où

1. les coefficients ai,j de la partie principale sont de classe C1 sur Ω et les coefficent
bi et c0 sont continus sur Ω,

2. la partie principale de L est elliptique.
Si f ∈ L2(Ω) et u est solution du problème de Dirichlet{

u ∈ H1
0 (Ω)

∀ v ∈ H1
0 (Ω), a(u, v) =

∫
Ω fv dx

(27)

où a est la forme bilinéaire définie par (24), alors u ∈ H2(Ω). Plus précisément, il existe
une constante C (qui dépend de A et de Ω) telle que

‖u‖H2(Ω) ≤ C(‖f‖L2(Ω) + ‖u‖H1(Ω)).

35



Démonstration. Par hypothèse, la partie principale de L, notée A, est elliptique. Alors,
par l’inégalité de Poincaré et le théorème de Lax-Milgram, il existe un unique z ∈ H1

0 (Ω)
tel que

∀ v ∈ H1
0 (Ω), A(z, v) =

∑
1≤i,j,≤d

∫
Ω
ai,j(x) ∂z

∂xi
(x) ∂v

∂xj
(x) dx =

∫
Ω
f(x)v(x) dx.

De plus, il existe C1 > 0 tel que

‖z‖H1(Ω) ≤ C1‖f‖L2(Ω).

Si u est solution de (27), alors

∀ v ∈ H1
0 (Ω), A(u, v) =

∫
Ω
g(x)v(x) dx,

où

g(x) = −
d∑
i=1

bi(x) ∂u
∂xi

(x)− c0(x)u(x) + f(x), x ∈ Ω.

Alors, g ∈ L2(Ω) et
‖g‖L2(Ω) ≤ C2(‖f‖L2(Ω) + ‖u‖H1(Ω)).

Pour démontrer le résultat, on peut donc se restreindre au cas où L = A.
Supposons donc à partir de maintenant que u est solution du problème de Dirichlet{

u ∈ H1
0 (Ω)

∀ v ∈ H1
0 (Ω), A(u, v) =

∫
Ω fv dx

L’étape suivante consiste à localiser le problème à l’aide de partitions de l’unité.
L’ensemble Ω est un compact de Rd, alors il existe des ouverts U0, . . . , Up tels que

• Ω ⊂ U0 ∪ . . . ∪ Up,
• U0 ⊂ Ω.

Alors, par la proposition 2.8, il existe des fonctions ϕ0, . . . , ϕp ∈ D(Rd) telles que
• Pour tout 0 ≤ k ≤ p, 0 ≤ ϕk ≤ 1 et suppϕk ⊂ Uk,
• Pour tout x ∈ Ω,

∑p
k=0 ϕk(x) = 1.

On écrit u =
∑p
k=0 ϕku. Alors, pour 0 ≤ k ≤ p,

A(ϕku, v) =
∑

1≤i,j≤d

∫
Ω
ai,j(x)∂(ϕku)

∂xi
(x) ∂v

∂xj
(x) dx

=
∑

1≤i,j≤d

∫
Ω
ai,j(x)ϕk(x) ∂u

∂xi
(x) ∂v

∂xj
(x) dx+

∑
1≤i,j≤d

∫
Ω
ai,j(x)u(x)∂ϕk

∂xi
(x) ∂v

∂xj
(x) dx

=
∑

1≤i,j≤d

∫
Ω
ai,j(x) ∂u

∂xi
(x)∂(ϕkv)

∂xj
(x) dx

−
∑

1≤i,j≤d

∫
Ω
ai,j(x) ∂u

∂xi
(x)∂ϕk

∂xj
(x)v(x) dx+

∑
1≤i,j≤d

∫
Ω
ai,j(x)u(x)∂ϕk

∂xi
(x) ∂v

∂xj
(x) dx.
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Donc, par la formule de Green,

A(ϕku, v) =
∫

Ω
gkv dx

avec
gk = fϕk −

∑
1≤i,j≤d

ai,j
∂u

∂xi

∂ϕk
∂xj
−

∑
1≤i,j≤d

∂

∂xj

(
ai,ju

∂ϕk
∂xi

)
.

On a gk ∈ L2(Ω), ϕku ∈ H1
0 (Ω) et de plus leur support est un compact de Uk. Dans

les parties suivantes, on va vérifier que les fonctions ϕku appartiennent à H2(Ω) en
distinguant les cas k = 0 (régularité à l’intérieur) et k ≥ 1 (régularité au bord).

Régularité à l’intérieur

Il s’agit de montrer que ϕ0u ∈ H2(Ω). On prend ψ0 ∈ D(U0) qui vaut 1 au voisinage
du support de ϕ0 et telle que 0 ≤ ψ0(x) ≤ 1 sur U0. On considère, pour λ > 0 et
l ∈ {1, . . . , d}, la fonction

wλ,l(x) = ψ0(x)ϕ0(x+ λel)u(x+ λel)− ϕ0(x)u(x)
λ

,

où el désigne le l-ième vecteur de la base canonique de Rd. On a wλ,l ∈ H1
0 (Ω) et, pour

λ assez petit,
∀ v ∈ H1

0 (Ω), A(wλ,l, v) = Tλ,l(v)− Sλ,l(v)

avec
Tλ,l(v) =

∫
Ω

v(x− λel)− v(x)
λ

ψ0(x)g0(x) dx

et

Sλ,l(v) =
∑

1≤i,j≤d

∫
Ω

ai,j(x− λel)ψ0(x− λel)− ai,j(x)ψ0(x)
λ

∂(ϕ0u)
∂xi

(x) ∂v
∂xj

(x− λel) dx.

Les opérateurs Tλ,l et Sλ,l sont des formes linéaires continues sur H1
0 (Ω). De plus, pour

tout v ∈ H1
0 (Ω),

|Tλ,l(v)| ≤ ‖g0‖L2(Ω)

∥∥∥∥v(x− λel)− v(x)
λ

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ ‖g0‖L2(Ω)

∥∥∥∥ ∂v∂xl
∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ ‖g0‖L2(Ω)‖v‖H1(Ω)

et
|Sλ,l(v)| ≤

∑
1≤i,j≤d

∥∥∥∥∂(ai,jψ0)
∂xl

∥∥∥∥
L∞(Ω)

∥∥∥∥∂(ϕ0u)
∂xi

∥∥∥∥
L2(Ω)

∥∥∥∥∥ ∂v∂xj
∥∥∥∥∥
L2(Ω)

.

Les estimations sont indépendants de λ, alors par le théorème de Lax-Milgram, il existe
une constante C > 0 (qui dépend de ‖g0‖L2(Ω), ‖u‖H1(Ω)) telle que

‖wλ,l‖H1(Ω) ≤ C.
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Alors, par la proposition 2.4, ϕ0u ∈ H2(Ω).

Régularité au bord

On va montrer que ϕku ∈ H2(Ω), pour k ≥ 1. Pour simplifier, on peut supposer que

Uk ∩ Ω = {x = (x′, xd) ∈ Rd : ‖x′‖ < rk et θk(x′) < xd < bk}

et
Uk ∩ Ω = {x = (x′, xd) ∈ Rd : ‖x′‖ < rk et θk(x′) ≤ xd < bk},

où θk est une application de classe C2 au voisinage de {x′ ∈ Rd−1 : ‖x′‖ < rk} à valeurs
dans ]ak, bk[ intervalle de R.

On considère le diféomorphisme F sur des ouverts de Rd défini par

F (x) = F (x′, xd) = (x′, xd − θk(x′)),

de difféomorphisme inverse

G(y) = G(y′, yd) = (y′, yd + θk(y′)).

La fonction ũ = ϕk(G(y))u(G(y)) appartient à H1(F (Ω)) et est à support dans F (Uk),
avec

F (Uk) ∩ F (Ω) = {y = (y′, yd) ∈ Rd = Rd−1 × R : ∃x ∈ Uk ∩ Ω, y = F (x)}.

Sans perte de généralité, on peut supposer que le support de ϕk ◦ G est contenu dans
Ok = {y = (y′, yd) ∈ Rd : ‖y′‖ < rk et 0 < yd < εk} où εk < bk − sup‖y′‖<rk

θk(y′) (la
zone que l’on néglige se traite par les propriétés de régularité intérieure : cela revient à
modifier ϕk et ϕ0).

On a que ũ ∈ H1
0 (F (Ω)) et à support dans Ok, est solution du problème variationnel :

∀ v ∈ H1
0 (F (Ω)), A(ũ, v) =

∫
F (Ω)

g̃v dy,

où g̃ = gk ◦G et

A(ũ, v) =
∫
F (Ω)

∑
1≤p,l≤d

 ∑
1≤i,j≤d

∂Fp
∂xi

(G(y))∂Fl
∂xj

(G(y))

 ∂U

∂yp
(y) ∂v

∂yl
(y) dy.

On note, pour 1 ≤ p, l ≤ d,

αp,l(y) =
∑

1≤i,j≤d
ai,j(G(y))∂Fp

∂xi
(G(y))∂Fl

∂xj
(G(y)).

On prend ψk ∈ D(Uk) qui vaut 1 au voisinage de suppϕk et telle que 0 ≤ ψk(x) ≤ 1 sur
Uk. On considère alors, pour λ > 0 et m ∈ {1, . . . , d− 1}, la fonction

wλ,m(y) = ψk(G(y)) ũ(y + λem)− ũ(y)
λ

.
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On a wλ,m ∈ H1
0 (F (Ω)) et, pour λ assez petit,

∀ v ∈ H1
0 (F (Ω)), A(wλ,m, v) = Tλ,m(v)− Sλ,m(v)

avec
Tλ,m(v) =

∫
F (Ω)

v(y − λem)− v(y)
λ

ψk(G(y))gk(G(y)) dy

et

Sλ,m(v) =
∑

1≤p,l≤d

∫
F (Ω)

αp,l(y − λem)ψk(G(y − λem))− αp,l(y)ψk(G(y))
λ

∂ũ

∂yp
(y) ∂v

∂yl
(y−λem) dy.

On peut estimer facilement les normes des opérateurs linéaires Tλ,m et Sλ,m : pour tout
v ∈ H1

0 (F (Ω)),
|Tλ,m(v)| ≤ ‖gk‖L2(Ω)

∥∥∥∥ ∂v∂ym
∥∥∥∥
L2(F (Ω))

et
|Sλ,m(v)| ≤

∑
1≤p,l≤d

∥∥∥∥∂(αp,lψk ◦G)
∂ym

∥∥∥∥
L∞(F (Ω))

∥∥∥∥∥ ∂ũ∂yp
∥∥∥∥∥
L2(F (Ω))

∥∥∥∥ ∂v∂yl
∥∥∥∥
L2(F (Ω))

.

Les estimations sont indépendants de λ, alors par le théorème de Lax-Milgram, la norme
de wλ,m reste bonée dans H1 et donc ∂2ũ

∂yp∂ym
appartient à L2(F (Ω)) pour 1 ≤ p ≤ d et

1 ≤ m ≤ d− 1.
Pour conclure, il reste à étudier la dérivée partielle seconde ∂2ũ

∂y2
d
. On a

∫
F (Ω)

αd,d(y) ∂ũ
∂yd

(y) ∂v
∂yd

(y) dy =
∫
F (Ω)

Q(y)v(y) dy

avec
Q(y) = g̃(y) +

∑
(p,l)6=(d,d)

∂

∂yp

(
αp,l(y) ∂ũ

∂yl

)
.

Comme Q ∈ L2(F (Ω)), on obtient que αd,d ∂ũ∂yd
(y) admet une dérivée partielle par rapport

à yd dans L2(F (Ω)). Par l’ellipticité de A, on a

αd,d(y) =
∑

1≤i,j≤d
ai,j(G(y))∂Fd

∂xi
(G(y))∂Fd

∂xj
(G(y)) ≥ β

d∑
i=1

∣∣∣∣∂Fd∂xi

∣∣∣∣2 (G(y)) > 0,

pour tout y ∈ F (Ω). Finalement, on conclut que ∂ũ
∂yd

admet une dérivée partielle par
rapport à yd dans L2(F (Ω)).

On a donc obtenu que ũ ∈ H2(F (Ω)), c’est-à-dire ϕku ∈ H2(Ω). Le théorème de
regularité est démontré.

Remarque 3.2. Sous les hypothèses du théorème précédent, si f ∈ Hk(Ω), ai,j ∈
Ck+1(Ω) et bi, c0 ∈ Ck(Ω), pour tous 1 ≤ i, j ≤ d (avec k ≥ 0), alors u ∈ Hk+2(Ω).
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Théorème 3.4 (Régularité pour le problème de Neumann). Soit Ω un ouvert connexe
borné de Rd de classe C2. Soit L un opérateur différentiel défini par (21) où

1. les coefficients ai,j de la partie principale sont de classe C1 sur Ω et les coefficent
bi et c0 sont continus sur Ω,

2. la partie principale de L vérifie : il existe C0 > 0 telle que, pour tout v ∈ H1(Ω),

|A(v, v)| =

∣∣∣∣∣∣
∫

Ω

∑
1≤i,j≤d

ai,j
∂v

∂xi

∂v

∂xy
dx

∣∣∣∣∣∣ ≥ C0‖~∇v‖L2(Ω)

Si f ∈ L2(Ω) et u est solution du problème de Neumann{
u ∈ H1(Ω)
∀ v ∈ H1(Ω), a(u, v) =

∫
Ω fv dx

(28)

où a est la forme bilinéaire définie par (24), alors u ∈ H2(Ω). Plus précisément, il existe
une constante C (qui dépend de A et de Ω) telle que

‖u‖H2(Ω) ≤ C(‖f‖L2(Ω) + ‖u‖H1(Ω)).

Démonstration. Analogue à la démonstration du Théorème 3.3.
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A Rappels d’analyse : calcul intégral et différentiel, ana-
lyse hilbertienne

A.1 Rappels de calcul intégral

Dans toute la suite Ω désigne un ouvert de Rd muni de la mesure de Lebesgue dx.

Théorème A.1 (Convergence monotone). Soit (fn)n∈N une suite de fonctions mesu-
rables au sens de Lebesgue sur Ω à valeurs dans [0,+∞[ telle que, pour tout n ∈ N,
fn(x) ≤ fn+1(x) pour presque tout x ∈ Ω. Alors, en notant f(x) = limn→+∞ fn(x) (qui
est défini pour presque tout x ∈ Ω et à valeurs dans [0,+∞[),

lim
n→+∞

∫
Ω
fn(x) dx =

∫
Ω
f(x) dx.

Proposition A.1 (Séries de fonctions positives). Soit (fn)n∈N une suite de fonctions
mesurables au sens de Lebesgue sur Ω à valeurs dans [0,+∞[. Alors,

(i) l’application x 7→
∑
n∈N fn(x) est mesurable au sens de Lebesgue de Ω dans

[0,+∞[,

(ii) on a l’égalité
∫

Ω

∑
n∈N

fn(x) dx =
∑
n∈N

∫
Ω
fn(x) dx.

En particulier, si
∑
n∈N

∫
Ω fn(x) dx < +∞, alors, pour presque tout x, on a

∑∞
n=1 fn(x) <

+∞.

Théorème A.2 (Lemme de Fatou). Soit (fn)n∈N une suite de fonctions mesurables au
sens de Lebesgue sur Ω à valeurs dans [0,+∞[ qui converge ponctuellement, pour presque
tout x, vers une fonction f . Alors,∫

Ω
f(x) dx ≤ lim inf

n→+∞

∫
Ω
fn(x) dx.

Théorème A.3 (Convergence dominée). Soit (fn)n∈N une suite de fonctions mesurables
au sens de Lebesgue sur Ω à valeurs dans C telle que

(i) fn → f p.p. sur Ω,
(ii) il existe une fonction Lebesgue-intégrable positive g telle que, pour tout n,
|fn(x)| ≤ g(x) p.p sur Ω.

Alors,
lim

n→+∞

∫
Ω
fn(x) dx =

∫
Ω
f(x) dx.

Proposition A.2 (Séries normalement convergente).
Soit (fn)n∈N une suite de fonctions intégrables au sens de Lebesgue sur Ω à valeurs

dans C telle que ∑
n∈N

∫
Ω
|fn(x)| dx < +∞

Alors,
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(i) Pour presque tout x ∈ Ω, la série
∑
n∈N fn(x) est absolument convergente,

(ii) l’application x 7→
∑
n∈N fn(x) est intégrable au sens de Lebesgue de Ω dans

C,

(iii) on a l’égalité
∫

Ω

∑
n∈N

fn(x) dx =
∑
n∈N

∫
Ω
fn(x) dx.

Théorème A.4 (Intégrale à paramètres). Soit E un espace métrique, f : Ω×E −→ C
et y0 ∈ E. On suppose que

1. pour tout y ∈ E, x ∈ Ω 7−→ f(x, y) est Lebesgue-intégrable,
2. pour presque tout x, la fonction y ∈ E 7−→ f(x, y) est continue au point y0,
3. il existe un vosinage V de y0 et une fonction Lebesgue-intégrable positive g tels

que
∀ y ∈ V, |f(x, y)| ≤ g(x) p.p. sur Ω.

Alors la fonction F : y ∈ E 7−→
∫

Ω f(x, y) dx est continue en y0.

Théorème A.5 (Dérivation sous le signe somme). Soient U un ouvert de Rp et f :
Ω× U −→ R une application telle que

1. pour tout y ∈ U , x ∈ Ω 7−→ f(x, y) est Lebesgue-intégrable,
2. pour presque tout x, la fonction y ∈ U 7−→ f(x, y) est de classe C1 sur U (de

dérivées partielles notées ∂f
dyj

(x, y)),
3. il existe une fonction Lebesgue-intégrable g telle que

∀ y ∈ I, ∀ 1 ≤ j ≤ n,
∣∣∣∣∣ ∂fdyj (x, y)

∣∣∣∣∣ ≤ g(x) p.p. sur Ω.

Alors la fonction F : y ∈ U −→
∫

Ω f(x, y) dx est de classe C1 sur U , de dérivées partielles

∂F

dyj
(y) =

∫
Ω

∂f

dyj
(x, y) dx.

Théorème A.6 (Théorème de Tonelli - fonctions positives). Soient Ω1 ⊂ Rd1 et Ω2 ⊂
Rd2 deux ouverts et f : Ω1×Ω2 → [0,+∞] une fonction mesurable au sens de Lebesgue.
Alors

1. pour presque tout x ∈ Ω1, l’application y 7→ f(x, y) est mesurable au sens de
Lebesgue de Ω2 dans [0,+∞],

2. pour presque tout y ∈ Ω2, l’application x 7→ f(x, y) est mesurable au sens de
Lebesgue de Ω1 dans [0,+∞],

3. l’application x 7→
∫

Ω2
f(x, y) dy est mesurable au sens de Lebesgue de Ω1 dans

[0,+∞],
4. l’application y 7→

∫
Ω1
f(x, y) dx est mesurable au sens de Lebesgue de Ω2 dans

[0,+∞],
5. on a l’égalité

∫
Ω1

(∫
Ω2
f(x, y) dy

)
dx =

∫
Ω2

(∫
Ω1
f(x, y) dx

)
dy.
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Théorème A.7 (Théorème de Fubini - fonctions intégrables).
Soient Ω1 ⊂ Rd1 et Ω2 ⊂ Rd2 deux ouverts et f : Ω1×Ω2 → C une fonction intégrable

au sens de Lebesgue. Alors
1. pour presque tout x ∈ Ω1, l’application y 7→ f(x, y) est intégrable au sens de

Lebesgue de Ω2 dans C,
2. pour presque tout y ∈ Ω2, l’application x 7→ f(x, y) est intégrable au sens de

Lebesgue de Ω1 dans C,
3. l’application x 7→

∫
Ω2
f(x, y) dy est intégrable au sens de Lebesgue de Ω1 dans C,

4. l’application y 7→
∫
Ω1
f(x, y) dx est intégrable au sens de Lebesgue de Ω2 dans C,

5. on a l’égalité
∫

Ω1

(∫
Ω2
f(x, y) dy

)
dx =

∫
Ω2

(∫
Ω1
f(x, y) dx

)
dy.

Théorème A.8 (Formule de changement de variables).
Soient Φ un difféomorphisme de classe C1 d’un ouvert U vers un ouvert Ω de Rd et

f une fonction positive mesurable définie sur Ω. Alors, on a∫
Ω
f(x) dx =

∫
U
f(Φ(y))|JΦ(y)| dy

où JΦ est le jacobien de Φ. De même, si f est une fonction intégrable au sens de Lebesgue
sur Ω, alors f ◦ Φ|JΦ| est intégrable sur U et les deux intégrales ont la même valeur.

Exemples.

1. Coordonnées polaires : On considère Ω = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1} et f une
fonction positive mesurable définie sur Ω.
Soit Φ(r, θ) = (r cos θ, r sin θ), avec r ∈]0, 1[ et θ ∈]0, 2π[. Alors, |JΦ(r, θ)| = r et∫ ∫

Ω
f(x, y) dx dy =

∫ 2π

0

∫ 1

0
f(r cos θ, r sin θ)r dr dθ.

2. Coordonnées sphériques : On considère Ω = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < 1}
et f une fonction positive mesurable définie sur Ω.
Soit Φ(r, θ, ϕ) = (r cos θ sinϕ, r sin θ sinϕ, r cosϕ), avec r ∈]0, 1[, θ ∈]0, 2π[ et
ϕ ∈]0, π[. Alors, |JΦ(r, θ, ϕ)| = r sinϕ et∫ ∫ ∫

Ω
f(x, y, z) dx dy dz =

∫ π

0

∫ 2π

0

∫ 1

0
f(r cos θ sinϕ, r sin θ sinϕ, r cosϕ)r dr dθ dϕ.

A.2 Rappels de calcul différentiel

A.2.1 Intégrales de surface

a) Si Γ est une courbe orientée paramétrée de Rd, c’est-à-dire

Γ = {γ(t) : a ≤ t ≤ b}
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où γ est une application C1 de [a, b] à valeurs dans Rd, on note dσ l’élément de longueur

dσ = ‖γ′(t)‖ dt

où ‖·‖ est la norme euclidienne usuelle sur Rd, de sorte que la longuer de Γ est L =
∫ b
a dσ.

Pour une fonction f continue définie au voisinage de Γ à valeurs dans R, on définit
l’intégrale curviligne

∫
Γ f(σ) dσ par∫

Γ
f(σ) dσ =

∫ b

a
f(γ(t))‖γ′(t)‖ dt.

Exemple. Soit Γ = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}. On considère γ(t) = (cos t, sin t),
t ∈]0, 2π[. Alors, ‖γ′(t)‖ = 1, pour tout t ∈]0, 2π[, et∫

Γ
f(σ) dσ =

∫ 2π

0
f(cos t, sin t) dt.

b) Si Γ est une surface paramétrée de R3, c’est-à-dire

Γ = {M(u, v) : (u, v) ∈ Ω ⊂ R2}

où M est une application C1 de Ω à valeurs dans R3, on note dσ l’élément de surface

dσ =
∥∥∥∥∂M∂u ∧ ∂M∂v

∥∥∥∥ du dv,
où ‖·‖ est la norme euclidienne usuelle sur R3, de sorte que la surface de Γ est S =

∫
Γ dσ.

(On rapelle que ∧ répresente le produit vectoriel ~a∧~b = (a2b3− a3b2, a3b1− a1b3, a1b2−
a2b1) et, que ‖~a ∧~b‖ est la surface d’un losange de côtés ~a et ~b).

Pour une fonction f continue définie au voisinage de Γ à valeurs dans R, on définit
l’intégrale de surface

∫
Γ f(σ) dσ par∫

Γ
f(σ) dσ =

∫ ∫
(u,v)∈Ω

f(M(u, v))
∥∥∥∥∂M∂u ∧ ∂M∂v

∥∥∥∥ du dv
L’intégrale de surface

∫
Γ f(σ) dσ ne dépend pas du paramétrage : si φ est un difféomor-

phisme de U sur Ω et si N = M ◦ φ, alors on vérifie facilement que∫ ∫
(u,v)∈Ω

f(M(u, v))
∥∥∥∥∂M∂u ∧ ∂M∂v

∥∥∥∥ du dv =
∫ ∫

(x,y)∈U
f(N(x, y))

∥∥∥∥∂N∂x ∧ ∂N∂y
∥∥∥∥ dx dy.

Exemple. Soit Γ = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1}. En paramétrant Γ, en utilisant
des coordonnées sphériques, on a

Γ = {M(θ, ϕ) = (cos θ sinϕ, sin θ sinϕ, cosϕ) : 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ ϕ ≤ π}.
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Alors, l’élément de surface dσ est défini par

dσ =
∥∥∥∥∂M∂θ ∧ ∂M∂ϕ

∥∥∥∥ dθ dϕ = sinϕdθ dϕ.

et ∫
Γ
f(σ) dσ =

∫ 2π

0

∫ π

0
f((cos θ sinϕ, sin θ sinϕ, cosϕ)) sinϕdθ dϕ.

c) Si Ω est un ouvert connexe borné de classe Ck (k ≥ 1), le bord Γ = ∂Ω est
une hypersurface de classe Ck (une sous-variété de dimension d − 1), c’est-à-dire que
∂Ω = Φ(U) où U est un ouvert de Rd−1 et Φ est une application de classe Ck telle que
la diférentielle DΦ est de rang d − 1 en tout point de U . On a ∂Ω = {Φ(z1, . . . , zd−1) :
(z1, . . . , zd−1) ∈ U}.

On définit l’intégrale de surface dσ sur ∂Ω à l’aide du paramètrage local∫
∂Ω
f(σ) dσ =

∫
U
f(Φ(z1, . . . , zd−1))

∥∥∥∥ ∂Φ
∂z1
∧ . . . ∧ ∂Φ

∂zd−1

∥∥∥∥ dz.
On remarquera que si ∂Ω est une hypersurface plane (∂Ω ⊂ Rd−1 × {0}), on obtient

la formule usuelle du changement de variable pour la mesure de Lebesgue.

A.2.2 Formule de Green

La formule de flux-divergence généralise la formule :
∫ b
a f
′(t) dt = f(b) − f(a), dans

le cas de la dimension d ≥ 2. On considère l’ensemble :

Ω = {x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd : (x1, . . . , xd−1) ∈ Ω0, Φ(x1, . . . , xd−1) < xd < Ψ(x1, . . . , xd−1)},

où Ω0 est un ouvert de Rd−1. Par le théorème de Fubini, on a∫
Ω

∂f

∂xd
(x) dx =

∫
Ω0

(f(y,Ψ(y))− f(y,Φ(y))) dy

Lorsque Ω est un ouvert régulier de bord ∂Ω, on note dσ l’élément de surface sur
∂Ω et ~n(σ) la normale sortante au point s ∈ ∂Ω. On a alors la formule de la divergence
(flux-divergence) ou formule de Green-Ostrogradski.

Théorème A.9 (Formule de la divergence). Soit ~F de classe C1 sur Ω à valeurs dans
Rd. Alors, ∫

Ω
div ~F (x) dx =

∫
∂Ω

~F (σ) · ~n(σ) dσ.

où la divergence de ~F est définie par

div ~F = ~∇ · ~F =
d∑
i=1

∂Fi
∂xi

.
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Remarque A.1. Soit f de classe C2 sur Ω. Alors, ~∇f est de classe C1 sur Ω et

div ~∇f =
d∑
i=1

∂2f

∂x2
i

= ∆f.

Alors, par la Formule de la divergence,∫
Ω

∆f(x) dx =
∫
∂Ω

~∇f(σ) · ~n(σ) dσ.

Corollaire A.1 (Intégration par parties). Soient ~F de classe C1 sur Ω à valeurs dans
Rd et g de classe C1 sur Ω. Alors,∫

Ω
g(x)div ~F (x) dx = −

∫
Ω
~F (x) · ~∇g(x) dx+

∫
∂Ω
g(σ)~F (σ) · ~n(σ) dσ.

En particulier, si f de classe C1 sur Ω à valeurs dans R, alors∫
Ω

∂f

∂xj
(x)g(x) dx = −

∫
Ω
f(x) ∂g

∂xj
(x) dx+

∫
∂Ω
f(σ)g(σ)nj(σ) dσ,

où nj est la j-ième coordonnée de ~n.
Corollaire A.2 (Formule de Green). Soient f de classe C2 sur Ω et g de classe C1 sur
Ω. Alors, ∫

Ω
∆f(x)g(x) dx = −

∫
Ω
~∇f(x) · ~∇g(x) dx+

∫
∂Ω

∂f

∂~n
(σ)g(σ) dσ,

avec
∂f

∂~n
(σ) = ~∇f(σ) · ~n(σ).

Exemple. Soient Ω1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 +y2 < 1} et Ω2 = {(x, y) ∈ R2 : 1 < x2 +y2 <
2}. Soit u(x, y) = r avec r =

√
x2 + y2. Alors, si (x, y) 6= 0,

~∇u(x, y) =
(
x

r
,
y

r

)
et ∆u(x, y) = 1

r
.

En utilisant le changement de variables en coordonnées polaires, on a∫ ∫
Ω1

∆u(x, y) dx dy =
∫ 2π

0

∫ 1

0

1
r
r dr dθ = 2π,

et ∫ ∫
Ω2

∆u(x, y) dx dy =
∫ 2π

0

∫ √2

1

1
r
r dr dθ = 2(

√
2− 1)π.

On obtient le même résultat en utilisant la Formule de Stokes :∫ ∫
Ω1

∆u(x, y) dx dy =
∫
∂Ω1

~∇u(σ) · ~n(σ) dσ =
∫
∂Ω1

dσ =
∫ 2π

0
dθ = 2π,

et∫ ∫
Ω2

∆u(x, y) dx dy =
∫
∂Ω2

~∇u(σ) · ~n(σ) dσ

=
∫
s2

1+s2
2=2

dσ −
∫
s2

1+s2
2=1

dσ =
∫ 2π

0

√
2 dθ −

∫ 2π

0
dθ = 2(

√
2− 1)π.
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A.3 Rappels sur les espaces de Hilbert

On considère E espace vectoriel sur K = R ou C.

A.3.1 Projection convexe. Théorème de représentation de Riesz

Définition A.1. On appelle produit scalaire sur E toute application 〈·|·〉 : E×E −→ K
telle que :

1. Pour tout y ∈ E, l’application 〈·|y〉 −→ K définie par x 7→ 〈x|y〉 est linéaire,
(a) si K = R, ∀x, y ∈ E, 〈y|x〉 = 〈x|y〉 (propriété de symétrie),
(b) si K = C, ∀x, y ∈ E, 〈y|x〉 = 〈x|y〉 (propriété de antisymétrie),

2. Pour tout x ∈ E, 〈x|x〉 ≥ 0 (positivité),
3. Pour tout x ∈ E, 〈x|x〉 = 0 ⇐⇒ x = 0 (définie positive).

Une application satisfaisant les propriétés 1, 2 et 3 (mais pas nécessairement 4) est
appelée un semi-produit scalaire. Si K = R (resp. K = C), on appelle 〈·|·〉 produit scalaire
euclidien (resp. hermitien).

Le couple constitué d’un espace vectoriel E et d’un produit scalaire sur E est appelé
un espace pré-hilbertien réel (si K = R) ou complexe (si K = C).

Exemples.
1. L’espace E = Rd muni du produit scalaire : 〈x|y〉 =

∑d
j=1 xjyj , est appelé l’espace

euclidien canonique de dimension d.
L’espace E = Cd muni du produit scalaire : (x|y) =

∑d
j=1 xj ȳj , est appelé l’espace

hermitien canonique de dimension d.
2. Soit Ω un ensemble ouvert de Rd et L2(Ω) l’espace des fonctions mesurables au

sens de Lebesgue et de carré intégrable dans Ω à valeurs dans K. On munit L2

d’une relation d’équivalence

f ∼ g ⇐⇒ f = g presque partout sur Ω.

L’ensemble des classes d’équivalence L2/ ∼ est noté L2(Ω) Comme d’habitude,
on ne distinguera pas entre les fonctions (dans L2) et les classes d’équivalence
(dans L2).
La relation

〈f |g〉 =
∫

Ω
f(x)g(x) dx si K = R,

〈f |g〉 =
∫

Ω
f(x)g(x) dx si K = C

définit sur L2(Ω) un produit scalaire.
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3. On note `2 l’espace des suites de carré sommable indexées par N : un élément de
`2 est une suite x = (xj)j∈N de nombres complexes vérifiant

∑
j∈N |xj |2 <∞. On

vérifie facilement que l’expression

〈x|y〉 =
∑
j∈N

xjyj

est bien définie pour x, y ∈ `2, et est un produit scalaire.

L’inégalité suivante est fondamentale dans l’étude des espaces de Hilbert.

Proposition A.3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit E un espace vectoriel muni d’un
semi-produit scalaire 〈·|·〉. Pour tous x, y ∈ E on a

|〈x|y〉| ≤
√
〈x|x〉

√
〈y|y〉.

Remarque A.2. Cas d’égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz : pour x, y ∈ E,
|〈x|y〉| = ‖x‖‖y‖ si et seulement si x et y sont liés.

Corollaire A.3. Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire 〈·|·〉. La relation

‖x‖ =
√
〈x|x〉

définit une norme sur E.

Dans la suite, H est un espace préhilbertien, on notera (sauf précision contraire) 〈·|·〉
le produit scalaire sur H et ‖ · ‖ la norme associée. On peut remarquer que la donnée
de la norme sur H permet de retrouver le produit scalaire, par exemple dans le cas où
K = C, par les formules suivantes :

<e〈x|y〉 = 1
2
(
‖x+ y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)
;

=m〈x|y〉 = 1
2
(
‖x+ iy‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)
.

Par exemple, si H = L2(Ω) (exemple 2 ci-dessus),

‖f‖ =
(∫

Ω
|f |2 dx

)1/2
,

si H = `2,

‖x‖ =

∑
j∈N
|xj |2

1/2

.

Une conséquence immédiate mais utile de la définition de la norme d’un espace pré-
hilbertien est l’identité du parallélogramme.
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Proposition A.4. Si x et y sont deux éléments d’un espace préhilbertien, alors∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥2
+
∥∥∥∥x− y2

∥∥∥∥2
= 1

2(‖x‖2 + ‖y‖2).

Définition A.2. Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet pour la norme
définie par son produit scalaire.

Exemples :
1. L’espace Cn des suites z = (z1, . . . , zn) de nombres complexes est muni du produit

scalaire hermitien suivant
〈z|z′〉 =

n∑
k=1

zkz
′
k.

Les espaces normés de dimension finie étant toujours complets, l’espace Cn et plus
généralement les espaces pré-hilbertiens de dimension finie, appelés aussi espaces
hermitiens, sont des espaces de Hilbert.

2. L’espace L2(Ω) est un espace de Hilbert (où Ω est un ouvert de Rd).
3. L’espace `2 est un espace de Hilbert.

Théorème A.10 (Projection sur un convexe fermé). Soit C un convexe fermé et non
vide d’un espace de Hilbert H. Alors, pour tout point x ∈ H, il existe un unique point
xC ∈ C tel que

‖x− xC‖ = inf
z∈C
‖x− z‖.

Ce point, appelé projection de x sur C et noté xC = PC(x), est caractérisé par la propriété
suivante :

xC ∈ C et ∀z ∈ C, <e〈x− xC |z − xC〉 ≤ 0. (29)

Remarque A.3. Dans le cas où K = R, la caractérisation (29) (où <e ne figure pas)
exprime que xC = PC(x) est l’unique point y ∈ C tel que, pour tout z ∈ C, l’angle des
vecteurs x− y et z − y est obtus (c’est-à-dire supérieur ou égal à π

2 ).

Soit A une partie d’un espace de Hilbert H. L’orthogonal de A dans H est l’ensemble
noté A⊥ formé des éléments orthogonaux à tous les éléments de A, c’est-à-dire

A⊥ = {y ∈ H : ∀x ∈ A, 〈x|y〉 = 0}.

Proposition A.5. Soit F un sous-espace vectoriel fermé de H. Alors PF est un opé-
rateur linéaire de H sur F . Si x ∈ H, alors PF (x) est l’unique élément y ∈ H tel
que

y ∈ F et x− y ∈ F⊥.

Corollaire A.4. Pour tout sous-espace vectoriel F d’un espace de Hilbert H,

H = F ⊕ F⊥.

En particulier, F est dense dans H si et seulement si F⊥ = {0}.
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Corollaire A.5 (Critère de totalité). On dit qu’un sous-ensemble A de l’espace de
Hilbert H est total si V ect(A) est dense dans H.

Pour que A soit total, il faut et il suffit que A⊥ soit réduit à {0}.
Il est utile de comparer la notion de sous-ensemble (dit aussi système) total à la

notion algébrique de partie génératrice (ou système de générateurs). On sait que A ⊂ H
est un système de générateurs si V ect(A) = H, alors que A est un système total si
V ect(A) est partout dense. Ces deux conditions coïncident en dimension finie, mais en
dimension infinie la seconde est beaucoup moins exigeante.

On suppose que H est un espace de Hilbert. Le théorème de représentation de Riesz
énoncé ci-dessous décrit le dual topologique de H. On rappelle que le dual topologique
E′ d’un espace de Banach E est l’espace des formes linéaires continues sur E.
Théorème A.11 (Théorème de Riesz). Soient H un espace de Hilbert et H ′ son dual
topologique. Soit T une forme linéaire sur H. Alors, T ∈ H ′ si et seulement s’il existe
y ∈ H tel que

∀x ∈ H T (x) = 〈x|y〉.
De plus, ‖T‖ = ‖y‖.
Définition A.3. Une famille (xi)i∈I de H est dite famille orthogonale si pour tous
i 6= j, xi⊥xj. Une famille orthogonale dont tous les éléments sont de norme égale à 1
est dite famille orthonormale (ou orthonormée).
Définition A.4. Une base hilbertienne de H est une famille orthonormale totale de H.

Exemple. Pour chaque n ∈ Z et x ∈]− π, π[, on définit en(x) = 1√
2πe

inx. Alors, (en)
est une base hilbertienne de L2(]− π, π[.

Les bases hilbertiennes ne sont pas (sauf en dimension finie) des bases au sens algé-
brique du terme. Un élément deH ne pourra pas s’écrire, en général, comme combinaison
linéaire finie des vecteurs de base, mais il pourra s’écrire (sous forme de série) comme
limite de telles combinaisons.
Théorème A.12. Soit H un espace de Hilbert séparable et (ej)j∈N une base hilbertienne
de H.

1. Tout élément f ∈ H peut se décomposer de façon unique sous forme d’une série
convergente dans H

f =
∑
j∈N

cj(f)ej cj(f) ∈ C.

Les composantes cj(f) sont données par
cj(f) = 〈ej |f〉,

et vérifient l’égalité de Bessel-Parseval :
‖f‖2 =

∑
j∈N
|cj(f)|2.

2. Réciproquement, étant donnés des scalaires γj vérifiant
∑
j |γj |2 < +∞, la série∑

j γjej converge dans H et sa somme f vérifie cj(f) = γj pour tout j.
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A.4 Espaces de Lebesgue Lp

Soit Ω un ouvert de Rd. Si 1 ≤ p < +∞, on définit Lp(Ω) l’espace des fonctions f
mesurables au sens de Lebesgue sur Ω à valeurs dans R telles que∫

Ω
|f(x)|p dx < +∞,

et on note

‖f‖p =
(∫

Ω
|f(x)|p dx

) 1
p

.

Si p = +∞, on définit L∞(Ω) l’espace des fonctions f mesurables au sens de Lebesgue
sur Ω à valeurs dans R telles que

∃M > 0, |f(x)| ≤M presque partout sur Ω.

On pose
‖f‖∞ = inf{M > 0 : |f(x)| ≤M presque partout sur Ω}.

Pour tout 1 ≤ p ≤ +∞, on munit Lp d’une relation d’équivalence

f ∼ g ⇐⇒ f = g presque partout sur Ω.

L’ensemble des classes d’équivalence L2/ ∼ est noté E = L2(Ω) Comme d’habitude, on
ne distinguera pas entre les fonctions (dans L2) et les classes d’équivalence (dans L2).

Définition A.5 (Espaces de Lebesgue Lp). Soit 1 ≤ p ≤ +∞. On définit Lp l’ensemble
des classes d’équivalence Lp(Ω)/ ∼.

Théorème A.13. Soit 1 ≤ p ≤ +∞. Alors, ‖ · ‖p est une norme sur Lp(Ω). De plus,
Lp(Ω) muni de cette norme est complet.

Les inégalités fondamentales sur l’espaces Lp sont les suivantes :

Proposition A.6 (Inégalité de Holder). Si 1 ≤ p ≤ +∞ et 1
p + 1

q = 1, si f ∈ Lp(Ω) et
g ∈ Lq(Ω), alors fg ∈ L1(Ω) et∫

Ω
|f(x)g(x)| dx ≤ ‖f‖p‖g‖q.

Proposition A.7 (Inégalité de Minkowski). Si 1 ≤ p ≤ +∞ et f, g ∈ Lp(Ω), alors
f + g ∈ Lp(Ω) et

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

L’inégalité suivante est utile pour démontrer les résultats précédents.

Proposition A.8 (Inégalité de Young). Soient a, b ∈ R+ et 1 < p, q < +∞ tels que
1
p + 1

q = 1. Alors

ab ≤ 1
p
ap + 1

q
bq.
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