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1 L’ensemble des nombres réels R

1.1 Historique

L’analyse, science des infinis et des limites est née vers 1650.

A partir de Pensemble des nombres entiers relatifs Z, on construit ensemble des
nombres rationnels Q, c’est-a-dire les nombres de la forme

ng, p.q €L, q#0.

Dans Q, on peut faire tous les calculs élémentaires : I’addition, la soustraction, la mul-
tiplication et la division par un nombre non nul. On dit que le triplet (Q, +, X) est un
corps. La relation d’ordre usuelle en fait un corps totalement ordonnée (tous les nombres
peuvent étre comparés entre eux et cette relation respecte 'addition et la multiplication
par un nombre strictement positif).

Mais on sait depuis le temps des babyloniens (-1800) qu’il existe un nombre tel que
d? = 2 (l'aire d’un carré de coté 1 est la moitié de I’aire du carré de coté d dont le milieu
des arétes sont ses sommets). Les grecs (Euclide) ont démontré par parité que d ¢ Q.
De méme, on sait depuis 1761 que 7 € Q et e £ Q.

On démontre par I'absurde I’énoncé : /2 est irrationnel.

Si /2 était rationnel, on pourrait écrire v/2 = % avec p, q € Z premiers entre eux. On
aurait p? = 2¢%, d’otl p pair, c’est-a-dire p = 2n avec n € Z. Puis, ¢°> = 2n? et ¢ pair :
q = 2m avec m € Z. Alors, p et ¢ ne seraient pas premiers entre eux, ce qui contredirait
I’hypothése. Ainsi, v/2 est bien irrationnel.

Les grecs appelérent irrationnels les nombres comme /2. La nécessité de travailler
dans un ensemble plus vaste était connue, mais comment définir rigoureusement ces
nombres ? L’image géométrique des réels au moyen d’une droite fut introduite par Eudoxe
(-406/-355) : tout réel correspond & un unique point de la droite graduée, celui dont
il est ’abscisse. Entre I’époque ou l'on en eut l'intuition et I’époque ou 'on définit
rigoureusement R (vers 1870), il s’écoula plus de 2000 ans.

On démontre qu’il existe un unique corps totalement ordonné qui satisfait I’axiome
de la borne supérieure (si A est une partie non vide et majorée de R, alors A admet une
borne supérieure dans R) : le corps des nombres réels, noté R. On trouve aussi d’autres
caractérisations qui lui sont équivalentes, par exemple R est I'unique corps totalement
ordonné qui soit a la fois archimédien (Vx > 0, 3N € N tel que N > x) et complet
(toute suite de Cauchy dans R, converge dans R).



1.2 Rappels sur la notion de borne supérieure dans R

Définition 1.1. Soit A une partie non vide de R.
Un majorant de A est un réel M tel que

Vee A, z=<M.

On dit que A est majorée s’il existe M € R majorant de A.
Un minorant de A est un réel m tel que

Vre A, x>m.

On dit que A est minorée s’il existe m € R minorant de A.

Le maximum de A est un élément de A supérieur d tous les autres, c’est-a-dire un
majorant de A qui appartient a A.

Le minimum de A est un élément de A inférieur a tous les autres, c’est-a-dire un
minorant de A qui appartient a A.

Une partie A de R majorée admet une infinité de majorants : si M est un majorant
de A, alors tout réel N > M l'est aussi. Egalement, une partie A de R minorée admet
une infinité de minorants : si m est un minorant de A, alors tout réel a < m ’est aussi.
Par contre, le maximum (respectivement, le minimum) d’une partie A de R majorée
(respectivement, minorée) n’existe pas toujours.

Exemple :
A des majorants de A | des minorants de A | max A | min A
[0, 5] 5,6,7,... 0,—1,-2,... 5 0
[0,5] 5,6,7,... 0,—-1,-2,... A 0
10, 5] 56,7,... 0,—-1,-2,... 5 A
10, 5[ 5,6,7,... 0,—1,-2,... A A
{2 :neN} 1,2,3,... 0,—1,-2,... 1 A

Les bonnes notions sont celles de borne supérieure et borne inférieure.

Définition 1.2. Soit A une partie non vide de R. On appelle borne supérieure de A
et on note sup A, s’il existe, le plus petit majorant de A. On appelle borne inférieure
de A et on note inf A, s’il existe, le plus grand minorant de A. Par convention, on pose
sup A = 400 si A n’est pas majorée et inf A = —oo si A n’est pas minorée.

On rappelle la propriété fondamentale de R.

Proposition 1.1 (Propriété de la borne supérieure). Toute partie A non vide et
majorée de R admet une borne supérieure dans R.

Proposition 1.2 (Propriété de la borne inférieure). Toute partie A non vide et
minorée de R admet une borne inférieure dans R.

Exemple :



A sup A | inf A

[—2, 3] 3 -2
[—2,3] 3 -2
]—2,3] 3 -2

] —2,3] 3 -2
{:neN} 1 0

Nous donnons quelques critéres pour déterminer facilement la borne supérieure.

Proposition 1.3. Soit A une partie non vide de R. S7il existe un mazimum de A, alors
il existe une borne supérieure de A et sup A = max A.

Proposition 1.4. Soit A une partie non vide et majorée de R et S un majorant de A.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. S=supA,
2. Pour tout € > 0, il existe a € A tel que S —e <a < S,

3. 1l existe une suite (an)nen dans A qui converge vers S.

Preuve. Puisque S = sup A est un majorant de A, alors pour tout a € A, a < S.
Montrons que 1 = 2. Pour cela, on montre la contraposée : =2 = —1. Supposons
que 2 n’est pas vérifiée, c’est-a-dire

de>0, Vae A, S—¢ec>a.

Alors, S — € est un majorant de A et donc supA < S —e < S.

1l est facile de montrer que 2 implique 3.

Pour montrer que 3 = 1, supposons par contradiction que sup A < S. Alors, en
utlisant 'hypothese 3, il existe N € N tel que sup A < ay < S. Absurde par la définition
de sup A et le fait que ay € A. O

Exemple : Soit A = {x € R : 22 < 2}. Alors sup A = /2. En effet, pour tout = € A,
xr < \@ et (Gn)nel\h avec a, = \/§ - % est une suite de A qui converge vers \/§

Les propriétés suivantes découlent de ’axiome de la borne supérieure.

Proposition 1.5 (Propriété d’Archimeéde). Soit © un nombre réel, x > 0. Alors, il
existe N € N tel que N > .

Preuve. On considére 'ensemble A = {n € N: n < z}. A est une partie de R non
vide (0 € A) et majorée par x. Soit N € R sa borne supérieure. Par la caractérisation
de la borne supérieure, on obtient pour tout 0 < ¢ < 1, I'existence d’un entier n. € A
tel que
N—-e< ne < N.

Il s’ensuit que n. = n € N, pour tout 0 < € < 1, et en particulier n est un majorant de A
avec n < N.D’ott N = n € N. On prend alors pour N n’importe quel entier strictement
plus grand que N. O



Proposition 1.6 (Partie entiére). Soit x € R. Il existe un unique nombre entier E(x)
tel que E(z) <x < E(x)+1 etz — 1< E(x) <z, appelé partie entiére de x.

Preuve. Pour x > 0, par la propriété d’Archimede, il existe N € N tel que N > .
Alors I'ensemble A = {n € N* : n < z} est borné et donc fini. Alors, E(x) = max A. O

Proposition 1.7 (Densité des nombres rationnels dans R). Entre deuz nombres
réels distincts, il existe un nombre rationnel compris entre eux. De plus, tout nombre
réel est limite d’une suite de nombres rationnels.

Preuve. Soient x < y deux réels. Si y —x > 2, on prend r = E(z) + 1. Alors, r € Q
et z < r < y. En effet,

y>E(ly)>Ex+2)=E(x)+2>r=FE(x)+1>=x.

Si0<y—x <2 par la propriété d’Archimede, il existe ¢ € N tel que ¢ > y% En

particulier, gy — gz > 2. On prend p = E(qx) + 1, et on obtient que le rationnel r = g
est compris entre x et y, car
x<§<y — qx <p<qy.
Soit € R. Pour chaque n € N*, on prend u,, € Q tel que
(1=3)
z(l——) <u, <=z
n
Alors, la suite (u,)pen converge vers . O

Remarque 1.1. Entre deux nombres réels distincts, il existe un nombre irrationnel
compris entre eux.

Remarque 1.2. Soit A = {z € Q : 22 < 2}. On a supA = /2. Mais cet ensemble
n’admet pas de borne supérieure dans Q.

D’abord, on remarque que A est non vide, car 0 € A, et borné, puisque, pour tout
r € A, —4 < x < 4. Supposons qu’il ait une borne supérieure dans Q, noté «. Puisque
le Aonaa>1.

Nous avons ou bien a? < 2 ou bien o > 2 car on sait qu’il n’y a pas de rationnel de
carré égal a 2. Montrons qu’en fait aucune des deux éventualités n’est possible, ce qui
donnera une contradiction logique.

Onaa= % avec p, ¢ entiers positifs. Si o < 2, on a donc a? < 4 d'ott o < 2 et

2g — p > 0. On pose 3, = Wf}#, ot n > 0 est un entier arbitraire. Alors, 3, € Q
et B, > « puisque 8, — a = 2’;—;’). De plus, o? < 2 implique p? < 2¢?, alors 52 < 2

lorsque n est choisi suffisamment grand (puisque lim,, 4o 3, = ). Nous avons trouvé
un élément de A strictement plus grand que «, ce qui contradit le fait que « est un
majorant : I’hypothése a? < 2 est donc absurde.

Sia? > 2, p? > 2¢% et p > ¢. On pose v, = pn—gg—p
Alors, v, € Q et 0 < v < a. Mais, pour n suffisamment grand, 42 > 2. Donc, 3, est un
majorant de A inférieur strictement & «, ce qui est encore une contradiction.

,oun > 0 est un entier arbitraire.



1.3 Rappels sur les suites a termes réels

Définition 1.3. On appelle suite de nombres réels une application f de N dans R,
n— f(n). On note u, = f(n) et on appelle u, le terme général (ou terme de rang
n) de la suite. La suite est notée (un)nen ou simplement (uy,).

Exemples.

1. La suite de terme général u,, = /n — 4 définie pour n > 4.

2 1

2. La suite de terme général u, = n” si n est pair et u, = ;- si n est impair.

3. La suite, définie par récurrence par ug = 3 et up4+1 = 2uy + 5, n > 0.

Définition 1.4. Soit (up)nen une suite numérique réelle. On dit que (up)nen est
— majorée si le sous-ensemble de R défini par {u,, : n € N} est majoré, c’est-a-dire
s’il existe M € R tel que u, < M, pour toutn € N;
— minorée si le sous-ensemble de R défini par {u,, : n € N} est minoré, c’est-a-dire
s’il existe m € R tel que u, > m, pour tout n € N;
— bornée si le sous-ensemble de R défini par {u, : n € N} est borné, c’est-a-dire
majoré et minore.

Définition 1.5. Soit (up)nen une suite numérique réelle. On dit que u,, converge vers
l € R lorsque n tend vers +00 si

Ve >0, IN=N()eN telque |u,—1I]<e, ¥Yn>N,

et on note lim,_, o uy, = 1. On dit que u,, converge s’il existe un nombre réel l € R tel
que u, converge vers l.

Théoréme 1.1. Soit (up)nen une suite numérique réelle. S’il existe | € R tel que
(un)nen converge vers l, alors | est unique.

Preuve. Supposons que la suite (u,)nen converge vers [ et vers lg. Soit ¢ > 0 un
nombre réel strictement positif. Par définition de limite, il existe N7 € N et Ny € N tels
que |u, —I1| < §sin > Ny et [u, — 2| < § sin > Ny Donc, pour n > max (N, N2), on
a

|l1 — lg’ < |l1 — Un| + |Un — l2| <eE.

Puisque £ > 0 est arbitraire, on conclut que l; = ls. O

Théoréme 1.2. Toute suite numérique réelle convergente est bornée.

Preuve. 11 existe N € N* tel que |u, — | < 1, pour tout n > N. Alors, pour tout
n>N,l—1<wu, <[+ 1. On conclut que, pour tout n € N, m < u,, < M, ou

m = min{l — 1,min{u, : n=0,...N — 1}}

et
M = max{l + 1,max{u, :n=0,...N —1}}.



Remarque 1.3. La réciproque du théoréeme est fausse. En effet, la suite u,, = (—1)"

est bornée mais n’est pas convergente.

Définition 1.6. Une suite numérique réelle (up)nen est dite divergente lorsqu’elle ne
converge pas. En particulier, (un)nen est dite divergente vers +oo lorsque

VM >0, IN=N(M)eN telque uy,>DM,Vn> N,

et on note limy,_, oo up = +00. De méme, (up)nen est dite divergente vers —oo lorsque
VM >0, IN=N(M)eN tel que u, <—M,Vn >N,

et on note limy, o0 Uy = —00.

Exemples.

1. Les suites constantes sont convergentes.
1

. La suite u,, = .- converge vers 0.

2
3. Les suites de terme général u, = n et u, = 2" divergent vers +oo.
4

. Suites arithmétiques de raison » € R* : toute suite définie a partir de son premier
terme ug et, pour chaque n € N, par la relation de récurrence u,11 = u, +r. On
déduit que u,, = ug + nr et que la suite diverge (vers +oo si r > 0).

5. Suites géométriques de raison ¢ € R* : toute suite définie a partir de son premier
terme ug et, pour chaque n € N, par la relation de récurrence u,4+1 = qu,. On
déduit que wu, = ¢"up. Si ug # 0, la suite converge si |¢| < 1, est stationnaire si
g = 1 et diverge sinon (vers +o00 si ¢ > 1). Si ug = 0, la suite est stationnaire :
u, = 0, pour tout n.

6. Suites arithmético-géométriques : toute suite définie a partir de son premier terme
ug et, pour chaque n € N, par la relation de récurrence up1 = qu, +7.Sig=1
la suite est arithmétique, si 7 = 0 la suite est géométrique. Sinon, on consideére
| = 1= . Alors, la suite de terme général v, = u, — [ est géométrique de raison gq.
On déduit que v, = ¢"(up — 1), et enfin u,, = ¢"(ug — 1) + 1.

Remarque 1.4. La nature d’une suite ne change pas lorsque l’on change un nombre
fini de termes u,,.

Définition 1.7. On appelle sous-suite ou suite extraite de (u,)nen une suite de la
forme (ug(n))nen ot ¢ : N — N est une application strictement croissante. En particulier,
¢(n) > n, pour tout n € N.

Exemple. Les suites (u2n)nen €t (U2n+1)nen sont deux suites extraites de (up)nen.

n
P le, si u, = (—1)" 1
ar exemple, si u, = ( )n+1aors
4dn " 4n + 2 2n+1
Uy = —— et u =— =— .
T 1 S P R



Définition 1.8. On dit que | € R est une valeur d’adhérence de la suite (uy)nen il
existe une suite-extraite (Ugy))neN de (Un)nen qui converge vers I.

Proposition 1.8 (Critére de divergence). Si la suite (upn)nen admet deux valeurs
d’adhérence différentes, alors (un)nen diverge.

Exemple. La suite u, = (—1)" est divergente.

Proposition 1.9 (Régles de calcul sur les limites).

1. Soient (up)nen €t (Vn)nen deux suites qui convergent respectivement vers | € R
et ' € R. Alors :

(a) limy, 4o AUy = A, pour tout réel A € R,
(b) limy, o0 (up, +v,) =1+ 1,

(¢) limy, oo upvy, =1,

(d) sil #0, lim, 4o b2 = L.

Un
(€) limp 40 |un| = |I].
2. Soit (up)nen telle que limy, s 1 oo uy, = +00. Alors, limg, 4 o i =0

3. Soit (up)nen telle que limy, 1o u, = 0 et ne prenant que des valeurs strictement
positives. Alors, lim,_ oo i = +o0.

4. Soient (up)nen telle que limy,_ 4o Uy = +00 et (v )nen une suite minorée. Alors,
limy,—s 4 oo (Un + vp) = +00. Si de plus, (vp)nen est minorée par un nombre stric-
tement positif, alors limy,— oo Unvy = +00.

5. Soient (un)nen et (n)nen deux suites qui convergent respectivement vers | € R

et I' € R. Si, pour tout n € N, u,, < vy, alors | <1 (attention, u, < vy, pour
tout n € N, n’implique pas | <1'!).

6. Soient (up)nen et (Un)nen deuz suites telles que limy, oo Uy = +00 et que, pour
tout n € N, on a u, < v,. Alors, lim,_, 4 v, = +00.

7. Théoréme des encadrements : soient (up)neN, (Un)nen €t (Wn)nen trois suites

telles que limy, oo up = limy 100wy, =1 € R et, pour tout n € N, on a u, <
Up < Wy. Alors, limy, 400 vy = L.

8. Soit (up)nen une suite qui converge vers l. Alors, toute sous-suite de (up)nen
converge aussi vers l.

Lors de calculs de limites, les formes indéterminées suivantes peuvent apparaitre :

o0 0
o —00, 0xoo, —, —, 0° o9 1%
o0 0
Les limites correspondantes peuvent étre obtenues en utilisant des méthodes de calcul
plus élaborées : simplification, mise en facteur, quantité conjuguée, équivalents, dévelop-

pements limités, etc...



Définition 1.9. Une suite numérique réelle (up)nen est dite croissante lorsque u, <
Upy1, pour tout n € N et strictement croissante lorsque u, < 11, pour tout n €
N. De méme, (up)nen est dite décroissante lorsque u, > upt1, pour tout n € N et
strictement décroissante lorsque u, > un41, pour tout n € N.

Définition 1.10. Une suite numérique réelle (un)nen est dite monotone si elle est
croissante ou décroissante.

Le théoréme suivant est une application tres importante de la propriété de la borne
supérieure.

Théoréme 1.3 (Convergence des suites monotones bornées).
1. Toute suite numérique réelle (up)nen croissante et majorée converge vers
| =sup{u, : n € N} e R.
2. Toute suite numérique réelle (un)nen décroissante et minorée converge vers
| = inf{u, : n € N} e R.
3. Toute suite numérique réelle (up)nen croissante et non majorée diverge vers +00.

4. Toute suite numérique réelle (un)nen décroissante et non minorée diverge vers
—00.

Preuve. On va démontrer 1 : toute suite réelle croissante majorée converge vers sa
borne supérieure. Soit A = {u, : n € N}. Puisque A est une partie non vide majorée
de R, elle admet une borne supérieure [. Soit € > 0. D’apres la propriété de la borne
supérieure, il existe un élément de A, i.e. un terme de la suite uy tel que Il —e < uy < |I.
Comme la borne supérieure est un majorant et que la suite est croissante, pour tout
n>N,on a

l—e<uny <u, <l

et donc |u, — | < e. m|

Définition 1.11. Deux suites numériques réelles (un)nen €t (Vn)nen Ssont dites adja-
centes lorsque (up)nen est croissante, (vp)nen est décroissante, u, < vy, pour toutn € N
et

ngrfoo(vn — uyp) = 0.

Théoréme 1.4. Deux suites numériques réelles et adjacentes (up)nen €t (Vn)nen con-
vergent vers la méme limite | € R.

Preuve. On montre d’abord que la suite (up)nen €st majorée par vg. Supposons par
contradiction qu’il existe N € N tel que uy > vg. Par les propriétés de monotonie de
deux suites, on a

Up, — Up > UN —UN > UN — Vg > 0.

Donc, on ne peut pas avoir lim,, o (v, — u,) = 0, contradiction. La suite (uy)nen est
alors majorée et croissante, d’ou elle est convergente vers une limite [ € R. De la méme
fagon, on montre que (vy,)nen est convergente vers I’ € R. Alors,

— 3 _ — /_
O_ngrfoo@” up) =1"—1

10



et on conclut que [ =1’. On a, pour tout n € N,

g <up <...<u, <l <y, <...<v <.

O

1

—-1- Les suites

Exemple. Pour tout entier n > 1, on pose u, = Y 1, % et vy = Uy +
(Un)nen et (vn)nen sont adjacentes.

Théoréme 1.5 (Bolzano-Weierstrass). Soit (u,)nen une suite numérique réelle bor-
née. Alors, (up)nen admet au moins une sous-suite convergente.

Preuve. Soit (un)nen une suite numérique réelle bornée. On pose v, = SUpP,>,, Up.
La suite (v,)nen est décroissante et minorée, donc convergente, on note [ sa limite. On
construit une suite extraite (ug(y))nen telle que [l — ugqy| < L pour n > 0. On effectue
cette construction par récurrence sur n € N*. On prend, par exemple, ¢(0) = 0 et on
suppose définis ¢(1),--,¢(n — 1). Alors, il existe N > ¢(n — 1) tel que [l — vn| < 5
et d’apres la définition de vy, il existe ¢(n) > N > ¢(n — 1) tel que [vy — Ugm)| < 57
Alors, on a

S|

[l = ugmy| < |l —vn|+ |[oN — Ug@)| <

La suite extraite (u¢(n))neN ainsi construite converge vers [. O

Définition 1.12. Soit (up)nen une suite numérique réelle. On dit que (up)nen est une
suite de Cauchy lorsque

Ve>0 IN=N(E)eN:Vnm>N, |u,—uny|l<e
< Ve>0 IN=N()eN: Vn>NVpeN, |upyp—uyl <e.

Théoréme 1.6 (Critére de Cauchy). Une suite numérique réelle (un)nen est conver-
gente si et seulement si elle est une suite de Cauchy.

Preuve. La condition nécessaire est connue. Montrons la condition suffisante. Soit
(un)nen une suite de Cauchy. Alors, (un)nen est bornée, donc il existe une sous-suite
(Uyp(n))Jnen qui converge vers [ € R. Pour € > 0 fixé, il existe N € N tel que, pour tout
n >N, |u — 1| < £. D’autre part, il existe N € el que, pour tous n,m > N,

> N, |ugm) — 1 . D’aut t, il existe N € N tel t > N
|, — um| < 5. Donc, pour tout n > max (XN, N), on a

lun, — 1] < |up — Uy(ny| + \uw(n) -l <e.

O
Remarque 1.5. Une suite convergente n’a qu’une seule valeur d’adhérence, la limite
de la suite.

Par contre, une suite divergente bornée (u,)ncn en a au moins deux. En effet, (uy,)nen
étant bornée, on peut extraire une sous-suite uy(,) convergente vers [ € R. Comme
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(un)nen ne converge pas vers [, il existe € > 0 tel que, pour tout N € N, il existe
ny > N tel que [upy — I > €. On pose ¢(0) = 0, ¢(n) = ngp_1)41 > ¢(n —1) et on a
une sous-suite (ug)) telle que |ug) — 1| > €. De ug(,) on peut extraire une sous-suite
convergente Uy (g(n)) Vers I' € R, et donc il existe N € N tel que, pour tout n > N,
\uw(g(n)) — l/| < % On a donc

9
[0 =01 > Juyeey = U = lugee =11 > 3-

La démonstration du Théoréme de Bolzano-Weierstrass nous donne 'existence d’au
moins une valeur d’adhérence si la suite est bornée. Les valeurs d’adhérence sont com-
prises entre les nombres

liminf u, = lim infwu, =supinfu, et limsupu, = lim supu, = 1nf Sup Up.
n—+o00 p>n neNp=>n n—+00 p>n p>n

De plus, une suite (uy),en bornée est convergente si et seulement si

liminf u,, = limsupu, =1
n—+00 n—+o0

et dans ce cas limy_, 400 Uy = 1.
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2 Séries numériques

2.1 Définitions et propriétés

Soit (up)nen une suite de nombres réels. Le but de la théorie des suites est de donner
un sens a la somme infinie des termes d’une suite (uy)nen : up + ug + ug + . . ..

Définition 2.1. Soit (up)nen une suite de nombres réels. On appelle série de terme
général u, la suite (Sy)neny de terme général S, = > j_guk. Les nombres S, sont
appellés les sommes partielles de la série. Lorsque la suite (Sp)nen a une limite (finie
ou non), on la note S = Z:i% Uy et on l'appelle somme de la série. Si cette limite est
finie, la série est dite convergente, autrement elle est dite divergente.

Définition 2.2. La différence entre la somme de la série 3, > un (lorsqu’elle existe et
est finie) et S, est appelée reste d’ordre n de la série :

“+o0o “+o0o
Ry=85-8,= Y up, ol S=D> u,
k=n+1 n=0

Remarque 2.1.

1. Sila série Y, ~( up converge, alors R, tend vers 0 lorsque n — +oo (puisque par
, aps - o +o00
définition, S,, — S = >0 uy).

2. Pour tout n € N*, u,, = 5,, — S,_1 et ug = Sp. Alors, I’application qu’a une suite
(un)nen associe la série >, <, uy est bijective. Mais, il ne faut pas confondre la
convergence et divergence de la suite (u,),en avec la convergence et divergence
de la série Y, <o un.

3. La convergence d’une série ne dépend pas des premiers termes de la suite (uy)neN.
En revanche la somme d’une série convergente dépend de tous les termes wu,,.

L’étude de la nature d’une série se simplifie si ’on connait explicitement les sommes
partielles de la série, comme dans les exemples suivants.
Exemples.

1. Série géométrique de raison = : Soit x € R. On considere u,, = ", pour n > 0.
Siz=1,

n
SnzZuk=1+$+:ﬂ2+--~+xn:n+1—>+oo
k=0

et la série ), ~qu, diverge. Si x # 1,
1 —gntl
Sp =

l1—=z

Donc, >°,,~¢ un converge si et seulement si |x| < 1 et dans ce cas,

1
1—2a

n—-+o0o

“+oo
S= lim S,=)Y a"=
n=0

13



De plus, si |z| < 1,

1 1— $n-l-l :En+1

11—z T

“+o00
R,= > af=5-8,=
k=n+1
.
2. Série téléscopique : Soit (v, )nen une suite de nombres réels et soit u,, = vy+1— vy
(respectivement, u, = v, — vp+1), pour tout n € N. Alors,

La suite (Ry,)nen est une suite géométrique de raison x et premier terme

n
S, = Z Ug = Vp+1 — Vo (respectivement, S, = vg — Up41).
k=0

La série Y, ~q un converge si et seulement si la suite (vy,)nen converge vers une
limite finie [ et dans ce cas S =1 — vy (respectivement, S = vy — [).

s - P . _ 1

Exemple. On considere la série >, -, u, de terme général : u,, = ary " > 1.

Alors, U, = vy — Upa1 avec v, = %, n > 1. Donc, S, = v1 — vpy1 = nLH Donc,
- 1

la série est convergente et S = 1. De plus, pour tout n > 1, R, = e

/s . . . . N n 7 .
3. Série exponentielle : Soit z € R. On considere u, = 7. La série >, > un est
convergente et %% u,, = €.

Proposition 2.1. 57 la série ), < uy, est convergente alors 1iar_1 Uy = 0.
- n—-+00

Preuve. Pour tout n > 1, u,, = S,, — Sn—1. La série est convergente, alors les deux
suites (Sy)nen et (Sn—1)nen convergent vers S = 319 u, et donc (up)nen tend vers 0.0

Attention : La réciproque est fausse. Soit u, = m Alors, up, = vpy1 — vy

avec v, = y/n, n > 0. On remarque que lirf up =0 et S, =+vn+1— 400, donc la
n—-+0oo

série ), ~( U, est divergente.

Remarque 2.2. Si 1i1;1_1 up, # 0 alors la série >, < uy est divergente.
n—-+0o0 -

Exemple. La série ), - cos (%) est divergente car lim,,_, | cos (%) =1=#£0.

Définition 2.3. On dit que la série ), ~,u, diverge grossiérement si
- n

lim w 0.
—+o00 " ?é
xn
Exemple. On considere la série Z —.
n>1
n

Si |z| > 1, alors limy, 400 % = 400 (par croissance comparée) et donc, >, ~; Uy
diverge.

Si x =1, alors, pour tout n > 1,

RN
n+1 "~ 2n

S2n_Sn: >

)

N |
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ce qui implique la divergence de la série 3, -1 un = >2,,>1 %
Finalement, si —1 < x < 1, on a

v 1 v 2 n—1 o
/0 1—_tdt:/0 (Lt 84t N ds |t
donc ) . -
—ln(l—x):x+£+...+£+ dt.
2 n o 1—1

Si0<ax<1,alors

T ogn x gn 1 gntt 1 1
og/ dtg/ dt = < ,
o 1—1t o 1—=x l—xzn+1 l—an+1

etsi—1<z<0,
T 4N —x A \n+1 1
| ’S/ =" o L
o 1—1t¢ 0 n+1 n+1

xT n

Donc,

lim
n——+o0 Jo 1-—t

dt = 0,

d’ou, pour —1 <z < 1,

Z— —In(1 —x).

n>1
Proposition 2.2 (Opérations sur les séries).

1. 803,50 Un €t 3,50 Vn convergent alors -, ~o(un + vn) converge et

—+00
Zun—i—vn Zun—l—Zvn
n=0

2. 813,50 un converge et X € R, alors 3, ~o(Auy) et

Z Auy,) —)\Zun
n=0

3. Soit X\ € R*. La série 3_,,>uy, est convergente si et seulement si 3, ~q(Auy) est

convergente.
4. La somme d’une série convergente et d’une série divergente est une série diver-
gente.
2
. ¢ -3z +1 ) L.
Exemple. Soit u, = Tm”, pour z € R fixé. Alors, la série 3, - up est
convergente et
+oo 2
=3z +1
Z i = (2 -3z + 1)
n!
n=0

Remarque 2.3. On ne peut rien conclure sur la somme de deux séries divergentes.
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2.2 Séries a termes positifs

Définition 2.4. On dit que 3_,~oun est une série a termes positifs si, pour tout
n €N, u, >0.

Si 3,50 un est & termes positifs, alors la suite (Sy)nen est croissante. On déduit la
proposition suivante.

Proposition 2.3. Soit >, <o u, une série a termes positifs. Alors, elle est convergente
si et seulement si (Sp)nen est majorée. Dans ce cas

—+00
Z Up = lim S, =supS,.
=0 n—-+00 neN

Sinon, elle diverge vers +00 et on note 3,70 u, = +oc.

Théoréme 2.1 (Comparaison par inégalité).
Soient (up)nen et (Vn)nen deuz suites telles que 0 < uy, < vy, pour toutn € N (ou d
partir d’un certain rang N ). Alors,

“+o0o +00
0S Y un<) v
n=0 n=0
En particulier,

1. 803,50 vn est convergente alors Y, ~q Uy l’est aussi.

2. 803,50 un est divergente alors ), ~qvn l'est aussi.

Preuve. Soient S, = > j_gui et T, = > p_o vk. Alors, pour tout n, S, < Tj,. =

Exemple. On considére la série a termes positifs >, - sin (2%) Pour tout n € N,

n ()< 5= ()
sin| — | < —={ = .
2n ) — 2n 2

n
La série géométrique >, (%) est convergente (car de raison % < 1) et donc, par

comparaison, » ., sin (2%) est convergente.
Théoréme 2.2 (Comparaison par équivalence).
Soient (up)nen €t (Un)nen deux suites d termes strictement positifs telles que
u
lim — =1 (avec I € [0,+00]).

n—+00 Uy,

Alors
1. Sil €]0,+o0[, les deuz séries Y-, ~qUn €t 3,50 Vn sont de méme nature.

2. 8il=0 et ,~qvn est convergente alors }_, ~qun l'est aussi.
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3. Sil=+00 et Y, ~qvn est divergente alors 3, ~qun lest aussi.

Preuve. Supposons [ €]0, +oo[. Alors il existe N € N tel que, pour tout n > N,

l < Un 3l l e < 3l
- < =< = <= —v U —Up.-
2" v, T2 P
D’apres des comparaisons par inégalité, on obtient le résultat.
3" —16
Exemple. Soit Up = m Pour n > 3, Uy, > 0.On a
. Un
oA ()~ L

n
La série >, (%) est convergente car géométrique de raison % < 1. Dongc, },,>q un est
convergente.

2.2.1 Comparaison avec des séries géométriques

Soit >~ un une série a termes positifs telle que, pour n assez grand, u, < r", avec
r €]0,1[. Son terme général est majoré a partir d’'un certain rang par celui d’une série
géométrique de raison r < 1, convergente. Donc, la série converge.

A Pinverse, une série ), ~( u, a termes positifs telle que, pour n assez grand, u, > r"

avec r > 1, est divergente, puisque son terme général est supérieur a celui de la série
géométrique de raison r > 1, divergente.

Un cas particulier, ou 'une de ces deux situations se présente est le suivant.

Théoréme 2.3 (Critére de Cauchy). Soit (uy,)nen une suite de réels positifs telle que
1

lim u; =1 (I €]0,+00]).

n——+o0o

1. Sil <1, alors 3, ~oun est convergente.

2. Sil>1, alors 3, ~oun est divergente.

3. Sil =1, on ne peut rien conclure.

Preuve. Si 0 < [ < 1, il existe N € N tel que, pour tout n > N, u, < r", avec
r= HTl < 1.

D’autre part, si I > 1, il existe N € N tel que, pour tout n > N, u, > r", avec
r= HTl > 1.

N - . 5
Exemple. On considere la série de terme général u, = z5. On a,

5 Inn
n 65 n




alors .

1
lim up == < 1.
n——4o00 3

Donc, la série ), < uy est convergente.

Un autre cas particulier ot I'on peut utiliser les comparaisons avec des séries géomé-
triques.

Théoréme 2.4 (Critére de d’Alembert). Soit (u,)nen une suite de réels positifs telle
que
lim L=
n—+00 Uy

(1 € [0, +00)).

1. Sil <1, alors ), ~qun est convergente.
2. Sil>1, alors 3, ~oun est divergente.
3. Sil =1, on ne peut rien conclure.
Preuve. Si | < 1, il existe N € N tel que, pour tout n > N, “Z—:l <r=4<1
Alors, pour tout n > N,
Up Up—1  UN+1 e N "

Up = uny <r uy = ar",
Up—1 Un—2 un

avec a = ;f—ﬁ Le terme général de la série est donc majoré par celui d’une série géomé-
trique convergente, a partir d’un certain rang. Donc, la série ), - up, est convergente.
A Popposé, si | > 1, il existe N € N tel que, pour tout n > N, u”“ > 1. Alors,
la suite (up)nen est strictement croissante et elle ne peut donc pas tendre vers 0. On
conclut alors que la série )~ u, est divergente. O

Exemple.

1. On considére la série de terme général u, = g%)), On a

unp1 _ (n+ 1)) @2n)! _ (n+1)?
u,  2n+1D)(0)2 2n+1)(2n+2)°

Alors )
lim Untl _ 2 <1,
n—+oo Uy, 4

et donc, la série )", uy, est convergente.

1N o sz !
2. On considere la série de terme général u,, = gnlf'. On a

Unt1 _ 2n+1(n+1)! nh _ ( n )n _ 26”111(#1) _ 26—71111(1—&-%).
Un (n+ 1)ntl 2npl n+1

Alors,
U
lim — =201 < 1,
n—-+oo Up,

et >, >0 Un est convergente.
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Remarque 2.4. Le critere de d’Alembert est un cas particulier du critere de Cauchy,
car
1

U 1
lim — =1 0,400] = lim u} =1.
n—-+oo Up, n—-+oo

Dong, si le critére de Cauchy ne permet pas de connaitre la nature de la série, le critére
de d’Alembert ne le pourra pas non plus.

2.2.2 Comparaison avec des séries de Riemann

Proposition 2.4 (Convergence des séries de Riemann). Soit & € R. La série de

terme général
1

ne’
appelée série de Riemann, est convergente si et seulement si o > 1.

Preuve. Pour 0 < a <1, on a n® < n et donc n% > %, pour tout n > 1. Puisque la

série >, > % diverge, on conclut que la série de Riemann }_, ~, n% diverge aussi.
Pour o > 1, on applique le théoréme des accroissements finis a la fonction f(z) =
—xa%l sur [n,n + 1] : il existe ¢ €n,n + 1] tel que
1 1 a—1 a—1
>

ne=1 (4 1)e-1 Je) = @ T (n+1)*

n>1,

Unp =

La série téléscopique ), >4 (nal_l - & Hl)a_l) converge vers 1 et « — 1 > 0 alors, par

comparaison, la série >, < n% est convergente. m

Théoréme 2.5 (Critére de Riemann). Soit (u,)nen une suite de réels positifs telle
que
lim n%u, =10 (Il €][0,+]).

n—-+00
1. Sil €]0,+oc[, alors 37,5 un est convergente si et seulement si a > 1.
2. 5il=0eta>1, alors 3, ~qun est convergente.
3. Sil=+o0 et a <1, alors 3, ~oun est divergente.

Preuve. En appliquant le théoréme 2.2 et la comparaison avec des séries de Riemann.

Exemples.
1. On considére la série de terme général : u, = sin (£), avec a € R*. On a u, > 0,
pour n > 0 assez grand et,

lim nu, =a € R.
n—-+oo n +

Donc, },,~¢sin (%) est divergente.
Inn

2. On considere la série de terme général : u, = T3, n > 1. Alors,

. 3
lim n2u, =0,
n—-+o0o

donc )~ un est convergente.

19



2.2.3 Comparaison séries-intégrales

Soit a € R, a >0 et f: [a,+00[— R une fonction.
On dit que 'intégrale généralisée (ou impropre) | a+°° f(x) dx est convergente si
la fonction F(y) = [? f(z) dz admet une limite finie quand y tend vers 400, et alors on

note oo
| r@de = tm ["s@d

Si f est positive, I'intégrale impropre | ;r f(x) dx est convergente si et seulement si
F est majorée, et elle est divergente si et seulement si F'(y) tend vers +0o quand y tend
vers +o0.

Critére de comparaison. Si 0 < f < g et f;roo g(z) dz est convergente, alors
+00 :
J.77° f(x) dx est aussi convergente et

—+00 +00

f(z)dz < / g(x) dzx.

a a

Théoréme 2.6. Soit f une fonction continue sur [0,+o00[ d valeurs positives et dé-
croissante pour x suffisamment grand (x > A). La série de terme général v, = f(n) —
f:ﬂ f(z)dz est convergente.

Par conséquent, Uintégrale [;7°° f(x)dx converge si et seulement si ;1% f(n) est
convergente.

Preuve. On peut supposer que f est décroissante sur [0, +oo[. (La convergence de
Pintégrale, de la série et de la suite (vy,) ne seront pas modifiées si 'on change les valeurs
de f sur l'intervalle [0, A].)

On a

n+1 n+1
v=f) = [ @)= [ (f) - f(a)) do 0,

n n

car f(n) — f(x) > 0, pour tout x € [n,n + 1]. De plus, pour tout n > 0,
n+1
< fm) = [t ) da = fn) - fln+ 1),

n

Donc, par la positivité de f,
To=> v <) (f(k) = f(k+1)) = f(0) = f(k+1) < f(0).

Ainsi la suite des sommes partielles associée a la série Y, (v, a termes positifs est
bornée et donc est convergente.
Pour tout 7 > 0, u, — v, = f(n) — v, = [ f(z) dz et donc

n

Sy —Tn—Zuk—ka Z/k+ dx—/onﬂf(m)dx.
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D’ou _—
lim S, € RT «—= lim f(z)dr € RT.

n—-+o0o n—+o0 Jo

O

Remarque 2.5. Ce théoreme permet de passer de la convergence d’une série a celle
d’une intégrale impropre.

Proposition 2.5 (Convergence des séries de Bertrand). Soient o, 5 € R. La série

de terme général
1

n®(Inn)p’

appelée série de Bertrand, est convergente si et seulement sia > 1 ouva=1¢et 5> 1.

Up = n > 2,

Preuve. Supposons a = 1. D’apres le théoreme précédent,

1
Z n(Inn)?

n>2

1

W dx converge .

+oo
converge <— /
2

Pour tout ¢ > 2, on a

1 _ _ .
/t (1 gy m((m)l F_m2)tP) si B#1
2 X

In ) In(Int) —In(ln2) si B=
Alors,
1
Z —ag)F  converge — [f>1.
= n(lnn)

Supposons a < 1. On prend a < v < 1. Alors,

n’—e
lim n"u, = lim = 400
n—-+4o0o n—-+00 (ln n)ﬁ

et par le critere de Riemann, on conclut que }_, -, uy est divergente.
Supposons a > 1. On prend 1 < v < «. Alors,

. . 1
lim n'u,= lim ———— =0
n—-+o0o n—4o00 NI~ (lIl n)ﬁ
et par le critere de Riemann, on conclut que ), <, u, est convergente. O

Remarque 2.6.

1. Puisque la nature des séries ne change pas quand on change un nombre fini de
ses termes, les résultats précédents s’étendent au cas des séries a termes positifis
a partir d’un certain rang.

2. Les séries Y ,~0Un €t > ,~o(—uyp) étant de méme nature, on pourra adapter ce
qui précéde au cas des séries a termes négatifs (& partir d’un certain rang).
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2.3 Séries a termes quelconques

Les théoremes précédents ne sont valables que pour les séries a termes positifs ou
négatifs a partir d'un certain rang. Dans les autres cas, on pourra s’inspirer de I’étude
des intégrales impropres.

2.3.1 Séries absolument convergentes

Définition 2.5. La série ) ,~oun est dite absolument convergente si la série a
termes positifs Y, ~q |un| est convergente.

Exemples.

1. Les séries 3,5 Si“qg’;“) et X0 COSTE; 9 sont absolument convergentes (pour tout
a € R).

1

2. La série de terme général u,, = (—1)"In (1 + p) est absolument convergente.

En eﬂ‘et7 |Un| — ln (1 + #) et llmn—>+00 n2un = 1’ dOHC par la régle de Riemann
> on>0 [un| est convergente.

Théoréme 2.7. Si une série est absolument convergente alors elle est aussi convergente.

Preuve. On décompose u,, de la forme suivante :

up =ut —u, avec wu =max{u,,0}, u, =max{—u,,0}.
On a, 0 < uf < |uy| et 0 < u, < |uy|. Par comparaison, les séries >, ~qu’ et
Y >0 U, sont convergentes. On conclut que Y, <, u, est convergente (somme de deux

séries convergentes). O

Remarque 2.7. La réciproque du théoreme 2.7 est fausse : une série peut converger

n

A~ —1 ;.
sans étre absolument convergente. Contre-exemple : >~ % Dans ce cas, la série
est dite semi-convergente.

Définition 2.6. La série 3, ~quy est dite semi-convergente si ), |u,| est diver-
gente et Y. ~ou, est convergente.
2.3.2 Séries alternées

Définition 2.7. Soit (uy)nen une suite de réels positifs. On appelle série alternée la
série de terme général v, = (—1)"uy,.

Théoréme 2.8 (Critére des séries alternées). Soit (un)nen une suite de réels positifs
décroissante (a partir d’un certain rang N ) telle que lim, o u, = 0. Alors, la série
alternée ano(—l)nun est convergente. De plus, pour tout n > N,

SZn—i—l <5<8, et |Rn—1| < Uy,
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Preuve. Les sommes partielles S, = S_7_,(—1)¥uy, vérifient
Sont1 = Son—1 + Un — Un41 = S2n—1 €t Sapqo < Son,

pour tout n > 0. Donc, la suite (S2,)nen est décroissante et la suite (S2p+1)nen est
croissante. De plus,

Sont1 — Sop = —ugpy1 <0 et lim (S2p41 — S2n) = 0.
n—-+o0o
D’ot, les deux suites sont adjacentes et admettent la méme limite S qui vérifie : Sgp4+1 <
S < Soy,, pour tout n € N. On conclut que la série alternée est convergente et

S = Z(—l)”un.

n>0

On peut donner une estimation trés simple du reste de la série. On a, pour tout
n €N,
0> 58— S =—ugps1+ 5 — Sant1 > —Uznt1

d’ou ‘Rgn’ = |S — Sgn’ S U2n+1- De méme,
|Ron+1| = |S — Son+1| = S — Sont1 < uzn+o.

D’ou le résultat. O

Remarque 2.8. Pour appliquer le théoreme précédent, il faut bien s’assurer que la suite
(up) est décroissante.

Exemple. Soit u, = m, pour n > 2. La suite (uy,) est a termes positifs, u,, — 0

mais (up) n’est pas décroissante. Montrons que la série >, ~o(—1)"u, est divergente.
Pour tout n > 1,
(=" 1
v on+(=1)"/n’

est convergente (le théoreme 2.8 s’applique) et la série

(=1)"up =

="
v
1

n>2 (- )yn

La série alternée ) ,~o

de termes positifs > est divergente car

n
1'[[] S ———]
nerboo 1+ (=1)*v/n

et la série » 2, ~4 % est divergente. Donc, 37, o (—1)"u, est bien divergente.

Remarque. La nature d’une série peut étre déterminée en utilisant des développements
limités.
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Exemples.

1. On considere la série de terme général u,, = ﬁ — y/nsin (%), pour n > 1. Par

le développement limité a ’ordre 3 de sin x, on déduit 'existence d’une suite &,
telle que limy, 400 €p =0 et

. (1) 1 1 n En
sin| - ) =~ - — + —=.
n n  6n3  nd

1 — 6ey,
Up = ——.
6n2
Dongc, a partir d'un certain rang u, > 0 et par la regle de Riemann, on obtient
la convergence de la série ), ~q tn.

Alors,

2. On considere la série de terme général u, = ((n? +1)* — (n? — 1)), avec a € R.
Si a =0, u, = 0 et donc la série converge. Si o # 0, par le DL & l'ordre 1 de
(1+2x)% on a

1 1 2« €
— 2 _ n
’U,n—na<(1+n2)a—(1—nQ>a> —W‘i‘m

Donc, n?~2%u,, — 2a # 0. Par la régle de Riemann, on obtient la convergence de

la série si et seulement si 2 —2a > 1 <= a < %

3. On consideére la série de terme général u,, = In (1 + (?/lﬁ)n), n > 1. Par le DL a
I'ordre 3 de In(1 + x), on obtient
—1m 1 (=) +e
Tous les termes sauf le deuxieme donnent des séries convergentes, donc la série
> >0 Un diverge.

2.4 Série produit

Soient >, ~qun €t > ,>0vn deux séries absolument convergentes de sommes respec-
tives S et S’. Nous souhaitons définir leur série produit, c¢’est-a-dire une série dont la
somme est égale au produit SS’. Notons (Up)nen €t (Vi)nen les sommes partielles de
Y >0 Un €t Y50 Un, respectivement :

n n
Up =Y ug, Vo= v
k=0 k=0

La suite produit (U, V;,)nen converge vers SS’ et

UV = (zk) (Z k) = 3

k=0 k,j=0
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Théoréme 2.9. Soient ), ~oun et Y ,~oUn deur séries absolument convergentes de
sommes respectives S et S'. La série >, ~,wy de terme général

n
W = UoVp + ULUn—1 + *+ + Un— 101 + U0 = D URUj = D Un¥np
k+j=n p=0

est absolument convergente et sa somme est égale a SS'.
La série },,~owy est appelée la série produit des deux séries ), ~qun €t D50 Un.

Ezemple. On définit f = R — R par f(0) =1 et, pour x € R*,
400 _n

fa)=%"

—-
nzon.

Soit € R fixé. On pose u, = %,L On a

TR (22 B
w++u>‘un‘ n—+oon + 1

D’apres le critére de d’Alembert, la série Z;f:é % est convergente et donc )~ %1 est

absolument convergente. La fonction f est donc bien définie sur R.
Montrons que, pour tous z,y € R,

flx+y) = f(2)f(y).

Soient z,y € R. Par la définition de la série produit de deux séries absolument

+a)xn +a>yn —+o00
= (S5 (5] - S
: 0

n=0 """ n=0 n=

convergentes :

ou, par la regle de Leibniz,

x* yd noghk oynk 1 & n! ke onek (@Y
kijen kUt = kL (n=k)D nl kN (n — k) n!
Donc,
+o00 n
T4y
$) = 3 T = p )

De plus, f est dérivable sur R et, pour tout z € R, f/'(x) = f(x) (admis). Nous arrivons
a la conclusion que, pour tout = € R,
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3 Fonctions de plusieurs variables réelles

3.1 Rappels sur les fonctions a une variable réelle

On considere f une fonction a une variable réelle définie sur un intervalle I. On dit
que I est un voisinage de a §'il existe § > 0 tel que Ja — §,a + §[C 1.

Définition 3.1 (Caractérisation sequentielle de la limite).

Soit f une fonction réelle définie au voisinage de a € R, sauf peut-étre en a. Soit
leR.

— f admet | pour limite & gauche en a si, pour toute suite (x,)nen dans Dy
dont les termes sont inférieures a a et telle que lim,_, o, = a, on a

lim f(z,)=1.

n—-+0o00

Dans ce cas, on note lim f(xz) =1.
r—a~

— f admet | pour limite & droite en a si, pour toute suite (xp)neny dans Dy
dont les termes sont supérieures @ a et telle que lim, o0 n = a, on a

lim f(z,)=1.

n—-+o0o

Dans ce cas, on note lim f(x) =1.
z—a™t

— [ admet | pour limite en a si, pour toute suite (xy)nen dans Dy dont les
termes sont différents de a et telle que limy, 1 xn, = a, on a

lim f(z,)=1.

n—-+o00

Dans ce cas, on note lim f(z) = 1.
r—a

Remarque 3.1 (Propriétés de la limite d’une fonction).

1. La limite d’une fonction f en a peut exister méme si f n’est pas définie en a.
2. Si f est définie en a, sa limite en ce point ne dépend pas de f(a).

3. La fonction f admet une limite en a et li_r>n f(x) =l si et seulement si elle admet
r—a

en a une limite a droite et une limite & gauche et ses deux limites sont égales a .

Exemples.

1. La fonction f définie par

f(x)z{; S% T # 2

si x=2

vérifie lim f(z) = 1.
T—2
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2. La fonction f(z) = sgnx n’a pas de limite lorsque = tend vers 0 car

lim f(z)=—-1# xli)rng f(z)=1.

rz—0~

3. La fonction f(z) = sin (%) n’a pas de limite lorsque x tend vers 0. On considere
la suite 5

(2n+1)m’

Tn

La suite (zy,)nen tend vers 0 mais

f(zn) = sin <1> = sin (W) = (-1)",

Tn
. . . . 1 , .
suite qui ne converge pas. Donc, lim,_,q+ sin (5) n’existe pas.

Définition 3.2 (Caractérisation avec les distances de la limite).
Soit f une fonction réelle définie au voisinage de a € R, sauf peut-étre en a. On dit
que f a pour limite l en a si

Ve>0,30>0:(xe€Dys et |[v—a| <) = |f(z) -1 <e.
Proposition 3.1. Si f admet une limite en a alors f est bornée au voisinage de a.

Proposition 3.2. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a € R telles que

. _ . o !
lim f(z) =1, lim g(z) =1".

Alors

1. limg o (f +9)(2) =1+, limg_yo(fg)(x) =1 et limg_q |f(2)] = |1 .

2. Sil#0, alors % est bien définie au voisinage de a et limy,_,, ﬁ = %

3. Si f > g au voisinage de a, alors 1 >1'.

Définition 3.3. Soit a € Dy. On dit que f est continue en a si
lim f(z) = f(a),

c’est-d-dire pour tout suite (xn)nen C Dy telle que ngrfm Tn = a, on a nll)r}rloof(xn) =

f(a). Ce qui équivaut a
Ve>0,30>0:(x €Dy et |v—al <) = |f(x)— fla)| <e.
On dit que f est continue sur A C Dy si elle continue en tout point de A.

Soit a € Dy. On appelle prolongement par continuité en a d’une fonction f telle
que lim,_,, f(x) =1, la fonction f définie par

f<m):{lf(x) si x#a

st r=a



sinz
Exemple. La fonction f(x) = définie sur R* admet un prolongement par conti-
x

nuité en 0, la fonction f définie sur R par

f(x):{ % si x#0

1 si z=0

Proposition 3.3. 57 f est une fonction continue en a et g est une fonction continue
en f(a), alors go f est continue en a.

Théoréme 3.1 (Théoréme des valeurs intermédiaires).
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b]. Pour chaque valeur yo entre

f(a) et f(b), il existe xg € [a,b] tel que f(zo) = yo.
Preuve. Supposons que yg € [f(a), f(b)]. On note

zo =sup A = sup{z € [a,0] : f(y) <o,y € [a, z]}.

Par la définition de zy, il existe (x,) suite dans A telle que limy,_, oz, = xo. Par
continuité, lim,,_, +~ f(zn) = f(zo), donc f(zp) < yo. Supposons par contradiction que
yo — f(xo) = r > 0. Alors, il existe § > 0 tel que, pour tout = € [zg — J,z¢ + J], on a
f(x) € [f(xo) — 5, f(x0) + 5], donc 20 + 6 € A ce qui contradit zg = sup A. 0

Proposition 3.4. L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Théoréme 3.2. Toute fonction continue sur un intervalle fermé et borné atteint ses
bornes. Plus précisemment, si f est continue sur un intervalle [a,b] avec a,b € R, alors
il existe x1, 9 € [a,b] tels que

o) = il @), )= s @), foh) = ), S

Preuve. Si f n’est pas bornée, il existe (z,,) suite dans [a, b] telle que f(z,) — oo.
La suite (z,,) étant bornée, elle admet une sous-suite (z,(,)) convergente vers o € [a, b].
Par continuité, f(zym)) — f(20), d’olt f(zg) = oo contradiction avec zg € [a,b]. On a
donc A = {f(x) : = € [a,b]} ensemble borné et non vide. Il existe (y,) suite dans [a, b]
telle que f(yn) — a = inf,c[qy f(7). On peut extraire une sous-suite (Yy(n)) de (yn)
convergente vers x1 € [a,b]. Par continuité, f(yy(,)) — f(71) et par 'unicité de limite,
ona f(x1)=«a. 0

Théoréme 3.3 (Théoréme de Rolle).
Soit f une fonction continue sur un intervalle |a,b], dérivable sur ]a,b[ et telle que

fla) = f(b). Alors, il existe xo €)a,b] tel que f'(xo) = 0.

Preuve. Si la fonction f est constante, on peut prendre xg = “T“’. Sinon,
soit sup f(x) > f(a) = f(b) soit ir[lfb]f(x) < f(a) = f(b).
z€la,b] z€la,
Si sup,cpap) f(#) > fla) = f(b), il existe zo €]a,b[ tel que f(zg) = sup,cpp f(x) et
d’apres la définition de la dérivée, on obtient f’(z¢) = 0. m|
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Théoréme 3.4 (Théoréme des accroissements finis).
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b] (a,b € R et a < b), dérivable sur
la,b[. Alors, il existe xo €]a,b] tel que

f'(xo)(b—a) = £(b) — f(a).
f(b) = f(a)

Preuve. On applique le théoreme de Rolle & la fonction g(z) =
—a

x — f(z).

g

Définition 3.4. Une fonction [ définie sur un intervalle I est uniformément conti-
nue sur I si

Ve>0, 36>0 telque (z,yel, lvr—yl<d) = |f(z)— fly)|<e.

On déduit qu'une fonction f n’est pas uniformément continue s’il existe € > 0 et
deux suites (x,) et (y,) satisfaisant =, —y, — 0 et, pour tout n, |f(z,) — f(yn)| > €.

Exemples.

1. La fonction f(z) = 22 est uniformément continue sur ]0, 1[.

2. La fonction f(z) = 1 n’est pas uniformément continue sur ]0,1[. Il suffit de
prendre x, = % et y, = %
3. La fonction f(z) = /x est uniformément continue sur [1,+o0].

4. La fonction f(x) = x? n’est pas uniformément continue sur ]0, +oo[. 1l suffit de

prendre x, =n et y, =n + %

Proposition 3.5. Toute fonction continue sur un intervalle fermé borné I est unifor-
mément continue sur I.

Preuve. Par 'absurde, supposons qu’il existe € > 0 et deux suites (x,) et (y,) sa-
tisfaisant x,, — y, — 0 et, pour tout n, |f(x,) — f(yn)| > €. Comme les deux suites
appartiennent a I, intervalle fermé borné, on peut extraire successivement une sous-
suite (Zy(n)) €t (Yy(p(n))) convergentes vers la méme limite xo € I. Par la continuité,

F(@yiom)) = fWpemy)) — f(@0) — f(z0) = 0 une contradiction avec |f(z,) — f(yn)| >
e > 0, pour tout n. O

Définition 3.5. Une fonction f définie sur un intervalle I est lipschitzienne s’il existe
k > 0 telle que

Va,yel,  |f(x) = fy)l < kle—yl.

Proposition 3.6. Si f est lipschitzienne sur I alors f est uniformément continue sur

I.

Preuve. Si f est lipschitzienne de constante & > 0, pour £ > 0, il suffit de prendre
)= ¢E. O
&
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Proposition 3.7. Toute fonction de dérivée bornée sur un intervalle I est uniformément
continue sur I.

Preuve. On applique le théoreme des accroissements finis pour montrer que f est
lipschitzienne sur I et donc, uniformément continue sur I. O

3.2 Normes sur R"

On commencera par quelques préliminaires : des notions de topologie de ’espace
euclidien R".
Définition 3.6. Une norme sur R" est une application N : R® — R vérifiant :

1. positivité : Vo € R", N(x) >0,

2. séparation :Vr € R", N(x) =0 < x =0,

3. homogénéité :Vx € R", VA € R, N(A\zx) = |A\|N(x),

4. inégalité triangulaire : Vz,y € R", N(z +vy) < N(z) + N(y).
Six € R, le nombre N(x) s’appelle la norme de x et se note usuellement par N(zx) =

[l]]-

Exemples.

1. Pour z = (x1,...,7,) € R, ||z|l2 = /22 +... + 22 est la norme associée au

produit scalaire canonique de R™, qui est défini par

n
(z]y) = Z LY.
=1

Cette norme || - ||2 s’appelle la norme euclidienne. Dans le cas n = 2, c’est la
norme correspondant au théoreme de Pythagore.
2. Il y a d’autres normes sur R", dites normes usuelles. Pour z = (z1,...,z,) € R",
on pose
|1 = |z1] + .- + |znl,  ||2lloc = max(|z1],. .., |zn])-
Les applications || - ||; et || - || ainsi définies sont aussi des normes sur R".

Propriétés : Pour tout z € R™, on a les inégalités
[2lloo < flzll2 < |zl < nll2 -

La notion de norme permet de définir la distance entre deux points de R™ par :
Définition 3.7. On appelle distance sur R™, une application d : R* x R® — R qui
vérifie les propriétés suivantes :

1. positivité : Vx,y € R, d(z,y) >0

Y)
2. séparation :Vzx,y € R", d(z,y) =0 < z =y,
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3. symétrie : Vx,y € R", d(z,y) = d(y,z),
4. inégalité triangulaire : ¥V x,y,z € R", d(x,y) < d(x, z) + d(z,y).

Remarque. Soit N une norme sur R”. On définit I’application d : R™ x R — R par

d(z,y) = N(z —y).
Cette application est une distance sur R", appelée la distance associée a la norme N.

Définition 3.8. Soit || - || une norme sur R™ et d sa distance associée.

1. Sir >0, la boule ouverte de centre a et rayon r est l’ensemble
B(a,r) ={zx € R" : d(z,a) = ||z —a] < r}.

2. Sir >0, la boule fermée de centre a et rayon r est l’ensemble
Bf(a,r) ={zx € R" : d(x,a) = ||z —al < r}.

Remarque 3.2.
1. Pour toutr >0, a € B(a,r).
2. Pour tout a € R", By(a,0) = {a}.
3. Pour tout a € R"™ et r >0, B(a,r) C Bf(a,r).
4. 5t 0 <r <7, alors Bg(a,r) C By(a,r"). De plus, si v < ', alors B(a,r) C
B(a,r").
Exemples.

1. Cas n = 1. La norme est la valeur absolue : N(z) = |z|. Alors,
B(a,r) =la —r,a+r[, Bjgla,r)=[a—71,a+7].

2. Utilisons les notations B, B2 et By pour désigner les boules dans R™ correspon-
dant a chacune des normes usuelles. D’apres les inégalités des normes, on a pour
tout r > 0 et tout a € R™, les inclusions suivantes :

Buo(a, =) € Bi(a.7) C Ba(a,7) € Buo(a.1).

Définition 3.9. Soit (zj)ken une suite d’éléments de R™. On dit (zy)ren converge
vers le point x € R™ si
lim d(zg,x)=0.

k—+o00

Cette propriété se note lim xp = x.
k—+o00
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On montre que cette notion ne dépend pas de la norme choisie. En effet, considérons
les normes usuelles de R™ : || - |2, || - [[1 et || - [|oo- Si d(zk,z) = ||z — 2|2 — O lorsque
k — 400, montrons de méme que

lim ||z —z]1 =0 et lim |z — x| =0.
k—+o00 k—+oo
Puisque, pour tout n € N,
0 < flze — 2floo < llzx — xll2,
par le théoréeme des encadrements, limy_, ;o ||2x — Z||co = 0. De méme,
0 < [lze — zfly < nllzp — 2o,

donc limg_, 4o ||z — x|l = 0.

Proposition 3.8. Soit (zi)reny une suite d’éléments de R™, xp = (Xp1,...,Tky) et
x = (x1,...,2,). Alors,

klim rp=x < V1<j<n, lim xz; = z;.

—400 k—4o0

Dans 'espace vectoriel R", la suite (xy)ren a pour limite x si et seulement si chaque
coordonnée de xp converge vers la coordonnée correspondante de x.

Comme pour les suites de nombres réels, on démontre la proposition suivante.

Proposition 3.9. Soient (zx)ren et (Yr)ken des suites dans R™. Silimy_, oo xp = = et

iMoo Y = y, alors
lim (zx +yk) =2+,

k——+o0

et, pour tout A € R,

lim Azp = Ax.
k—4o00

3.3 Limites et continuité

Définition 3.10. On appelle fonction de n variables réelles une application f d’un
sous-ensemble D de R™ dans R

x=(x1,...,2p) € D CR"— f(x) = f(z1,...,2,) €R.

Lorsque n = 1, f est une fonction réelle d’'une variable réelle (f : D C R — R),
notion déja étudiée.

Exemples.
1. f(z,y) = zy, (z,y) € R%.
xy
2. flz,y) = 55— (z,y) €ER%

$2+y2+1’
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3 f@y) = o () ERPA{(0,0))

On serait tentés de considérer les fonctions de plusieurs variables comme des juxta-
positions de fonctions d’une variable : la difficulté de ces fonctions réside dans la globalité
de leur comportement en fonction de I’ensemble des variables. On ne peut pas séparer
chaque variable en fixant les autres : toutes vont varier indépendament et simultanément.
Les notions de continuité et de dérivabilité ou différentiabilité sont délicates et assez
difficiles.

Soit A une partie de R™. On dit que a € R” est une valeur d’adhérence de A, s’il
existe une suite (xg)ren dans A telle que limg_, o xr = a. On appelle 'adhérence de
A, 'ensemble des valeurs d’adhérence de A et on note A. On remarque que A C A.

Définition 3.11. Soient A une partie de R et f : A — R une application. Si a € A,
on dit que f admet comme limite le point [ € R au point a et on note

lim f(z) =1
81 %1_1)1}1 |f(z) =1 =0, c’est-a-dire
Ve>0, 36>0: Jz—all<d = |f(z)-1I<e.

Proposition 3.10. Soit f: A C R" — R une application et a € A. Alors, liin flx)=1
x a

si et seulement, pour toute suite (ry)ken de R™ telle que lim xp =a, ona lim f(zy) =
k——+oo k—+oo
l.

Cette notion de limite possede les propriétés habituelles de linéarité, etc...

Proposition 3.11. Soient f,g: R" = R et a € A. Si lim f(x) = Iy et lim g(x) = Io,
Tr—a r—a

alors

1. lim(f(x) + g(x) = b +1a,

2. %gré M (x) = A1, pour tout X € R,

5. lim f(@)g(e) = Lla.

fl) L

.Sl lim ———= = —.
BRI T

Exemple 1. Soit f(x,y) = L_T_y Le domaine de définition de f est
Tty

D ={(z,y) €R*: 2 +y #0}.

Est-ce qu’il existe  lim  f(x,y)?
(z,y)—(0,0) (=:9)
Soient z, = 0 et y, = % Alors, lim (xn,yn) = (0,0) et f(xn,yn) = —1, pour tout
n——+00
n. Solent z], = L et y/, = 0. Alors, ngrfm(x;,y;) =(0,0) et f(x},y),) = 1, pour tout n.

Dong, il n’existe pas de limite de f(x,y) lorsque (z,y) — (0,0).
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Exemple 2. Soit

o ={ 2nls) v

On a, pour tout (z,y) € R?, |f(x,y)| < |z|. Donc, lim  f(z,y) = 0.
(z.y)—(0,0)

Définition 3.12. Soient A une partic de R™ et f : A — R une application. Sia € A,
on dit que f est continue en a si

lim f(z) = f(a)

T—a

c’est-a-dire
Ve>0, 30>0: |z—a|]<d = |f(x)— fla)]<e.

On dit que f est continue sur A si f est continue en tout point a € A.

Cette définition est naturelle : on I'obtient en remplacant valeur absolue par norme
dans la définition de la continuité d’une fonction réelle d’une variable réelle.

Proposition 3.12. Soit f : A C R" — R et 29 € A. Alors, f est continue en a si et
seulement, pour toute suite (xy)gen de R™ telle que lim zp = a, on a lim f(zy) =
k—4o0 k—+o00

f(a).

Exactement comme pour les fonctions d’une variable réelle a valeurs dans R, on
démontre les propostions suivantes.

Proposition 3.13. Soient ACR", a€ A, f: A= R et g: A— R deux applications
continues en a. Alors, f+ g, A\f (pour tout X € R), fg sont continues en a.

Proposition 3.14. Soient A C R™, B une partic de R, f : A >R et g: B — R telles
que f(A) C B. Si f est continue en a et g est continue en f(a), alors go f est continue
en a.

Proposition 3.15. Soient A C R", B CRP, f : A — R et, pour tout 1 < k < n,
gr + B = R telles que g(B) C A, ou g(z) = (g1(x),...,9n(x)), x € B. Si les g, sont
continues en a € B et f est continue en g(a), alors f o g est continue en a.

Remarque 3.3.

1. Les projections p; : R” — R, 1 < ¢ < n, définies par p;(z) = x; sont continues sur
R™. L’application p; est linéaire, alors

pi(x) = pi(a)| = |pi(z — a)| < [lz — af|oo.
2. Soient f,g: R? — R les fonctions sont définies par
f@,y) =z +y=pi(z,y) +pa(z,y) = (1 + p2)(2,9),
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9(z,y) = zy = p1(z,y)pa(z,y) = (prp2)(zy).
Les applications f et g sont donc continues, car elles sont la somme et le produit
de fonctions continues.
En généralisant cet argument, on déduit que toute fonction polynomial de R"
dans R est continue. Exemple : f(z,y) = (1 + zy)? + 22* — 4>,
3. Soit A une partie de R™ et f : A — R une application continue sur A telle que
f(z) # 0, pour tout « € A. Considérons g : A — R définie par g(z) = ﬁ Alors
g=wuo fouu:R*— R est définie par u(t) = % et est continue sur R*. Donc, ¢

Ty ,
——— est continue sur R*\ {(0,0)}.

est continue sur A. Exemple : f(x,y) =
ple : f(z,y) = — Y

Exemples.
1. Soit f:R? — R la fonction définie par
2.2

0 si (z,y)=1(0,0)

La fonction f est-elle continue en (0,0) ? Rappelons que lim, ), 0,0) f(%,y) = [ si
et seulement si, pour tout suite ((zy, yn))nen telle que limy, oo (n, yn) = (0,0),
ona lim f(zn,yn)) =1 Soit z, = % et y, = 0. Alors, limy,_ oo (2n, yn) = (0,0)
n—-+o0o

et, pour tout n, f(zn,y,) = 1. Soit z), = % et y), = % Alors, limy, 400 (2}, yl,) =
(0,0) et, pour tout n, f(z},y,) = V2. Donc, il n’existe pas de limite de f(x,y)
lorsque (z,y) — (0,0) et en particulier, f n’est pas continue en (0,0).

sin(zy)

x

2. Soit f définie par f(z,y) = sur D = {(z,y) € R? : 2 # 0}. Déterminer
lim, ) (0,3 f(%,y), si elle existe. On écrit f de la forme :
sin(zy) sin(zy)

flay)=———=y o = pa2(z, y)ulp1(z, y)p2(z,y)).

ol u : R — R est définie par
sint .
1 si t=0

La fonction f est le produit et composée d’applications continues, donc elle est
continue. Alors,

(x,yl)iiz%()ﬁ) f(l‘, y) = p2(07 B)U(pl (Oa 3)p2(07 3)) = SU(O) =3.

Définition 3.13. Soientt ACR" et f: A— R. On dit que f est k-lipschitzienne sur
A, pour k >0, si

Va,y e A, |f(z) = fy)] < Ellz -y

On dit que f est lipschitzienne sur A s’il existe k > 0 tel que [ est k-lipschitzienne sur

A.
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Proposition 3.16. Si f est lipschitzienne sur A alors f est continue sur A
Preuve. Pour chaque € > 0, il suffit de choisir § = £.
Proposition 3.17. Soit N une norme sur R™. Alors, N est continue sur R™.
Preuve. Conséquence du fait que, pour tout x, zg € R",
[N(z) — N(zo)| < N(x — o).

La fonction N est 1-lipschitzienne sur R". O

3.4 Parties ouvertes, parties fermées de R”

Définition 3.14. On dit qu’une partie U de R™ est ouverte (ou est un ouvert de R™)
st, pour tout x € U, U contient une boule de centre x, c’est-a-dire

Ir>0: B(x,r)CU.

Cette définition ne dépend pas de la norme fixée dans R™ (car toutes les normes sur
R™ sont équivalentes).

Proposition 3.18. Pour tout a € R" et tout r > 0, B(a,r) est un ouvert.

Preuve. Soit x € B(a,r). Montrons que B(z,r — d(z,a)) C B(a,r).
Soit y € B(x,r — d(z,a)), alors par 'inégalité triangulaire

d(y,a) <d(y,z) +d(z,a) <r—d(x,a) +d(z,a) =r

et donc y € B(a,r). 0

Remarque 3.4.

1. L’ensemble R™ et () sont ouverts.

2. Toute réunion (finie ou infinie) d’ouverts, est un ouvert.

3. Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.

4. L’intersection d’un nombre infini d’ouverts n’est pas en général un ouvert. Exemple :
Pour tout n > 1, Uy, =] — L, L[ est un ouvert de R, mais Np>1U, = {0} qui nest

pas ouvert (car il ne contient aucune boule de centre 0).
5. L’ensemble A =]0,1[x[0,1] n’est pas un ouvert de R?.

Théoréme 3.5 (Caractérisation de la continuité par les ouverts). Une fonction
f:R™ = R est continue si et seulement st l'image réciproque de f de tout ouvert de R est
un ouvert de R™, c’est-a-dire, pour tout V ouvert de R, f=Y(V) = {z € R": f(x) € V}
est un ouvert de R™.
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Preuve. Condition nécessaire : Si f~1(V) = 0, alors il est un ouvert de R™. Si
FHV) # 0, il existe 29 € f~Y(V). Alors, yg = f(xg) € V. Puisque V est ouvert, il
existe 6 > 0 tel que B(yp,d) C V. L’application f est continue, alors il existe € > 0 tel
que

f(B(zo,€)) C B(yo,d).

Montrons que B(zg,¢) C f~1(V). Soit # € B(zg,¢), alors d(x,z¢) < € et donc
[f(x) = f(xo)| <& <= f(x) € B(yo,0) C V.
Dot x € f~HV).

Condition suffisante : Soit zp € R™ et § > 0 arbitraire. Posons V' = B(f(zo),0). Par
hypothese, f~1(V) est un ouvert et xg € f~1(V). Alors, il existe ¢ > 0 tel que

B(zo,e) C f71(V) = f(B(wo,¢)) €V = B(f(x0),9).

Donc, f est continue en xg. |

Exemple. Soit f : R™ — R une fonction continue. Alors, 'ensemble
F7H0, +oof) = {w € R™ = f(z) > 0}

est un ouvert de R”. En particulier, pour tout a € R”, R"\{a} = {x € R" : |[z—al/« > 0}
est un ouvert. Puisque l'intersection d’un nombre fini d’ouverts est un ouvert, on conclut
que R™\ {a1,...,a,} est un ouvert, ot ay,...,a, € R™.

Définition 3.15. On dit qu’une partiec F' de R™ est un fermé de R™ si, pour toute suite
(zk)ken de F, si xp — x dans R™ alors x € F.

Proposition 3.19. Soit F' une partie de R". Alors F' est fermé si et seulement si son
complémentaire est ouvert.

Preuve. Condition nécessaire : Supposons par contradiction que R™\ F' n’est pas un
ouvert. Alors, il existe a € R™ \ F tel que

Vr>0, 3z, €A: |a—z | <r

En prenant, r = %, pour tout k > 1, on obtient une suite (xg)ren dans F' telle que
lla — k|| < %, donc limy 1 2 = a. Comme F' est un fermé, on déduit que a € F,

contradiction.

Condition suffisante : Soit (zf)ren une suite de F' convergente vers x € R™. Supposons
par contradiction que x € R™\ F. Comme R"™ \ F est ouvert, il existe r > 0 tel que
B(xz,r) C R™\ F. De la convergence de la suite, il existe N € N tel que, pour tout
k> N, ||z — x| < r et en particulier, xj, € R™ \ F, contradiction. m

Remarque 3.5.
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L’ensemble R™ et () sont fermés.
Toute boule fermée Bf(a,r) est un fermé de R™.
Toute intersection (finie ou infinie) de fermés est un fermé.

Toute réunion finie de fermés, est un fermé.

ARSI

La réunion d’un nombre infini de fermés n’est pas en général un fermé. Exemple :
Pour tout n > 1, F,, = {%} est un fermé de R, mais F' = Uy,>1F;, qui n’est pas
fermé (car (L)nen est une suite de F et £ - 0¢ F).

6. L’ensemble A =]0,1[x[0,1] n’est pas un fermé de R2.
Théoréme 3.6 (Caractérisation de la continuité par les fermés). Une fonction
f:R™ = R est continue si et seulement si I’image réciproque de f de tout fermé de R est
un fermé de R™, c’est-a-dire, pour tout F' fermé de R, f~1(F) = {x € R" : f(x) € F}
est un fermé de R™.

Preuve. Conséquence du Théoreme 3.5 et du fait que
R"\ f7H(F) = [TH(R"\ F)

et que F' est un fermé de R” si et seulement si R” \ F' est un ouvert de R™. O

Exemple. Soit f : R” — R une fonction continue. Alors, I’ensemble

F1{0}) ={z e R": f(x) = 0}
est un fermé de R™.

Définition 3.16. Une partie A de R" est bornée s’il existe M > 0 tel que A C B(0, M).
Une partie A de R™ est dite compacte si A est fermée et bornée.
Exemples.
Les pavés [a1,b1] X ... X [an, by] sont des compacts de R™.
Les boules fermées de R™ sont des compacts de R™.
Les frontieres {x € R™ : ||z|| = r} sont des compacts de R™.
Si A et B sont des compacts, alors AN B et AU B sont des compacts.
L’union et I'intersection finie de compacts de R™ sont des compacts.

L’union infinie de compacts de R™ n’est pas nécessairement un compact.

A i o

L’ensemble A = {(z,y) € R? : 22 + y* = 1} est un compact de R?. L’ensemble
B ={(z,y) € R?: 22 +y> = 1} n’est pas un compact de R? car il n’est pas borné.

Proposition 3.20. Si K C R est un ensemble compact, alors il admet un maximum et

Le théoréme de Bonzano-Weierstrass reste valable en dimension supérieur : de toute
suite bornée de R™, on peut extraire une sous-suite convergente.
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Proposition 3.21 (Image d’un compact par une application continue). Si K C
R™ est un compact et f: K — R est continue alors f(K) est un compact.

Preuve. Si f(K) n’est pas borné, pour tout k, il existe x € K tel que |f(zg)| > k.
L’ensemble K est borné, alors (z) admet une sous-suite convergente z4) — @. On a
v € K, car K est fermé. Par la continuité de f, f(w4m)) — f(z) ce qui contradit le fait
que |f(zo)| > (k) > k.

Soit (f(zk)) une suite convergente de f(K') de limite y € R. La suite (zy) est bornée,
alors pour une sous-suite T4y — = et © € K (car K est fermé). De nouveau par la
continuité de f, f(x4m)) — f(x). Donc, par I'unicité de limite y = f(z) € f(K). O

Proposition 3.22. §i K C R" est un compact non vide et f : K — R est continue
alors il existe a,b € K tels que f(a) < f(x) < f(b), pour tout z € K.

Preuve. Conséquence des deux propositions précédentes. O

3.5 Dérivées partielles

On rappelle la définition de dérivabilité et de dérivée d’une fonction d’une variable.
Soit f :]Ja,b[— R, a < b et soit xg €]a,b[. On dit que f est dérivable en xy, si la limite
suivante existe et est finie : .

G s i—f(wo).

t—0

Dans ce cas, on appelle la valeur de la limite la dérivée de f en xg et on note f'(zg) ou
bien %(mo).

Soit f: U C R"™ — R ou U est un ouvert de R"™. Soit a = (a1,...,a,) € U et
7= (v1,...,v,) € R"\ {0}. Soit r > 0 tel que B(a,r) C U. Il existe € > 0 tel que, pour
tout t €] — ¢, €],

a+tv € Bla,r) CU
(il suffit que 0 < e < ”ZT”) Donc, on peut parler de f(a + t¥), pour tout t €] — ¢, ¢[.

Définition 3.17. On dit que f admet une dérivée directionnelle en a suivant la
direction U si la fonction t €] — e, e[ f(a + tv) est dérivable en t =0, c’est-a-dire si la
limite suivante existe (et est finie) :

i £ (@ +9) = fla)
t—0 t

Dans ce cas, on l'appelle la dérivée directionnelle de f en a suivant U et on note
%)
ov ’

Définition 3.18. On dit que f admet une dérivée partielle premiére en a par
rapport a la k-iéme variable xj, si la fonction (d’une variable)

Tp — f(al, e A1, T, Ay 1y - - - an)
est dérivable en a. On note (%];(a) celte dérivée.
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Remarque 3.6. Si f admet une dérivée partielle premiére en a par rapport a la k-iéme
variable zj (1 < k < n), alors

ﬁ(a) — lim flat, ... ax—1,a +t,ak41,...,a,) — f(a)
&%k t—0 t
_ oy Jlatte) — fla)
t—0 t
of
= @(a)a
ou €y, est le k-ieme vecteur de la base canonique de R™.
Exemple.
1. Soit f(x,y) = zy, (x,y) € R2. Alors,

0 0
afi(w,y) =y et ag(x,y) =z.

2. Soit f(z,y) = g, (z,y) € D = {(z,y) € R? : y # 0}. Alors,
of 1 of T
aw(xay) - y et ay(x7y) - yg‘

Définition 3.19. 57, pour tout x € U, la fonction f admet une dérivée partielle premiére

en a par rapport a la k-iéme variable xy, alors la fonction x — %(x) s’appelle la fonction

dérivée partielle de f par rapport a xj et se note %'

Remarque 3.7. Dans 'expression %(azl, ..., Tp) les deux 1 n’ont pas le méme statut :
Ox1 veut dire que 'on dérive par rapport a la premiére coordonnée, et dans le n-uplet

(x1,...,2y), x1 désigne un nombre réel.

On rappelle que si f est une fonction d’'une variable réelle f :Ja,b[:— R et f est
dérivable en zg €|a,b[, alors f est continue en xy. On ne peut pas dire la méme chose
pour les fonctions a plusieurs variables.

Exemple. Soit f : R? — R définie par

| Fs s (wy) #(0,0)
f(mvy) _{ 0 +si (z,y) = (0,0)

Les dérivées partielles de f par rapport & x et & y existent dans R? mais f n’est pas
continue en (0, 0).

Si (z,y) # (0,0),

of
oz

y(y? — 2?) 8f( )= x(z® — y?)

D= ey Y T Gy
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De plus,

o1 o D = 0.0 0F 08— £(0.0

ox t—0 t oy t—0 t

=0.

Définition 3.20. Soit U ouvert de R™, f: U — R et a € U tel que %(@ existent pour
tout 1 < k <n. On appelle gradient de f en a le vecteur

Vi@ = (@) (@),

Exemple. Soit f(z,y) =sinz + Y, (z,y) € R%. Alors, ﬁf(x,y) = (cosx, eY).

Définition 3.21. Soit U ouvert de R", f: U - R et a € U. On dit que f est de classe

C' sur U si toutes les dérivées partielles gmf ,...,é‘?Tf sont définies et continues sur U.
On dit que f est de classe C! en a si toutes les dérivées partielles &Lf ,...,% sont

définies en un voisinage de a et continues en a.

Exemple.

1. SiU = {(z,y,2) €ER3>: 2>0et f: U — R est définie par f(x,y,z) = e™¥"?,
alors f est de classe C' sur U.

2. Une fonction polynomial est de classe C' sur R” car ses dérivées partielles sont
des polyndmes, donc ce sont des fonctions continues.

Une fonction rationnelle définie sur un ouvert U est de classe Ct sur U. Par
exemple : g(z,y) = x2+y2 est de classe C! sur R?\ {(0,0)}.

3. Soit f : R? — R définie par

fmw—{g“§<%m:m@

Alors, f n’est de classe C' sur R?. En effet,

af B Losi ¢y+£0
750 y)—{g :

donc 2 (0 y) n’est pas continue en y = 0 et en particulier, % n’est pas continue

n (0, 0)
Rappelons que si f est une fonction d’une variable alors f est dérivable en a si et
seulement si

fla+h) = f(a) + f'(a)h + he(h)

ou ¢ est continue et £(0) = 0 (done, limy_,ge(h) = 0).
Nous allons généraliser cette propriété aux fonctions de plusieurs variables qui sont
de classe C*.
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Théoréme 3.7. Soit f: U — R, U ouvert de R" et f de classe C* sur U. Soit a € U.
Alors, f admet un développement limité a l’ordre 1 en a, c’est-a-dire

B of of
fla+h) = f(a )+a—1( )h1+...a—%

= fla)+Vf(a)-h+|lh]e(h),

ot € est continue et £(0) = 0.

hn + [h||e(h)

Preuve. 11 suffit d’appliquer le théoréme des accroissements finis & une fonction d’une
variable réelle appropriée. O

Corollaire 3.1. Soit U ouvert de R™, f : U — R de classe C' sur U. Alors, f est
continue sur U.

Preuve. D’apres le théoréeme,

fla+h) = f(a)+ V() h+|hle(h)

ol ¢ est continue et e(0) = 0. L’application L : R" — R définie par L(h) = Vf(a) - h est
linéaire et donc continue. La fonction h — ||h|| est continue sur R™ et donc h +— ||h]|e(h)
est aussi continue en 0. Alors, la fonction h +— f(a + h) est continue en 0, c’est-a-dire, f
est continue en a. Puisque a € U est arbitraire, on conclut que f est continue sur U. O

3.6 Calcul des dérivées partielles

Proposition 3.23. Soient f,g: U — R, U ouvert de R™ et a € U. On suppose que f et
g admettent une déerivée partielle par rapport d la variable x (1 <k <n)ena. Alors :

o(f+g) of

1 A ) = 2y + ),
2. 29 ) = 2L (a)ga) + S5 o),
| 0 (£\, . _ Sl@gle) - f@)f(a)
3. sigla) #0, — () (a) = () .

Rappelons la régle de la dérivation de la composée de fonctions d’une variable réelle :
si g est dérivable en a et si f est dérivable en g(a), alors f o g est dérivable en a et

(fog)(a) = f'(9(a))g'(a).

Proposition 3.24. Soient f : U — R, U ouvert de R™, une fonction de classe C' sur
U. Soient V ouvert de RP, g : V — R avec 1 < k < n, n fonctions de classe C* sur V
telles que g(z) = (g1(x),...,gn(z)) € U, pour tout x € V. Alors, la fonction composée
fog:V =R est de classe C' sur V et ses dérivées partielles sont données par :

agk 4
1<4<np.
8:1:J Z 8yk 8% ;) =J=P
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Sip=1, ( zn:af g1 ().

Exemple. Soit u(t) = f(t?,3t + 1), avec f : R? — R fonction de classe C! sur R2.

Alors,
u'(t) = 2t8—f(t2, 2t + 1) + 3(;];

22t+1), teR.
ox (t7,2t + 1),

Théoréme 3.8 (Théoréme des accroissements finis). Soit U ouvert de R™, f :
U — R de classe C* sur U. Soient a,b € U tels que le segment d’extrémités a et b :

[a,b] = {a+t(b—a):tec[0,1]}
est contenu dans U. Alors, il existe ¢ € [a, b] tel que
F(b) = f(a) = (b—a)- V().

Preuve. Soit u(t) = f(a+t(b—a)), t € [0,1]. Pour 1 < k < n, soit g; : R — R défnie
par gk(t) =ag + t(bk - ak)' AlOI‘S, u(t) = f © g(t) ou g(t) = (gl(t)v cee 7gn(t))’ te [07 1]
D’apres la proposition 3.24, u est de classe C' et

n
!/
t) = — k).
u'(t) z:: 8=77k Z (%k by, — ay)
De plus, par le théoreme des accroissements finis, il existe ¢y €0, 1] tel que
u(l) —u(0) = u'(to) <= f(b) Z )(br — ax,).

11 suffit de prendre ¢ = g(to). O

Définition 3.22. On dit qu’un ouvert U de R™ est convexe si, pour tout a,b € U, le
segment d’extrémités a et b est contenu dans U, c’est-a-dire

{a+tlb—a):te|0,1]} CU.
Corollaire 3.2. Soit U ouvert conveze de R", f : U — R de classe C' sur U. Si toutes
les dérivées partielles de f sont nulles en tout point de U, alors f est constante sur U.
3.7 Différentiabilité

Définition 3.23. Soit U ouvert convexe de R", f : U — R et a € U. On dit que f
est différentiable au point a s’il existe une application linéaire L : R™ — R et une
application € : R™ — R continue en 0 avec €(0) = 0, telles que

fla+h) = f(a) + L(h) + [|h]|e(R).
L’application L s’appelle la différentielle de f en a et se note Df(a).
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Attention : La différentielle de f en a est une application linéaire et pas un nombre. Si
f est une application linéaire, alors la différentielle est la fonction elle-méme. Néanmoins,
on peut l'identifier avec le vecteur donné par les valeurs de D f(a) sur la base canonique
de R™. Pour n =1, on retrouve Df(a)(h) = f'(a)h.

Théoréme 3.9. Soit U ouvert convexe de R™, f : U — R eta € U. Si f est différentiable
en a, alors f est continue en a, admet des dérivées partielles en a et

Df(a)(hi,... hy) =V f(a) h= gf( Yhi + .. +§i( ).
r1 Tn

L’existence de dérivées partielles en a n’implique pas la différentiabilité.

Exemple. Soit f fonction définie sur R? par

)0 si 2zy#0
f(x,y)—{l si zy =0

Alors %(0,0) =0= 2—5(0,0), mais f n’est pas différentiable en (0,0) car f n’est pas
continue en (0, 0).

Théoréme 3.10 (Différentiabilité d’une fonction de classe C'). Soit U ouvert
conveze de R™ et f : U — R une fonction de classe C' sur U. Alors, f est différentiable
sur U.

Preuve. Supposons que 7 = 2. On définit £(0) = 0 et, pour h # 0,

I O of
) = i (Fat ) = @) = Fh@ = (@)

Pour montrer que ¢ est continue, on écrit

fla+h) = f(a) = f(a1 + h1,a2 + ha) — f(a1,a2 + h2) + f(a1,a2 + ha) — f(a).

Par la caractérisation des dérivées partielles,

0

6:L'fl(ah az + hg)hl + hiey (hl),
of
02

ou e1,e : R — R sont continues en 0 et vérifient : €1(0) = £2(0) = 0. Alors,

flar + hi,a2 + ho) — f(ar,a2 + ho) =

flar,a2 + he) — f(a) = 5=—(a)hs + haea(ha),

1 /0
() = o (G ar,az + haln — £ (@) + ey () + hazaha) ).
Tl 21
en particulier,
0 0
()] < | 5 an,02 4 ) = 5@+ ea(h)] + fea(h)]
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On conclut que limy,_, 9y €(h) = 0, en utilisant la continuité de la fonction %. m

Exemple. Soit f : R? — R la fonction définie par

f(%y):{ \/xy2Ty4 si (z,y) # (0,0)
0 si (z,9) = (0,0)

Pour tout (z,y) € R,
lyly?
[f(@,y)| < == =yl
/it
Donc, lim, ) 0,0y f(z,y) =0 = f(0,0) et f est continue en (0,0) (et continue sur R?).
On peut montrer facilement que

of of
=—(0,0) =0 et ==(0,0)=1.
00 =0 e Lo
En utilisant des coordonées polaires, h = (h1,h2) = (rcos,rsinf), avec r > 0 et
0 € [0,27], on a
f(h1,h2) = £(0,0) — ha 3L (0,0) — ha gl (0,0) LI, 1
[[(h1, he)ll2 /R + I /h2 1 2

S|

r3sin® 6 )
= —rsinf
V12 cos? 0 + rtsin 0

rsin® @ .
= —— —sin.
Vecos2 0 + r2sint 6

On conclut que la limite suivante

Lo FUnshe) = £(0,0) - Mg (0,0) — hag(0,0)
(h1,h2)—(0,0) [(h1, h2)ll2

n’existe pas et que f n’est différentiable en (0,0).

3.8 Dérivées partielles secondes

Soit U un ouvert de R™ et f : U — R une fonction de classe C'. Alors, chaque
fonction 887’; :U — R (1 < j < n) est une fonction continue de n variables et donc,
susceptible d’avoir elle-méme des dérivées partielles.

Définition 3.24. Si elle existe, la dérivée partielle de la fonction % par rapport a la

J
D . ) . 9 (08 P
i-iéme variable en un point a € U, c’est-a-dire i (8—;;) (a), s’appelle dérivée seconde

de f en a et se note
0% f
aa:iaxj

0% f

2
axj

(a) si i#7 et (@) si i=j.
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Pour calculer %, on dérive d’abord par rapport a z;, puis par rapport a ;.
Exemple. Soit f(z,y) = 2%y. Alors, pour tout (x,y) € R2,

2 2 2 2
i Pf o O . O

w(x,y):&vy, 0xdy £ oyoxr £ oy

Définition 3.25. Soit U un ouvert de R™ et f : U — R une fonction de classe C' qui
admet toutes les dérivées partielles secondes en a € U. On appelle matrice hessienne
de f en a, la matrice carrée :

92 f 92 f 92 f
87:(:%(&) 0x10x2 (a’) te 0x10Tn (CL)
o f 92f % f
Hf (a) _ 8:628%1 (CL) 8:5%(&) e 0x20Ty (CL)
82f' 82f‘ ' 82f'
0xn0x1 (CL) 0Ty, 0T2 (a’) te ﬂ(a)

Définition 3.26. Soit U un ouvert de R™, f : U — R de classe C'. Si toutes les dérivées
partielles premiéres % : U — R sont de classe C' sur U, alors on dit que f est de classe
J

C? surU.

Une fonction est de classe C? si toutes les dérivées partielles secondes existent et sont
continues. Une somme ou un produit de fonctions de classe C? est de classe C? et les
formules des dérivées partieles d’une fonction composée montrent que la composée de
deux fonctions de classe C? est de classe C2.

Pour une fonction de classe C2, l'ordre dans laquelle on dérive est sans importance.

Théoréme 3.11 (Théoréme de Schwarz). Soit U ouvert de R™", n>2, et f:U — R
une fonction de classe C? sur U. Alors, pour tous 1 <1i,j <n,

0% f 0% f

al'ial‘j N 6:@6:@

D’apres le théoréme de Schwarz, une fonction de deux variables de classe C? possede
. . /7 . ’ . 2 2 2 .
en fait que trois dérivées partielles secondes : %, aamgy et g—yéc. Pour une fonction de

. . 2 soa s . L 0%f  O%f 02 f 02 f
trois variables de classe C*, on a 6 dérivées partielles secondes : -7, 520y D05 Dy

92 9?2
TZJ‘; et 872‘5

Attention : La réciproque du théoréme de Schwarz est fausse. On considere f : R? —
R définie par

4
flz,y) = ﬁyz si (z,y) # (0,0)
0 si (z,y)=(0,0)
Alors,
22yt _
g(%y): _ﬁ si. (w,y) # (0,0)

O 0 si (z,y)=(0,0)
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et

A%y’ +2°
%(w,y): @2+ )2 si (z,y) # (0,0)
o 0 si (z,9)=1(0,0)
On a alors,
8343
9% f O%f __ Y (2,1) % (0,0)
- = 2 2)3 ) s

c%cay(x’y) Oy (z,y) (22 + y?)

0 si (z,y)=1(0,0)

Mais f n’est pas de classe C? car la fonction % n’est pas continue en (0, 0).

Remarque. Si U ouvert de R” et f : U — R une fonction de classe C? alors, pour tout
a € U, la matrice hessienne H¢(a) est une matrice symétrique.

3.9 Extrema des fonctions de plusieurs variables
Rappelons que si f : D C R — R est une fonction de classe C?, alors f admet un
DL alordre2ena € D :
1
fla+h) = f(a) + f(a)h + 5)"”(a)h2 +e(h)h?

avec limy_,oe(h) = 0. Si f admet un extremum en a, alors a est un point critique de f,
c’est-a-dire f’(a) = 0. Supposons f/(a) = 0. Si f”(a) < 0 alors a est un maximum local
et si f(a) > 0 alors a est un minimum local, car f(a+ h) — f(a) a le signe de 3 f”(a)h?.

Définition 3.27. Soit U un ouvert de R", f :U - R eta e U.

1. On dit que f admet un maximum local en a s’il existe r > 0 tel que
Vz € B(a,r), f(z)< f(a).

2. On dit que f admet un minimum local en a s’l existe r > 0 tel que
Vz € B(a,r), f(z)> f(a).

3. On dit que f admet un extremum local en a si f admet un mazimum local ou
un minimum local en a.

Si les inégalités sont au sens strict, on dit qu’il s’agit d’extrema locauz stricts.

Définition 3.28. Soit U un ouvert de R", f : U — R de classe C' et a € U. On dit
que a est un point critique de f si

of

V<< =0
<i<mn, aa;i(a)

Théoréme 3.12. Soit U un ouvert de R™, f : U — R de classe C*. Si f a un extremum
en a € U, alors a est un point critique de f.
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Preuve. Cas n = 2. On définit g1(t) = f(¢,a2) et g2(t) = f(a1,t). Alors, a; est un
extremum local de g1 et as est un extremum local de go. Donc, g (a1) = 0 et gh(az) = 0,

c’est-a-dire 8f of
le 8.7}2( ) 0
O
Exemples.
1. On considere f(x,y) = 22 + y? — 2z — 6y + 14. Alors,
of B of _

L’unique point critique de f est (1,3). En effet, pour tout (z,y) € R?,
flay)=(z—1)%+(y—3)" +4 2> f(1,3) = 4.

Dong, (1,3) est un point de minimum local et global de f.
2. On considere f(z,y) = y? — z2. Alors,

0 0
£($,y) = _2‘737 %(xay) = 2y

Donc, (0,0) est le seul point critique de f. On remarque que
flz,0)=—22<0si 2#0 et f(0,y)=4>>0 si y#0.

Dans n’importe quel disque centré a l'origine, f prend aussi bien des valeurs
strictement positives que strictement négatives. Par conséquent f(0,0) = 0 ne
peut pas étre une valeur extréme de f.

Soient U ouvert de R"™ et f : U C R™ — R une fonction différentiable sur U. Alors,
d’apres le Théoréme 3.7, f admet un développement limité a 'ordre 1 en a € D (Formule
de Taylor-Young d’ordre 1), c’est-a-dire

of

P
fa+h) = f@)+ 5 @b 8;;;1” 1lhlle(h)

= fa)+Vf(a) h+|lh]e(h).

Théoréme 3.13 (Formule de Taylor-Young d’ordre 2). Soient U ouvert de R",
f:U CR" = R une fonction de classe C? sur U et a € U. Alors, il existe r > 0 tel
que, pour tout h € B(6,7‘), on a

_ of of |,
flath) = fla)+g-(@h+... 5=(a 21<§< a 8 a)hih; + |[h]*e(h)
1 .
= f@)+ V@) h+ g h)Hi) [ 1| +[h]Pe(h)
o

ou lim, .ge(h) =0 et Hy(a) est la matrice Hessienne de f en a (voir définition 3.25).
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Preuve. Supposons pour simplifier que n = 2. On fait d’abord un DL a ’ordre 2 de
la fonction x — f(x,as + ha) au point ag :

2

10
8f (al,a2+h2)h1+28 J;(al,GQ-i-hQ)hl +h1€1(h1)

Ensuite, on fait un DL1 d’ordre 2 de la fonction y — f(a1,y) au point ag, un DL a
lordre 1 de y — 3
obtient

fla1+hi,a2+ha) = f(ar, a2+ h2)+

i (a1,y) au point ag et en utilisant la continuité de la fonction g J; , on

Flar + hoas + ha) = f(a) + 2L (a >h2+182f<a>h2+<8f (a) + f<a>h2>h1

Oy 2 Oy? 0 Oyox
K N 2
L O + e,

O

Exemple. On consideére f(z,y) = arctan (£), si x # 0. On veut approximer f en (1,1)
par un polynoéme de degré 2. On calcule

Dap=-mglg Lay=4*
ar Y T T ey Y T e
et
0% f 2xy 0% f y? — 22 0% f 2y

o =G ey Y T G oY T T

Alors,
F(L+ h1, 1+ hg) = P(hy, ha) + ||(h1, he)|[*e(h1, ha),

avec
Plhto) = 10+ 2 L 0m+ 2L 0 ner 2L 1, 1)h2+ L 3 Dhahot 2L 1 1)
R Dy 922 D20y ay2 D5
et ou
ol () =0,
On a:

7 b he R} R
P(hih) =7 =5+ 5 + 0= L.

Théoréme 3.14. Soit U ouvert de R™ et f : U — R une fonction de classe C?. Soit
a € U un point critique de f. On pose, pour h € R™,

Alors
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1. SiVh e R*\ {0}, Q(h) >0, alors f admet un minimum local strict en a.
2. SiVheR"\ {0}, Q(h) <0, alors f admet un mazimum local strict en a.
3. Sl existe k € R™\ {0} tel que Q(k) > 0 et il existe k € R™\ {0} tel que Q(k) < 0,

alors f n’admet pas d’extremum local en a.

Preuve. En utilisant la Formule de Taylor-young d’ordre 2, pour tout h assez petit,

FlatB) ~ () = 5QUH) + IP<(h).

1. Si la forme quadratique @ est définie positive, alors () admet un mimimum global
strictement positif a sur I’ensemble compact S = {h € R" : ||h|| = 1}. Donc,

VheR", Q(h) = alh|*

Do,
«

fla+b) - fla) = (5

+a<h>) b2

IN

Par la continuité de € en 0 et le fait que £(0) = 0, il existe 7 > 0 tel que |e(h)
pour tout k € B(0,r). Donc, pour tout h € B(0,r) \ {0}, on a

flath) = f(a) = ZIB[* >0

et, on conclut que a est un point de minimum local strict.
2. Méme raisonnement.

3. Pour h € R™ fixé et t assez petit, on a
1
flatth) = fla) = SQ(th)+ [th|*e(th)

2
= SQuh) + 2 |h|Pe(eh)

= 2|n|? (;ﬁgﬂé 4 e(th)) .

Donc, pour les valeurs de ¢ assez petites, le signe de f(a+h) — f(a) est donné par
le signe de Q(h). En prenant h = k, on obtient f(a + th) — f(a) > 0 pour tout
t assez petit et, en prenant h = k, on obtient f(a + th) — f(a) < 0 pour tout t
assez petit. En conclusion, a ne peut pas étre ni point de minimum local ne point
de maximum local. O

Remarque 3.8. Si Q(h) > 0 pour tout h € R™ (ou Q(h) < 0 pour tout h € R,
respectivement), on ne peut rien conclure sur la nature de a.
Exemples.
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1. Soit f(x,y) = 2. Alors, f admet un minimum local en (0, 0) car
V(z,y) €R?, flz,y) > 0= f(0,0).
Mais, on a gf(() 0) = 8—f(0 0)=0et

0% f

Q) = 5

2 2
(0,0)h3 + 285;5 (0,0)h1hy + @(o ,0)h3 = 2h% > 0.

2. Soit f(x,y) = 23. La fonction f n’admet pas d’extremum local en (0,0). Mais,
on a %(0,0) = 25(0 0) =0 et Q(h) = 0, pour tout h € R2.

Le cas des fonctions de deux variables réelles peut se traduire de la fagon suivante.

Théoréme 3.15. Soit U ouvert de R? et f : U — R une fonction de classe C?. Soit
(a,b) € U un point critique de f. On pose

0% f 0% f 0% f
= w(a,b), s = al‘ay(a7 b), t= Tw(a,b)

(appelées les notations de Monge). Alors
1. sirt—s?>>0etr >0, f admet un minimum local strict en (a,b),
2. sirt—s2>0etr <0, f admet un mazimum local strict en (a,b),

3. sirt —s2 <0, f n'a pas d’extremum en (a,b). Dans ce cas, on dit que (a,b) est
un point selle ou point col.

4. si s> —rt =0, on ne peut rien conclure.

Preuve. On a, pour (h, k) € R2,

B 62f 9 9? f 02f
= rh2 +2shk+tk2

Supposons k # 0. Alors

Q(h, k) = k* <7“ (Z)Q + 2s <Z> +t> = k2P (Z) :

ot P est un polyndéme de degré 2 et a comme discriminant A = 4s? — 4rt = 4(s? — rt).
Dong, si s> — rt < 0, Q ne change pas de signe :

1. sir7 >0, ona Q(h,k) > 0, pour tout (h,k) € R?\ {(0,0)},
2. sir <0,onaQ(h,k) <0, pour tout (h,k) € R\ {(0,0)}
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d’ou le résultat d’apres le théoréme précédent.

Si s2 —rt > 0, alors Q change de signe sur R? et alors, f n’a pas d’extremum en
(a,b). 0

Exemple. Rechercher les extrema de la fonction f(z,y) = 2* + y* — 4oy + 1.

On a {

)=z = z(2®—1) = z(2+1)(z?—1) = z(2+1)(2®+1) (2*—1) = z(z*+1) (2> +1) (z+1) (z—

Q)‘Q)QJ‘QD
SISE

(z,y) =42% —4y =0 y =23
(z,y) =4y> —4x =0 = P—z=0

De plus,

Donc :

2 —2=0<+= z=0o0ouz=1ou z=—1.

Alors, les points critiques de f sont : (0,0), (1,1) et (—1,—1). Les dérivées partielles
secondes de f sont :

82f 2, 0% 0% f 2
Au point (0,0), on a
82f 0% f 0% f

Alors, s2 —rt =4 > 0 et (0,0) n’est pas un point d’extremum de f.

Au point (1,1),r =t =12 et s = —4. Alors, rt — s> = 128 > 0 et 7 = 12 > 0, donc
(1,1) est un point de minimum local de f (et f(1,1) = —1).

Au point (=1,—1),r =t=—12 et s = —4. Alors, 71t — s> =128 > 0 et r = —12 < 0,
donc (—1,—1) est un point de maximum local de f (et f(—1,—1) = —1).

Le théoréme suivant donne des conditions suffisantes pour I'existence d’extrema dans
le cas de la dimension n.

Théoréme 3.16. Soit U un ouvert de R™, f : U — R de classe C? et a € U un point
critique de f.

1. Siles n mineurs principavx de Hy(a) sont tous positifs, c’est-a-dire

2 2
82f 9% f (a) 9% f (CL) x]Q( ) 8&?15;22 (a’) 81‘816fx3 (CL)
922 dx10x 92f % f O f
W((I) > 0, xa]Ef (a) ﬁ(az) > 0, 922071 (CL) W(a) w2073 (CL) > 0, Ce
1 Oxo0x1 8$% 0?2 f o°f 82f

Ox30x1 (a) Ox30x2 (a) Tazg(a)

alors a est un minimum local strict de f.
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2. Siles n mineurs principauz de Hy(a) alternent de signe, le premier étant négatif,

c’est-a-dire
92 92 92
92 52 aTJ;(a) axlafm (a) axlgx (a)
O*f 87120(“) 69:15;2 (a) 02 o2 f 02f
w(a) < 07 8]2f 62f > 0, 8$28I1 (CL) W(a) 61‘26$3 (CL) < 0, “ e
T Fter (@) gz (a) e o f 2f
Ox30x1 (CL) Ox30x2 (a) 8:(;% (CL)

alors a est un mazximum local strict de f.

Définition 3.29. Soit U un ouvert de R", f :U - R eta e U.

1. On dit que f admet un maximum global en a st
VeeU, [f(z)</[f(a)

2. On dit que f admet un minimum global en a si
VeelU, f(z)> f(a).

3. On dit que f admet un extremum global en a si f admet un maximum global
ou un minimum global en a.

D’apres la proposition 3.22, si K un compact de R™ et f : K — R une fonction
continue, alors f admet un maximum global f(a;) et un minimum global f(a2) en des
points a1, a2 € K.

Pour déterminer les valeurs maximales et minimales globales d’une fonction continue
f sur un ensemble compact K de R"™, il faut :

1. Déterminer les points critiques de f sur R™.

2. Calculer les valeurs de f aux points critiques de f qui appartiennent a K.
3. Calculer les valeurs extrémales de f sur la frontiere de K.
4

. La plus grande des valeurs issues des étapes 2 et 3 est la valeur maximale globale ;
la plus petite de ces valeurs est la valeur minimale globale.

Exemple. Déterminer le maximum et minimum global de la fonction f définie par

flz,y) =a® +y* —ay
sur le disque D = {(x,y) € R? : 22 + 2 < 1}.
On a 5 5
afi(m,y) =2r—y et ajyc(fc’,y) =2y —w.

Le point (0,0) est I'unique point critique de f dans R? (et dans D). On pose

0? 0% f 0% f
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Alors 71t — 82 =3 >0 et 7 = 2 > 0, donc (0,0) est un point minimum local strict de f.
De plus, f(0,0) = 0. La frontiere de D est 'ensemble F' = {(z,y) € R? : 2% + 4% = 1}.
En coordonnées polaires, on écrit

F = {(cosb,sinb) : 0 € [0,2n]}.
On définit ¢ : [0,27] — R par

$(0) = f(cosh,sinf) = cos?f +sin? —sinfcosf = 1 — 8111(220)
Alors,
#'(0) = —cos(20) =0 < 20 = g+k27r ou 26 = 3%4—1{7277 — 0= Z—H{??T ou 6= %T—H{:Tr.

Nous avons

o0 =oem =1 o(7)=o(F) =5 o(F)=4(F)-5

Conclusion : Le maximum de f sur K est 3 et il est atteint en (cos 27, sin 27) = (—g, @)

et en (cos °F,sin ) = (@, —@) Le minimum global de f sur K est 0 et il est atteint
en (0,0).

3.10 Fonctions vectorielles

Définition 3.30. On dit que f est une fonction vectorielle réelle si f : U C R™” — R™,
oun>1etm>2. Alors, f(x) = (fi(x),..., fm(z)) ot fi: D =R, 1 <i<m sont des
fonctions de n variables a valeurs réelles.

Définition 3.31. Soient U ouvert de R"™, f: U C R®™ — R™ une fonction vectorielle et
xg € U.

1. On dit que f est continue en xg si f; est continue en xg, pour tout 1 < j < m.

2. On dit que f admet une dérivée partielle premiere en xqg si, pour tout 1 < j < m,
f;j admet une dérivée partielle premiére en xq et alors, on note

OF (40) = (afl(mo),... %(xo)> .

0$j 01']' ’ a$j

3. On dit que f est différentiable en xq si, pour tout 1 < j < m, f; est différentiable
en .

Définition 3.32. Soient U ouvert de R™ et f : U C R™ — R™ avec m > 1 qui admet
toutes ses dérivées partielles premiéres sur U. On appelle matrice jacobienne de f au
poit xg, la matrice de m lignes et n colonnes ou le coefficient a la ligne i et colonne j

est gg]:; (x0). Cette matrice se note J¢(xo).
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Dongc, si elle existe,

) ) )

g (z0)  g(wo) ... Flt(o)
Jy(xo) = : : :

8{;1 (o) aim(xo) e ain (o)

D’apres la régle de la dérivation de la fonction composée (Proposition 3.24), on
conclut que les matrices jacobiennes sont utiles pour calculer les dérivées partielles d’une

fonction composée.

Proposition 3.25. Soient U ouvert de R™, f: U — R™ fonction de classe C'. Soient
V ouvert de RP et g : V — R™ une application de classe C'. Si g(V) C U, alors fog

est de classe C' sur V et, pour tout x € V,

Jfog(®) = J(9(2))Jg(2)-
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4 Intégrales multiples

Nous allons présenter de fagon intuitive la notion d’intégrale multiple et montrer
quelques exemples de calculs.

4.1 Intégrale double sur un rectangle
Soit f une fonction de deux variables x et y, définie sur un rectangle
R=la,b] x[c,d] = {(z,y) ER*:a <z <b, c<y<d}.

Supposons que f est continue sur R.

Définition 4.1. On définit l’intégrale double de f sur le rectangle R par :

/Rf<x,y>da:dy—/ab (/jf(a:,y)dy) dz.

Dans l'intégrale précédente, on a

/], f(a:,y>da:dy—/bg<x>dw

ou g(x f f(z,y) dy qui est l'intégrale sur [c,d] de la fonction y — f(x,y) (x étant
fixé dans [a, b]). Notons que cette fonction est continue, donc g est bien définie.

Exemple. Soit f(z,y) = sin(n(z +y)), (z,y) € R =[0,1] x [0, 1]. Alors,

/| sy dedy

1

sin a:—i—y))dy) dx

1
s

£ (f
e

; [cos(m(z + y))] ) dx

1 1
1 21
= —/Q—COS( (m+1))dx+/2—cos(7rx)d:::
0o 7 o
2

= —% [sin(m(x 4+ 1))]§ + % [Sil’l(ﬂ'.%')]é )

Remarque 4.1. Si f est une fonction constante, par exemple f(x,y) = «, pour tout x
et y, alors

J[ sy dody = at@- e - o).
R
Donc, 'intégrale de f est égale au produit de o par 'aire du rectangle.

Dans la définition précédente, on a intégré d’abord par rapport & y est ensuite par
rapport & x. Le théoréme suivant affirme qu’on aurait pu inverser ’ordre d’intégration.

Théoréme 4.1 (Théoréme de Fubini). Soit f : [a,b] X [¢,d] — R une fonction

continue. Alors,
/ </Cdf(w,y)dy> ww= | </:f(x,y)dx> .
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4.2 Intégrale double sur un domaine plus général

Soit f une fonction continue de deux variables x et y sur un domaine plan D défini
par
(,y) €D <= a<z<b et uz)<y<uv(x), (1)

ou u et v sont deux fonctions continues de la variable x.

Définition 4.2. On définit intégrale double de f sur le domaine D par :

| rawdzay= | ’ ( / (()) f(z,9) dy) dz.

Exemple. Soit f(z,y) = 2% +y> et D le domaine délimité par le triangle ABC ou
A=(0,0), B=(1,0) et C =(0,1).

La difficulté essentielle de ce chapitre est d’étre capable d’écrire le domaine D sous
la forme (1). Dans ce cas,

(z,y) est & droite de I’axe vertical z = 0
(z,y) est & gauche de l'axe vertical x = 1
D —
(@.y) € (z,y) est au dessus de 'axe horizontal y = 0
(z,y) est au dessous de la droitey =1 — =z
c’est-a-dire :
(x,y) €D <= 0<z<1 e 0<y<1l-—u.

(/ (@ —I—y)dy) dz

4122
dx

Donc,

/ flz,y)drdy =
D

\

a:y—l—

= /( (1—-=x) (1;:1;)4) dx

|
\

Remarque 4.2. Graphiquement D est la portion du plan situé entre d’une part, les
deux verticales d’abscisses a et b et d’autre part, les courbes répresentatives des deux
fonctions u et v. Son aire, est donc égale a la différence des deux intégrales :

A(D) = /abv(x) dx — /ab u(zx) de.

Si f(z,y) = a constante sur D, alors

//Df(a?,y)da:dy:a </abv(m)da:—/abu(x)dx> _
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Proposition 4.1. Si le domaine D est défini par
(r,y) €D <= c<y<d et r(y <z<s(y), (2)

ot T et s sont deux fonctions continues de la variable y, alors

|| t@wdzay = [ ’ < / (;’) f(z,9) dx) dy.

En particulier, si D admet a la fois les deux définitions (1) et (2), alors

b @ d [ rs()
Y - y .
/a (/u(x) f(z )dy> dx /C (/r(y) flx y)dm) dy

Exemple. Dans 'exemple précédent, on a

f(z,y)drdy = 1 1736(952 +93) dy | do = 1 17y(x2 +93) dz ) dy.
//D /0 0 0o \Jo

Les propriétés connues pour les intégrales simples se généralisent naturellement a
Iintégrale double.

Proposition 4.2. Soit D un domaine de R? et soient f et g deuz fonctions continues
sur D. On a

1. //D(f(ﬂf?y)Jrg(:v,y))dﬂfdy://Df(ﬂﬁ,y)dﬂﬁder//Dg(:v,y)dwdy,
2. Pour tout A € R, //D)\f(:z:,y)dzz:dy:)\//Df(:n,y)d:vdy,

3. Si f(x,y) >0, pour tout (x,y) € D, alors // flx,y)dxdy >0,
D

b Sif(a9) = gla.y), pour tout (z,) € D, alors [[ f(eyydvdy = [[ glo.y)doay.

Aire d’un domaine

Supposons que D est un domaine “régulier”, alors 'aire de D est / / 1dx dy, que
D
I’on note simplement / / dx dy.
D

b
De plus, on sait que si f : [a,b] — R est continue et positive, I'intégrale / ft)dt
a

mesure I'aire du domaine compris entre le graphe de f et I’axe des abscisses.

Volume

Dans le cas d’une intégrale double, une interprétation analogue conduit a la mesure
d’un volume. Supposons que D est un domaine “régulier” de R? et que f : D — R est
une fonction continue telle que f(z,y) > 0, pour tout (x,y) € D. Considérons la surface
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d’équation z = f(z,y) et la partie A de 'espace R3 comprise entre le plan 2Oy et la
surface, autrement dit :

A={(z,y,2) €ER®: (x,y) €Det 0< 2 < f(x,y)}.

D’apres la construction de I'intégrale double, il est naturel de définir le volume de A
par :

V) = [[ flay)dedy

Exemple. On considere le domaine plan
D={(z,y) eR*:0<2<2, 0<y<V8r}.
On peut aussi écrire

2
D={(z,y) eR*:0<y < 4, %§m§2}.

En faisant tourner ce domaine (la courbe y = /8x) autour de ’axe Oz, on engendre une
surface de révolution S. Le volume de cette surface S est

2 2
V(S) = / A(z)dx = / 8nx dr = 16m.
0 0

Mais en faisant tourner ce domaine autour de la droite x = 2, on engendre une surface

S’ de volume :
4 4 2\ 2
V(S = / Ay)dy = / 7T (2 - y) dy = @m
0 0 8 15

4.2.1 Calculs en coordonnées polaires

La formule de changement de variables en coordonées polaires est :

T =rcosf
) = 2 2
{ y=rsing 0 " \/gmE [0, +00[, 8 € [0,27].

Remarquons que 6 est ’angle entre le segment [OM] et la droite Oz (M = (z,vy)).

Certains domaines du plan sont plus simples a définir en coordonnées polaires qu’en
coordonnées cartésiennes. Par exemple, le disque de centre (0,0) et rayon R est défini
en coordonnées cartésiennes par :

D={(r,y) € R :a? +1? < R?}
et en coordonnées polaires par :

D ={(rcosf,rsinf) : (r,0) € A =[0, R] x [0,27]}.
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Théoréme 4.2 (Formule du changement de variables). Soit D un domaine de R?
et f: D — R une fonction continue. Alors,

// f(z,y)dxdy = // f(rcos@,rsin)rdrdd, (3)
D A

ot D = {(rcosf,rsind): (r,0) € A}.

Remarque 4.3.

1. On remplace I’élément de volume dx dy par r dr d6.
2. Plus précisément :

Si U,V sont des ouverts de R% et ¢ : U — V est bijective de classe C', A est un
domaine régulier dans U tel que ¢(A) = D. Alors, la formule du changement
de variables est :

//Df(z,y)dxdy://Af(¢(u,v))|deu¢(u,v)\dudv,

Si ¢(r,0) = (rcosf,rsind), pour (r,0) € U =|0, +00[x]0, 27[, alors
V =9¢U)=R*\{(z,y) €R*:2 >0,y =0},

sinf  rcos@

J¢(T, 9) = (

Donc, | det Jy(r,0)| = r d’on la formule du théoreme.

cosf) —rsinf )

1

Exemple. Calculer /A m

dx dy ou

D={(z,y) eR2:0<z<1, 0<y<1l, O0<z’+y?><1}L

L’ensemble D est la partie du disque unité privé de l'origine qui est contenu dans le
quart de plan ott > 0 et y > 0. Donc, si A = {(r,0) : 0 <7 <1, 0<6 < T} alors
d(A) = D. Si (z,y) = (rcosf,rsinf), alors

11
14+a224+9y2 1472

1 T
//131+x2+y2dxdy = //Dl_i_errdQ
3 L
= ——dr | df
/0 (/0 1+r2 r)

B /72‘ In(1+r?%) !
0

2
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Donc,

df = %1112.
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4.3 Intégrale triple

Tout ce qui a été vu dans les sections précédentes sur les intégrales doubles s’adapte
sans peine aux intégrales triples (c’est-a-dire, sur des domaines de R3).
Soit D un domaine de R? défini par

(z,9,2) €D <= a<xz<b, u(x)<y<ov(x), h(zy <z<k(zy 4
et soit f: D — R continue.

Définition 4.3. On définit lintégrale triple de f sur le domaine D par :

///D f(zyy,2)dedydz = /ab (A:i?) </h]:fy?) f(z,y,2) dz) dy) dx.

Comme pour les intégrales doubles, les variables x, y et z jouent un réle symétrique.
Si D est défini par

(SL‘,y,Z) €D —= CSZSda ul(z) §y§v1(z), h’l(yvz) ngkl(y’z)’ (5)

d v1(2) k1(y,z)
/// f(x,y,z)dxdydz:/ </ (/ f(x,y,z)d:n) dy) dz.
D c \Jui(z) \Jhi(y,2)

Exemple. On consideére D = {(z,y,2) € R3: 0 <z < y < z < 1}. On peut écrire
D={(z,y,2) ER3:0<ax <1, z<y<l1, y<z<1}. Alors,

//nyzdxdydz = /01 (/; (/yla:yziiz> dy) dx
A

alors

D’autre part, on a aussi D = {(z,7,2) €ER*:0<2<1,0<y <z 0<z <y} Donc,

1 z Y 1
// :Uyzdxdydz:/ (/ </ xyzdx) dy) dz = —.
D 0 0 0 48
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Théoréme 4.3. Le volume de D est égal d // dx dy dz.
D

Exemple. Soit D la portion de I’espace R? comprise entre le cone d’équation 22 =

22 + 32 et les deux plans d’équations z = 0 et z = 1 (cone de révolution). Donc,

D:{(m,y,z)€R3:0§z§1, —2<x <z —V22—2?2<y< V2?2 —a2}

D’ou

V(D)z/o1 (/_ (/jj;;ldy> da;) dz:/ol (2/_3/@@;) dz.

En utilisant le changement de variable x = ¢(0) = zcosf, avec ¢ : [0,7] — [—z,2]
bijective, on obtient

z 0 ﬂ-l_
/ dez—/ zQSinzé?dQ:zQ/ Mda:EzQ_

0 2 2

Finalement, on conclut que

Autre méthode : On écrit

D={(z,y,2) eR®:0< 2 <1, 22 +¢% <2}

Soit I(z) I'aire du cercle de centre (0,0) et rayon z. Alors, I(z) = m22. Donc,

1 T
V(D) :/ I(z)d> = L.
0 3
L’intégrale triple vérifie les propriétés élémentaires suivantes :

Proposition 4.3. Soit D un domaine de R? et soient f et g deux fonctions continues
sur D. On a

1. ///[)(f(:c,y,z)+g(x,y,z))dxdydz:///Df(x,y,z)dxdydz+///Dg($,y,z)dxdydz,

2. Pour tout A € R, /// )\f(x,yjz)d:cdde:)\/// f(z,y,z)dedydz,
D D

3. Si f(z,y,z) >0, pour tout (x,y,z) € D, alors /// flx,y,2z)dedydz > 0,
D

4. St f(z,y,2) > g(x,y, 2), pour tout (x,y,2) € D, alors

///Df(x,y,z)dacdydzz///Dg(:c,y,z)dxdydz_
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4.3.1 Coordonnées cylindriques

La formule de changement de variables en coordonnées cylindriques est :

x =rcosf
y=rsinf ou r=/z2+y?€[0,+o0[, 6€0,2n] et zeR.
z=1z

Théoréme 4.4 (Formule du changement de variables). Soit D un domaine de R3
et f: D — R une fonction continue. Alors,

///Df(ar,y,z)dxdyd,z:///Af(rcos&,rsin@,z)rdrd@dz,

ot D = {(rcosf,rsinb, z)

(6)
:(r,0,2) € A}

On remplace le volume dx dy dz par rdr df dz.

Exemple. On considere le cylindre D = {(z,5,2) €R?*:0<2<1, 2>0, 22 +3> <
1}. En coordonnées cylindriques, on a

D ={(rcos,rsinf,z):0<r <1, _g
Alors,

V)= [If astyas= [ 7 ([ rar) o) a

2

SHSg,nggl}.

oo
=5
4.3.2 Coordonnées sphériques

La formule de changement de variables en coordonnées sphériques est :

x =rcosfsiny
y =rsinfsinp

ou r=y/z2+y?+22€0,+c], 6€0,2n] et ¢€[0,n]
2 =17rCcosp

Théoréme 4.5 (Formule du changement de variables). Soit D un domaine de R3
et f: D — R une fonction continue. Alors,

/// f(m,y,z)dxdydz:/// f(r cos @sin o, sin 0 sin @, r cos @ )r? sin p dr df dp, (7)
D A

ot D = {(rcosfsinp,rsinfsing,rcosp) : (r,0,¢) € A}.

On remplace le volume dx dy dz par 72 sin ¢ dr df d.

Exemple. Soit S la portion de la sphére de centre O et rayon 1 contenue dans le cone
x>0,y >0,z>0, c’est-a-dire

S={(z,y,2) eER3: 2 49 +22<1, >0, y>0, z>0}.
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En coordonnées sphériques le solide S est défini par :

IN
S
IN

S ={(rcosfsingp,rsinfsinp,rcosp):0<r<1, 0

Alors,

V(S) = //Sdwdydz:///Arzsingpdrdﬁdgp
VR (E
= / / /rsmgpd@ do | dr
0o \Jo 0
T 1( 3, .
= —/ / resinpdy | dr
2Jo \Jo

1
m 9 T
2/0T "%
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