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1 Bornes supérieure et inférieure dans R

1.1 Historique sur ’ensemble des nombres réels R

A partir de Pensemble des nombres entiers relatifs Z, on construit I'ensemble des
nombres rationnels Q, c’est-a-dire les nombres de la forme

7":5, p.q€Z, q#0.

Dans Q, on peut faire tous les calculs élémentaires : ’addition, la soustraction, la mul-
tiplication et la division par un nombre non nul. On dit que le triplet (Q, +, x) est un
corps. La relation d’ordre usuelle en fait un corps totalement ordonnée (tous les nombres
peuvent étre comparés entre eux et cette relation respecte 'addition et la multiplication
par un nombre strictement positif).

Mais on sait depuis le temps des babyloniens (-1800) qu’il existe un nombre tel que
d? = 2 (laire d’un carré de c6té 1 est la moitié de 'aire du carré de coté d dont le milieu
des arétes sont ses sommets). Les grecs (Euclide) ont démontré par parité que d ¢ Q.
De méme, on sait depuis 1761 que m € Q et e &€ Q.

On démontre par I'absurde I'énoncé : \/2 est irrationnel.

Si /2 était rationnel, on pourrait écrire v/2 = % avec p, q € Z premiers entre eux. On
aurait p? = 2¢%, d’otl p pair, c’est-a-dire p = 2n avec n € Z. Puis, ¢°> = 2n? et ¢ pair :
q = 2m avec m € Z. Alors, p et ¢ ne seraient pas premiers entre eux, ce qui contredirait
I'hypothese. Ainsi, v/2 est bien irrationnel.

Les grecs appelérent irrationnels les nombres comme /2. La nécessité de travailler
dans un ensemble plus vaste était connue, mais comment définir rigoureusement ces
nombres ? L’image géométrique des réels au moyen d’une droite fut introduite par Eudoxe
(-406/-355) : tout réel correspond & un unique point de la droite graduée, celui dont
il est ’abscisse. Entre I’époque ou l'on en eut l'intuition et I’époque ou 'on définit
rigoureusement R (vers 1870), il s’écoula plus de 2000 ans.

On démontre qu’il existe un unique corps totalement ordonné qui satisfait I'axiome
de la borne supérieure (si A est une partie non vide et majorée de R, alors A admet une
borne supérieure dans R) : le corps des nombres réels, noté R. On trouve aussi d’autres
caractérisations qui lui sont équivalentes, par exemple R est I'unique corps totalement
ordonné qui soit a la fois archimédien (Vx > 0, 3N € N tel que N > x) et complet
(toute suite de Cauchy dans R, converge dans R).

1.2 Définitions et propriétés

Définition 1.1. Soit A une partie non vide de R.
Un majorant de A est un réel M tel que

VeeA x<DM.

On dit que A est majorée s’il existe M € R majorant de A.



Un minorant de A est un réel m tel que
Vre A, x>m.

On dit que A est minorée s’il existe m € R minorant de A.

Le maximum de A est un élément de A supérieur d tous les autres, c’est-a-dire un
majorant de A qui appartient a A.

Le minimum de A est un élément de A inférieur a tous les autres, c’est-a-dire un
minorant de A qui appartient a A.

Une partie A de R majorée admet une infinité de majorants : si M est un majorant
de A, alors tout réel N > M lest aussi. Egalement, une partie A de R minorée admet
une infinité de minorants : si m est un minorant de A, alors tout réel a < m ’est aussi.
Par contre, le maximum (respectivement, le minimum) d’une partie A de R majorée
(respectivement, minorée) n’existe pas toujours.

Exemple :
A des majorants de A | des minorants de A | max A | min A
[0, 5] 5,6,7,... 0,—-1,-2,... 5 0
[0, 5] 5,6,7,... 0,—-1,-2,... A 0
10, 5] 5,6,7,... 0,—1,-2,... 5 A
10, 5[ 5,6,7,... 0,—1,-2,... A A
{2 :neN} 1,2,3,... 0,—-1,-2,... 1 A

Les bonnes notions sont celles de borne supérieure et borne inférieure.

Définition 1.2. Soit A une partie non vide de R. On appelle borne supérieure de A
et on note sup A, s’il existe, le plus petit majorant de A. On appelle borne inférieure
de A et on note inf A, s’il existe, le plus grand minorant de A. Par convention, on pose
sup A = 400 si A n’est pas majorée et inf A = —oo si A n’est pas minorée.

On rappelle la propriété fondamentale de R.

Proposition 1.1 (Propriété de la borne supérieure). Toute partie A non vide et
majorée de R admet une borne supérieure dans R.

Proposition 1.2 (Propriété de la borne inférieure). Toute partie A non vide et
minorée de R admet une borne inférieure dans R.

Exemple :
A supA | inf A
[—2, 3] 3 -2
[—2,3] 3 -2
]—2,3] 3 -2
]—2,3] 3 -2
{:neN} 1 0




Nous donnons quelques critéres pour déterminer facilement la borne supérieure.

Proposition 1.3. Soit A une partie non vide de R. S’il existe un maximum de A, alors
il existe une borne supérieure de A et sup A = max A.

Proposition 1.4. Soit A une partie non vide et majorée de R et S un majorant de A.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. S=supA,

2. Pour tout € > 0, il existe a € A tel que S —e <a < S,

3. Il existe une suite (an)nen dans A qui converge vers S.

Preuve. Puisque S = sup A est un majorant de A, alors pour tout a € A, a < S.
Montrons que 1 = 2. Pour cela, on montre la contraposée : =2 = —1. Supposons
que 2 n’est pas vérifiée, c’est-a-dire

Je>0, Vae A, S—ec>a.

Alors, S — ¢ est un majorant de A et donc supA < S —e < S.

Il est facile de montrer que 2 implique 3.

Pour montrer que 3 = 1, supposons par contradiction que sup A < S. Alors, en
utlisant 'hypothese 3, il existe N € N tel que sup A < ay < S. Absurde par la définition
de sup A et le fait que ay € A. 0

Exemple : Soit A = {x € R : 22 < 2}. Alors sup A = /2. En effet, pour tout z € A,
z<+V?2et (an)nen, avec a, = V2 — % est une suite de A qui converge vers V2.

Les propriétés suivantes découlent de ’axiome de la borne supérieure.

Proposition 1.5 (Propriété d’Archimeéde). Soit © un nombre réel, x > 0. Alors, il
existe N € N tel que N > x.

Proposition 1.6 (Partie entiére). Soit x € R. Il existe un unique nombre entier E(x)
tel que E(z) <z < E(z)+1 etx—1< E(z) <z, appelé partie entiére de x.

Proposition 1.7 (Densité des nombres rationnels dans R). Entre deur nombres
réels distincts, il existe un nombre rationnel compris entre eux. De plus, tout nombre
réel est limite d’une suite de nombres rationnels.

Remarque 1.1. Entre deux nombres réels distincts, il existe un nombre irrationnel
compris entre eux.



2 Séries numériques

2.1 Rappels sur les suites numériques

Définition 2.1. On appelle suite de nombres réels ou suite numérique une appli-
cation f de N dans R : n+— f(n). On note u, = f(n) et on appelle u,, le terme général
(ou terme de rang n) de la suite. La suite est notée (un)nen ou simplement (uy,).
Définition 2.2. Soit (up)nen une suite numérique réelle. Alors

1. On dit que (up)nen est majorée s’il existe M € R tel que u, < M, pour tout
n € N.

2. On dit que (up)pen est minorée s’il existe m € R tel que u, > m, pour tout
n € N.

3. On dit que (up)nen est bornée si (up)nen est majorée et minorée, c’est-a-dire il
existe M > 0 tel que |u,| < M, pour tout n € N.

Définition 2.3. Soit (un)nen une suite numérique réelle. On dit que u,, converge vers
l € R lorsque n tend vers +00 si

Ve>0,IN=N()eN: ¥Yn> N, |u, — ] <e,

et on note limy,— 4o uyp, = 1. On dit que u,, converge s’il existe un nombre réel | € R tel
que u, converge vers l.

Si elle existe, la limite d’une série numérique est unique. Il est facile de montrer que
toute suite convergente est bornée, mais la réciproque est fausse.

Définition 2.4. Une suite numérique réelle (up)nen est dite divergente lorsqu’elle ne
converge pas. En particulier, (un)nen est dite divergente vers +oo lorsque

VM >0, IN=N(M)eN: ¥Yn>N, u, > M,
et on note limy,_, 1 o Uy = +00. De méme, (up)nen est dite divergente vers —oo lorsque
VM >0, 3IN=N(M)eN: u, < —-M,
et on note limy,_, o Uy = —00.

Toute suite numérique est soit convergente soit divergente. Cette qualité est son
caractére ou nature. On ne change pas la nature d’une suite lorsque l’'on change un
nombre fini de termes wu,,.

Proposition 2.1 (Regles de calcul sur les limites).

1. Soient (up)nen €t (Vn)nen deux suites qui convergent respectivement vers | € R
etl’ e R. Alors :

(a) limy, 100 AUy = A, pour tout réel A € R,



(b) limy, o0 (up, +v,) =1+,
(¢) limy, sy oo Upvy = I,
(d) sil #0, limy, 00 42 = 4.
(€) limp 40 |un| = |I].
2. Soit (up)nen telle que limy,_s 1o uy, = +00. Alors, limy, 4o i =0

3. Soit (up)nen telle que limy, 4o u, = 0 et ne prenant que des valeurs strictement
positives. Alors, limy, 1 i = +4o00.

4. Soient (up)nen telle que limy, ooty = 0 et (vy)neny une suite bornée. Alors,
limy, s 400 Unvy = 0.

5. Soient (up)nen telle que limy, oo Uy = +00 et (Vp)nen une suite minorée. Alors,
limy, 400 (Un, + vy) = +00. Si de plus, (vy)nen est minorée par un nombre stric-
tement positif, alors limy,_, oo Unvy = +00.

6. Soient (Tfn)neN el (Un)nen deuz suites qui convergent respectivement vers | € R
etl! € R (ou R = [—00,+00]). Si, pour tout n € N, u,, < vy, alors I < .
(Attention  : u, < vy, pour tout n € N, n’implique pas | <1'!)

7. Soient (up)nen €t (Un)nen deuz suites telles que limy, oo uy, = +00 et que, pour
tout n € N, on a u, < v,. Alors, lim,_, 4. v, = +00.

8. Théoréme des encadrements : soient (un)nen, (Un)nen €t (Wn)nen trois suites
telles que limy, ooty = limy 100wy =1 € R et, pour tout n € N, on a u, <
U, < Wy. Alors, limy, 400 vy = L.

9. Soit (up)nen une suite qui converge vers l. Alors, toute sous-suite de (up)nen
converge aussi vers l.

Lors de calculs de limites, les formes indéterminées suivantes peuvent apparaitre :

oo 0
0 — o0, 0 x 00, B " 007 OOOa 100
oo 0
Les limites correspondantes peuvent étre obtenues en utilisant des méthodes de calcul
plus élaborées : simplification, mise en facteur, quantité conjuguée, équivalents, dévelop-
pements limités, etc...

Définition 2.5. Une suite numérique réelle (un)nen est dite croissante lorsque u, <
Un41, pour tout n € N et strictement croissante lorsque u, < Unpy1, pour tout n €
N. De méme, (up)nen est dite décroissante lorsque u, > upi1, pour tout n € N et
strictement décroissante lorsque uy > tn41, pour tout n € N.

Définition 2.6. Une suite numérique réelle (up)nen est dite monotone si elle est
croissante ou décroissante.

Le théoréme suivant est une application tres importante de la propriété de la borne
supérieure.

Théoréme 2.1 (Convergence des suites monotones bornées).



1. Toute suite numérique réelle (up)nen croissante et majorée converge vers
[ =sup{u, : n € N} e R.

2. Toute suite numérique réelle (un)nen décroissante et minorée converge vers
| = inf{u, : n € N} e R.

3. Toute suite numérique réelle (up)neN croissante et non majorée diverge vers +oo.

4. Toute suite numérique réelle (up)nen décroissante et non minorée diverge vers
—00.

Définition 2.7. Deuz suites numériques réelles (un)nen €t (vn)nen sont dites adja-
centes lorsque (up)nen est croissante, (vn)nen est décroissante, u, < v, pour tout
n €N et
li - =0.
o (n ~ n) =0
Théoréme 2.2. Deuz suites numériques réelles et adjacentes (un)nen €t (Vn)nen con-
vergent vers la méme limite | € R.

2.2 Définitions et propriétés

Soit (up)nen une suite de nombres réels. Le but de la théorie des séries est de donner
un sens a la somme infinie des termes d’une suite (up)nen @ o + u1 +u2 + . . ..

Définition 2.8. Soit (uy)nen une suite de nombres réels. On appelle série de terme
général u, la suite (Sp)nen de terme général S, = > }_our. Les nombres S, sont
appellés les sommes partielles de la série. Lorsque la suite (Sy)nen a une limite (finie
ou non), on la note S = Z,J{i% uy et on Uappelle somme de la série. Si cette limite
est finie, la série est dite convergente, autrement elle est dite divergente.

Définition 2.9. La différence entre la somme de la série 3, > uy, (lorsqu’elle existe et
est finie) et S, est appelée reste d’ordre n de la série :

—+00 +oo
R,=5-5,= Z U, Ol S:Zun.

Remarque 2.1.

1. Sila série ), upn converge, alors R, tend vers 0 lorsque n — +oco (puisque par
définition, S,, — S = Zf{i% Up).

2. Pour tout n € N*, u,, = S,, — Sn,—1 et ug = Sp. Alors, 'application qu’a une suite
(un)nen associe la série >, <o up est bijective. Mais, il ne faut pas confondre la
convergence et divergence de la suite (un)nen avec la convergence et divergence
de la série ), ~q un.

3. La convergence d’une série ne dépend pas des premiers termes de la suite (uy,)neN-
En revanche, la somme d’une série convergente dépend de tous les termes u,,.



L’étude de la nature d’une série se simplifie si I’on connait explicitement les sommes
partielles de la série, comme dans les exemples suivants.
FExemples.

1. Série géométrique de raison = : Soit x € R. On considere u,, = z™, pour n > 0.
Siz=1,

n
Sp=Y up=l+z+2"+ - +2"=n+1— +oo
k=0
et la série ), ~qu, diverge. Si x # 1,
1— n+1
g 1=

1—=x

Donc, }-,,>¢ un converge si et seulement si |z| < 1 et dans ce cas,

1
1—z

n—-+0o0o

—+00
n=0
De plus, si |z| < 1,
1 1 — gt ke

+00
R, = F=g5_-5, = — = .
" Zx " 1—z 1—z 1—z
k=n+1

La suite (R, )nen est une suite géométrique de raison z et premier terme 1=—.
2. Série téléscopique : Soit (v, )nen une suite de nombres réels et soit u, = vp+1— v,

(respectivement, u, = v, — vp+1), pour tout n € N. Alors,

n
S, = Z Ug = Vpt1 — Vo (respectivement, S, = vg — Up41).
k=0
La série Y, ~q un converge si et seulement si la suite (vy,)nen converge vers une
limite finie [ et dans ce cas S =1 — vy (respectivement, S = vy — [).

NN - ‘. . _ 1

Ezemple. On considére la série -, u, de terme général : u, = amry 2 1.

Alors, uy, = vy — Upt1 avec v, = %, n > 1. Donc, S, = v1 — vpy1 = RLH Donc,
;. _ _ 1

la série est convergente et S = 1. De plus, pour tout n > 1, R, = 15.

7’ . . . . N n ’ .
3. Série exponentielle : Soit z € R. On considére u, = 7. La série 3, >, un, est

convergente et %% u,, = €.

Proposition 2.2. Si la série ), < uy, est convergente alors liril Uy = 0.
- —+00

n

Preuve. Pour tout n > 1, u, = S,, — S,—_1. La série est convergente, alors les deux
suites (Sy)nen et (Sn—1)nen convergent vers S = 379 u,, et donc (up)nen tend vers 0.0

Attention : La réciproque est fausse. Soit u, = m Alors, up, = vpy1 — vy
avec v, = \/n, n > 0. On remarque que Erf U, =0et S, =+vn+1— +oo, donc la
n o

série Y, ~ un est divergente.



Remarque 2.2. Si liIJIrl un # 0 alors la série ), < uy est divergente.
n——+0o0 -

Exemple. La série >, - cos (1> est divergente car lim,,_, |~ cos (1) =1#0.

n n

Définition 2.10. On dit que la série Y, ~, u, diverge grossiérement si
- n

n
- 18 ;. €
FEzemple. On considere la série E —.
n>1
|[™

ll)r_’r_loo up # 0.

Si |z| > 1, alors lim,, o =~ = 400 (par croissance comparée) et donc, >, ~; Uy

n
diverge.

Si x =1, alors, pour tout n > 1,

1
+...+

. >
n+1 -

S2n - Sn =

9

N |

1
2n
ce qui implique la divergence de la série 3, 1 un = 2,51 %

Finalement, si —1 < x < 1, on a

/4——ﬁ:/(LH+¥+”mHWUﬁ+/ dt,
o 1—t 0 o 1—t

donc )
T xn €T n
—In(l —2) = — =
n(l-—z)=x+—+ —i—n-i-o 13

dt.
2

Si0<x<1,alors

T gn x gn 1 gntt 1 1
og/ ﬁg/ dt = < :
o 1—1t o 1—=x l—axzn+1 l—an+1

et si —1 <x <0,

T n —x _ n+1 1
/ ! ﬂg/inwﬁ:(x) <
0 0

1—t n+l ~—n4+1
Donc,
xX tn
lim dt =0,
n—+oo Jo —
d’ou, pour —1 < x < 1,
wn
— =—In(1—-2)
n>1

10



Proposition 2.3 (Opérations sur les séries).

1. 803,50 un €t Y ,>0vn convergent alors 37, <q(un + vy) converge et

+oo
Zun+vn Zun+2vn
n=0

2. 813,50 un converge et A € R, alors 3, ~o(Auy) et

Z (Auy,) —)\Zun
n=0

3. Soit X € R*. La série 3_,,~quy, est convergente si et seulement si -, ~q(Auy) est

convergente.
4. La somme d’une série convergente et d’une série divergente est une série diver-
gente.
2
. ¢ -3z +1 , L.
Exemple. Soit u, = Tm", pour z € R fixé. Alors, la série >, ~qun, est
convergente et
+oo 2
=3z +1
Z e = (2 -3z + 1)
n!
n=0

Remarque 2.3. On ne peut rien conclure sur la somme de deux séries divergentes.

2.3 Séries a termes positifs

Définition 2.11. On dit que ), ~qun est une série a termes positifs si, pour tout
neN, u, >0.

Si 37,50 un est & termes positifs, alors la suite (Sy)nen est croissante. On déduit la
proposition suivante.

Proposition 2.4. Soit Y ~,un, une série a termes positifs. Alors, elle est convergente
si et seulement si (Sy)nen est magjorée. Dans ce cas

—+o00
Z Uy = hm S, = sup Sy,.
70 n—-+oo neN

Sinon, elle diverge vers +00 et on note >.,7°0 u, = +00.

Théoréme 2.3 (Comparaison par inégalité).
Soient (up)nen et (Un)nen deuz suites telles que 0 < u,, < vy, pour tout n € N (ou d
partir d’un certain rang N ). Alors,

+o0 +o0
0< Y u <Y u
n=0 n=0
En particulier,

11



1. Si 3,50 vn est convergente alors Y, ~quy l’est aussi.

2. 51 >0 un est divergente alors 3, ~qvn lest aussi.

Preuve. Soient Sy, = > j_guk et T, = > p_ov. Alors, pour tout n, S, <T,,. 0

Ezemple. On considere la série a termes positifs 3, - sin (2%) Pour tout n € N,

sin| — | < —=(=] .
2n 2n 2
1

n
La série géométrique >, (%) est convergente (car de raison 5 < 1) et donc, par

comparaison, ano sin (2%) est convergente.

Théoréme 2.4 (Comparaison par équivalence).
Soient (up)nen €t (Un)nen deux suites a termes strictement positifs telles que

lim " =] (avec | € [0,400]).

n—-+oo Un

Alors
1. Sil €]0,400] (un ol lvy), les deux séries 3-,~qUn €t Y ,>qUn sont de méme
nature.
2. 8il=0 et} ,~ovn est convergente alors } , ~qun l'est aussi.

3. 8il=+00 ety ,~qvn est divergente alors 3, ~qun lest aussi.
Preuve. Supposons [ €]0, +oo[. Alors il existe N € N tel que, pour tout n > N,

<un<3l l - <3l
— — < =V U —Un.
o, T2 2 == 9"

N |~

D’apres des comparaisons par inégalité, on obtient le résultat. O

3" — 16
n.Pourn23,un20.0na

Exemple. Soit Up = m

nEToow =1

n
La série > (%) est convergente car géométrique de raison % < 1. Dong, },,~q un est
convergente.

12



2.3.1 Comparaison avec des séries géométriques

Soit Y, >0 un une série a termes positifs telle que, pour n assez grand, u, < r", avec
r €]0,1]. Son terme général est majoré & partir d’un certain rang par celui d’une série
géométrique de raison r < 1, convergente. Donc, la série converge.

A Dinverse, une série > n>0 Un a termes positifs telle que, pour n assez grand, u, > "
avec r > 1, est divergente, puisque son terme général est supérieur a celui de la série
géométrique de raison r > 1, divergente.

Un cas particulier, ou 'une de ces deux situations se présente est le suivant.

Théoréme 2.5 (Critére de Cauchy). Soit (up)nen une suite de réels positifs telle que
1

lim u; =1 (I €]0,+00]).

n—-+o0o

1. Sil <1, alors 3, ~oun est convergente.
2. 8il>1, alors ), ~qun est divergente.

3. Sil =1, on ne peut rien conclure.

Preuve. Si 0 <[ < 1, il existe N € N tel que, pour tout n > N, u, < r", avec

= HTl < 1.
D’autre part, si I > 1, il existe N € N tel que, pour tout n > N, u, > r", avec
r= HTl > 1. O

N . . 5
Exemple. On consideére la série de terme général u, = g7. On a,

5 51nn
1 nn e n
Up = = )

3 3

alors )

1 1
lim up == < 1.
n——4o00 3

Donc, la série 3, < up est convergente.

Autre exemple. On considere la série de terme général u,, = n% avec a > 0 (série de

Riemann). On a

. 1 . 1 . _alnn
Iim w3 = lim — = lim e » =1.
n—-+oo n—+o0 nn n—-+oo

Donc, on ne peut rien conclure avec le critere de Cauchy.

Un autre cas particulier ou ’on peut utiliser les comparaisons avec des séries géomé-
triques.

Théoréme 2.6 (Critére de D’Alembert). Soit (up)nen une suite de réels positifs

telle que
u
lim L —
n—-+4oo Up,

(I € [0,400]).
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1. Sil <1, alors 3, ~quyn est convergente.
2. 51l >1, alors 3, ~oun est divergente.
3. Sil =1, on ne peut rien conclure.

Preuve. Si ] < 1, il existe N € N tel que, pour tout n > N, ug—:l <r=4l <1,
Alors, pour tout n > N,

Up Un—1 UN+1 _
Ly <P Nuy = ar™,

Uy = ..
Unp—1 Un—2 un

avec @ = :f—% Le terme général de la série est donc majoré par celui d’une série géomé-
trique convergente, a partir d’un certain rang. Donc, la série >, < uy est convergente.
A Topposé, si | > 1, il existe N € N tel que, pour tout n > N, uZ—:l > 1. Alors,
la suite (up)nen est strictement croissante et elle ne peut donc pas tendre vers 0. On
conclut alors que la série )~ uy, est divergente. O

Ezemple.

2
1. On considere la série de terme général u,, = % On a

U1 _ ((n+1)H* (2n)! (n+1)?
u, 2+ (RH2 2n+1)(2n+2)
Alors .
AL
n—+00 Uy 4

et donc, la série 3~ uy, est convergente.

R EY s . s s nnl
2. On considere la série de terme général u,, = 4n,’f'. On a

Untl _ 4ntl(n + 1) n» _ ( n )” :4en1n(#1) — fe—nin(1+%)
Un, (n 4+ 1)ntl 4npl n+1

Alors, "
. 1 _
lim 4 — 4ot

>1,
n—+00 Uy

et > ,>0 un est divergente.

Remarque 2.4. Le critere de D’Alembert est un cas particulier du critere de Cauchy,

car )
. Un+1 . 1
lim — =] e0,400] = lim uj =1.
n—+00  Up n—-+oo

Dong, si le critére de Cauchy ne permet pas de connaitre la nature de la série, le critére
de D’Alembert ne le pourra pas non plus.
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2.3.2 Comparaison avec des séries de Riemann

Proposition 2.5 (Convergence des séries de Riemann). Soit o € R. La série de terme
général

appelée série de Riemann, est convergente si et seulement si o > 1.

Preuve. Pour 0 < o <1, on a n® < n et donc n% > %, pour tout n > 1. Puisque la

série >, < % diverge, on conclut que la série de Riemann ", <, n% diverge aussi.
Pour @ > 1, on applique le théoréme des accroissements finis & la fonction f(z) =
1

— =1 sur [n,n + 1] : il existe ¢ €]n,n + 1] tel que
1 1 a—1 a—1
>

no=1  (n+ 1)1 fe) = @ T (n+1)>

La série téléscopique Y~ (nalfl - & +11)a,1) converge vers 1 et « — 1 > 0 alors, par

comparaison, la série >, -4 n% est convergente. O

Théoréme 2.7 (Critére de Riemann). Soit (uy)nen une suite de réels positifs telle
que
ngrfoo n“u, =1 (I €[0,+00]).
1. Sil €]0,+oc[, alors 3,0 un est convergente si et seulement si o > 1.
2. 5il=0eta>1, alors 3, ~qun est convergente.

3. Sil=+o00 et a <1, alors 3, ~un est divergente.

Preuve. En appliquant le théoreme 2.4 et la comparaison avec des séries de Riemann.

FExemples.

1. On considére la série de terme général : u, = sin (%), avec a € R*. On a u, > 0,
pour n > 0 assez grand et,

lim nu, =a € R*.
n—-+oo n +

Donc, -,>sin (&) est divergente.

2. On consideére la série de terme général : u, = 12—2”, n > 1. Alors,

3
lim n2u, =0,
n—-+o0o

donc >, ~(un est convergente.
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2.3.3 Comparaison séries-intégrales

Soit a € R, a > 0 et f : [a,+00[— R une fonction. On dit que 'intégrale générali-
sée (ou impropre) ["° f(z) dx est convergente si la fonction F : [a,+oo[— R définie
par :

F) = [ f(a)do

admet une limite finie quand y tend vers +o00, et alors on note

/(:oof(a:)dm: lim /ayf(a:)da:.

Yy—r—+00

Si f est positive, I'intégrale impropre | a+°° f(x) dx est convergente si et seulement si
F est majorée, et elle est divergente si et seulement si F'(y) tend vers 400 quand y tend
vers +00.

Critére de comparaison. Si 0 < f < g et [ g(x)dx est convergente, alors
[:F° f(z) dx est aussi convergente et

/a—i-oo flx)dx < /+oog(:n) dzx.

a

Théoréme 2.8. Soit f une fonction continue sur [0,+o00] & valeurs positives et dé-
croissante pour x suffisamment grand (x > A). La série de terme général v, = f(n) —
f;“ f(z)dz est convergente.

Par conséquent, lintégrale fOJrOO f(z)dz converge si et seulement si 3,25 f(n) est
convergente.

Preuve. On peut supposer que f est décroissante sur [0, +oo[. (La convergence de
lintégrale, de la série et de la suite (v,,) ne seront pas modifiées si 'on change les valeurs
de f sur lintervalle [0, A].)

On a

anf(n)—/nJrl f(:c)dx:/n+1(f(n)—f(x))dg; > 0,

n n
car f(n) — f(x) > 0, pour tout x € [n,n + 1]. De plus, pour tout n > 0,
n+1

< fm) = [t ) de = fn) - fln+ 1),

n

Donc, par la positivité de f,
To=) v <Y (F(k) = f(E+1)) = £(0) = f(k +1) < f(0).

Ainsi la suite des sommes partielles associée a la série >, <o v, & termes positifs est
bornée et donc est convergente.
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Pour tout n > 0, u, — v, = f(n) — v, = [*1! f(2) dz et donc

n

n+1

Sp, =T, zn:u Zn:v zn:/kﬂf(:v)d:v / f(z)dx
n —4dn = k— k = = .
k=0 k=0 k=0"k 0

D’ou
n+1
lim S, € R" <= lim f(z)dr € RT.
n—-+o0o n—+o0 Jo

O

Remarque 2.5. Ce théoreme permet de passer de la convergence d’une série a celle
d’une intégrale impropre.
Proposition 2.6 (Convergence des séries de Bertrand). Soient o, 5 € R. La série de

terme général
1

n*(Inn)B’

appelée série de Bertrand, est convergente si et seulement sia>1oua=1et > 1.

Uy = n> 2,

Preuve. Supposons a = 1. D’apres le théoreme précédent,

1 too 1
7%227” Tnn)? converge <> /2 Wdl‘ converge .
Pour tout ¢t > 2, on a
1
tq ——((Int)'F — (In2)'F) i 1
[ {0 o s
2 z(Inz) In(lnt) —In(In2) si B=1
Alors,
Z; converge <— [ > 1
n(lnn)? 8 '

n>2
Supposons a < 1. On prend a < v < 1. Alors,
n’=¢
lim nu, = lim —— =400
n—-+o0o n——+o0o (]n n)ﬁ
et par le critere de Riemann, on conclut que 3, -5 up, est divergente.

Supposons a > 1. On prend 1 < v < «a. Alors,

. . 1
lim n"u,= lim ——— =0
n——+o0o n—4o00 Y7 (lIl n)ﬁ
et par le critere de Riemann, on conclut que ), -, u, est convergente. O

Remarque 2.6.

1. Puisque la nature des séries ne change pas quand on change un nombre fini de
ses termes, les résultats précédents s’étendent au cas des séries a termes positifis
a partir d’un certain rang.

2. Les séries 3,50 un et 3, 5o(—u,) étant de méme nature, on pourra adapter ce
qui précéde au cas des séries a termes négatifs (& partir d’un certain rang).
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2.4 Séries a termes quelconques

Les théoremes précédents ne sont valables que pour les séries a termes positifs ou
négatifs a partir d'un certain rang. Dans les autres cas, on pourra s’inspirer de I’étude
des intégrales impropres.

2.4.1 Séries absolument convergentes

Définition 2.12. La série Y ,~qun est dite absolument convergente si la série a
termes positifs Y, ~q |un| est convergente.

Exemples.

1. Les séries 3,5 Si“qg’;“) et X0 COSTE; 9 sont absolument convergentes (pour tout
a € R).

2. La série de terme général u,, = (—1)"In (1 + #) est absolument convergente.
En effet, |u,| = In (1 + #) et lim,_, o n?u, = 1, donc par la régle de Riemann
> -n>0 |un| est convergente.

Théoréme 2.9. Si une série est absolument convergente alors elle est aussi convergente.

Preuve. On décompose u,, de la forme suivante :

un:u,f—ufl

+

= max{u,,0}, wu, =max{—uy,,0}.

avec U "

On a, 0 < wtl < |up| et 0 < w, < |u,|. Par comparaison, les séries Y,~qu,! et
> -n>0 Uy, sont convergentes. On conclut que », > un est convergente (somme de deux
séries convergentes). O

Remarque 2.7. La réciproque du théoreme 2.9 est fausse : une série peut converger
sans étre absolument convergente. Contre-ezemple : >~ % Il s’agit d’une série

semi-convergente.

Définition 2.13. La série Y~ un est dite semi-convergente si )., ~.|un| est diver-
gente et Y. ~ou, est convergente.

2.4.2 Séries alternées

Définition 2.14. Soit (up)nen une suite de réels positifs. On appelle série alternée la
série de terme général v, = (—1)"uy,.

Théoréme 2.10 (Critére des séries alternées). Soit (up)nen une suite de réels
positifs décroissante (a partir d’un certain rang N ) telle que lim,_, o u, = 0. Alors, la
série alternée ano(—l)”un est convergente. De plus, pour tout n > N,

SZn—i—l <5<8, et |Rn—1| < Uy,
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Preuve. Les sommes partielles Sy, = S°7_o(—1)Fuy, vérifient
Sont1 = Son—1 + Un — Un41 = S2n—1 €t Sanqo < Sop,

pour tout n > 0. Donc, la suite (S2,)nen est décroissante et la suite (S2p+1)nen est
croissante. De plus,

Sont1 — Son = —U2p41 <0 et lim (S2n41 — S2,) = 0.
n—-+o0o
D’ot, les deux suites sont adjacentes et admettent la méme limite S qui vérifie : Sop4+1 <
S < Soy,, pour tout n € N. On conclut que la série alternée est convergente et

S = Z(—l)”un.

n>0

On peut donner une estimation trés simple du reste de la série. On a, pour tout
n €N,
0>8— 852, = —ugpy1 + 85— Sont1 = —Uzny1

d’ou ‘Rgn’ = |S — Sgn’ S U2n+1- De méme,
|Ron+1| = |S — Son+1| = S — Sont1 < uzp+o.

D’ou le résultat. O

Remarque 2.8. Pour appliquer le théoreme précédent, il faut bien s’assurer que la suite
(up) est décroissante.

Ezxemple. Soit u,, = m, pour n > 2. La suite (u,) est a termes positifs, u,, — 0

mais (up) n’est pas décroissante. Montrons que la série >, ~o(—1)"u, est divergente.
Pour tout n > 1,
(1) i
v on+(=1)"/n’
(="

La série alternée >, - NG est convergente (le théoréme 2.10 s’applique) et la série

de termes positifs 3, -y m est divergente car

(1) =

n
1'[[] S ———]
nerboo 1+ (=1)*v/n

et la série » 2, ~4 % est divergente. Donc, 37, o (—1)"u, est bien divergente.

Remarque. La nature d’une série peut étre déterminée en utilisant des développements
limités.

Exemples.
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1. On considere la série de terme général u,, = ﬁ — y/nsin (%), pour n > 1. Par
le développement limité a I'ordre 3 de sin x, on déduit I'existence d’une suite &,
telle que limy, 4006 =0 et

. (1) 1 1 n en
sin| - ) =~ - — + —.
n n  6n3 n3

1 — 6ey,
Up = —5—-
6n2
Dongc, a partir d'un certain rang u, > 0 et par la régle de Riemann, on obtient
la convergence de la série ), ~q tn.

Alors,

2. On considere la série de terme général u, = ((n? +1)* — (n? — 1)), avec a € R.
Si o =0, u, = 0 et donc la série converge. Si « # 0, par le DL a 'ordre 1 de
(1+2)% on a

1 1 2a €
— 2 — n
Up = n"" ((1 +5)t == ng)a> = 2 T %

Donc, n?~2%u,, — 2a # 0. Par la régle de Riemann, on obtient la convergence de
la série si et seulement si 2 —2a > 1 <= a < %

3. On considere la série de terme général u, = In (1 + (?/1%71), n > 1. Par le DL a
Pordre 3 de In(1 4 z), on obtient

()" 1 (D' ten

Up = 5
\/ﬁ 2n n2

Tous les termes sauf le deuxieme donnent des séries convergentes, donc la série

> >0 Un diverge.

2.5 Séries complexes

Soit (un)nen une suite de nombres complexes. Pour chaque n € N, w,, = a,, + ib,
avec an, b, € R. Comme, pour tout n € N, on a

n n n
douk =Y ap+i) b
k=0 k=0 k=0
la convergence de la série ), ~qu, équivaut a celle des deux séries de nombres réels

Définition 2.15. Soit (up)nen une suite de nombres complexres On dit que la série
numérique de nombres complexes ), ~,u, est convergente si ) ,~qan €ty ~qby sont
deuz séries numériques réelles convergentes, ot a, = Re(uy) et by, = Sm(uy,). Dans ce
cas,

“+oo “+oo +0o0
Zun = Zan—{—ian.
n=0 n=0 n=0
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L’étude de la nature d’une série complexe se raméne a 1’étude de la nature de deux
séries numériques.

Définition 2.16. Soit (up)nen une suite de nombres complexes. La série Y, ~qUn est
dite absolument convergente si la série d termes réels positifs Y, ~q |un| est conver-

gente, ol |up| = \/az + b2, an, = Re(uy,) et b, = Sm(uy,).

Toute série complexe absolument convergente est convergente. D’autre part, dans C
comme dans R, une série 3°,, > u, peut étre convergente sans que >, |u,| converge.
Dans ce cas, 3, ~qun est dite semi-convergente.

Les propriétés des séries réelles absolument convergentes s’étendent sans difficulté
aux séries complexes absolument convergentes.

2.6 Série produit

Soient Y, ~quUn €t >, >qvp deux séries absolument convergentes de sommes respec-
tives S et S’. Nous souhaitons définir leur série produit, c¢’est-a-dire une série dont la
somme est égale au produit SS’. Notons (Uy)nen €t (Vi)nen les sommes partielles de
D on>0Un €t Y50 Un, respectivement :

n n
Up =Y ug, V=Y vk
k=0 k=0

La suite produit (U, V;,)nen converge vers SS’ et

n n n
UnV = Zuk Z’L)k Z UEVj.
k=0 k=0

k,j=0

Théoreme 2.11. Soient > ,~quUn €t >.,~0Vn deur séries absolument convergentes de
sommes respectives S et S'. La série Y, ~qwy de terme général

n
Wy = UQUp + UIVUp—1 + - + Up—1V1 + UpVy = Z URV; = Z UnUn—p
k+j=n p=0

est absolument convergente et sa somme est égale a SS’.
La série 3 ,,~own est appelée la série produit des deuz séries ), ~oUn €t Y ;>0 Un-

Ezemple. On définit f = R — R par f(0) = 1 et, pour z € R*,

“+oo xn
flz) = Z M
n=0
Soit € R fixé. On pose u, = % On a
T CES | BT L B
n——+o0o |un‘ n—+oon + 1
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N PN s n n
D’apres le critere de d’Alembert, la série Z,fi% % est convergente et donc »_, - Tr est

absolument convergente. La fonction f est donc bien définie sur R.
Montrons que, pour tous z,y € R,

flx+y) = f(2)f(y).

Soient xz,y € R. Par la définition de la série produit de deux séries absolument

convergentes :
+m>xn +a3yn “+oo
f@)f(y) = (Z n') ( n‘) Own

n=0 """ n=0 n=

ou, par la formule du bindme de Newton,

k n—k 1

k,J n n | n

"y oy n! N ¢ )

Wp = -0 = _—_—— = — —x"y =X I/
k_‘_zj;n k! 4! lcz::o k' (n—k)! n! kz:;) El(n —k)! n!

Donc,
“+00 n
Fa) i) = 3 D~ o).
n=0 ’

De plus, f est dérivable sur R et, pour tout x € R, f/(x) = f(z) (voir le chapitre sur les
séries entieres). Nous arrivons a la conclusion que, pour tout x € R,

+K>xn

e‘U:Z

—-
n—0 n:
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3 Suites de fonctions

3.1 Convergence simple et convergence uniforme

Dans toute la suite, I est une partie non vide de R ou C. Soit F = F(I,K) ’ensemble
des fonctions de I dans K ou K =R ou K = C.

Définition 3.1. On appelle suite de fonctions de I dans K toute application de N
dans F :n € N f, € F. La suite est notée (fn)nen ou simplement (fy).

Soit (fn)nen une suite de fonctions de I dans R ou C. Il y a plusieurs fagons de
définir la limite de cette suite. Il est clair, que pour tout x € I, (f(z))nen est une suite
numérique. La premiere définition de convergence d’une suite est la suivante.

Définition 3.2. Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur I a valeurs dans K et
f € F. On dit que (fn)nen converge simplement vers f dans I si

Vel lim_ fu(e) = f(x),
c’est-a-dire
Vel Ve>0,3N=N(e,z) eN: n>N = |fu(x) — f(2)] <e.

Comme pour les suites numériques, la limite simple d’une suite fonctions ( f,,)nen, si
elle existe, est unique.

Ezemple 1. On considere I =| — 1,1] et la suite (f,)nen de fonctions de I dans R
définies par
fulx) =2", €] —1,1].

La suite (fy,)nen converge simplement dans I vers la fonction

0si 1<zl
f<x)_{1 si x=1

Ezemple 2. On considere la suite (fy,)nen de fonctions de R dans R définies par

nx
fu(z) = W
On a .
nll)r_ir_loo fa(0) =0 et si z#0, ngr—ir-loo fa(@) = m

Alors, (fn)nen converge simplement dans I vers la fonction limite
0sixa=0
f(w):{ I%I si z#0
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Ezemple 3. La suite de fonctions (fy,)nen définies sur R par
fn(x) = arctan(nz)
converge simplement sur R vers la fonction limite
si x>0

si =0
.
—5 si x <0

s
2
0

fz) =

Il est intéressant de déterminer quand est-ce que les propriétés des fonctions f,, d’une
suite convergente se transmettent a la fonction limite f. D’apres les exemples ci-dessus, la
convergence simple n’assure pas la continuité : la continuité des fonctions f, n’entraine
pas la continuité de la fonction limite f. Une définition de convergence plus forte est
nécessaire.

Etant donné deux fonctions f et g d’une partie I de K & valeurs dans K, I'expression
“f et g sont deux fonctions voisines” ou “proches 'une de I'autre” dépend de la fagon
de mesurer la “distance” ou “écart” entre deux fonctions. Intuitivement ; on a envie de
dire que f et g sont proches si |f(z) — f(y)| est petit, pour toutes valeurs de z € I. Cela
conduit a la définition suivante.

Définition 3.3. Soient f,g € F. On appelle distance (ou écart) entre f et g dans I
la

If = gll = sup|f(z) — g(x)].
zel

Si || f — gl = M alors, pour tout = € I, |f(z) — g(z)] < M. Dans ce cas et si K =R,
la courbe représentative de g est située a I'intérieur de la bande délimitée par les courbes
représentatives de f + M et f — M. Il est évident que ||f — g|| dépend de I. Parfois on

note ||f — gl|1 = sup,¢; | f(z) — g(x)|.

Définition 3.4. Soit (fn)nen une suite de fonctions définies sur I a valeurs dans K et
f € F. On dit que (fn)nen converge uniformément vers f sur I si

lim |[fp = f]| =0

n—-+o0o

c’est-a-dire
Ve>0,IN=N(E)eN: n>N = ||fn—f| <e.

ce qui équivaut a

Ve>0,IN=N()eN: n>N = Vzel, |folz)— f(z)] <e.

Ezemple 1. Soit [ =Ret f,(x) = w, x € I et n € N*. La suite (fy)nen converge
uniformément vers f = 0 dans R.
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Ezemple 2. On considére I =] — 1,1[ et la suite (fy)nen de fonctions de I dans R
définies par
fo(z) =2", €] —1,1].

La suite (f,)nen converge uniformément vers f = 0 dans I, =] —a,a[si 0 < a < 1. En
effet, pour tout z €] — a, al,

() = f(2)] = [2"] < a”

et donc
sup |fn(z) — f(z)] <a” — 0.
2€]0,3 norteo
Mais la suite (fy,)nen ne converge pas uniformément vers f = 0 dans I1 =] —1,1[= I car

sup [fn(2) = f(2)| = sup |fu(2)| = sup [z"[=1 7= 0.

z€]0,1] z€]-1,1] z€]—-1,1] n—+o00

Proposition 3.1. Si la suite (fn)nen converge uniformément vers f sur I alors elle
converge simplement vers f dans I.

Preuve. Pour tout x € I, on a
[fu(@) = f@) < fa = fll = sup |fu(t) = f(E)].

D’ou le résultat. O
La réciproque est fausse.

FEzemple : La bosse voyageuse. Pour chaque n € N*, soit f, : R — R la fonction
définie par
2nr si 0<x < %
falx)=<¢ —2nx+2 si %Sxﬁ
0si 2 <z<l1

3=

Pour tout n € N*, £,(0) =0, f, (%) =1let f, (%) =0.Siz =0, fo(x) = 0 pour tout
n et donc fp(x) — 0. Si x > 0, il existe N € N tel que, pour tout n > N, z > % (plus
précisement n > %) et donc fy,(x) = 0. Donc, la suite (fy,)nen+ converge simplement vers

f =0 dans [0, 1]. Mais elle ne converge pas uniformément puisque, pour tout n € N*,

[fn = fll = Sup] |fa(z)| = 1.

z€[0,1

Proposition 3.2. Si la suite (fp)nen converge uniformément vers f sur I alors elle
converge uniformément vers f sur tout ensemble J tel que J C I.
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Preuve. Si J C I, alors

sup | fn(x) — f(2)] < sup|fn(z) — f(2)].

zeJ zel
O

Théoréme 3.1 (Théoréme de Cauchy). La suite (f,)nen converge uniformément
vers f sur I si et seulement si

Ve>0,IN=N()eN: nym>N = |[[f, — fmll <e.
Proposition 3.3. Si (fn)nen €t (gn)nen convergent uniformément sur I vers f et g
respectivement alors, pour tous a, B € R, (afn 4+ Bgn)nen converge uniformément vers
af + Bg sur 1.
3.2 Propriétés de régularité des limites uniformes

3.2.1 Continuité

Théoréme 3.2. Soit (fn)nen une suite de fonctions convergeant uniformément sur I
vers un fonction f. Si toutes les fonctions f, sont continues en tout point de I alors il
en est de méme de la fonction f.

Preuve. Soit xg € I. On sait que f est continue en x( si et seulement si
Ve>0,36>0:Vzel, [x—x9| <d = |f(z) — f(zo)] <e.

Soit € > 0 fixé. Par hypothese, ||f, — f|| = 0, alors
n—-+00

INEN:n2 N = |lfn = fll =sup|fal) - f(2)] <

Wl m

La fonction fy est continue en xg, alors il existe > 0 telle que

zel et |[x—x9| <d = [fn(z) — fn(zo)] <

W M

Finalement, si x € I et |x — o] < J alors

|f(@) = f(o)| < |f (@) = fn(@)| + [fn(2) = fn(@o)| + [fn (o) — f(zo)]
<2[fn = fIl + |fn (@) = fa (o)l
<e.
O

Remarque. La conclusion de cette proposition est fausse si on suppose seulement que
la suite (f,)nen converge simplement. Par exemple, si f,(x) = 2™ et I = [0,1], la suite
(fn)nen converge simplement vers la fonction suivante :

0si0<zx<«l
f(:(:)—{ 1siz=1
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qui n’est pas continue en 1, alors que toutes les fonctions f,, sont continues sur [0, 1]. La
suite (f,)nen ne converge pas uniformément vers f sur Uintervalle [0, 1].

Il existe toutefois des suites de fonctions continues convergeant simplement dans [
et non uniformément et dont la limite est continue dans I. Par exemple : f,(z) = 2™ et
I=]0,1].

Proposition 3.4. Soit (f,)nen une suite de fonctions continues sur l'intervalle ouvert
I =la,b[C R. Si la suite (fn)nen converge uniformément vers une fonction f dans tout
intervalle fermé borné [, B] C I alors f est continue dans |a,b].

Preuve. Soit x €]a, b[. 1l existe [, 5] Cla, b| tel que = € [, §]. Comme la convergence
est uniforme dans [«, 8], la fonction f est continue sur [a, ] et en particulier, au point
x. o

3.2.2 Intégration

Théoréme 3.3 (Passage a la limite sous ’intégrale). Soit (f,)nen une suite de
fonctions continues convergeant uniformément vers une fonction f sur lintervalle I.
Alors,

lim /ab fu(z)de = /abf($) dx.

n—-+00

pour tous a,b € R tels que a < b et [a,b] C I.

Preuve. Par le théoréeme 4.1, f est continue dans I et donc intégrable sur [a, b).
Pour tout n € N, on a

b b b b
[ tu@yde= [ s@dr) < [Cifule) = f@)de < [C1fu= Sl = 1fa= Sl a)

et || fn — [l = 0. Par le théoréme des encadrements, on obtient le résultat. 0
n—-+0o0

Ezemple. Pour n € N, soit f,(x) = 2™(1 — z)" pour z € I = [0, 1]. Pour tout z € I,

0<ai-0) s = h@l<(])

et alors N
5l =suw @) < (5) =20
xzel

n—-+00

Donc, (fn)nen est une suite de fonctions continues convergeant uniformément vers f = 0
dans I. On conclut par le théoreme précédent que

lim /01 fn(z)dx = /01 f(z)dx = 0.

n—-4o00

Remarques.
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1. Dans ce théoréme, I’hypothese de convergence uniforme est indispensable.

Soit fp(z) = ncos™zsinz, pour z € R et n € N. La suite (f,)nen converge
simplement vers f = 0 dans [0, J]. D’autre part, en faisant le changement de
variable t = cos z,

bl 1 n 1
/0 fn(z)dx n/o t" dt i e #/0 f(z)dx=0

Donc, (fn)nen ne converge pas uniformément vers f = 0 dans [0, 7].

2. 1l existe néanmoins des suites de fonctions non uniformément convergentes pour
lesquelles on peut passer a la limite sous U'intégrale. Si f,,(z) = 2™, z € I = [0, 1],
on a (fn)nen converge simplement (mais pas uniformément) vers f dans [0, 1],
avec f(1) =1et f(z) =0si z € [0, 1. Pourtant,

/f" _n+1n—>+oo /f

Le résultat précédent peut se généraliser au cas d’une suite de fonctions “dominées”
qui converge simplement.

Théoréme 3.4 (Théoréme de la convergence dominée.). Soit (f,)nen une suite
de fonctions continues par morceauz sur I, partie de R. Si (fp)nen converge simplement
dans I vers une fonction f € F continue sur I et s’il existe une fonction ¢ continue,
positive et intégrable sur I et telle que

Veel, VneN, |fu(z)| < ¢(z),

alors les fonctions f et fn, pour tout n € N, sont intégrables sur I et

/If(:v)d:c: lim fo(z)dz = lim /fn

J n——+o0 n—+400

3.2.3 Dérivation

Soit (fn)nen une suite de fonctions a valeurs réelles continiment dérivables conver-
geant uniformément dans un intervalle I C R vers une fonction f. En général, on ne
peut pas assurer que la suite (f],)nen converge vers f.

Ezemple. On considere f,(x) = M ,n € N*et z € [0,1]. La suite (fy,)nen converge
uniformément vers f = 0 dans [0, 1]. Mals f'=f=0et

fu(@) = cos(nx), |If, — f'l = sup |fn(2)] =

z€[0,1

Dong, la suite (f],)nen ne converge pas (ni simplement ni uniformément) vers f dans
[0,1].
Pour garantir cette propriété, il faut rajouter une hypotheése supplémentaire.
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Théoréme 3.5. Soit (fn)nen une suite de fonctions a valeurs réelles continiment déri-
vables (de classe C1) convergeant simplement dans un intervalle I C R vers une fonction
f- Sila suite (f])nen converge uniformément vers une fonction g dans I alors la fonction
f est dérivable et f' = g.

Preuve. On utilise le résultat précédent a la suite (f],)nen : pour tous z, xg € I,

lim (o) = fulao)) =l [ fryae= [* vm piede= [ ge)ar

n—-+00 n—+o0 Ju oM
Donc,
X
Va0 €I, f(x) — f(wo) :/ g(t) dt.
o
D’ou, f est dérivable sur I et f' = g. O
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4 Séries de fonctions

4.1 Définitions et exemples

Définition 4.1. Soit (fp)nen une suite de fonctions définies sur I partie de R ou C d
valeurs dans R ou C. On appelle la série de fonctions de terme général f,, et on
note 3,50 fn, la suite de fonctions (Sp)nen définie par :

Sp(x) = Zn: fi().
k=0

La fonction S, s’appelle la somme partielle d’ordre n de la série.

Définition 4.2. La série de fonctions 3, > fn est dite simplement convergente dans
I si la suite de fonctions (Sp)nen converge simplement dans I. Dans ce cas, on appelle
somme de la série de fonctions Y, - fn la fonction limite :

S(z) = lim S,(x)

n—-4o0o

et on note
—+oo
S=Yfn
n=0

On appelle reste d’ordre n de la série de fonctions, la fonction

+oo
Rn(x) = 8(z) = Snf2) = 3 fil2).

k=n+1

Remarque 4.1. Si la série >, - fn converge simplement alors la suite de fonctions
(Ry)nen converge simplement vers 0.

Ezemple 1. On considere la série de fonctions ), - fn de terme général f,(z) = 2",

reR. Six#1,
n+1

i 1—=2x
k=0

x
Siz =1, Sp(x) =n+ 1. Alors, la série de fonctions >, ~( frn converge simplement dans
— : _ 1 =
I =] —1,1] vers la fonction S(z) = ;.
Ezemple 2. On considere la série de fonctions 3°, - fn de terme général f,(z) =

2 g cos" z, x € R. Cette série converge simplement vers S dans R ol

sin

S(:c):{ 0si z=km, keZ

s’ gi oy e R\ {kr: k € Z}

l—cosx

On remarque les propriétés de régularité des fonctions f,, ne se transmettent pas a
la fonction somme S. On va développer des notions de convergence mieux adaptées au
passage a la limite de propriétés de régularité des fonctions f;,.
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Définition 4.3. On dit que la série de fonctions >, <, fn converge absolument dans
I si la série de fonctions a wvaleurs positives Zn>0_|fn| converge simplement dans I
(¢’est-a-dire, pour tout x € I, la série numérique d valeurs positives >0 | fn(2)| est
convergente). -

Proposition 4.1.

1. Sila série },~q fn converge absolument dans I alors elle converge simplement
dans I.

2. Si la série converge absolument (respectivement, simplement) dans I alors elle
converge absolument (respectivement, simplement) dans J, pour toute J partie de

1.

Définition 4.4. On dit que la série de fonctions ), -, fn converge uniformément
sur I sila suite (Sp)nen converge uniformément sur I, c’est-a-dire, il existe une fonction
somme S(z) telle que

Ve>0,IN=N(Ee)eN:n>N = |[|S, — S| =sup|Sp(z) — S(z)| <e
rel
ce qui équivaut a dire que

Ve>0,IN=N(e)eN:n>N = Vzel, |Sp(z)— S(x)| <e.

Ezemple. Soit fn,(x) = (;lrln, r € RT et n € N*. La série Y, 5 f, converge simple-
—1

ment dans R car, pour tout = > 0, la série alternée don>1 CL" gt convergente. Notons

n—+x
S sa limite. Pour tout z € R,
|S(x) = Su(@)| = | Y < :
k2n+1k+x n+1l+x
Donc,
1
sup |S(x) — Sp(x)| <
sup|S(z) = (o)) < g

et S, converge uniformément vers S sur RT.

Proposition 4.2. Soit 3_, - fn une série de fonctions qui converge uniformément dans
1. Alors, on a les propriétés suivantes :

1. La série est simplement convergente dans I.
2. La suite des restes (Ry)nen converge uniformément vers 0 sur I.
3. La suite (fn)nen converge uniformément vers 0 sur I.

4. La série 3, > fn converge uniformément sur J, pour toute partie J de I.
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Preuve. 11 suffit de remarquer que
|Rn| = |S — Su| et fn=Sn—Sn-1.

O

Ezemple. On consideére la série de fonctions ), - fn avec fn(z) = ™. Cette série
est uniformément convergente dans tous les intervalles I, = [—r,7] avec 0 < r < 1. En
effet, pour tout z € I,., on a

1— l.n—&—l 1 ‘x|n+1 ,rn—l-l
S -8 = - =
1Sn(e) @)l ‘ 11—z l—z| [1—2z ~ 1—17’
donc
T.n—&—l
S - S()| < — 0.
sup [Sn(@) = S(@)| < 7= 531,
Mais la convergence n’est pas uniforme dans l'intervalle ouvert I =] —1,1[. On a
anrl
sup |Sp(z) — S(x)| = sup = +o0.
zel |z|<1 -

4.2 Propriétés de la somme d’une série de fonctions uniformément
convergente

Les propriétés sur les limites de suites de fonctions uniformément convergentes sont
applicables a la suite (Sy,)nen, ce qui se traduit de la fagon suivante sur la série de
fonctions 3, - fn-

Théoréme 4.1 (Continuité). Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur I partie
de R ou C. Si, pour tout n € N, la fonction f, est continue en xo € I et si la série de
fonctions 3", ~¢ fn converge uniformément vers la fonction S sur I, alors S (la fonction
somme de la série) est continue en .

Preuve. Pour tout x € I,

1S(x) = S(xo)| < [S(2) = Su(@)] + [Sn(®) = Sn(x0)| + |Sn(z0) — S(2)]
< 2|8 = Snll + [Sn(x) = Sn(xo)-

Corollaire 4.1. Soit (fy)nen une suite de fonctions définies et continues sur I partie
de R ou C. §i 3,5 fn converge uniformément vers la fonction S sur I, alors S est
continue sur I.
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Théoréme 4.2 (Intégration terme a terme). Soit (fp)neny une suite de fonctions
continues sur I = [a,b] intervalle fermé et borné de R (c’est-a-dire, a,b € R et a < b) a
valeurs dans R. Si la série de fonctions 3, fn converge uniformément dans I, alors

. . . L b
la série numérique de terme général u, = fa fn(x)dx est convergente et sa somme est

oo b b o0
Y[ awir= 13 e

Preuve. Pour tout n € N, en notant Sy, (z) = Y7, fu(x) et S(x) = 3% fu(z),

b 0
Z fk )dk — /an(x)daz
n=0

k=0"9%

| (Sn(x) = S(z)) da

/ S0 () - S(2)| da

(b—a) sup |Sn(x)—S(z)|.

z€la,b]

IN

IN

D’ou le résultat. |

Théoréme 4.3 (Dérivation terme a terme). Soit (fy)neny une suite de fonctions
continues et continuement dérivables sur un intervalle ouvert de R ou C a valeurs dans
R ou C. Si la série de fonctions )_,~q fn converge en un point xo € I et si la série
> >0 [ converge uniformément dans tout sous-intervalle fermé et borné J de I, alors
Zn;o fn converge simplement dans I, la fonction somme S est dérivable sur I et, pour
tout x € 1,

+oo / +o0o
(Z fn(x)> = ful@)
n=0 n=0

Preuve. Pour tout x € I et tout n € N, on a

Sn(@) = Sn(zo) = D (ful(x) = fu(wo)) =D | felt)dt = / > fu(t) dt
k=0 k=0" %0 0 k=0
Par les hypotheses et le théoreme précédent, on a
Jim S@) = lm S+ i [ ,;) A
x T
= S(zo)+ [ Y falt)dt
0 p=0
Alors, la série ( f,,)nen converge simplement dans I et la fonction somme S(z) = 3729 f,.(z)
vérifie
x T
Voel, S(@)=S@o)+ [ Y. fit)dt
L0 p=0
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Donc, S est dérivable sur I et, pour tout = € I,

—+00
S'(x) =) fulx).
n=0

4.3 Convergence normale

Définition 4.5. Soit Y, <o fn une série de fonctions définies sur I partie de R ou C a
valeurs dans R ou C. On dit que la série est converge normalement dans I si la série
numérique Y, ~o || fnll est convergente, o

[fnll = sup | fn()]-
zel

Remarque 4.2. La série }, - fn converge normalement sur [ si et seulement s’il existe
une suite de nombre réels positifs (uy)nen telle que :

VneN, Vo el, |fu(@)| <un

et >, >0 Un est convergente.

Ezemple 1. La série de terme général f,(z) = Si“jb—;“‘), définie sur R est normalement

convergente sur R car
1

n2

et la série de Riemann de terme général # est convergente.

Ezemple 2. La série de terme général f,(x) = %, n > 2 et a > 1, définie sur R,

est normalement convergente sur R™ car

1
[full = sup |fu(x)

zEeR+ ~ en(lnn)e’

et la série de Bertrand de terme général est convergente.

1
en(lnn)e

Théoréme 4.4. Toute série de fonctions normalement convergente sur I est uniformé-
ment convergente sur I.

Preuve. La suite (Sy,)nen est simplement convergente dans I. En effet, pour x €
fixé, la série >, o fn(x) est absolument convergente et donc convergente. Soit S(z) =
limy,— 400 Sn(z), * € I (S est la fonction limite). Montrons que S, converge ver S
uniformément dans I. On a, pour tout = € I,

“+o0o “+o0o “+oo
[Sn(z) = S(@) =] > ful@)| < D @< > Il
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1
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Alors, comme >, - || fn|| est convergente,

“+o0o
sup |Sp(x) — S(z)| < fxll — O.
wplsu(o) =S € 31l 2,
D’ou le résultat. O

Remarque 4.3. La réciproque de ce théoréme est fausse : il existe des séries de fonctions
qui convergent uniformément mais pas normalement.

. ~1)n -
Contre-exemple. Soit f,,(z) = (n+)x ,x € R" et n € N*. La série ), fn(2) converge
uniformément dans R™ mais elle ne converge pas normalement dans R™. On a

I Fall = sup 1) =

z€RT
et la série numérique de terme général % est divergente.

Remarque 4.4. Les Théoremes 4.1, 4.2 et 4.3 restent vrais en remplacant la convergence
uniforme par la convergence normale des séries.

Ezemple 1. Soit a > 0 et f,,(z) = na®e ™", pour = > 0 et n € N. La séric > on>0 fn
converge simplement dans I =|0, +oco[. En effet, il suffit d’appliquer le critére de Riemann
avec a = 2. On a, pour tout z > 0,

. 2 o
nll)rfoon fu(z) =0.
De plus,

a/2 1
= = g —Oé/2
| £l sup | fn(2)] (2) Sy

Donc, la série converge normalement sur R* si et seulement si o > 4. D’apres le théoreme
4.1, S =Y fn est continue sur RY.
Pour tout z > 0, on a

D’apres le théoréme 4.3,

a—1 +oo

+o0 T
S@) =Y fal@) = == 3 gule) = -
n=0 n=0
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Si 0 < a < 4, la fonction S n’est pas continue en z = 07.

Ezemple 2. La série de fonctions de terme général f,(z) = % converge normalement
dans I = [0, 1] et f,, est continue sur I, pour tout n € N. D’apres le théoréme 4.2, on a

400 1 +oo 2n 1
Z / / coshz dx = sinh 1.
(2n +1)! 0
Ezemple 3. Soit I =] — 1,1[. On considére f,(x) = ”f:—:ll, z € R, n € N. La série

numérique de terme général f,,(0) converge et la série de terme général f/(x) = a”

converge normalement sur [—r,7], pour tout 0 < r < 1. La fonction somme S(z) =
S92 fu(x) est donc dérivable sur I et

+00
= Z 2" =
n=0

D’ou, pour tout z € I,

400 n+
x " z 1
= —In(1 —2).
Zn—i—l /S /1—xdt n( x)
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5 Séries entieres

5.1 Définitions

Définition 5.1. On appelle série entiére une série de fonctions >, o fn(2) dont le
terme général est de la forme :

fn(2) = an2", 2 € C,
avec apn, € C, pour tout n € N. En général, on note >, -y an2".

On cherche a déterminer ’ensemble des valeurs z € C telles que la série >, ~qap2"
est convergente.

Ezxemple 1. Si an, = 1, pour tout n € N, on retrouve la série géométrique »_, o 2".
La série est absolument convergente si |z| < 1 et divergente si |z| > 1.

Ezemple 2. La série enticre ), - % est absolument convergent sur R. De plus, pour
tout x € R,

+00 _n

x
ex:Z—.

|
n—0 n:

/. -\ n 7.
Exemple 3. La série entiere ), - =5 vérifie :

. |fn+1(z)|
] Jr N0
n—roe | fu(2)]

= |Z|7

n . ’ . .
avec fn(z) = Zy. Donc, si [z]| < 1, la série est absolument convergente et si [z| > 1, la
série est divergente. Si [z| = 1, | fn(2)| = -, donc la série est absolument convergente.

Lemme 5.1 (Lemme d’Abel). Soit 3°,, > an2" une série enticre et 2o € C* tel que la
suite (anzy )nen est bornée. Alors, la série est absolument convergente, pour tout |z| < |z
et elle converge normalement sur {z € C: |z| <}, pour tout 0 < r < |z].

Preuve. Soit M > 0 tel que |anz{| < M, pour tout n € N. On a

n

z " z
|lan2"| = lanzg| | —| <M |—
20 20
Si |z] < |z0], la série géométrique >, ¢ ’%‘n est convergente. O

Remarque. Pour r > 0, on note D, = {z € C: |z] < r} (disque ouvert de centre 0 et
rayon r dans C). On a
D,NR =] —rr|

Théoréme 5.1 (Rayon de convergence). Soit y_, - a,2" une série entiere. Alors, il
existe un unique R € [0, 40| tel que
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1. Si|z| < R, la série est absolument convergente.
2. Si|z| > R, la série est divergente.

3. Si R >0, la série converge normalement sur tout ensemble D, = {z € C: |z| <
r}, avec 0 <r < R.

On appelle R le rayon de convergence de la série entiére.

Preuve.
(i) Si z =0, alors la série ), - a,2" est convergente.
(7i) Si 0 est le seul z pour lequel la série converge, alors R = 0.

(iii) Supposons qu'il existe 29 € C* tel que ), ~( an2{ est convergente. Soit

A={zeR: Z anz" est absolument convergente}.
n>0

Par le lemme d’Abel, si |z| < |z0|, alors z € A.

Si A n’est pas bornée, alors A = C . En effet, pour tout z € R, il existe z1 € A
tel que |z1]| > |z| et donc la série 3,,~can2" est absolument convergente d’apres
le lemme d’Abel. Dans ce cas, R = +o0.

Si A est bornée, soit R sa borne supérieure (qui est unique). Si |z| < R, il existe
z1 € A tel que |z| < |z1] et la série >°, <o anz"™ est absolument convergente d’apres
le lemme d’Abel. Par contre, si |z| > R, la série 3,50 an2" est divergente (cas
contraire, on aurait une contradiction avec la définition de R). O

Remarque. Si R = 0, la série }_, - a,2" ne converge que pour z = 0. Si R = +o0, la
série Y~ anz" est absolument convergente sur C.

Pour déterminer le rayon de convergence d’une série entiere, on utilise les propositions
suivantes.

1/n

Proposition 5.1. Soit 3", < anz"™ une série entiére. Si la limite lim,,_, 4 |an| existe

alors .
— = lim ’an|1/n.
n—4o0o

Preyve. 11 suffit d’appliquer le critere de Cauchy et de remarquer que

lim  |a,z"|/" Un,

=lz| lim |a,]

n——+0o n—-+o0o
Remarque. Plus en général, on peut montrer la Formule d’Hadamard :
1

— — limsup |a,|*/™.
R n—>+o<I>)| n|

On pose | = limsup,,_, ;. |a,|"/™. Par convention : R = +ocosil = 0 et R = 0 si
l = 4o00.
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2

n
Ezemple. On considere la série entiere ), < (ng—ﬂ) z", avec x € R. On a
1 . . n?
— = lim |a,)/" = lim —— =1,
R n—o+too n+oon? + 1

n n
alors R = 1. Si |z| = 1, alors lim,, 40 (#L) z" # 0 et la série ), 4 (ng—il) x™ est
divergente.

Proposition 5.2. Soit >, ~qan2™ une série entiére. Si la limite lim,_, existe

An41
an

alors la limite lim,_, 4 o ]an|1/” existe aussi et
. an+1 . 1
lim |/ = lim |a,|Y" = =.
n—-+oo an n—-+oo R

Remarques.
1. La réciproque de la proposition 5.2 est fausse.

Contre-exemple. Soit a > 0. On consideére la série entiére -, ~q anz" ot ay, = an/?
n—1)/2

si n pair et a, = af si n impair. Alors,

lim  |an|V/" = a'/?
n——+0o00

mais la limite lim,,_, |

an+41 ) :
=L n’existe pas lorsque a # 1.

2. En général, on ne sait rien dire a priori sur la convergence de la série -, ~qanz"
lorsque |z| = R.
Ezemples. On considere la série entiere >, -, anz™ avec
_ 1
1. ap = 77, n > 1. Alors,

. Anp+1 .
— — lim 22— jim =0
R notoo ap n—+oon + 1

/. n
et donc R = +o0. La série ), %7 est absolument convergente sur C.

2. a, =1, n > 0. Alors,
I I Gp41
— = lim

=1
R notoo ap

et R = 1. La série converge sur le disque ouvert D; = {z € C: |z] < 1} et diverge
si |z| > 1. Si |z| =1 (2 appartient au bord du disque),

lim 2" #0
n—-+o0o
et donc >, > 2" est divergente.
3. ap, = %, n > 1. Alors,
1 . an+1 . n
— = lim = lim =1
R n—+oo  ap n—+oon + 1

et donc R = 1. On sait que |z| = 1 si et seulement si z = a + ib avec a® + b* = 1.
Cas particuliers :
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(a) Siz=1, 3 ,50an2" = ZnZO% est divergente.

- n ’ . 7
(b) Siz=—1,> 502" => >0 ( i) est une série alternée convergente.

(c) Siz=1,

7" -n" -"
N R

n>0 n>0 n n>0

dont les parties réelle et complexe sont des séries alternées convergentes. Donc,
ST
> n>0 5 est convergente.

(d) Siz=—i,

—@ n —1 n ) -1 n
N =

n>0 n>0 n>0 n>0

dont les parties réelle et complexe sont des séries alternées convergentes. Donc,
,[: n

2 n>0 (7n) est convergente.

Proposition 5.3. Soient >, ~qanz™ et > ,~0bn2" deux séries entiéres de rayon de
convergence Ry et Rs, respectivement. Alors, la somme des deux séries entiéres est la

série entiére
Z (ap, + bp)2"
n>0

de rayon de convergence R. Si Ry # Ry alors R = min(Ry, Rs). Si Ry = Ry alors
R > R; = Rs.

Preuve. On montre le résultats en utilisant les inégalités suivantes :

lanz" + bp2"| < anz"| + [bnz"| et |anz" + bp2"| > |anz"| — |bn2"|.

Ezemple 1. Les deux séries entieres
Z 2" et Z nz"
n>0 n>0

ont rayon de convergence R; = Ry = 1. La sommes des deux séries : >, ~o(1+n)2" a
rayon de convergence R = 1.

Ezemple 2. Les deux séries entieres

Z 2" et Z (1 ;n2n> 2"

n>0 n>0

ont rayon de convergence 1 = Ry = 1. La sommes des deux séries : )~ (2%) z" a

rayon de convergence R = 2.
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5.2 Propriétés
Le théoréme suivant est une conséquence des théoremes 4.1 et 5.1.

Théoréme 5.2 (Continuité). Soit 3, - an,2" une série entiere de rayon de conver-
gence R > 0. Alors, la somme S(z) de la série est une fonction continue sur Dp = {z €

C:|z| < R}.
Une application de ce théoréme est le principe des zéros isolés.

Théoréme 5.3. Soit ), ~oanz" une série enticre de rayon de convergence R > 0 et
telle que au moins 'un des coefficients a, est non nul et soit S sa somme :

S(z) = Z anz".

n>0

Alors, il existe r > 0 tel que la fonction S ne s’annule pas sur D, \{0} = {z € C*: |z| <
r}.

Preuve. Si ag # 0 alors S(0) = ag # 0. Comme S est continue, il existe 0 < r < R
tel que S(z) # 0, pour tout z € D,..
Si ag = 0, soit N le plus petit entier positif n tel que a,, # 0. Alors,

+oo +oo +oo
S(z) = Z anz" = Z anynz" T = 2N Z aptnNz".
n=N n=0 n=0

Comme, pour tous z € C et n € N,
n+N

n n
N E_ k+N _ k
z E g+ NZ = E ap+NZ = E agz,
k=0 k=0 k=N

la série Z;fi% an+NZ2" est convergente si et seulement si Z:{i% anz™ est convergente.

Donc, ces deux séries ont le méme rayon de convergence. Soit T'(z) = Z:{i% AntNZ".
D’apres le théoreme 5.2, T' est continue sur Dg et par ailleurs,

T(0) = ay # 0.

Alors, il existe 0 < r < R tel que, pour tout z € D,, T(z) # 0. D’ou, pour tout
z € D, \ {0},
S(z) = 2NT(z) # 0.

O

Ce théoreme montre que ’ensemble de zéros de la fonction somme S n’admet pas 0
comme point d’accumulation.
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Corollaire 5.1. Soient >, ~qanz" ety ,~qbnz" deur séries entiéres de rayon de conver-
gence Ry et Ro, respectivement. S’il existe r > 0 tel que r < min(Ry, Re) et

VzeD,, Z apz" = Z b 2"

n>0 n>0

alors
vneN, a, =b,.

Preuve. La série 3, ~q(an—bp)2" est identiquement nulle sur D,.. D’aprés le théoréme
précédent, on a
VvneN, a,—b,=0. < VneN, a, =0b,.

En appliquant le théoreme 4.2 aux séries entiéres, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 5.4 (Intégration terme a terme). Soit 3, -, a,2" une série entiére d

coefficients réels de rayon de convergence R > 0 et soit S(z) sa somme. Alors, la série
-\ 1

entiere ., > anznnﬁ a également R pour rayon de convergence et, pour tout x €] — R, R],

on a
x 400 :L,n—l—l

S(t)dt = a .

/0 () T;) "n+1

Preuve. On a, par la Formule d’Hadamard,

1
— = limsup |a, |/ —hmsup\in\l/”.
R n—-+oo n—-+4oo 1

O

.. n+1 o .
Remarque 5.1. La somme de la série )~ an% est une primitive de la fonction
S(z) = 320 apa™

Ezemple. La série entiere ), < 2™ a comme rayon de convergence R = 1 et sa somme

est
=y "

n>0

D’apres le théoreme précédent, on déduit que la série entiere >, - 1 a aussi rayon

de convergence R =1 et que, pour tout x €] — 1, 1],

nl "
/S tdi= +1_Zi

D’autre part,

/OxS(t)dt—/Omlitdt— —In(1 — O = —In(1 — 2).
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Donc, pour tout z €] — 1, 1],

+o0 l,n
In(1 — x) :—Z—,
n=1 n
et en remplacant x par —z,
+o0 xn
In(1+z) =Y (-1)"*=.
n
n=1

Par application du théoreme 4.3, on obtient le résultat suivant.

Théoreme 5.5 (Dérivation terme a terme). Soit ), a,2" une série enticre a
coefficients réels de rayon de convergence R > 0 et de somme S(z). Alors, S est dérivable
sur] — R, R[ et pour tout x €] — R, R|,

+oo
S'(x) = Z na,z" L.
n=1

Le rayon de la série entiére Y, ~1 na,z" "1 est également R.

Preuve. On a, par la Formule d’Hadamard,

1
— = limsup \anll/n = lim sup ’nan|1/n-
R n—+oo n—+oo

O
Ezemple. On considere la série entiere }, o 2™ a valeurs réelles. Pour tout z €] -1, 1],

1
1—2a

S(z) = Z:U” =

n>0
D’apres le théoréme précédent, S est dérivable sur | — 1, 1] et,

Voel—1,1[ Y na" ' =5'(2) =

= (1—x)%

On en déduit que, pour tout z €] — 1, 1],

Znaz" :xZn:v"_l = ﬁ

n>1 n>1

Corollaire 5.2. Soit ), ~qan,z" une série entiére a coefficients réels de rayon de conver-
gence R > 0 et de somme S(z). Alors, la fonction S est de classe C° sur Uintervalle
|—R,R[ et

Vn eN, S™(0) = nla,.
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De plus, pour tout x €] — R, R[ et tout k € N,

+00 o (n)
S(z) = Z > n|(0)xn
n=0 ’

et
(k) () — n! n—k
SV () E = k>!ana: .

n>k

Preuve. Par récurrence, la k-iéme dérivée de S en = €] — R, R| est :

+o0 +00 |
(k) — _ _ . _ n—k — n: n—k
SV (x) nz::kn(n Nn—=2)---(n—k+1apx nz::k 7(71 — anz ",

Remarque 5.2. La réciproque est fausse : une fonction de classe C°° sur un intervalle
| = R, R[ ne peut en général pas s’écrire comme la somme d’une série entiere.

5.3 Développements en séries entieres

Définition 5.2. Soit I une partie de R contenant 0 et f une fonction définie sur I
a valeurs réelles. On dit que f est développable en série entiére (DSE) en 0 s’il
eriste une série entiere ), ~oan2" de rayon de convergence R > 0 tel que, pour tout

x € IN] —R,R|,
f(z) = Z anz".

n>0

On dit que f est développable en série entiére en x( si la fonction f(x+ xg) est
développable en séries entiére en 0. Dans ce cas, pour tout x € IN|xg — R, zo + R,

f(z) = Z an(x — z0)".
n>0
Remarque 5.3.

1. Si f est développable en série entiere en 0 sur I alors il existe R > 0 tel que f
est de classe C* sur IN| — R, R[. Toutes ses primitives et toutes ses dérivées sont
aussi développables en série entiére en 0 sur I. De plus, si x € IN] — R, R],

F0)

n!

fla)y=>"

2. Si f est développable en série entiere en xq sur [ alors il existe R > 0 tel que f est
de classe C*° sur IN|xg—R, xo+R[. Toutes ses primitives et toutes ses dérivées sont
aussi développables en série entiere en xo sur I. De plus, si x € IN|xg— R, zo+ R|,

() (g
fla) = 30 LU0 gy

n>0
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3. Le DSE en z¢ € I d’une fonction f définie sur I est unique.

4. Une fonction de classe C*° dans un voisinage de 0 n’est pas nécessairement déve-
0

12" admet un

loppable en série entiére en 0, méme si la série entiere )", <,
rayon de convergence R > 0. En effet, la fonction f définie par

f(:n)—{ efw% si x>0

0 si <0

est de classe C* sur R et f(™(0) = 0 pour tout n € N (la fonction est dite plate
en 0). Mais f n’est pas DSE en 0.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction soit développable en série
entiere en 0 est la suivante.

Proposition 5.4. Soit f une fonction de classe C* sur | —r,r[, r > 0. La fonction f
est développable en série entiére en 0 sur ] —r,r[ si et seulement si le reste d’ordre n de
la formule de Taylor de f en 0 tend vers 0 lorsque n tend vers +oo dans | — r,r|.

Si f est de classe C"*! sur | — r,r[, r > 0, la Formule de Taylor de f en 0 d’ordre n
avec reste intégral est :

= SP0) ="
f(l‘)—’;) - +/0 f D (t) dt.

k!

Une condition suffisante pour qu’une fonction soit développable en série entiere en 0
est la suivante.

Proposition 5.5. Soit f une fonction de classe C*° sur|—r,r[, r > 0. S’il existe M > 0
et L > 0 tels que
Vee|l—rrl,VneN, |f™(z) <ML,

alors f est développable en série entiére en 0 sur | —r,r| et

+00 r(n)
=00,

Veel—rr[, f() o

n=0

Preuve. Pour x €] —r,r[ et n € N, on a

|R,(x)| = /om Mf(nﬂ)(t) dt‘

n!

[0 4] g o1
0 n! (n + 1)!

< MLTL+1

(LT)TLJrl
(n+ 1)1

Alors,
lim R,(z)=0.

n—-+o0o
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Ezxemples. Fonctions développables en série entiére en O :

1. Les polyndémes sont les fonctions les plus élémentaires développables en série

entiére en 0.
+00 _n

2. eI:ZF,J:ER(R:—i—oo).

n=0 """

1 =
3. =Y a" z€el-1,1[(R=1).
n=0

1—a

1 =
4. => (-D"a", z€]-1L1[ (R=1).
n=0

14z
00 nit1

5. —ln(l—:p)zz <

—n+ 1
+o0 xn—i—l
6. In(1+z)=>) (-1)"
n=0
too 72n
7. cosx = Z(—l)"w, z €R (R=+00).
n=0 ’
+oo p2n+l
. _ _1\n
8. sinx = Z( 1) e

n=0

ve]-1,1[ (R=1).

e -LI[(R=1)

x €R (R = +00).

Preuve du DSE de la fonction cosinus.
Soit f une fonction définie sur un intervalle I, tel que 0 € I, et de classe C* en 0.
En utilisant la Formule de Taylor d’ordre n en 0 avec reste intégral :

flx) = Zn: I (O)xk + /x Mf(n+1)(t) dt.
k=0 0

k! n!

On considéere f(x) = cosx. Pour tout n € N,

cos™(0) { (—1)F si n=2k

Alors,
n 2k T _ 1\2n
o= 0 o (x@nt))! ) dt
On a
RV CE (2n+1) (-t
IR, (t)] = /0 W‘f () dt| = /0 Wsm(t) dt
T (ZL‘—t)Zn _ |x|2n+1
S/o Gl U 1) o
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La suite Sp,(z) = 37 o(—1)F 2 (2k)' est donc convergente et

+oo 72
Ve eR, cosz=>» (—-1)" :
2 Gy

Proposition 5.6 (Opérations sur les fonctions DSE). Soient f et g deux fonctions

DSE en 0 :
= Z anz” et g(x Z bnx™.

n>0 n>0
Alors,
1. Pour tous \,p € R, Af 4+ pg est DSE en 0 et
A(@) + pg(@) = (Aayn + pby)z"

n>0
2. fg est DSE en 0 et

n
x) = Z cnx” avec ¢ = Z apbn_.

n>0 k=0

3. f' est DSE en 0 et

= Z na,x" !

n>1
4. f%) est DSE en 0 :
n! .
7R (z) = Z manx k

n>k

5. Toute fonction rationnelle définie en 0 est DSE en 0.

Preuve. 5. Toute fonction rationnelle se décompose en une combinaison linéaire de

1
fractions simples de la forme : W ol a € C*. Le DSE de la fonction (=m0 L o S ‘obtient
a—x

de celui de ﬁ en dérivant p fois. On a

1 :1 1?() Ve €] — la], all

Alors, pour tout p € N*,

1 1 drY 1
(a—2)» (p—1)!dalP-1) (a - 1:>

1 d(p—l) +o00 2\ "
~alp— 1) dzrD) HZ:% (a)

™= n! Pt
N n:zpjl (p—DY(n—p+1) antl ~
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Ezxemple. Pour tout z € R, on a

cosh(z) = ere’

T ew ‘io 22n
2 = (2n)!
et

et _ o 400 x2n+1
sinh(z) = & =S T
Sl S

5.4 Applications
5.4.1 Recherche de solutions d’équations différentielles

Recherchons les fonctions f DSE en 0 satisfaisant ’équation différentielle suivante :
dxf"(z) +2f'(x) — f(z) = 0.

Si f est DSE en x = 0 alors

+oo +oo +oo
f(z) = Z anx”, f'(x) = Z naz" ' et f(zx) = Z n(n — 1)apz" 2
n=0 n=1 n=2
L’équation différentielle est donc pour f équivalente a
+o0
Z (4n(n — 1)a, + 2nan — ap_1) 2" L = 0.
n=1

Le DSE de la fonction nulle étant unique, on en déduit que

an—1
Vn e N* =2
nE S A o T 2n
Donc,
* )
VneN a,= )
Finalement,

+00 :Un
f(z) = aongom; ap € R.

Le rayon de convergence de cette série entiere est R = 4o00. La fonction f est donc

définie sur R et
o) = acosh(v/z) si x>0
7N acos(y/—z) si <0

oua € R.

48



5.4.2 Calcul approché d’intégrales

1

Cherchons une valeur approchée a € > 0 pres de 'intégrale : [ = / e dt.
0

On sait que

série entiere de rayon de convergence R = 4o00. Alors, pour tout ¢ € R,

2 +o00 t2n
n=0

Remarquons que [0,1] € Drp = C et donc, on peut intégrer I’égalité précédente sur
I'intervalle [0, 1]. On obtient

! (=" = _ (D"
I=| ePat= / 2" dt =
/0 © nz:% nl Jo nz:% (2n + 1)nV’

qui est la somme d’une série alternée convergente. Pour tout N > 0, le reste d’ordre N
Ry = S — Sy) vérifie :

+o00 n
Do @n Dl = TR QN £ 3)(N 4 1)

Une valeur approchée de I a ¢ pres est par exemple

N 1y
/= nz:% (27(1+)1)n!

avec N suffisamment grand tel que m <e.

5.5 Exponentielle complexe

La fonction exponentielle e* est définie sur R comme 1'unique fonction f de R dans
R telle que
f(0)=1 et Yz eR, f'(z) = f(x).
On a vu que la série enticre ), > ’;—T,L a rayon de convergence R = +o00. On peut alors
définir la fonction exponentielle complexe exp : C — C par

oo
+ P

exp(z) = Z )

n=0

Ces deux définitions coincident sur R car, pour tout x € R,

d +o0 d /z" +oo Zn—1 +oo "
o)=Y £ (5) =2 oy = X o = e

|
n=1 n: n=1 n=0 """

et exp(0) = 1.
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Proposition 5.7 (Propriétés de ’exponentielle complexe). Pour tous z,z" € C,
1. e*t?

2,2

g

e
e"* = (e*)", pour tout n € N.

e* # 0.

‘62’ —_ e?Rez'

le*| =1 si et seulement si z € iR = {iz : v € R}.

RS U
o
183
Il
o
183

e* =1 si et seulement si z € 2inZ = {2ink : k € Z}.

On définit les fonctions circulaires directes : pour z € C,

e’LZ + e*’LZ
CcCoS z =
2
et ] ]
] el# _ g2
sin z = -
21

Ces fonctions prolongent sur C les fonctions trignométriques réelles cos x et sin x.

Proposition 5.8 (Propriétés des fonctions circulaires).
Les propriétés suivantes sont vérifiées : pour tout z € C,

1. e¥* =cosz+1sin z.

2. Siz=a+1ib, avec a,b € R,

e® = e%(cosb+ isinb).

' +oo 42
3. cos(z) = cosh(iz) = nz::o(—l) o
_ _ sinh(iz) XX , 2ot

5. cosz =0 si et seulement si z = 5 + km, avec k € Z.

6. sinz = 0 si et seulement si z = kw, avec k € Z.

2

7. sin?z +cos?z=1.
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6 Séries trignométriques et séries de Fourier

Les séries de Fourier ont été introduites par Joseph Fourier en 1822 dans le cadre de
I’étude de I’équation de la chaleur. Des branches des mathématiques, comme 'analyse
harmonique, théorie du signal et des ondelettes, se sont développées a partir de cette
notion.

Il y a deux points de vue qui se raménent facilement 'un a I'autre. Nous pouvons
considérer des fonctions périodiques sur R et chercher a les écrire sur toute la droite
réelle comme somme d’une série de Fourier. Nous pouvons aussi considérer des fonctions
définies uniquement sur un intervalle, et chercher une série de Fourier dont la somme
soit égale a f sur cette intervalle.

6.1 Séries trignométriques

Définition 6.1. On appelle série trigonométrique réelle toute série de fonctions de
la forme

Z (an cos(nzx) + by sin(nz)), (1)

n>0

ot les coefficients a,, b, sont réels, pour tout n € N et x € R.
Puisque sin 0 = 0, on peut considérer by = 0.
Définition 6.2. On appelle série trigonométrique complexe toute série de fonctions
de la forme
ZC einx
mn

nel
ot les coefficients ¢, sont complexes, pour tout n € Z et x € R.

Toute série trignométrique réelle peut s’écrire sous la forme d’une série trignométrique
complexe, et réciproqueme, a l’aide des formules suivates

einx + efinx einz _ efin:v
cos(nr) = —— et cos(nz) = -
(na) 5 (na) >
Par conséquent :
an — b an + b
co=ag et VYn>1, cn:%,c_n: n2 n

et
Vn>1, ap=cy+c_p=2Re(cn), by =i(c, — c—p) = 23m(c_p).

On admet les résultats suivants.

Proposition 6.1. Supposons que les suites numériques a, et b, sont positives, décrois-
santes et convergent vers 0 lorsque n tend vers 4+oo. Alors la série trigonométrique
> on>o(an cos(nr) + by sin(nx)) converge simplement sur R\ 277Z.

o1



Proposition 6.2 (Intégration terme a terme). Supposons que les séries numériques
Y on>00an €t > ,>0bn sont absolument convergentes. Alors,
— la série trigonométrique Y, (an cos(nz)+b, sin(nx)) converge normalement sur
R. -
— s(x) la somme de la série trigonométrique est une fonction continue et 27-
périodique sur R.
— Pour tout x € R, la série de terme général : [ (an cos(nt)+by, sin(nt)) dt converge
sur R et

x T00

Z/ ap, cos(nt) + by, sin(nt) dt = / Z an cos(nt) + by, sin(nt)) dt.

Exemples.
- . o 1 1 .
1. La série trignométrique >, ~; (57 cos(nz)+ ;5 sin(nx)) converge normalement sur

R.

2. La série trignométrique 3,5 (= cos(nx) Lsin(nz)) converge simplement sur
R\ 27Z. La série trignométrique Zn>1 sin(nx) converge simplement sur R.

Proposition 6.3. Supposons que les séries numériques Y ,~qan €t Y, bn sont abso-
lument convergentes. Soit s(x) la somme de la série trigonométrique :

> (an cos(nx) + by, sin(nz)).
n>0

Alors, on a les relations suivantes :

et, pour tout n > 1,

1 /7 1 /7
an = —/ s(xz) cos(nz)dx et b, = —/ s(x) sin(nx) dz.
L ™ J—m
En particulier :
— Si s(x) est une fonction paire alors b, = 0, pour tout n € N.
— Si s(x) est une fonction impaire alors a, = 0, pour tout n € N.

Remarque 6.1. Dans les relations définissant les coefficients a,, et b,,, on peut remplacer
I'intervalle d’intégration | — m, [ par tout intervalle I =]a, b[ tel que b — a = 2.

Proposition 6.4 (Dérivation terme a terme). Supposons que les séries numé-
TIqUES Y50 an €l Y0 bn sont absolument convergentes. Alors la série trignométrique
>n>0(an cos(nz) + by sin(nx)) converge normalement sur R et elle définit une fonction
dérivable, s(x), de dérivée :

+o0o
s'(z) = Z(—nan sin(nx) 4+ nby, cos(nx)), = € R.
n=0
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6.2 Séries de Fourier

Définition 6.3. Soit f une fonction définie sur R, périodique de période 27 et inté-
grable sur tout intervalle de longueur 2w. On appelle série de Fourier de f la série
trigonométrique

Z (an cos(nx) + by, sin(nx))

n>0

ot les coefficients a,, et by, appelés coefficients de Fourier, sont définis par

w=5- [ s,

—T

et, pour tout n > 1,
1 /7 1 /7 .
ap = 7/ f(z)cos(nz)dx et b, = —/ f(z)sin(nz) dz.
L — ™ J—m

Il est naturel de se poser la question de savoir si la série de Fourier associée a une
fonction f est convergente et si sa somme est égale a f. Dans le cas affirmatif, on dira
que f est développable en série de Fourier. Un résultat préliminaire est le suivant.

Proposition 6.5. Soit f une fonction définie sur R, périodique de période 2w et inté-
grable sur tout intervalle de longueur 2m. Alors, les suites numériques (an)nen €t (bp)nen
de ses coefficients de Fourier convergent vers 0 quand n tend vers +oo.

On sait que si f est discontinue alors sa série de Fourier ne converge pas normalement
vers [ (puisque dans ce cas la somme de la série de Fourier serait continue). La continuité
par morceaux ou la continuité de f ne suffisent pas a assurer la convergence de la série
de Fourier de f vers f, qu’elle soit simple ou normale. En effet, il est possible que la
série de Fourier d'une fonction continue diverge en une infinité de points. Cependant,
sous des hypotheéses supplémentaires, on a les résultats suivants.

Théoréme 6.1 (Théoréme de Dirichlet). Soit f une fonction de classe C* par mor-
ceaux sur R et périodique de période 2m. Alors, la série de Fourier associée a f converge
simplement sur R vers la fonction

ou f(zT) et f(x~) sont les limites a droite et a gauche de f au point x. En particulier,
si f est continue en x alors f(x) = f(x).

Théoréme 6.2. Soit f une fonction de classe C par morceauz sur R, périodique de pé-
riode 27 et continue sur R. Alors, la série de Fourier associée a f converge normalement
sur R et sa somme est égale da f.
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Théoréme 6.3 (Théoréme de Parseval). Soit f une fonction continue par morceaux
sur R et 2m-périodique. Alors, les sommes partielles Sy, (f) de la série de Fourier de f
convergent vers f en moyenne quadratique, c¢’est-a-dire

™

li —~ 2dr = 0.
i [T 1) = Su(P @ =0
De plus, les séries numériques »_, > a? et >n>0 b2 sont convergentes et on a la Formule

de Parseval : 1

o \()de_ao+ 5 2 (a0 +bn).

n>1

Corollaire 6.1. Soient f et g deux fonctions continues par morceaur sur R et 2m-
périodiques ayant les mémes coefficients de Fourier. Alors, f(x) = g(x) pour tout x,
asuf peut-étre si f ou si g n’est pas continue en x.

Les résultats précédents peuvent se généraliser aux fonctions f définies sur R et T-

périodiques (ot 7" > 0). Dans ce cas, on note w = 2—” et on appelle w la pulsation. La

fonction F' définie par

est 2m-périodique et on peut lui appliquer les résultats précédents. Les coefficients de

Fourier de f sont alors
1 T
a0 =T /0 f(z) dx

an = ;/()Tf(:c) cos(nwz)dr et b, == /OT f(z) sin(nwx) dx.

et, pour tout n > 1,

La série de Fourier de f est

ag + Z(an cos(nwz) + by, sin(nwx)).

n>1
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