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1 Optimisation sans contraintes

Le probleme mathématique dit d’optimisation joue un role majeur dans ’analyse économi-
que pour les nombreuses applications qu’il trouve dans la théorie économique. Formellement
un tel probleme consiste & maximiser ou & minimiser une fonction donnée f de la variable
x = (r1,...,2,) € R" en sachant que x appartient & un sous-ensemble D de R™.

Dans ce chapitre, nous étudions les problemes d’optimisation les plus simples, c¢’est-a-dire
les problemes d’optimisation libres ou sans contraintes. Dans ce cas, 'ensemble D est un
ouvert de R" ou bien D = R".

1.1 Rappels de topologie de R"

Nous énongons ce qu’il faut savoir sur R”.
Soient © = (x1,...,2,) €t y = (y1,...,yn) deux vecteurs de R™. On appelle produit
scalaire de x et y le nombre

n
<x,y >= leyl =x1Y1+ ... + TpYn.
i=1
Soit € R™. On appelle la norme de z, le nombre réel positif ou nul,

lz|| = vV<z,x>=1\/22+ ...+ 22, x=(21,...,2,) ER".

Cette norme || - || s’appelle la norme euclidienne. Dans le cas n = 2, c’est la norme correspon-
dant au théoréme de Pythagore. Quand n =1, on a ||z|| = |z|.
Il y a d’autres normes sur R", dites normes usuelles. Pour tout = = (z1,...,z,) € R, on

pose

n

lzlly =) lwil,  lelloo = max Jal.

=1 1<i<n

Les applications || - [[1 et || - ||oo ainsi définies sont aussi des normes sur R™ et s’appellent

respectivement la norme #' et la norme du max ou norme infinie.
Etant donnés a € R™ et r > 0, la boule ouverte de centre = et rayon r est définie par :

B(a,r) ={a e R": ||z —a| < r}.

Sin =1, B(a,r) est intervalle |a — r,a + r[. Si n = 2, B(a,r) est le disque de centre a et
rayon r privé du cercle. Si n = 3, alors B(a,r) est la sphére de centre a et rayon r privée de
la surface.

La boule fermée de centre a et rayon r > 0 est définie par :

Bla,r)={z e R": |jz —y|| <r}.

On appelle boule unité de R™ la boule de centre 0 et rayon 1 : B(0,1) et sphére unité a
lensemble S = {x € R™: ||z|| = 1}.

Une partie A C R™ est dite bornée s’il existe une boule qui la contient (c’est-a-dire, il
existe a € R™ et r > 0 tels que A C B(a,r)).

Une partie O de R" est dite ouverte si, pour tout x € O, il existe r > 0 tel que B(x,r) C O.
En particulier, B(a,r) est un ensemble ouvert de R™ et R™ est un ouvert. Dans R, tout
intervalle du type |a, b[ est un ouvert.

Un ensemble F' de R™ est dit un fermé si son complémentaire dans R™ est un ouvert. En
particulier, B(a,r) est un fermé dans R™. Dans R, tout intervalle du type [a, b] est un fermé.



1.2 Différentiabilité d’une fonction a plusieurs variables

Rappelons qu’une fonction f d’une variabe réelle x est dérivable en a € R, §’il existe
f'(a) € R tel que
fa)—fla) . flath) - f(@)

ii_r}r}l Tr—a h—0 h - f’(a)
s piy Jlath) = fla) ~ flah _
h—0 h

La dérivée f’(a) de f en a mesure l'effet de la variation infinitésimal Ax = = — a de a sur
fla)
f@) = fla) = fla+ Az) — f(a) ~ f'(a) Az,

ou I'approximation précédente devient une identité dans le cas d’une fonction affine f(x) =
mx + ¢, m étant la dérivée de f en tout point x et, mesure la variation exacte de la fonction
f pour chaque unité d’augmentation de z.

Exemple. On considere la fonction de demande x = F(p) qui exprime la quantité x
en fonction du prix p. Alors, la fonction de demande marginale F'(p) décrit leffet d’une
augmentation d’une unité du prix sur le comportement d’achat des consommateurs. Il s’agit
d’une mesure de sensibilité dépendante des unités choisies pour mesurer les quantités et les
prix. Pour que la mesure de sensibilité soit compléetement indépendante des unités choisies, il
faut considérer la fonction élasticité-prix donnée par

_ o
F(p)

La demande d’un bien qui est plutét insensible aux variations de prix aura une élasticité
proche de zéro.

E(p)

Si la fonction f d’une variable réelle x est dérivable en tout point d’un intervalle ouvert
I de R, on définie sur I la fonction dérivée premiére f’(x). Si cette fonction est elle méme
dérivable en un point a € I, on appelle dérivée seconde de f en a la dérivée (f') (a) de [’ en
a et on note f”(a), et ainsi de suite.

Soit f : D — R une fonction de n variables réelles ot D est un ouvert de R" et z =
(x1,...,2y) € D. On dit que f est dérivable en a = (a1, ...,a,) € D par rapport a la variable
x;, lorsque la limite

lim flal,...,ai—1,a; + h,ait1,...,an) — f(a)
h—0 h

existe et est finie. Dans ce cas, on note g—i_(a) sa valeur et on 'appelle la dérivée partielle de
f par rapport a la variable x; en a.

L’interprétation précédente de la dérivée partielle premiere d’une fonction d’une variable
reste valable pour les dérivées partielles premieres d’une fonction de plusieurs variables, c¢’est-
a-dire 8%(&) mesure ’'effet de la variation infinitésimal h de a dans la i-eme variable.

Exemple. On considere la fonction de production ) = F(K, L) qui exprime la quantité
de production @ en fonction du capital K et du travail L. Alors la fonction productivité



marginale du capital 5 oF 7= (K, L) décrit I'effet d'une augmentation d’une unité du capital K sur
la quantité produite Q lorsque la quantité de travail L utilisée reste fixe.

Propriétés des dérivées partielles : Soient f et g deux fonctions définies sur D ouvert de
R"™ admettant la dérivée partielle par rapport a la variable z; en a € D. Alors, on a

1. 2059 (q) = 2L (a) + 22 (a).
2. 209 (a) = 2L (a)g(a) + f(a) 2(a).
3. Sig(a) #0,

o (] 2L (a)g(a) — f(a)22(a)
o0x; <> (a) = : g*(a) ) .

Si la fonction f : D — R est dérivable en a par rapport a toutes les variables z;, 1 < ¢ < n,
alors on appelle gradient de f en a et on note V f(a) le vecteur

Vi@ = (@ @),

Exemple. Soit la fonction f(z,y) = €Y cosz, (x,y) € R2. Alors,

Vf(z,y) = (—e¥sinz, e’ cosx) pour tout (z,y) € R

Soit f(z) = f(z1,...,2,) une fonction admettant toutes les dérivées partielles d’ordre 1
en a € D. On dit que f est différentiable en a si

o Ja+ 1) = (@)= < V(@) b

>
=0
h—0 h

Alors, on obtient la Formule de Taylor d’ordre 1 de f en a :

fla+h) = fla )+<Vf( );h > +e(h)|Al]

- +Za QI

ot h € R" et lim, 5e(h) = 0.

Enfin, on définit les dérivées partielles d’ordre supérieure d’une fonction a n variables f
comme pour les fonctions d’une variable réelle. La dérivée partielle seconde de f par rapport
a x; et x; (dans cet ordre) en a € U est la dérivée partielle de la fonction % par rapport a

xj en a, et on note
o (of ¥
8xj <8$1> (a) B 8wj8xi (a)

Il est important de savoir qu’en général

0% f o0’ f
(9.Tjal‘i CL) 75 a’L'lal‘J a)'




On utilise également la notation suivante

Ly =2

pour tout 1 <7 < n.
Sif:D— R, D ouvert de R", admet toutes les dérivées partielles du second ordre en a,
alors on appelle matrice hessienne de f en a la matrice carrée d’ordre n donnée par :

OF (a) ... zod—(a)

a a
62 0x10x1 0x10zn
D= (poa@) =l
Li0Tj i,j=1,...n 92f 92 f
O0xn0x1 (a) Tt OxnOTn (CL)

En particulier, pour une fonction de deux variables réelles f(x,y), la matrice hessienne en
un point (zg, yo) est

an(ZE 02 f
22 (T, y0)  7pas (w0, Yo)
D?f(z0,y0) = ( 2%“; Gy ) :

m(fﬁmyo) Ty]zc(l‘o, Yo)

On dit que f est k fois continument différentiable en a € D ou de classe C* en a si f
est continue en a et toutes les dérivées partielles jusqu’a 'ordre k£ de f en a existent et sont
continues en a. On dit que f est de classe C* sur D si f est classe C* en tout point a € D.

Une fonction de classe C! sur D est différentiable sur D mais la réciproque est fausse.

Théoréeme de Schwarz.
Si f est de classe C? en a, alors

o2 f o 9% f
81']'8.%'1' N 83328%

(a),
pour tout 7,5 =1,...,n.

Par conséquent, sous les conditions du théoreme de Scharwz, la matrice hessienne de f en
a est symétrique (D?f(a) = 'D%f(a)).
Un autre résultat fondamental qui sera important dans la section suivante.

Formule de Taylor-Young d’ordre 2.
Si f:D — R est de classe C? sur D et a € D. Alors, pour h suffisamment petit,

fla+h) = fla)+<Vf(a),h> +% 'hD?f(a)h + e(h)|h||

= f(a) JFZ%(G)hiﬁLZZhim(a)hj + e(h)|[A]l%,
=1 7 7

i=1 j=1

avec lim, ze(h) = 0.



1.3 Maximum et minimum d’une fonction a plusieurs variables

Soit D un ensemble de R" et f : D — R. On dit que a est un maximum local de f, s’il
existe r > 0 tel que
Vax € B(a,7)N D, f(x) < f(a).

On dit que a est un minimum local de f, s’il existe r > 0 tel que
Vx € B(a,7)ND, f(x)> f(a).

On dit que a est un maximum ou minimum strict si les inégalités précédentes sont strictes
pour x # a. Un point a est un extremum local de f si il est un maximum local ou un minimum
local de f

De plus, on dit que a est un maximum global de f si

Ve e D, f(z) < f(a).
Et on dit que a est un minimum global de f, si

Pour déteminer les maxima et minima d’une fonction f sur un ensemble D, les propriétés
topologiques de D sont déterminantes. On a le résultat fondamental suivant qui devient faux
si une des deux propriétés topologiques de D n’est pas vérifiée.

Théoreme 1.1 Si D est un fermé borné de R™ et f : D — R est continue sur D, alors f
atteint son maximum global et son minimum global sur D, c’est-a-dire, il existe a, b € D tels

que f(a) < f(x) < f(b), pour tout x € D.

Dans la pratique, pour déterminer les maxima et minima d’une fonction f a plusieurs
variables, on utilise les théoremes suivants qui généralisent les résultats connus dans le cas
d’une fonction & une variable et qui deviennent faux si D n’est pas ouvert dans R™.

Théoréme 1.2 (Condition nécessaire du premier ordre) Soit D un ouvert de R™ et
f: D — R différentiable sur D. Si a € D est un extremum de f, alors V f(a) = 0.

Preuve : Supposons que a € D est un extremum de f. Soit h € R" fixé. On considere
¢ : R — R™ définie par ¢(t) = a + th. On a p(0) = a et ¢'(t) = h. La fonction g = fop a
valeurs réelles est définie et différentiable sur 'ouvert de R : U = {t € R: p(t) € D}. Alors, le
point ¢ = 0 est un extremum de g et donc ¢’'(0) =< Vf(a),h >= 0. Comme h est arbitraire
dans R™, on a V f(a) = 0.

La récriproque de ce théoreme est évidemment fausse. Un point peut étre critique sans
étre un extremum. Exemple : si f : R — R est définie par f(t) = 3, alors f/(0) = 0 mais 0
n’est pas un extremum local.

Dans ce qui suit, on supppose f : D — R au moins de classe C?.
On définit @ : R™ — R par

n o n )
Q) = hD*fa)h =33 =2 (),

0x;0x;
i=1 j=1 Lt

6



ott h = (hq,...,h,) € R™ On appelle Q la forme quadratique associée & la matrice D?f(a).
On suppose V f(a) = 0. Alors, pour h suffisamment petit, la formule de Taylor-Young d’ordre
2 s’écrit :

Ly

fla+h)=fla) = <Vf(a),h> +5 hD?f(a)h + e(h)||h|?

— %thDQf(a)h +e(h)||h|.

Théoréme 1.3 (Condition nécessaire du second ordre) Soit f : D — R de classe C?
enacD.

1. Sia est un minimum local de f, alors V f(a) =0 et
Q(h) >0, VheR",

c’est-a-dire QQ est forme quadratique semi-définie positive.

2. Si a est un mazimum local de f, alors Vf(a) =0 et
Q(h) <0, VheR,
c’est-a-dire QQ est forme quadratique semi-définie négative.

On appelle point critique ou point stationnaire de f tout point a € D tel que V f(a) = 0.
Les éventuels maxima et minima de f dans D doivent étre recherchés dans I’ensemble de points
critiques de f. Si un point critique de f vérifie une des conditions nécessaires du théoreme
précédent, on ne peut rien conclure sur la nature de ce point. Pour pouvoir déterminer si un
point critique est un maximum ou minimum de f, il faut vérifier des conditions plus strictes
que les précédentes, portant toujours sur les dérivées partielles secondes de f.

On donne des conditions suffisantes pour qu'un point critique a soit un extremum de f.

Théoréme 1.4 (Conditions suffisantes) Soit D un ouvert de R", f : D — R de classe
C? et a € D un point critique de f.

1. Si Q est définie positive, c’est-a-dire
VYh e R"\ {0}, Q(h)>0, (1.1)

alors a est un minimum local strict de f.

2. 51 Q est définie négative, c’est-a-dire
VYh e R"\ {0}, Q(h) <0, (1.2)
alors a est un mazximum local strict de f.

Preuve :

1. 1l existe a > 0 tel que Q(h) > al|h||?, pour tout A € R™. Par la formule de Taylor-
Young, pour h = x — a, on a

f() - f(a) = 5Q — ) + (e~ a)llz — al* > (§ + ez~ @)) o — al®.

Ainsi, pour z suffisamment proche de a et x # a, le signe de « prédomine et 1'on a

f(x) > f(a).



2. On raisonne de fagon analogue. Il existe 3 > 0 tel que Q(h) < —p||h||?, pour tout
h € R™. Alors, pour tout x suffisamment proche de a et x # a, on a f(z) < f(a).

Si la forme quadratique Q(h) = *hD?f(a)h est indéfinie en un point critique a, c’est-a-dire
qu’ils existent h, k € R™ tels que Q(h) > 0 et Q(k) < 0, alors on dit que a est un point selle
ou point col de f. Ce terme provient du fait que la fonction f au point a est minimisée dans
certaines directions et maximisée dans d’autres directions, son graphe a la forme d’une selle
ou d’un col d’'une montagne.

Le signe de la forme quadratique Q(h) dépend du signe des mineurs principaux de la
matrice D?f(a). Si A est une matrice carrée d’ordre n, la sous-matrice principale d’ordre k
de A est la matrice extraite de A en éliminant les n — k dernieres lignes et les n — k dernieres
colonnes de A. On appelle alors mineur principal d’ordre k de A le déterminant de la sous-
matrice principale d’ordre k de A et on le note My (A). Le Théoréme 1.4 peut étre alors énoncé
de fagon équivalente comme suit.

Théoréme 1.5 (Conditions suffisantes) Soit D un ouvert de R, f : D — R de classe
C? et a € D un point critique de f.

1. Si les n mineurs principauz de D?f(a) sont tous positifs, c’est-a-dire

*f *f *f
82f i];(a) 02 f (CL) 871:?2(01) 8;31(9:132 (a’) 8381283:3 (CL)
F) Ox10x 0 0 0
W(a) > 0, ang ( ) &}( 2) > 0, ngl(a) a—xéc(a) 8m2<9fx3 (G) > 0, RN
1 ey TG rAC 0 f i 92y

Ox30x1 a Ox30x2 ((1) 8m§ (a)

alors a est un minimum local strict de f.

2. Si les n mineurs principauxr de D?f(a) alternent de signe, le premier étant négatif,

c’est-a-dire
o2f o%f o2 f
82f 32f (a) 82f (CL) axi(a) O0x10x2 (CL) 0x10x3 ((Z)
012 0102 o°f 0% f &%f
——(a) <0,] %, s >0,| g2h-(a) 9La)  2i-(a) |<o,...
oai Tt (@) 5h(@) e .

*f o°f O*f
Ox30x1 (a) Ox30x2 (a) @(G)
alors a est un mazximum local strict de f.

Remarque. Soit a € D un point critique de f. Si %(a) > 0 et I'un des autres mineurs de
1

D?f(a) est négatif, alors a n’est pas un extremum de f.

Considérons le cas de la dimension 2. Soit f : D — R une fonction C? sur un ouvert D de
R? et a = (20,y0) € D un point critique de f, c’est-a-dire

of of
%(a) = a—y(a) =0.

La forme quadratique Q(h) est définie par

_ %
- 0z

0% f
0xdy

2
(a)hy + ho + a—f(a)hg, h = (hy, hy).

2
(a)hl +2 8y2

Q(h)




On note 82f 82f 82f
= ﬁ(a)v 5= (%ay(a)a t= 872(&)

r

(ce que l'on appelle les notations de Monge). 11 est alors possible d’énoncer le Théoréme 1.5
de la facon suivante.

Théoréme 1.6 (Conditions suffisantes en dimension 2) Soit D un ouvert de R?, f :
D — R de classe C? et a € D un point critique de f.

1. Sirt—s%>>0 etr >0, alors a un minimum local strict.

2. Sirt—s>>0etr <0, alors a un mazximum local strict.

3. Sirt—s® <0, alors a n'est pas extremum de f. On dit que a est un point selle ou col.
4

. Sirt—s? =0, le comportement de f au voisinage de a dépend des termes suivants de
son développement de Taylor.

Finalement, sous les hypothéses des théorémes précédents, D?f(a) est une matrice réelle
symétrique et donc elle est diagonalisable. Plus précisemment, il existe D matrice diagonale
(des valeurs propres de D?f(a)) et P matrice orthogonale (P~1 = P?) telles que A = P"1DP.
Le résultat suivant est équivalent aux Théoremes 1.4 et 1.5.

Théoréme 1.7 Soit D ouvert de R", f : D — R de classe C? et a € D un point critique.
Soient A1, ..., \n les valeurs propres de D?f(a). On suppose que toutes les valeurs propres
sont non nulles, c’est-a-dire le point critique a est régulier.

1. 5%, pour tout 1 <i <n, \; >0, alors a est un minimum relatif strict de f.
2. Si, pour tout 1 < i < n, \; <0, alors a est un mazximum relatif strict de f.

3. S’il existe 1,5 € {1,...,n} tels que \; < 0 et A\j > 0, alors a n'est pas un extremum.
On dit que a est un point selle ou col.

Exemple 1. On considere la fonction f(x,y) = 2® — y3 + 92y, (z,y) € R%. On a

of _ 3.2 of _ a2
8$(x,y)—3x + 9y, 8y(m,y)— 3y + 9z.

Alors, Vf(z,y) = (0,0) si et seulement si (x,y) = (0,0) ou (x,y) = (3,—3). La fonction f
admet deux points critiques : (0,0) et (3,—3). On a
% f

@(%y) = 6z,

ﬁ(x )= o°f
azay Y T Byow

(.%', y) = —6y.

82f
(may) =9, Tyz

Donc,

2 _ 09 2 _ o 18 9
La forme quadratique associée & D?f(0,0) est donnée par

Q(h) = 'hD?f(0,0)h = 18h1hy, h = (h1,hs) € R?,

et elle est indéfinie, donc (0,0) est un point selle. Par contre, les mineurs principaux de
D?f(3,—-3) sont tous positifs (respectivement, 18 et 243). Donc, (3,—3) est un point de



minimum local de f dans R2. Puisque, f(z,0) — —oc lorsque  — —o0, (3, —3) n’est pas un
point de minimum global de f dans R2.

Exemple 2. On considere la fonction f(z,y) = zy, (z,y) € R?. On a

0 0
afi(w,y) =, 8‘5(%@ = .

Alors, Vf(x,y) = (0,0) si et seulement si (x,y) = (0,0). La fonction f admet un seul point
critique : (0,0). On a
% f

Ox?

82f( )= 0% f
0xdy »Y) = Oyox

D2£(0,0) = ( (1) (1) )

Les deux valeurs propres de D?f(0,0) : 1 et —1 ont des signes contraires, alors (0,0) est un
point selle. En conclusion, f n’admet pas ni de maxima locaux ni de minima locaux dans R2.

82
(z,y) =1, ay‘};(ﬂﬁ,y) =0

(LU, y) =0,

et

Exemple 3. On considere la fonction f(z,y) = 22 + 3% — zy, (z,y) € R% On va calculer
les éventuels maxima et minima de f sur R? et sur B(0,1). On a

of o Of o
%(%y)—% Y, ay(u’c,y)—ly .

Alors, Vf(x,y) = (0,0) si et seulement si (x,y) = (0,0). La fonction f admet un seul point
critique : (0,0). On a

0% f 0% f 0% f 0% f
Ox? (@) =2, Oxdy (z,9) OyOx (z,9) T Oy?

D?£(0,0) = ( j _é )

Les mineurs principaux de D?f(0,0) d’ordre 1 et 2 sont respectivement 2 et 3 (deux nombres
positifs). Donc, (0,0) est un point de minimum local de f dans R? et aussi dans B(0,1). De
plus, pour tout (z,y) € R?,

(:L‘ay) =2

et

(@ =224+ 252 >0 = £(0,0).

1., 3
fla,y) =2 —zy+ —y* + ~y? = 5

4 4

Do, (0,0) est point de minimum global de f dans R2.

Exemple 4. On considere la fonction f(z,y) = (22 + y?)2, (z,y) € R%. On va calculer les
éventuels maxima et minima de f sur R? et sur B(0,1). On a

oo = el 4 o), () = Ayl 4 0P)
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Alors, Vf(x,y) = (0,0) si et seulement si (x,y) = (0,0). La fonction f admet un seul point
critique : (0,0). On a
o
Ox?

0% f 0% f % f

o 2 2 _ _ v J
(z,y) = 122" + 4y~, 8x8y<x’y) = ayax(x,y) = 8y, 42

(z,y) = 12y + 42*,

Alors, la matrice hessienne de f en (0,0) est nulle et on ne peut rien conclure & partir
de sa forme quadratique associée. Mais on remarque que f(z,y) > 0 = f(0,0), pour tout
(z,y) € R2. Dongc, (0,0) est le minimum global de f dans R? et aussi dans B(0,1).

1.4 Cas des fonctions convexes ou concaves

On dit qu'un ensemble A de R™ est convexe si et seulement si pour tout A € [0, 1] et tout
point z,y € A on a Az + (1 — \)y € A. Cela signifie que le segment d’extrémités x et y est
entierement contenu dans A.

Une fonction définie sur un sous-ensemble convexe A de R™ est convexe si, pour tout
A € [0,1] et tout point z,y € A on a

fOz+ (1 =XNy) <Af(z)+ (1= N Ff(y).

De méme, une fonction définie sur un sous-ensemble convexe A de R" est concave si, pour
tout A € [0, 1] et tout point z,y € A on a

FOz+ (1 =Ny) > Af(z)+ (1= N)f(y).

Théoréme 1.8 (Caractérisation des fonctions convexes) Soit D un ouvert conveze de
R” et f : D — R une fonction de classe C*. Alors f est convexe si et seulement si, pour tout
z,y€ D, ona
<Vf(@),y—z>< f(y) — f) (1.3)
De plus, si f est de classe C? dans D, alors f est conveze si et seulement si, pour tout x € D,
tout h € R", on a
thD? f(x)h > 0,

c’est-a-dire, la matrice hessienne D?f(x) est semi-définie positive.

Théoréme 1.9 (Caractérisation des fonctions concaves) Soit D un ouvert conveze de
R” et f: D — R une fonction de classe C*. Alors f est concave si et seulement si, pour tout
x,y €D, ona
<Vf(@),y—z>> f(y) — f(z). (1.4)
De plus, si f est de classe C? dans D, alors f est concave si et seulement si, pour tout v € D,
tout h € R™, on a
thD?f(z)h <0,

c’est-a-dire, la matrice hessienne D% f(x) est semi-définie négative.

La condition (1.3) nous dit qu'une fonction de classe C! est convexe si et seulement si le
plan tangent au graphe de la fonction est toujours au-dessous du graphe. De facon analogue,
la condition (1.4) nous dit qu'une fonction de classe C! est concave si et seulement si le plan
tangent au graphe de la fonction est toujours au-dessus du graphe.

On peut démontrer facilement ’existence d’un minimum global pour une fonction convexe
et I'existence d’un maximum global pour une fonction concave.
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Théoréme 1.10 Soit D un ouvert conveze de R™ et f : D — R une fonction de classe C!
et a € D un point critique de f. Alors, si f est conveze, a est un point de minimum global de
f sur D. Et, si f est concave, a est un point de maximum global de f sur D.

Exemple. On consideére un monopole discriminant produisant un bien unique pour deux
types de consommateurs, le consommateur 1 et le consommateur 2. Soient p(q;) = 50 — 5¢;
et p(g2) = 100 — 10¢z le prix du bien en fonction de la quantité consommée par chacun des
deux types de consommateurs. Soit ¢(q) = 90 + 20q la fonction cotut de la quantité totale
q = q1 + g2 consommée. La fonction profit du monopole discriminant est alors

fla1,q2) = q1(50 — 5g1) + ¢2(100 — 10g2) — (90 + 20q).

On a Vf(qi,q2) = (0,0) si et seulement si (q1,q2) = (3,4). La matrice hessienne de f en
(ql, QQ) € R? est

DZf(leQQ) = ( _18 _28 >

qui est une matrice semi-définie négative. Alors, f est concave sur R? et le point critique (3, 4)
maximise le profit du monopole sur R? et ainsi sur I’ensemble ouvert et convexe des quantités
consomées admissibles ]0, +00[x]0, +-00[.
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2 Optimisation avec contraintes

Le probleme de maximiser ou minimiser une fonction donnée sur un sous-ensemble de R
devient un probleme d’optimisation sous contraintes quand l’ensemble D est un fermé. Un
tel probleme s’écrit souvent de la maniere suivante : maximiser ou minimiser une fonction
f(x) = f(x1,...,2,) en sachant que = € R™ doit satisfaire les contraintes d’égalité

hi(z1,...,zp) =c1, ho(x1,...,2pn) =c2, ..., hp(z1,...,24) = Cm, (2.1)

et les contraintes d’inégalité

gl(afl,...,xn) S bl, gg(l‘l,...,(ﬁn) S b2, ey gk(ajl,...,xn) S bk. (2.2)

La fonction f est appelée fonction objectif et les fonctions h;, 1 < i < m, et g;, 1 < j <k,
fonctions contraintes.

Exemple. (Le probléme du consommateur). Soit f(x) = f(x1,...,zy) la fonction d’utilité
d’un consommateur, c’est-a-dire la fonction qui donne un indice de satisfaction d’un consom-
mateur en fonction des quantités x;, i = 1,...,n, consommées du bien 7. Soit p;, i =1,...,n,
le prix d’une unité du bien ¢ et I le revenu du consommateur. Le probleme du consommateur
est alors celui de trouver les quantités x; qui maximisent f(x) en sachant que

p1T1 +paxo + ...+ ppxy, < I

et

2.1 Contraintes d’égalité

On commence par considérer le probleme d’optimisation sous les contraintes les plus
simmples, les contraintes d’égalité (2.1).

Soit A : R® — R™ une fonction vectorielle d’au moins classe C! sur R”. On a h =
(h1y...,hy) ot by : R™ — R, pour tout 1 < i < m. Soit ¢ = (¢1,...,¢p) € R™ et D
I’ensemble des points R™ respectant les m contraintes d’égalité (2.1),

D ={zx eR": h(z) =c}. (2.3)

L’ensemble D est un fermé de R”.
Il est utile d’introduire la fonction de Lagrange ou Lagrangien définie par :

L(z1,. ., Tny i1y pim) = f(2) = [p1(hi(x) —c1) + ... + (A (z) — em)], (2.4)

x = (x1,...,2,) € R" et oU py,...,um € R sont m nouvelles variables réelles appelées les
multiplicateurs de Lagrange. Le Lagrangien L est une fonction de n + m variables réelles
(@, 1y - - -, ftm)- 11 coincide avec la fonction f sur ensemble D (défini par (2.3)) et il nous
permet de transformer un probléme sous contraintes a n variables (z1, ..., x,) en un probleme
sans contraintes a n + m variables.

Cas de la dimension 2 : Soit f : R? = R et D = {(x,y) € R? : h(z,y) = ¢} (une unique
contrainte d’égalité). La fonction de Lagrange associée est :

L(z,y, 1) = f(x,y) — p(h(z,y) — o). (2.5)
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Soit (Z,¥) un maximum ou minimum local de f sur I’ensemble D. On montre que la courbe de
niveau f(x,y) = f(Z,y) est tangente en (Z,y) & la courbe répresentant 1’ensemble D. Donc,
les vecteurs gradients V f(z,7) et Vh(Z,y) ont la méme direction en (Z, ), c’est-a-dire qu’il
existe 1 € R tel que

Vf(z,§) = iVh(Z,7). (2.6)

On obtient alors le théoreme suivant.

Théoréme 2.1 (Condition nécessaire en dimension 2 et une contrainte) Soient f, h
deuz fonctions de classe C* dans R? et soit (z,7) un point de maximum ou minimum de f
sur D = {(z,y) € R? : h(z,y) = c} tel que Vh(Z, ) # (0,0). Alors, il existe un unique fi € R
tel que le point (z,7, 1) € R3 est un point critique de la fonction de Lagrange définie par (2.5),
c’est-a-dire

oL ,_ oL ,_ oL

%(w,ﬂ,ﬂ) =0, @(x,y,ﬂ) =0, 87(@,?3,/1) =0.

La condition VA(Z,y) # (0,0) est appelée condition de qualification de la contrainte. Si
elle est satisfaite, le systéme (2.6) admet une solution unique. De plus, la condition

traduit le fait que (z,y) € D.

Le théoreme précédent nous donne uniquement ’ensemble des points candidats a point
d’extremum de f sur D (c’est-a-dire, sous la contrainte d’égalité h(z,y) = ¢). Comme dans
le cas d’un probleme d’extremums sans contrainte, pour déterminer la solution il faut établir
des conditions suffisantes (du second ordre) permettant d’identifier les maxima et minima de
f sur D parmi ’ensemble des points satisfaisant la condition nécessaire.

Théoréme 2.2 (Conditions suffisantes en dimension 2 et une contrainte) Soient f,
h deux fonctions de classe C? dans R?,

D= {(z,y) eR®:h(w,y) = c} et L(z,y,p) = flz,y) = p(h(z,y) - o).
Soit (%,7) € R? tel que Vh(z,y) # (0,0). Alors :

1. (z,7y) est un point de mazimum local de f sur D s’il existe i € R tel que (T, 7y, i) est
un point critique de la fonction de Lagrange L(x,y, ) et

'wD? L(, 7, 1)v <0, (2.7)

pour tout v € R? non nul tel que < Vh(Z,7),v >= 0.

2. (z,y) est un point de minimum local de f sur D s’il existe i € R tel que (Z,y, 1) est
un point critique de la fonction de Lagrange L et

"D}, L(Z, 7, m)v > 0, (2.8)
pour tout v € R? non nul tel que < Vh(Z,7),v >=0.

Les conditions (2.7) et (2.8) stipulent que la forme quadratique associée a la matrice
hessienne par rapport aux variables (x, y) du Lagrangien en (Z, 3, 1) est respectivement définie
négative et définie positive sur I’hyperplan tangent & D au point (z, 7). Le théoréme suivant,
donne deux conditions suffisantes du second ordre plus faciles a vérifier que (2.7) et (2.8) et
qui impliquent celles-ci.
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Théoréme 2.3 (Conditions suffisantes en dimension 2 et une contrainte) Soient f,
h deuz fonctions de classe C* dans R?, D = {(x,y) € R? : h(z,y) = c} et L(z,y,p) =
f(x,y) — p(h(z,y) —c). Alors :

1. (2,5) € R? est un point de mazimum local de f sur D s’il eviste i € R tel que
(z,9, i) € R3 est un point critique de la fonction de Lagrange L(x,y, 1) et

0 'Vh(z,y) >
det _ e > 0.
(Vh(:r’y) D3 L(%,7, 1)
€ R? est un point de minimum local de f sur D s’il eviste it € R tel que
) € R? est un point critique de la fonction de Lagrange L(x,y, 1) et

2. (
(

Kl
Q)

)

)_

9

&Kl

I

0 tVh(z,y) )
det o A < 0.
¢ (vzz(x,y) D2, L(Z,7, 1)

Remarque. On appelle matrice hessienne bordée associée & D?L(z, ¥, ji) la matrice

0 oh Oh

S 9r oy
H:< 0 "Vh(z,7) ): T 7R 73 .
Vh(z,y) D3, L(T,7,[) o 0z  Dzdy 'Y,

dy Oydx Oy

On remarque alors que la condition de qualification de la contrainte VA(Z, ) # (0,0) est une
conséquence des conditions det H > 0 et det H < 0.

Exemple. Soit f(x,y) = 2y et D = {(z,y) € R? : x + 4y = 16}. La fonction contrainte h
est définie par h(z,y) =z +4y et Vh(z,y) = (1,4) # (0,0) donc la condition de qualification
est vérifée en tout point de R?. On définit la fonction de Lagrange

L(x,y,p) = f(z,y) — p(h(z,y) — 16) = vy — p(z + 4y — 16).

On vérifie facilement que VL(z,y, 1) = (0,0,0) si et seulement si (x,y, u) = (8,2,2). Finale-

ment, o o
D & &
oh 0°L 0°L
H(8,2,2) = 9z 022 Dzoy (8,2,2) =
oh  d:L L
dy Oydz Oy

=8> 0.

AN )
—_ O =
O = o

Donc, (8,2) est un point de maximum local de f sur D.

Cas général : Soit f : R®” - Ret D = {x = (x1,...,2,) € R" : h(x) = ¢} ou h =

(hiy... hy) et e = (c1,...,¢m) € R™ avec 1 < m < n. Dans ce cas, la condition de qualifica-
tion de la contrainte est que la matrice jacobienne de la fonction vectorielle h :
oh oh
Dh(r)=| -
Ohum  Ohm

soit de rang maximal et donc égal a m. Cette condition implique que les m lignes de la matrice
jacobienne Dh(x) sont linéairement indépendentes et donc I’espace vectoriel engendré par les
m lignes est de dimension m. Les trois théoremes précédents se généralisent comme suit.
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Théoréme 2.4 (Condition nécessaire en dimension n et 1 <m < n contraintes)
Soient f et hi,...,hy, m + 1 fonctions de classe C' dans R™ avec 1 < m < n et soit
T = (ZT1,...,@y) un point de maximum ou minimum de f sur D = {x € R" : h(z) = ¢}
tel que la matrice jacobienne Dh(Z) est de rang m. Alors, il existe un unique i € R™ tel
que le point (T, i) € R"™™ est un point critique de la fonction de Lagrange définie par (2.5),
c’est-a-dire

oL oL
i J
On remarque que les conditions
oL _ _ _ _ .
a—ﬂj(w,u) =—(hj(Z) —¢j) =0 < hj(z) =¢j, 1<j<m,

traduisent le fait que & € D.

Théoréme 2.5 (Conditions suffisantes en dimension n et 1 < m < n contraintes)
Soient f et hi,...,hm m + 1 fonctions de classe C? dans R™, avec 1 < m < n,
D={xeR":hi(x)=ci,...,hm(z) =cn} et

L(x1,. . Ty 1y ey fbm) = f(X1,.. 0, 20) — Z,uj(hj(xl, Ce X)) — C).
j=1

Soit T € R™ tel que Dh(Z) est de rang m. Alors :

1. T € R™ est un point de mazimum local de f sur D s’il existe i € R™ tel que (T, i) €
R™™ est un point critique de la fonction de Lagrange L(xz,p) et

bwD2L(z, p)v < 0, (2.9)

pour tout v € R™ non nul tel que Dh(Z)v = 0.

2. Z € R™ est un point de minimum local de f sur D s’il existe i € R™ tel que (Z,[1) €
R™™ est un point critique de la fonction de Lagrange L(x, ) et

bwD2L(z, i) > 0, (2.10)
pour tout v € R"™ non nul tel que Dh(Z)v = 0.

Théoréme 2.6 (Conditions suffisantes en dimension n et 1 < m < n contraintes)
Soient f et hi,...,hym m + 1 fonctions de classe C? dans R™, avec 1 < m < n,
D={zxeR":hi(x)=c1,...,hm(z) =cn} et

L(x1,.e oy Tnyfllyeyim) = f(z1, .., 2p) — Z,u,j(hj(azl, Ce ) — C5).
j=1

Alors :

1. £ € R™ est un point de mazimum local de f sur D s’il existe i € R™ tel que (T, i) €
R™™ est un point critique de la fonction de Lagrange L(z,p) et si la matrice

I 0 Dh(z)
100 = oyt g )
est telle que les n — m derniers mineurs principouz alternent de signe, le déterminant
de H étant du méme signe que (—1)".
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2. & € R™ est un point de minimum local de f sur D s’il existe i € R™ tel que (T,[1) €
R™™ est un point critique de la fonction de Lagrange L(x,p) et si la matrice

o 0 Dh(z)
H(z,p) = < 'Dh(z) D2L(z,[) )

est telle que les n — m derniers mineurs principaux sont tous du signe (—1)™.

Remarque. On appelle matrice hessienne bordée associée a la matrice carrée d’ordre
(m 4+ n) x (m + n) définie par :

Oh1 (= Oh1 /=

0 0 o (z) o (1)

: ' : Ohy (- Ohy (=

H = aho 8h0 a?aLTI;( ) a?af:(x)
o (@) o (@) aTg(f»ﬁ) " Gty (T 1)

Ohy - ok - 92r p2p
(@) GE) g (T 0) 2L (3, 1)

La condition de qualification de la contrainte vectorielle h est maintenant une conséquence
de la condition sur le signe du déterminant de la matrice bordée H.

2.2 Contraintes d’inégalité

La majorité des problemes d’optimisation sous contraintes en économie sont caractérisés
par des contraintes d’inégalité du type (2.2).

Soient f : R — R et g; : R — R avec i = 1,...,k, des fonctions d’au moins classe
C' sur R". Soit b = (by,...,b;) € R¥ et D I’ensemble de points respectant les k& contraintes
d’inégalité (2.2) :

D={zeR":gi(z) <bi,...,g5(x) < bi}.

L’ensemble D est un fermé de R”.
On définit la fonction de Lagrange ou Lagrangien par

L(z1,. . 2, A, ) = f(2) — [M(g1(x) —b1) + ...+ Me(gr () — br)], (2.11)

x = (x1,...,Ty) et oU Aq,..., A\ sont k nouvelles variables appelées multiplicateurs de La-
grange. On remarque que le Lagrangien (2.11) ne coincide plus avec la fonction f sur 1’en-
semble D comme dans le cas des contraintes d’égalité mais il nous permet toujours de trans-
former le probleme sous contraintes a n variables en un probleme sans contraintes a n + k
variables.

Cas de la dimension 2 : Soit f : R?> » Ret D = {(z,y) € R? : g(z,y) < b} (une unique
contrainte d’inégalité). La fonction de Lagrange associée est :

L(z,y,\) = f(x,y) — p(g(z,y) —b). (2.12)

Soit (Z,y) un maximum ou minimum local de f sur I’ensemble D. Deux cas sont possibles :
9(z,y) = b ou g(z,y) <b.
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Dans le premier cas, g(Z, y) = b, on dit que la contrainte est saturée en (z, ). Comme dans
le cas d’une contrainte d’égalité, la courbe de niveau f(z,y) = f(Z,y) est tangente en (Z,7)
A la courbe répresentant I'ensemble {(x,y) € R? : g(z,y) = b}. Donc, les vecteurs gradients
V£(Z,y) et Vg(Z,7) ont la méme direction en (Z, ), c’est-a-dire qu'il existe A € R tel que

Vf(z,9) = AVg(Z,7). (2.13)

De plus, puisque le vecteur gradient d’une fonction admet comme direction celle pour laquelle
la fonction s’accroit le plus rapidement, les vecteurs gradients V f(z,y) et Vg(z,y) doivent
s’orienter dans le méme sens si (Z, §) est un point de maximum et dans le sens opposé si (Z, y)
est un point de minimum. Donc, le multiplicateur de Lagrange dans (2.13) doit vérifier A > 0
si (z,9) est un point de maximum et A < 0 si (Z,%) est un point de minimum.

Dans le cas ¢g(Z,y) < b, on dit que la contrainte n’est pas saturée en (z, ) et le point (Z, y)
est un point de maximum ou minimum local sans contraintes car il appartient a ’ensemble

ouvert {(z,y) € R?: g(z,y) < b}. Il doit donc vérifier
Vi(z,5) = (0,0),

et les dérivées de g n’interviennent pas dans la caractérisation de (Z, 7).
On obtient le théoreme suivant.

Théoréme 2.7 (Condition nécessaire en dimension 2 et une contrainte) Soient f et
g deux fonctions de classe C' dans R? et soit (Z,9) un point de maximum ou minimum local
de f sur Uensemble D = {(z,y) € R? : g(x,y) < b} tel que Vg(z,7) # (0,0) si g(z,y) = b.
Alors, il existe un unique X € R tel que

oL, <« oL,
%(:E?y) >\) - 0’ ?y(xvzh >\) - Oa
et -

Ay(@,5) —b) =0,

avec X > 0 si (z,7) est un point de mazimum et A < 0 si (Z,7) est un point de minimum.

La généralisation naturelle du théoreme précédent au cas des fonctions de n variables sous
k contraintes d’inégalité est la suivante.

Théoréme 2.8 (Condition nécessaire en dimension n et k contraintes) Soient f et
g1,---, 3Gk, k+1 fonctions de classe C* dans R™ et soit T = (Z1,...,%,) un point de mazimum
ou minimum local de f sur I’ensemble

D={zeR":gi(z) <b1,...,q1(z) < br}.
Sans perte de généralité, on suppose qu’il existe kg < k tel que
G(ZT) —br= ... =gk (T) —bry =0 et gror1(T) < byt gr(T) < by,

c’est-a-dire les kg premieres contraintes sont saturées en T et les dernieres k — ko ne le sont
pas. Supposons enfin que le rang de la matrice jacobienne des ko contraintes saturées calculée
en x

0 _ O _

a—ii(m) .. ﬁ(m)
Dge O
8;10 () ... 8;7? (7)

18



est mazimal et donc égal a ko. Alors, il existe un unique A = (A1,...,\p) € RF tel que

oL _ -
&El-(j’/\) =0, i=1,...,n,
et
)\j(gj(i) — bj) =0, j=1,...,k,
avec 5\]- > 0 pour tout 7 = 1,....k, st T est un point de mazximum et 5\]- < 0 pour tout
j=1,...,k, si T est un point de minimum.

Remarque. Dans les théoremes précédents, le signe des multiplicateurs de Lagrange est lié
aux inégalités définies pas les k contraintes

gi(z) <b; i=1,...,k.
Si 'on change les inégalités en
gi(z) >b; i=1,...,k,
il faut changer aussi le signe des multiplicateurs de Lagrange.

Exemple. On considere a nouveau le probleme du consommateur : trouver les quantités
x; qui maximisent f(x) = f(z1,...,x,) en sachant que

p171 +paxo + ...+ ppwy <1

et

Sous une hypothese de “non satiété” et en ignorant les contraintes de non négativité x; >
0,...,z, > 0, le probleme devient un probleme d’optimisation sous contraintes d’égalité. En
effet, ’hypothese de “non satiété” peut se traduire par : 8%(3:) > 0, pour au moins un indice
i en chaque panier x = (z1,...,%,). Donc, le multiplicateur de Lagrange A, dans la fonction
de Lagrange

‘C(x7)‘) = f(.%') - )‘(plxl + p2ro + ...+ PrTy — I),

ne peut pas étre nul au point de maximum, car cas contraire, on aurait

of
8$i

Vxﬁ(x,)\):Vf(a:)—)\(pl,...,pn):a — (z) =0, pourtout i =1,...,n.

D’ou p1z1 +poxo+...+pnxy = I : la contrainte de budget est saturée au point de maximum,
le consommateur dépense tout son revenu disponible.

Exemple. Soit f(z,y) = 2y et D = {(z,y) € R? : 2> + y* < 1}. On calcule les éventuels
maxima et minima de f sur D. La fonction contrainte est g(z,y) = 22 + y* et Vg(z,y) =
(2z,2y) # (0,0) pour tout (z,y) € D\ (0,0). Donc, la condition de qualification est vérifiée
en tout point ou la contrainte est saturée. On définit la fonction de Lagrange

L(z,y,A) = f(z,y) = Mg(z,y) — 1) = zy — (a® +y° = 1).
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Les conditions nécessaires impliquent :

oL
%(w,y,)\) =y —2\r =0, 6—y(x,y,)\) =x—-2y=0, \2>+¢y*-1)=0.

Si A =0, alors (z,y) = (0,0). Mais la fonction f atteint des valeurs positives et négatives en
toute boule centrée en (0,0). Donc, (0,0) est un point selle.
Si \ # 0, alors la contrainte est saturée, c’est-a-dire 22 + y? =1, et

Yy T

T2 2y’
Alors, les points critiques de £ sont :

V2 V2 1 V2 V21 V2 V21 V2 V2 1
(7?7?7)’ (_7 _777)7 (7 _77_7)? (_777
27272
Comme la contrainte est saturée en ces points, les conditions suffisantes du second ordre pour
des contraintes d’égalité impliquent que les points (@, g) et (—?, —@)
V2 V2 o (2 V2
55 et (=%, %5

sont deux points

de maximum de f sur D et que ( ) sont deux points de minimum de f

sur D.

20



3 Equations et systéemes de récurrence

Dans ce chapitre, on considére un vecteur u, € RF qui représente k états & la date n. Le
but est de déterminer les états u,, pour toute date n a partir des états initiaux a ’aide d’une
relation de récurrence. On est ramené a I’étude d’une suite numérique vectorielle et de son
comportement (ou nature) lorsque n tend vers +oco.

On rappelle qu'une suite numérique est une application de N dans un espace vectoriel
F, notée (un)nen ot u, = f(n) est appelé le terme général de la suite. Si F' = RF ou
F = CF, on dit que la suite est réelle ou complexe, respectivement. On rappelle que I’espace
des suites numériques (uy,)neny muni de 'addition : (up)nen + (Vn)neny = (Un + Un)nen, et de
la multiplication par un scalaire X : A(uy)nen = (Atn)nen, st un espace vectoriel.

3.1 Equations de récurrence linéaires d’ordre p a coefficients réels constants

Soit p € N. On appelle équation de récurrence linéaire d’ordre p a coefficients réels
constants une équation de la forme

aplp + A1 Up—1 + ... + app_p = fn, ¥n >p, (3.1)

ol ag,ai,...,a, € R avec ag # 0 et (fn)nen est une suite réelle. La suite réelle (up)nen est
I'inconnue a déterminer.

L’équation (3.1) décrit I’évolution de ’état u,, a la date n en fonction de la valeur de I'état
aux dates n —p,...,n — 1. Si 'on connait les p états ug, ..., u,_1, alors on connait u, pour
tout n. On appelle les p états uo, ..., up—1 les conditions initiales de (3.1).

Toute suite réelle (uy,)nen vérifiant ’équation (3.1) est appelée une solution réelle de (3.1).
Résoudre (3.1) consiste a trouver toutes les solutions réelles de cette équation, c’est-a-dire la
solution générale et réelle.

Si f, =0, pour tout n € N, on dit que I’équation de récurrence est homogéne.

On considéere I’équation homogene associée a (3.1) :

apln + a1Up—1 + ... + aptp—p =0, Vn > p, (3.2)

L’espace des solutions de (3.2) est un sous-espace vectoriel de dimension p de ’espace des
suites numériques. Pour le calculer, il suffit de déterminer une base {(ul)nen, ..., (Uh)nen’,
c’est-a-dire p solutions linéairement indépendantes de (3.2). Alors, la solution générale (uy, )neN
de (3.2) est

un:alu}l+...+apufl, Vn € N,

avec aq,...,qp € R.
La solution générale (zy,)nen de (3.1) est de la forme

Zn = Up + Up,

ol (up)nen est la solution générale de I’équation homogene associée (3.2) et (v, )nen est une
solution particuliere de (3.1) .

Remarque. L’équation de récurrence (3.1) s’écrit de fagon équivalente comme

aAQUntp + A1 Vnyp—1 + ... + apUy = frqp, Yn > 0.
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Il suffit de poser vy,4, = uy, pour tout n € N.
Sans perte de généralité, on suppose dans la suite ag = 1.
Equations homogénes d’ordre 1. L’équation de récurrence (3.2) s’écrit
Up = QUp—1, N> 1,

ou a € R. Il s’agit d’'une suite géométrique de raison a et premier terme wug. La solution
générale est u, = a"ug.

Equations homogeénes d’ordre p, p > 2.
Les solutions de 1’équation homogene (3.2) (avec ag = 1) :

Up + A1 Up—1 + ... + ApUp—p =0, Vn > p,
forment un espace vectoriel de dimension p. Nous considérons I’équation caractéristique as-

sociée a (3.2) :
N f g NP4 a2 4 ap A +ap, = 0. (3.3)

Cette équation admet exactement p racines dans C. Nous remarquons que si A est une racine
(réelle ou complexe) de (3.3), alors la suite (uy,)nen définie par u, = A" est solution (réelle
ou complexe) de (3.2). Pour déterminer la solution générale de (3.2), nous avons les regles
suivantes.

1. Siles p racines A1, ..., A, de I'équation caractéristique (3.3) sont réelles et distinctes,
la solution générale (up)nen réelle de (3.2) est

un:al)\’f+...+ap)\g, at,...,op €ER,

2. Si A est une racine réelle de multiplicité k£ de (3.3), on lui associe les k solutions réelles
et linéairement indépendentes :

(/\n)neNu <nAn>nEN7 ey (nk_lAn)neN-

3. Si A = pe'? et A = pe™¥ sont deux racines complexes conjuguées de (3.3) de multiplicité
k, on leur associe les 2k solutions réelles et linéairement indépendentes de (3.2) :

(njpn cos(nf))nen, (njpn sin(nd))nen,
avec 0 < 7 < k — 1. Remarquer que

nIp" cos(nf) = Re(n/A") et n?p™ sin(nf) = Im(n/ \").

Remarque. Supposant a, # 0, A = 0 n’est pas racine de I’équation caractéristique (3.3).
Exemple. Résoudre ’équation de récurrence homogene d’ordre 3 :

Up — Up—1 + Up—2 — Up—3 =0, n > 3.
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L’équation caractéristique associée est : A2~ A2+ —1 = 0. Ona \3— )\2—1—)\ 1=(\— 1)()\2+1).
Alors, les racines de I’équation caractéristique sont : Ay =1, A\g =7 =¢€' Set 3= —i=¢ "
La solution générale (u,)nen est alors définie par

3.

T T
Up = Q1 + Qg cos(ng) + a3 sin(ng), a1, a9, 03 € R.
Pour déterminer une solution particuliere de ’équation non homogene
Up + A1 Up—1 + ... + QpUn—p = fn, Vn >, (3.4)

nous pouvons appliquer la méthode des coefficients indéterminés, pour des seconds membres
(fn)nen particuliers.

Equations non homogeénes d’ordre 1.
On considere 1’équation
Up = QUp_1 + fn, 1n>1, (3.5)

donc la solution général de I’équation homogene associée est u, = aa™, a € R. Il y a plusieurs
cas.

1. fn = b, pour tout n € N (second membre constant), alors (uy)nen est une suite
arithmético-géométrique et on cherche une solution particuliere (v, )nen de (3.5) de la
fagon suivante :

(a) Sia# 1, v, =c avec ¢ € R. En effet, ¢ = % et la solution générale de (3.5) est
la suite de terme général

b
un:aa”—i—l , a€R.
—a

(b) Sia =1, v, = nyavec v € R. Alors, v = b et la solution générale de (3.5) est la
suite de terme général u,, = ug + nb.

2. f, est un polynéme en n de degré k > 1,

fn = Pr(n) = Ben® + Br_in™ ™t + ...+ B,

avec O # 0. On cherche alors une solution particuliere (v,)nen de (3.5) de la fagon
suivante :

(a) sia#1, v, =Qk(n) ot Q est un polynoéme de degré k en n.
(b) sia=1, v, =nQk(n) ot Qk est un polynome de degré k en n.
3. fan=nPr", r € R. Alors, (3.5) admet une solution particuliere (vy,)nen de la forme :
(a) sia#r, v, =Qp(n)r" ot @, est un polynéme en n de degré p.
(b) sia=r, v, =nQp(n)r" ol Qp est un polynéme en n de degré p.
4. (fn)nen est quelconque. Alors, il est facile de vérifier que la solution réele de (3.5)

correspondant a ug = 0 est la suite (uy,)nen définie par

n—1

Up = Zajfn_j, n > 1.

j=0
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La solution générale de (3.5) est alors

n—1
Uy, = a"ug + g a’ fr—j, n>1,
Jj=0

que 'on appelle solution rétrograde.

Equations non homogeénes d’ordre p, p > 2.
On considere I'équation

Up + QU1 + ...+ QpUp_p = frn, 1 >p. (3.6)

Supposons f, = r"P(n) ou r € R et P est un polynéme de degré k en n. Alors, (3.6) admet
une solution particuliere (vy,)nen de la forme :

1. v, = r"Q(n), si r n’est pas racine de I’équation caractéristique associée,

2. v, = n™r"Q(n), si r est racine de multiplicité m de 1’équation caractéristique associée
(avec 1 <m < p),

ol Q(n) est dans les deux cas un polynoéme de degré k en n.

Exemple 1. On considére I’équation de récurrence
Up + Up—1 — 2Up—2 = (=2)", n>2.
L’équation caractéristique associée est
M4HA—2=0.

Ses racines sont : Ay = 1 et Ao = —2. Alors, la solution générale de I’équation homogene
associée est
u, = a+ pB(=2)", o, €R.

Le second membre de ’équation non homogene est f, = (—2)" et —2 est une racine simple
du polynome caractéristique de I’équation homogene associée. Donc, on cherche une solution
particuliere de la forme

v, = bn(=2)", beR.

On obtient b = % Finalement, la solution générale de ’équation non homogene est

U = o+ B(=2)" + gn(—2)”, 0. fER.

Exemple 2. (E’quation de mouvement du capital) Soit K, le capital a la date n, I, I'in-
vestissement a la date n et § le taux de dépréciation. On a

K,=(1-0)K,_1+1I,.
Alors,

K, =Ko(1=06)"+> (1-06)" "I
k=1
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3.2 Systemes de récurrence linéaires a coeflicients réels constants et d’ordre
1

Un systeme de récurrence linéaire a coefficients constants et d’ordre 1 est un systeme du

type
U, =AU,_1+ F,, n>1, (3.7)

ou U, € RP est le vecteur inconnu de p états a déterminer pour tout n, A est un matrice
carrée a coefficients réels d’ordre p et (F},)nen est une suite de vecteurs de RP donnée.

Résoudre (3.7) consiste a trouver toutes les solutions réelles de (3.7), c’est-a-dire la solution
générale. Le systéme homogene associée a (3.7) est

Uy, = AU,_1, n> 1. (3.8)

La solution générale (Z,)nen de (3.7) est de la forme Z,, = U, + V), ou (Uy )nen est la solution
générale de (3.8) et (V,)nen est une solution particuliere de (3.7). Les solutions de (3.8)
forment un sous-espace vectoriel de dimension p de ’espace des suites de vecteurs de RP.

La solution générale de (3.8) est la suite réelle (U, ),en donnée par U,, = A"C, avec C € RP
vecteur arbitraire. Déterminer la solution générale de (3.8) se rameéne donc & déterminer la
puissance n-ieme de A qui se fait & ’aide de la diagonalisation ou de la réduction & la forme
de Jourdan de la matrice A.

On remarque également que

1. Si A € R est une valeur propre de A et V' € RP est un vecteur propre associé a A, alors
(Up)nen, avec U, = A"V, est solution de (3.8).
2. Sipu = pe? et i = pe=® sont deux valeurs propres complexes conjuguées de A et
V' € RP est un vecteur propre associé a u (dans CP), alors les suites de termes généraux
Re(p"V) et Im(u"V)

sont des solutions réelles et linéairement indépendentes de (3.8). Si V =W 4 iZ avec
W,Z € RP, on a

Re(u"V) = p"(cos(n@)W —sin(nh)Z) et Im(u"V) = p"(cos(nb)Z + sin(nd)W).

On a alors les deux cas suivants.

A est diagonalisable dans R.

Il existe une base (V1,...,V},) de RP formé de vecteurs propres de A, de valeurs propres
correspondants : Aq,...,\,. Alors, A = PDP~! oi1 P est la matrice inversible dont la j-ieme
colonne est Vj et

A0 0
0 X O
D=1 .
0 ... 0 XA

La solution générale de (3.8) est alors donnée par la combinaison linéaire des p solutions
linéairement indépendentes de (3.8) :

()\?Vl)nel\h ceey ()‘ZV;?)TLGNa
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c’est-a-dire

Un=aiXiVi+...+ AV, a1,...,0p €ER. (3.9)
En effet, on a
AT 00
. 0 X3 0
A" =PD"P™" avec D" = .
0 0 A

La solution générale du systeme est (U )nen de terme général
U, =A"C = PD"P~'C

On note C' = P~1C € RP. Alors,
~ p ~
U, =PD"C =) Ci\'V;.
j=1

La solution générale de (3.8) est alors donnée par (3.9).

A n’est pas diagonalisable dans R.

Si A est diagonalisable dans C, il existe (V1,...,V,) base de C? formé de vecteurs propres
de A. On peut supposer, sans perte de généralité, que Vi,...,Vp € RP de valeur propres
correspondantes A1,..., A\ € R et Viiq,...,V, € RP de valeur propres correspondantes
W1y i1 -« s fom, i € C, avec p = k + 2m. La solution générale de (3.8) est alors donnée
par

U = a\'Vi+ ..+ a\iVi +
+B1Re(pf Vi) + Bolm (i Vir1) + - . + Bam—1Re (g, Vp—1) + BamIm (g, Vp—1).

Si A n’est pas diagonalisable ni dans R ni dans C, on peut toujours trouver une matrice
de Jourdan J carrée et triangulaire supérieure d’ordre p et une matrice inversible P telles que
A = PJP~'. Donc, la solution de (3.8) est de la forme U, = A"C = PJ"P~'C = PJ"C
avec C = P~1C € RP. Enfin, en résolvant le systéme

U, =P 'U, =J"C

a partir de la derniére équation (car la matrice J" est triangulaire supérieure), on obtient U,
et ensuite U,, = PUn.

Dans le cas d’un systeme de deux équations (p = 2), si A n’est pas diagonalisable (ni dans
R ni dans C) alors A admet une seule valeur propre \g réelle telle que ker(A — A\ol) est un
sous-espace propre de dimension 1.

On peut trouver une matrice inversible P telle que A = PJP~! ot J = ( 30 i\ ) Les
0

colonnes P; et P, de la matrice P sont respectivement un vecteur propre associé a g et un
vecteur tel que
(A= XoI)Py = Py.
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En effet,
AP = APy

_ —1 _
A=PJP" <— AP=PJ — {AP2:P1+)\OP2

11 est facile de vérifier (par récurrence sur n) que

n_ (A5 nAG
m=(° %)

La solution générale de (3.8) est alors
U, = A"C' = PJ"C = (608 + éanAl )P + A3 Py,
avec C' = (¢1,&)! = P~1C € R2.

Exemple 1. On considere deux populations dont la dynamique est décrite par le systéeme

suivant . .
Tn+l = 3%n =+ 3Yn

2 1
Yn+1 = 3Tn + 3Yn

Etudier 1’évolution des populations x,, y, lorsque n tend vers +oo.

On pose U,, = < ;j" . Alors, on a U, +1 = AU, pour tout n > 0, avec
n
11
3 2
A=
2 1
3 2
Les valeurs propres de A sont A\ = —% et Ao = 1. Alors, A est diagonalisable dans R. On a

ker(A— A1) =R < _i ) et ker(A —X2) =R < i > Donc, la solution générale du systeme

de récurrence est

oo () () 0o (1) - (S ) eoes

Finalement, on conclut que (z,,y,) — (38,48) lorsque n — +o0.

-1 0
Les valeurs propres de A sont ¢ et —i. Un vecteur propre associé a i est P = (1, —i) = W +iZ,
avec W = (1,0) et Z = (0,—1). Alors, la solution générale est

0 1
Exemple 2. On considere le systeme de récurrence U,+1 = AU, avec A = < > .

U, = a(cos(ng)W—sin(ng)Z)—I—B(cos(ng)Z)—i—sin(ng)W) =« ( (sj?rf((:’;?r)) )—i—ﬁ < —s(I)I;E

S 3
ISIEISIE]
—
N———

a, B €R.

-1 2
On a det(A — XI) = (A —3)2. Alors, 3 est I'unique valeur propre de A, d’ordre de multiplicité

4 1
Exemple 3. On considére le systeme de récurrence U,1 = AU, avec A = < > .
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2. De plus, ker(A —3I) =R (

avec

_1 ) et donc A n’est pas diagonalisable. On a A = PJP~!

P = (P, P), Pl:(i)’ J:<3 33)

et Py = < Z > telle que
AP, =P +3P, < x+y=1.

. 0 . L, . .
Soit Py = ( 1 > Alors, la solution générale du systeme de récurrence est

U, = (a3" + Bn3™")P, + B3"Py = a3" < _i > + 3"t ( 5 " , ) ,

avec «, 3 € R.

Ecriture matricielle. On remarque que toute équation de récurrence linéaire d’ordre p a
coefficients réels constants

Up + QUR—1 + ... + ApUn—p = Jny Vn > p,

peut s’écrire sous la forme d’un systéme de récurrence linéaire a coefficients réels constants
d’ordre 1.

Lorsque p = 2, on pose U, = < tn

). L’équation de récurrence
Un—1

Up + Q1UR—1 + Q2Up—2 = [, VN > 2,

(o )=0% ) o)+ (05 ),

soit U,, = Au,—1 + F,, ou

A:<“; “3) ot F:({)>

s’écrit alors

U,
/ /7 unil \ 7/ /7 .
Dans le cas général, on pose U,, = . . Le systeme de récurrence d’ordre 1 s’écrit
Un—p+1
alors U,, = AU,,_1 + F,, avec

—ayp —ag —ap In

1 0 0 0

A= et F% = .

0 . 0 :

0 1 0 0
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3.3 Equilibre et stabilité pour une équation de récurrence

On considere 1’équation de récurrence non homogene d’ordre p
Up + Q1 Up—1 + ... + apUp—p = ¢, YN > p, (3.10)

ou ¢ € R. Dans cette équation le second membre est constant, c’est-a-dire f, = ¢, pour tout
n € N.

On appelle état stationnaire ou équilibre de I’équation (3.10) tout nombre u, € R tel que
la suite constante (u,)nen définie par u, = u., pour tout n € N, est solution de (3.10).

Il est clair que wu, est un équilibre de (3.10) si et seulement si

ue(l+ar+az+...+ap) =c.

Nous avons les cas suivants.

1. Sil4+ai+az+...+ap #0, alors I'équation (3.10) admet un seul équilibre donné par
Ue :c(1+a1+a2—|—...+ap)_1.

En particulier, si ¢ = 0, alors u, = 0.

2.8 1+a1+ax+...+ap, =0et c#0,alors il n’y a pas d’équilibre pour I’équation
(3.10).

3. Sil4+ai+az+...+ap, =0et c =0 ('équation est homogene), alors il y a une infinité
d’équilibres, tout nombre réel étant un équilibre de I’équation (3.10).

On dit qu’un équilibre u, de I’équation (3.10) est globalement stable si toute suite (up)nen
solution de (3.10) converge vers u, lorsque n — 400, quelles que soient les conditions initiales
Uy, U1, - . - , Up de la solution.

Si un équilibre u. n’est pas globalement stable, on appelle ensemble de stabilité de ue,
I’ensemble des conditions initiales assurant la convergence vers u lorsque n — +oo des
solutions correspondantes.

Enfin, comme un équilibre u, est une solution particuliere de (3.10), toute solution (uy,)nen
de (3.10) est de la forme u,, = ue + vy, ot (v, )nen est une solution de I’équation homogene
associée a (3.10). Nous avons le théoreme suivant.

Théoréeme 3.1 Un équilibre u. de (3.10) est globalement stable si et seulement si toutes les
racines (réelles ou complexes) de ’équation caractéristique associée a (3.10) sont de module
inférieur a 1.

Remarque. En général, si (f,)neny n'est pas constante, le probleme d’étudier la stabilité
d'une solution particuliere non constante (ug)nen de (3.10) consiste a vérifier si u, — uf
converge vers 0 lorsque n — +00. Les définitions d’équilibre globalement stable et d’ensemble

de stabilité restent valables ainsi que le théoréeme précédent.

Equations de récurrence d’ordre 1. On considere ’équation u,, = au,_1 qui admet la
solution générale u,, = uga™, ug € R. Les éventuels équilibres sont les points fixes de I’équation,
c’est-a-dire u. € R tels que u. = au, et leur stabilité dépend de la valeur de a.

1. Si a = 0, 'équation admet seulement la solution identiquement nulle qui est aussi
I'unique état stationnaire. De plus, il est globalement stable.
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2. Si a € ]0,1[, 'unique état stationnaire de I’équation est la suite identiquement nulle
et, toute solution (uy,)nen de 'équation converge vers 0 lorsque n — +oo, c’est-a-dire
I’équilibre est globalement stable.

3. Sia = 1, toute solution de I’équation est une suite constante u,, = ug, pour tout n € N,
et toute solution de I’équation est un équilibre qui n’est pas stable.

4. Si a € |1, +o0[, 'équilibre de I’équation est & nouveau la suite identiquement nulle et
toute autre solution explose : si ug > 0, la solution (u,)nen tend vers +oo lorsque
n — 400 et si ug < 0, la solution (up)nen tend vers —oo lorsque n — +oo. En
conclusion, ’état stationnaire n’est pas stable.

5. Sia € |—1, 0], ’équilibre de la solution est la suite identiquement nulle et toute solution
(un)nen converge vers 0 lorsque n — +00, ¢’est-a-dire 1’équilibre est globalement stable.
De plus, la solution prend alternativement des valeurs positives et négatives.

6. Sia € |—o0, —1[, I'équilibre de la solution est la suite identiquement nulle et il n’est pas
stable car toute solution de I’équation “explose” prenant alternativement des valeurs
positives et négatives.

7. Si a = —1, I’équilibre de la solution est la suite identiquement nulle et il n’est pas
stable car toute solution de I’équation prend alternativement les valeurs —ug et ug.

Quand le second membre de ’équation de I'ordre 1 est constant non nul, si a # 0, toute
solution s’écrit u, = ca™ + a ol « est I’état stationnaire et ¢ est une constante qui dépend
de la condition initiale. Dans ce cas, « est globalement stable si et seulement si |a| < 1. Par
contre, si a = 1 alors I’équation non homogeéne n’admet pas d’états stationnaires.

3.4 Equilibre et stabilité pour un systeme de récurrence d’ordre 1

Dans le cas d’un systeme homogene d’ordre 1
Un = AUnfl

ol A est ue matrice carré d’ordre p non nulle, les états stationnaires sont les points fixes,
c’est-a-dire les vecteurs U, € R? tels que U, = AU.. Donc, si A — I; est inversible, il y a un
seul équilibre U, = 0. Sinon, il y en a une infinité, tous les vecteurs de ker(A — 1).

Supposons que A — I; est inversible. On dit U, = 0 est globalement stable si la solution
générale U, = A"Up tend vers 0 lorsque n — +oo, pour tout vecteur des conditions initiales
Up. Si U, = 0 n’est pas globalement stable, on appelle ensemble de stabilité de U, 1’en-
semble des conditions initiales assurant la convergence vers U, lorsque n — +oo des solutions
correspondantes.

Si A est diagonalisable, la solution générale (U, )nen du systeme s’écrit

p
U, = Z Oél)\;npl = al)\?Pl + ...+ Oép)\;lpp,
=1

ou les \; sont les valeurs propres de A et P, sont des vecteurs propres correspondants et
linéairement indépendants. Alors, U, = 0 est globalement stable si et seulement si les valeurs
propres de A sont de module strictement inférieur & 1. Si A n’est pas diagonalisable, la
condition nécessaire et suffisante précédente reste encore valable. Par exemple, si A est une
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matrice carrée d’ordre 2 qui admet une unique valeur propre A et est non diagonalisable
(dimker(A — M) = 1), nous avons vu que A peut s’écrire sous la forme

A5 W T N
ir(3 1)

et que la solution générale du systeme est donnée par
U, = (51)\71 + Ezn)\n_l)Pl + & AN"Py, ¢1,0 € R,

ou P, et P, sont les deux colonnes de la matrice P. Donc, & nouveau, U, = 0 est globalement
stable si et seulement si la valeur propre A de A est de module strictement inférieur & 1.
Dans le cas d’un systéme non homogene

U, = AU,_1 + B, (3.11)

ou B € RP| on appelle état stationnaire du systeme toute suite (Up,)nen constante et solution
de (3.11).
Soit U,, = U,, pour tout n € N, un état stationnaire de (3.11). Le vecteur U, doit vérifier

Us=AU.+B <— (I;— AU, =B.
Si la matrice A — I est inversible, il existe un seul état stationnaire donné par
U= (I;—A)7'B.

Si la matrice A — I n’est pas inversible, il y a une infinité états stationnaires.

Supposons que A — I; est inversible. On dit que I’état stationnaire U, est globalement
stable si la solution générale U,, de (3.11) tend vers U, lorsque n — 400, pour tout vecteur
des conditions initiales Uy. Si U, n’est pas globalement stable, on appelle ensemble de stabilité
de U,, '’ensemble des conditions initiales assurant la convergence vers U, lorsque n — +oo
des solutions correspondantes.

On remarque que si (U )pen est solution de (3.11), alors Z,, = U, — U, est solution du
systéme homogene associé Z,, = AZ,_1. L’état stationnaire U, de (3.11) est alors globalement
stable si et seulement si 'équilibre Z, = 0 du systeme homogene associé est globalement stable,
donc si et seulement si les valeurs propres de A sont de module strictement inférieur a 1.

Exemple. On considere le systéme homogene d’ordre 1

B B a 1/2
U, = AU,,—1 avec A—<1/2 o >

Les valeurs propres de A sont A\ = o — % et o =a+ % de vecteurs propres correspondants,

. 1 1 . .
respectivement, P = < 1 > et P, = ( 1 ) La matrice de changement de coordonnées est

1 _
P:(P1,P2)=<_1 i) et son inverse P_1:2<1 1)
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L’équilibre U, = 0 est globalement stable si et seulement si [A;| < 1 et |Xo| < 1, c’est-a-dire
—% <a< % En effet, dans la base de vecteurs propres, le systeme s’écrit

~ [ a—1/2 0 ~
Un_< 0 a+1/2>Unla

avec Un = P~1U, et la solution générale est

um (T S )

Dongc, la solution générale du systeme du départ est

_ pir — (a—1/2)" 0 5
Un = PU”_P< 0 (a+1/2)”)U0

B (—1/2)" 0 _

- P( 0 (a+1/2)”>P Uo

1 1
= ci(a— 5)"131 + ca(a+ i)npm

ot (¢1,c0)t = P~'Up. On voit bien alors que U, — 0 si et seulement si |a — 3l < let
la+ 3] < 1.

On considere maintenant le cas particulier d’une donnée initiale valeur propre : Uy = cPy,
c € R. La solution correspondante est

Un = C(Oé — 1/2)”P1 = (a - 1/2)”(]0

De meéme, si Uy = c¢P, avec ¢ € R, la solution (U,)nen correpondante est donnée par U, =
(v +1/2)"Uy. En conclusion, si 'on part d’un vecteur propre la solution reste sur la droite
déterminée par la valeur propre.

Si Uy = Py, la solution (Uy,),en tend vers 0 lorsque n — 4o si et seulement si [o—1/2| <
1, tandis que si Uy = cP3, la solution (U, )nen tend vers 0 lorsque n — +00 si et seulement si
la+1/2| < 1.

Par exemple, si a = 1, le systeme est

(112
Un_ < 1/2 1 >Un—17

et dans la base de valeurs propres ont a

U= ( " o )UO'

Si 'on part d’un point initial sur la droite y = —x déterminée par le vecteur Pj, on reste
sur cette droite et la solution (Up,),en tend vers 0 lorsque n — +oo. Mais si Pon part d’un
point initial sur la droite y = —z déterminée par le vecteur P», on reste sur cette droite et la
solution (U, )nen tend vers +oo (en norme) lorsque n — +oc.
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4 Equations différentielles et systemes différentiels linéaires

La théorie des équations différentielles ordinaires constitue I'un des outils fondamentaux
des mathématiques. Elle permet de décrire des phénomeénes d’évolution déterminants qui
relevent de ’économie, de la mécanique, de la physique et de la biologie.

L’objectif de ce chapitre est d’exposer des notions de base et d’apprendre a résoudre
certains types d’équations et systemes différentiels.

4.1 Equations différentielles du premier ordre

D’abord, on se propose d’étudier un certain nombre de types classiques d’équations différentielles
du premier ordre pour lesquelles on sait ramener le calcul des solutions & des calculs de pri-
mitives.

On considere U C R? et f : U — R. On appelle équation différentielle du premier ordre
(résolue par rapport a la fonction inconnue y de la variable x) une équation de la forme

y'(x) = f(z,y(x)). (4.1)

Une solution de (4.1) est une fonction dérivable y d’un intervalle I de R & valeurs réelles telle
que
(z,y(x)) € U et y'(x) = f(z,y(x)), pour tout = € I.

Résoudre (ou intégrer) I’équation différentielle (4.1) consiste a déterminer toutes les solutions
de (4.1), c’est-a-dire la solution générale.
L’équation (4.1) avec la donnée initiale (xq,yo), c’est-a-dire le probleme

{ y/(x) = f(x,y(x)) (4'2)

y(xo) = yo

est appelé probleme de Cauchy.

Exemple : Le probleme de Cauchy le plus simple est le suivant

{ y'(x) = f(x)

y(7o0) = vo

Ce probleme admet une solution et une seule donnée par

va)=m+ [ (o)
Zo
Pour f(x) = 1, on a le probleme de Cauchy suivant

{ Yi(x) =4
y(1) =0

dont 'unique solution est y(z) = Inz, x € R =0, 4-o00].
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4.1.1 Equations différentielles linéaires du premier ordre

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre, une équation de la forme
a(z)y’ + b(z)y = c(z) (4.3)

ol a,b,c: I — R sont des fonctions continues sur un intervalle I de R. On appelle a et b les
coefficients de I’équation et ¢ le second membre.

Si ¢ = 0, I’équation est dite sans second membre ou homogéne.

On considere ’équation homogéne (sans second membre) associée a (4.3) :

a(z)y' + b(z)y = 0. (4.4)

La solution générale de (4.3) s’écrit :

Y="Yp+ Yn,

ol y, est une solution particuliere de (4.3) et ou yj est la solution générale de (4.4). On
exprime ce résultat en disant que la solution générale de (4.3) s’obtient en additionant une
solution particuliere de (4.3) avec la solution générale de ’équation homogene associée (4.4).

On suppose dans la suite que a(x) # 0 pour tout x € I. Alors, la solution générale de
(4.4) est donnée par

b(z)

y(zr) = Ke e “ KeR.

En effet, (4.4) est équivalente a

Alors,

b(x)

a(x)

_ [ b=)
= |y@)|=e Jam ¥ viel CeR,

%(ln(|y(x)|)):—27 Vrel ln(|y(m)|):—/ 4O, Vael, CeR

ou [ % dx indique une primitive de %. D’ou,

b(x)

y(zr) = Ke e “ KeR.

Exemple 1. I’équation linéaire du premier ordre : y/(z) = 3y(z) admet comme solution
générale sur R :

y(x) = Kel34 = g3 K € R.

Exemple 2. L’équation linéaire du premier ordre : 2y'(z) + ﬁy(as) = 0 admet comme
solution générale sur ]0, +oo] :

1
y(x) = Ke J7m® = Ke V' KeR.
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Exemple 3. 1’équation linéaire du premier ordre : zy'(z)+2y(x) = 0 admet comme solution
générale sur |0, 00| :

K
y(z) = Ke /2 = fe=2Inlel = —, KeR
x

Pour déterminer une solution particuliere de (4.3), on écrit

V@) + 2Dy = A

a(x) a(x)

f b(x) d

a(@) ™ pour obtenir

et on multiplie I’équation par e

d bE) b) g
e (ef LOF: y(m)) _ @) e

Ainsi,

b(xz) b(xz) _ [ b(x) - b(x) -
ef a(z) dxy(x) — / @e‘f a(x) dz dx <= y(x) —e f a(x) d / @ef a(x) d dx'
a(x) a(x)

On conclut, finalement, que la solution générale de (4.3) est

b(x) b(a)
a(®) d“"’/c(gj)ef o) ¥y, K €R. (4.5)

a(z)

_ [ b=) _
y(z) = Ke Jaaydr g o=/

Dans le cas des coefficients constants, c’est-a-dire a(z) = a et b(x) = b pour tout x € I,
avec a,b € R, la solution générale (4.5) devient

1
y(x) = Ke o + e_g‘”/c(x)ezx dr, K eR.
a

Remarque : On détermine (4.5) en utilisant la méthode de la variation de la constante.

Méthode de la variation de la constante :
On cherche la solution générale de (4.3) de la forme

_ @) g
y(w) = K(a)e T

Alors K (z) satisfait :

K'(z) = Lj((gefmd’”.

La solution générale de (4.3) est donnée par (4.5).
Exemple : La solution générale de ’équation linéaire du premier ordre :
2y () + 2y(x) + 2 =0

est

== _2 KeR.
yz)= 5 -3, K€

La solution du probleme de Cauchy (4.3) et donnée initiale y(xo) = yo est :
G Te(t) robe) g
y(x) = ¢ Jzg a®) (yo —|-/ — Zedzo als) 7 dt | .
zo (1)
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4.1.2 Equations se ramenant a des équations linéaires

a) Equations de Bernoulli

Ce sont les équations de la forme

y'(x) = plx)y +q(z)y®, acR\{1}, (4.6)

avec p,q : I — R continues. (Pour o = 1, I’équation (4.6) est linéaire).
On se place dans le demi-plan supérieur U = {(x,y) € R? : y > 0}.
On pose z(x) = y'=%(x). Alors,

(4.6) <—

o7 @) = p()z(2) + q(x).

On est donc ramené a une équation linéaire en z.

Exemple : La solution générale de I"équation de Bernoulli ¢’ 4+ 2y — (z + 2)/y = 0 est

r+1

5 + Ke™™)? KEcR,

y(x) = (

pour z € [ = {z € R: &t 4+ Ke™® > 0}.

b) Equations de Ricatti

Ce sont les équations de la forme

y'(z) = a(z)y*(z) + bz)y(w) + c(z) (4.7)

avec a,b,c: I — R continues, c’est-a-dire f(z,y) est un polynéme de degré < 2 en y.
On sait résoudre (4.7) dés que 'on connait une solution particuliere y,,.
On pose y = y, + u, c’est-a-dire u = y — y,. On obtient

u'(2) = (2a(2)yp(@) + b(w))u(e) + a(z)u’(z).

C’est une équation de Bernoulli avec a@ = 2. On la rameéne a une équation linéaire en posant

o 1~ . s ) . e s
Remarquer que y = y;, + 5 ou z est solution d’une équation linéaire.

Exemple : L’équation de Ricatti ¢/ + 4y 4+ y?> — 5 = 0 admet comme solution particuliere
yp = 1. On considere de changement de variable y = 1 + % Alors, z est solution de I’équation
linéaire

2 —62z—1=0.
La solution générale de cette équation linéaire est z(x) = —% + Ke% K € R, z € R. Donc,
la solution générale de ’équation de Ricatti est

e 4+ 5

2 Ty emr
debz — 17 €5

y(x)

x € I ou l'intervalle I dépend de la constante A.
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4.2 Equations différentielles linéaires du second ordre

On appelle équation différentielle linéaire du second ordre, une équation de la forme
a(z)y” +b(z)y + c(x)y = d(z) (4.8)

ou a,b,c,d: I — R sont des fonctions continues sur un intervalle I de R. On appelle a, b et ¢
les coefficients de ’équation et d le second membre.

Si d = 0, ’équation est dite sans second membre ou homogéne.

Une solution de (4.8) est une fonction y de la variable x deux fois dérivable de I dans R
vérifiant, pour tout x € I,

a(z)y’ (x) + b(z)y (x) + c(z)y(z) = d(x)
On considere 'équation homogene (sans second membre) associée a (4.8) :
a(z)y” +b(z)y + c(x)y = 0. (4.9)

L’ensemble des solutions de (4.9) est un espace vectoriel de dimension 2. Pour déterminer la so-
lution générale de (4.9), il suffit de déterminer deux solutions réelles linéairement indépendantes
de (4.9) .

La solution générale de (4.8) s’écrit :

y:yp+yh7

ou y, est une solution particuliere de (4.8) et ol y, est la solution générale de (4.9).
Le probleme de Cauchy associé a (4.8) et la donnée initiale (zq, yo,y1) est le probleme

{ a(x)y"” + b(z)y" + c(z)y = d(=)
y(xo) = yo, ¥'(w0) = y1.

Pour une équation du second degré, la donnée initiale d'un probleme de Cauchy revient a
donner les valeurs de la fonction et de sa dérivée premiere en un point zg de 1.

4.2.1 Coefficients constants

On s’intéresse aux équations du type (4.8) et (4.9) dont les coefficients sont constants,
c’est-a-dire a(x) = a, b(x) = b et ¢(x) = ¢, pour tout x € R, avec a,b,c € R et a # 0. Alors,
(4.8) et (4.9) s’écrivent

ay” + by +cy = d(z). (4.10)

et
ay” + by’ +cy = 0. (4.11)

On appelle polynéme caractéristique de 1’équation (4.10) le polynéme :
P()\) = aX* + b\ +c, (4.12)
et équation caractéristique de 1’équation (4.10) :
P(X\) =aX* + b\ +c=0. (4.13)

11 est facile de vérifier qu'une fonction du type y(z) = e** est solution de (4.10) si et seule-
ment si « est solution de Iéquation caractéristique (4.13). On en déduit les regles suivantes.
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1. Si 'équation (4.13) admet deux solutions rélles distinctes A; et Ag, alors la solution
générale de (4.10) est

y(x) = AeM® + Be?® A B eR.

2. Si I’équation (4.13) admet une solution rélle double A, alors la solution générale de

(4.10) est
y(x) = Ae*® + Bre’®, A, B €R.

3. Si I'équation (4.13) admet une racine complexe non réelle A = a +if (8 # 0), alors
elle admet aussi la racine X et la solution générale de (4.10) est

y(x) = Ae*® cos(fx) + Be* sin(fzx), A,B €R.

Exemples :

1. La solution générale de y” — 4y = 0 est

y(r) = Ae** + Be™%*, A, B cR.

2. La solution générale de 3" — 2y’ +y = 0 est

y(x) = Ae® + Bxe®, A,B € R.

3. La solution générale de 3y +y = 0 est

y(x) = Acos(x) + Bsin(z), A,B e R.

Revenons a I’équation avec second membre (4.10). Pour des seconds membres particuliers,
nous pouvons appliquer la méthode des coefficients indéterminés pour déterminer une solution
particuliere de (4.10). Plus précisemment, nous avons les régles suivantes.

1. Sid(x) = e**Q(z), ou Q est un polynome de degré k et o € R, alors (4.10) admet une
solution particuliere de la forme

yp(x) = e R(x)
avec R polynome de degré m ou
(a) m =k, si a n’est pas racine de P,

(b) m =k +r, si « est racine de P de multiplicité r.

2. Sid(z) = e cos(Bx)Q(x) ou d(x) = e* sin(Bx)Q(x) ou @ est un polynéme de degré
k et o € R, alors (4.10) admet une solution particuliere de la forme

yp() = €7 (cos(Bx) Ry () + sin(5) Ra ()

avec Ry et R polyndmes de degré m ou
(a) m =k, si a+ if n’est pas racine de P,

(b) m =k +1, si a+if est racine de P.
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3. Si d(x) est la somme d’expressions du type précedent, on cherche une solution pour
chacune des expressions et on fait la somme.

Exemple . On considere I'équation du second degré a coefficients constants non homogene
y' — 2y +y = 2. On a b(x) = x et @« = 0 n’est pas racine du polynéme caractéristique
P(A) = A2 -2\ +1 = (XA — 1)2. Alors, on cherche une solution particuliere de la forme
yp(x) = ax +b. On obtient a =1 et b = 2. Donc, la solution générale de cette équation est

y(x) =x+ 2+ Ae® + Bze®, A, B € R.

Remarque. Pour résoudre ’équation non homogene (4.10), on peut aussi utiliser la méthode
de la variation des constantes. Supposons que la solution générale de ’équation homogene
(4.11) est

yn(z) = Ap1(z) + Boa(z), A, B €R.

Alors, la solution générale de I’équation non homogene (4.10) s’écrit

yn(x) = A(z)p1(2) + B(z)pa(2),

avec
=0
_ d(z)

4.3 Equations différentielles linéaires d’ordre p
On appelle équation différentielle linéaire d’ordre p, une équation de la forme
ap(@)y? + ap-1(@)y?™) + -+ ai(2)y + ao(x)y = d() (4.14)

onaj: I —-R,0<j <p,etdsont des fonctions continues sur un intervalle I de R. On
appelle a;, 0 < j < p, les coefficients de I'équation et d le second membre.

Si f =0, ’équation est dite sans second membre ou homogéne.

Une solution de (4.14) est une fonction y de la variable z, p fois dérivable de I dans R
vérifiant, pour tout x € I,

ap(x)y P (@) + ap-1(2)y P (@) + - + ar(2)y (2) + ag(2)y(x) = d(x)
On considére "équation homogéne (sans second membre) associée a (4.14) :
ap(@)y® + ap 1 (2)y® "V + -+ ar(@)y + ag(w)y = 0. (4.15)

L’ensemble des solutions de (4.15) est un espace vectoriel de dimension p. Pour déterminer la
solution générale de (4.15), il suffit de trouver p solutions réelles linéairement indépendantes
de (4.15).

La solution générale de (4.14) s’écrit :

Y ="Yp+ Yn,
ol y, est une solution particuliere de (4.14) et ol y;, est la solution générale de (4.15).
Le probleme de Cauchy associé a (4.14) et la donnée initiale (xo,¥o,...,Yyp—1) est le
probleme

{ ap(2)y® + ap_1(x)y®PV + -+ ar(2)y + ag(x)y = d(x)
y(xO) = Yo, y/(x()) =Y, -, y(p_l)(x()) = Yp—1-
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4.3.1 Coefficients constants

On s’intéresse aux équations du type (4.14) et (4.15) dont les coefficients sont constants,
c’est-a-dire a;(x) = aj, pour tout z € R, avec aj € R et a, # 0, 0 < j < p. Alors, (4.14) et
(4.15) s’écrivent

apy(p) + ap_ly(Pfl) 4+t a1y' + agy = d(x) (4.16)
et
apy(p) + ap_1y(p71) + -+ ary + agy = 0. (4.17)

On appelle polynéme caractéristique de 1’équation (4.16) le polynome :
P(X\) = apAP + ap,lx\(p_l) + - 4 a1 + ao, (4.18)
et équation caractéristique de 1’équation (4.16) :
P(\) = ap)\P +ap  APY 4o g\ +ag = 0. (4.19)

Pour déterminer la solution générale de (4.17), nous avons les regles suivantes.

1. Si les p racines de 1’équation (4.19) sont toutes distinctes et réelles, alors la solution
générale de (4.17) est

y(z) = A1eM® 4 Ae™ AjER, 1< <p.

2. Si A est une racine réelle de (4.19) de multiplicité &, on lui associe les k solutions réelles
et linéairement indépendantes de (4.17)

yi(z) =27eM, 0<j<k—1

3.8 A =a+iB et A\ =a—iB sont deux racines complexes conjuguées de (4.19) de
multiplicité k, on leur associe les 2k solutions réelles et linéairement indépendantes de
(4.17)

y;(x) = 27 cos(Bz), zj(x) =2esin(fz), 0<j<k—1.

Pour déterminer une solution particuliere de ’équation avec second membre (4.16), nous
procédons comme pour les équations du second ordre. En particulier, pour des seconds
membres particuliers, nous pouvons appliquer la méthode des coefficients indéterminés pour
déterminer une solution particuliere de (4.10). Plus précisemment :

1. Sid(x) =e*Q(z), ou Q est un polynome de degré k et o € R, alors (4.16) admet une
solution particuliere de la forme

yp(x) = e R(x)
avec R polynoéme de degré m ou
(a) m =k, si a n’est pas racine de P,
(b) m =k +r, si « est racine de P de multiplicité r.
2. Sid(z) = e*® cos(Bx)Q(z) ou d(x) = e sin(Sz)Q(z) ou @ est un polynome de degré
k et a € R, alors (4.10) admet une solution particuliere de la forme

yp(x) = € (cos(Bz) Ry (x) + sin(Bz) Ra(x))

avec Ry et Rs polyndmes de degré m ou
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(a) m <k, si a+ i n’est pas racine de P,
(b) m <k -+r,si a+if est racine de P de multiplicité r.

3. Si d(x) est la somme d’expressions du type précedent, on cherche une solution pour
chacune de expressions et on fait la somme.

4.4 Systemes différentiels linéaires du premier ordre

On appelle systeme différentiel linéaire du premier ordre dans R™ un systeme de la forme
Y'(z) = A(2)Y (2) + B(z) (4.20)

ou A est une application continue de J intervalle ouvert de R dans M, (R), lespace des
matrices carrées de dimension n a coefficients réels, c’est-a-dire

A(z) = (aij(z))1<i,j<n,

B(z) = (Bi(x))1<i<n est une application continue de J dans R™ et Y (z) = (yi(x))1<i<n est
le vecteur des n fonctions inconnues.
L’équation (4.20) est dite homogene ou sans second membre si B(z) = 0, pour tout x € J.
Sous forme développée, (4.20) s’écrit :

Y1 (@) = an(@)y1(z) + ... + a1n(@)yn(z) + b1 (2)

Vo) = am (@)1 (2) + - + nn(@)yn () + b (2)

c’est-a-dire
n

yi(x) =) ag(x)y;(x) + bi(z), V1<i<n,
j=1
Résoudre ou intégrer le systeme ci-dessus consiste a déterminer la solution générale Y :
J — R", c’est-a-dire toutes les solutions. Le probleme de déterminer la solution de (4.20)
qui satisfait la donné initiale Y (xg) = Yo, avec (zg, Yp) € J x R™ donné, s’appelle le probleme
de Cauchy associé a (zg, Yp).
On considere le systeme homogene associé a (4.20) :

Y'(z) = A(z)Y (). (4.21)

Comme pour les équations linéaires d’ordre 1 et 2, la solution générale de (4.20) s’obtient
en additionant une solution particuliere de (4.20) et la solution générale du systeme homogene
associé (4.21). De plus, I’ensemble des solutions du systéme homogene (4.21) est un espace
vectoriel de dimension n.

On dit qu’un ensemble de n fonctions vectorielles réelles (Yi(x), ..., Y, (x)) est une solution
fondamentale du systeme homogene (4.21) si c’est un ensemble de solutions linéairement
indépendantes de (4.21). La solution générale de (4.21) s’écrit alors

Y(z)=a1Yi(z) + ...+ o, Yo(z), oy €R1<j<n.
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4.4.1 Cas des coefficients constants

On considere le systéme homogene
Y’ = AY, (4.22)

ou A € M,(R). Autrement dit, on considére un systéme de la forme (4.21) avec J = R et
A(z) = A pour tout € J. On peut montrer que si A € R est une valeur propre de A et V
est un vecteur propre correspondant & \, alors Y (z) = e’V est une solution de (4.22).

Rappels.

1. Soit A € M,(R). On dit que A € R est une valeur propre de A s'il existe V' € R",
V # 0 tel que
AV = AV.

On appelle V' le vecteur propre de A correspondant a la valeur propre A.
Autrement dit, A est valeur propre de A si ker(A — AI) # {0} ou

ker(A — ) = {V € R": (A— A)V =0},

et I denote la matrice identité de M, (R). Si A est une valeur propre de A, on appelle
ker(A — M) l'espace propre de A associé a A.

2. On appelle P(\) = det(A — AI) le polynéme caractéristique de A. Alors, A est valeur
propre de A si et seulement si A est une racine de P.

3. Si A est diagonalisable sur R, il existe une matrice P € M, (R) inversible et D une
matrice diagonale telles que A = PDP~!. De plus,

A ... 0
D=|: . , P=(Vi ... V),
0 An
oll Aq,..., A, sont les valeurs propres réelles de A et V; est un vecteur propre de A

associé¢ a A\j, 1 < j <n.

Cas simple : A est diagonalisable.

11 existe alors une base (Vi,...,V,) de R™ constituée de vecteurs propres de A, de valeurs
propres correspondantes Aq, ..., A,. On obtient donc n solutions linéairement indépendantes

ij(x):e)\jx‘/j) 1 S]gn
La solution générale est alors donnée par

Y(x) = 1M Vi + ...+ eV, a; €R.

Cas de la dimension 2. On suppose n = 2.

On résout le systeme Y’ = AY de la fagon suivante :

42



1. Sila matrice A admet deux valeurs propres rélles distinctes Ay et Ay de vecteurs propres
correspondants V; et Vs, alors A est diagonalisable dans R? et la solution générale de
(4.22) est

Y(z)= a1eMTV) 4+ a0e™Vs, g, a € R.

2. Si la matrice A admet une valeur propre réelle double A et dimker(A — AI) = 2, alors
A est diagonalisable dans R2. Soient V; e Vi deux vecteurs linéairement indépendants
de ker(A — AI). La solution générale de (4.22) est donnée par

Y(z) = a1Vi + a0e™ Vs, ai,as € R.

3. Si la matrice A admet une valeur propre réelle double A et dimker(A — AI) = 1, alors
A n’est pas diagonalisable dans R?. On prend V; € ker(A — \I) (c’est-a-dire, V] est un
vecteur propre correspondant & ) et on prend V5 € ker((A — AI)?) tel que (V1, V5) est
une base de ker((A — AI)?). Alors, la solution générale de (4.22) est

Y(z)= a1e™Vy + ozge)‘x(l +xz(A—A))Va, ar,a0 €R.

4. §i la matrice A admet deux valeurs propres complexes conjuguées A\ = « + i et
A = a—if, A est diagonalisable dans C2. Soit V € C? un vecteur propre correspondant
a A. Alors, la solution générale de (4.22) est

Y (z) = a1Re(eMV) + apIm(e*V), ay, oz € R.

Exemples.

1. On considere le systeme
{ 2'(t) = bx(t)
y'(t) = 3y(t)

Il peut s’écrire sous la forme : Y’ = AY avec

5 0
A=
matrice diagonale.On peut alors résoudre séparément chacune des équations du systeme

et on obtient x(t) = ae® et y(t) = Be3 avec a, 8 € R.

2. On considere le systeme
{ a'(t) = 5a(t) — 3y(t)
y'(t) = 22(t) — 2y(¢)

Les valeurs propres de la matrice A associée au systéme sont les racines de A2 —3\—4 =
0, soit 4 et —1. La matrice A est diagonalisable. Un vecteur propre associé a 4 est (3,1)
et un vecteur propre associé & —1 est (1,2). La solution générale du systeme est

(5) - (1) o5 () (252257

avec «, f € R.
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3. On consideére le systeme
{ a'(t) = 5a(t) — 3y(t)
y'(t) = 5y(t)
On peut résoudre séparément chacune des équations car la matrice A du systeme est
triangulaire. On a y(t) = Be® et x satisfait une équation linéaire non-homogene du
premier ordre : z'(t) = 5z(t) — 38e%. Donc z(t) = e — 38te™, a, B € R.
On peut aussi appliquer les résultats généraux dans le cas d’une matrice non diagonali-
sable (valeur propre A = 5 de multiplicité 2 et sous-espace propre associé de dimension
1).
4. On considere le systeme
{f@Zy@

y'(t) = —=(t)

Les valeurs propres de la matrice A associée au systeéme sont les racines de A2 +1 = 0,
donc A = +i. Un vecteur propre de A associé a i est (1,7). La solution générale est

z(t) | _ il 1 il 1 [ acost+ Bsint
( y(t) ) = aRe <et < i >> +’Blm(et ( i )> N ( —asint 4 [ cost )’
avec «, J € R.

Cas général. On note P le polynome caractéristique de A et on considere ses racines
distinctes dans C : Aq,..., As, d’ordre de multiplicité respectives rq,...,7s.
On obtient une base de 'espace des solutions de (4.22) dans R™ de la facon suivante :

1. Si A est une racine réelle de P de multiplicité r, on lui associe les r solutions :
A x k .
Yi(a) =€) S (A-ADY;, 1< <,

ou (Vi,...,V,) est une base de ker((4 — \I)").

2. Si p, @i est un couple de racines complexes conjuguées de partie imaginaire non nulle
et de multiplicité r, on lui associe 2r solutions :

r—1 L r—1
Yj(x) = Re (e“ Z E(A — uI)kVJ) et Zj(xz)=Im <e” E(A - ,uI)ij> ,
k=0 k=0
1 <j<r ou(V,...,V,) est une base de ker((A — uI)") (sous-espace vectoriel &

valeurs dans C™).

4.4.2 Equations différentielles d’ordre p

Une équation différentielle linéaire d’ordre p, p > 2, peut s’écrire comme un systeme
linéaire du premier ordre dans RP. On considere 1’équation différentielle linéaire d’ordre p
(4.14) :

ap(z)y® + ap_y (2)yPV + -+ ar(@)y + ao(x)y = f(2).
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Supposons ap(x) # 0, pour tout « € J. Alors, on a, pour tout x € J,

@) (4 an-1(7) =D (g) & ... a1 () . ao(z) . f(z)
et Y O T e O @Y T L

On associe a (4.14) le systeme d’ordre 1 dans RP
Y'(z) = A(z)Y + B(z), (4.23)

ou A(z) € Mp(R) et B(x) € RP se répresentent de la facon suivante :

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
Az) = : : : , B(x)= :
0 0 0 e 1 0
_ao(z) _ai(z) _ axz) _an—1(z) f(z)
ap(z) ap(z) ap(z) ap(z) ap()

Y (z
L’application qui & y solution de (4.14) associe Y (z) = . , réalise une bijection de
y" ()

I’ensemble de solutions de (4.14) sur ensemble de solutions de (4.23), la bijection réciproque
yi(z)

, o ya(2) L

étant application Y (z) = ) — y(x) = yi(z). Ces bijections sont linéaires si
Yp()

f(z) = 0 (cas homogene).

Exemple. Résoudre 1’équation d’ordre 3 : 3" — 3" —y/ +y = ¢~ équivaut a résoudre le
systéme d’ordre 1 : Y’ = AY + B(x) avec

4.5 Equilibre et stabilité

On considere le systeme différentiel autonome du premier ordre n équations

(@) = fi(y1(2), ..., yn())
: (4.24)

Yn(@) = fu(y1(2), -, yn(2))

ou, en notation vectorielle, Y'(z) = F(Y (x)).
On appelle état stationnaire du systéme (4.24) toute solution constante de (4.24)

Y(z)=Y°=(yi,...,y;) € R™
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On remarque que Y°¢ € R™ est un état stationnaire du systeme (4.24) si et seulement si

fl(yfv"wyrc;) =0
FY)=0 < :
falyt - yn) =0

On dit qu'un état stationnaire est un équilibre globalement (asymptotiquement) stable
si toute solution Y (z) de (4.24) tend vers Y lorsque x tend vers +oo, c’est-a-dire lorsque
limy, 400 yi(x) = yf pour tout ¢ = 1,...,n, quel que soit la condition initiale (xg, Yp) de la
solution.

Si un état stationnaire Y¢ € R™ de (4.24) n’est pas globalement (asymptotiquement)
stable, alors on appelle ensemble de stabilité de Y¢ I’ensemble des conditions initiales (zg, Yy) €
R+ assurant la convergence vers Y¢ lorsque  — +oo des solutions associées. Si I’ensemble
de stabilité de Y¢ n’est pas vide, alos on dit que 1’équilibre Y est localement (asymptotique-
ment) stable.

On peut observer aussi des cas de systémes ayant un état stationnaire Y€ et dont la
solution générale ne tend pas vers Y lorsque x tend vers +o0o ni s’éloigne de Y¢. On dit alors
que Y€ est un équilibre neutre.

Enfin, si un état stationnaire Y¢ € R™ de (4.24) n’est ni globalement (asymptotiquement)
stable ni localement (asymptotiquement) stable ni neutre, on dit qu’il est un état stationnaire
instable.

Remarque. Si le systéme (4.24) se réduit & une équation y' = f(y), alors les éventuels états
stationnaires sont les zéros de la fonction f. La nature de la stabilité des états stationnaires
dépend alors du signe de f, de la dérivé premicre f’ et éventuellement aussi du signe de la
dérivée seconde f”, dans un voisinage des états stationnaires.

Si le systeme (4.24) est linéaire, ¢’est-a-dire Y/ = AY, alors si A est inversible, il n’y a qu'un
état stationnaire : Y¢ = 0 € R” et la nature de la stabilité dépend uniquement des valeurs
propres de la matrice A. Si A n’est pas inversible, il y a une infinité d’états stationnaires
donnés par le noyau de A.

Supposons n = 2 et A inversible. On note A1 et A les deux valeurs propres de la matrice
A. On a les cas suivants :

1. Si les valeurs propres sont réelles (distinctes ou égales), alors Y°¢ = 0 est globalement
stable si et seulement si A1 et Ao sont négatives; si par contre, A\; ou As est positive
alors Y est instable ou localement stable.

2. Si les valeurs propres A; et A sont complexes et conjuguées, alors Y¢ = 0 est globa-
lement stable si et seulement si Re(A;) = Re(A2) < 0; si Re(A1) = Re(A2) > 0, alors
Y =0 est instable.

3. Si les valeurs propres A; et Ay sont complexes et conjuguées et Re(A1) = Re(A2) =0,
alors Y¢ = 0 est neutre.

Exemple 1 (matrice a valeurs propres réelles et distinctes). On considere le systeme

différentiel
{ 2/ (t) = ax(t) + %y(t)
y'(t) = 3a(t) + ay(t)



ol a € R. Les valeurs propres de la matrice associée a ce systeme sont : \; = o — % et
A2 = a+ 3, les vecteurs propres correspondants étant : v1 = (1, —1) et vo = (1,1). La solution
générale du systeme est alors

—1y +1yt
.’E(t) = ale(aié)t 1 + a2€(a+%)t 1 = Oéle(a 2)14_0426(06 2)1 )
y(t) —1 1 —apel@2)t 4 gelata)t
avec aq, ay €€ R. Le point d’équilibre Y¢ = (0, 0) est globalement (asymptotiquement) stable
si et seulement si A\; < 0 et Ay < 0, c’est-a-dire a < —%. Remarquons que

(30 )= (1) (1)

Alors, si la condition initiale est un vecteur propre associé a Ap :

(2)-4( )=

avec f € R, on a ag = 0 et la solution correspondante est

(30 )=o)

De meéme, si la condition initiale est un vecteur propre associé a As :

(2)4(2) -

avec § € R, on a a1 = 0 et la solution correspondante est

() w(}),

On conclut que si I’on part d’un vecteur propre, la solution reste sur la droite determinée par
la direction du vecteur propre.

Dans le cas a = 1, le systeme est

{ #(1) = a(t) + Sy (1)
La(t) + y(1)

et 1’équilibre Y¢ = (0,0) est instable car les deux valeurs propres sont positives (A = % et
A2 = 3). De plus, () est croissante dans la région  + 3y > 0 et y(t) est croissante dans la
région %l‘ +y>0.

Dans le cas a = 0, le systeme est

{ a'(t) = 5y(t)
1
2

y'(t) = 52(t)
et I’équilibre Y¢ = (0,0) n’est pas globalement stable car la valeur propre Ay est positive
(M = —3 et Ay = 3). Par contre, si la condition initiale (o, yo) se trouve sur la droite y = —z
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déterminée par la direction de v; = (1,—1) (vecteur propre associée a A1), alors la solution

reste sur cette droite et comme A; < 0, elle converge vers (0,0) lorsque ¢ — +o00. Donc,

I'équilibre Y¢ = (0,0) est localement stable et son ensemble de stabilité est {(z, —x) : € R}.

Enfin, z(t) est croissante dans la région y > 0 et y(¢) est croissante dans la région = > 0.
Dans le cas a = —1, le systeme est

{aﬂw:—uw+;ww
y(8) = Ja(t) — ()

et 1’équilibre Y¢ = (0,0) est globalement stable car les deux valeurs propres sont négatives
(A = —% et Ay = —%) De plus, z(t) est croissante dans la région —z + %y >0 et y(t) est
croissante dans la région %x —y>0.

Exemple 2 (matrice a valeurs propres complexes conjuguées). On considere le systeme

différentiel .
{a%wzagw+2ww
y'(t) = —g2(t) + ay(t)
ol a € R. Les valeurs propres de la matrice associée a ce systeme sont : A\; = a — % et

A2 = a+ 3, les vecteurs propres correspondants étant : vy = (1, —i) et va = (1,4). La solution

générale du systeme est alors
() aiRe (elot3)! 1 + aolm [ elota)t 1
y(t) i i
t ot
_ aleat COS 5 + a2eat S1n 5
—sin§ cost )’

avec aq,ag € R. L’équilibre Y¢ = (0,0) est globalement stable si et seulement si « < 0. Par
contre, si @ = 0, la solution générale (z(t),y(t)) se trouve sur le cercle de centre (0,0) et
rayon \/af + a2, car (t)? + y(t)? = a2 + a3, c’est-a-dire I'équilibre Y est neutre. Enfin, si
a > 0, I'équilibre est instable car (z(t),y(t)) se trouve sur le cercle de centre (0,0) et rayon
r(t) = e*\/aZ + a3 et r(t) — +oo lorsque t — +oc.
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