sommeme ahoratoire de

T aenaa Mathématiques

sssms : w ef MOdé|iSOTi0ﬂ

LEMME d'bwy

Topologie
Julia Matos

L3 Mathématiques et L3 Double-licence Mathématiques—Economie

Université Evry Paris Saclay
Année 2024/2025



Table des matiéres

1 Suites 3
1.1 Définition et exemples . . . . . . . . .. 3
1.2 Suites extraites. Théoreme de Bolzano-Weierstrass . . . . . ... ... .. .. 5
1.3 Normes dans RF . . . . . 7
2 Convergence dans un espace métrique 9
2.1 Distance . . . . . . e e e e e e e e e 9
2.2 Convergence d'une suite . . . . . .. ... o 10
3 Ouverts et fermés dans un espace métrique 13
3.1 Définitions . . . . . . . . e e 13
3.2  Union, intersection d’ouverts et de fermés . . . . . . . ... ... ... .... 14
3.3 Adhérence et caractérisation des parties fermées par les suites . . . . . . . . . 15
3.4 SOUS-ESPACES . .« v v v e e e e 17
3.5 Applications continues entre deux espaces métriques . . . . . . . ... .. .. 18
4 Espaces vectoriels normés 21
4.1 Définitions . . . . . . . . L e 21
4.2 Applications linéaires continues . . . . . . . .. ... 21
5 Espaces compacts 24
5.1 Définitions . . . . . . . . . e e 24
5.2 Parties compactes de RF . . . . . ... 25
5.3 Recouvrements finis . . . . . . . . ... .. 26
5.4 Continuité uniforme . . . . . . . . .. .. 27
6 Espaces complets. Théoréme du point fixe 28
6.1 Suites de Cauchy. Espaces métriques complets . . . . . . . . .. ... .. ... 28
6.2 Le théoreme du point fixe . . . . . . .. ... L 32
7 Connexité 35
7.1 Propriétés fondamentales . . . . .. ... ... ... L 35
7.2 Parties connexes de la droite réelle . . . . . . . .. .. ... L. 37
7.3 Connexité par arcs . . . . . . . . ..o e 38
7.4 Composantes COMMEXES . . . . . . v v v v v v vt e et e e e e e e e 39

Ce polycopié est entierement inspiré du polycopié de P. G. Lemarié-Rieusset [2] et du livre

de J.-C. Yoccoz [4].



1 Suites

1.1 Définition et exemples

Définition 1.1 Soient E et I deux ensembles. Une famille d’éléments de E indexée par
l’ensemble I, notée (u;)icr est la donnée pour chaque indice i € I d’un élément u; € E. On
note E' lensemble des familles d’éléments de E indexées par I.
Une suite a valeurs dans E est une famille (up)nen d’éléments de E indexée par
Iensemble N des entiers naturels. On notera EN lensemble des suites ¢ valeurs dans E.
Une famille (up)n>n, d’éléments de E indexée par l’ensemble des entiers naturels plus
grands qu’un entier ng est appelée une suite d’éléments de E définie a partir du rang ng.

Exemples.

1. Soit E = C(R,R) et f,(x) = n?x —n, x € R, pour chaque n € N. Alors, (f,)nen est
une suite d’éléments de F indexée par I’ensemble N.

2. Soit (A;)ier une famille de parties d’'un ensemble X. On définit la réunion U;crA; et
I’intersection N;cr A; par

UieIAZ‘:{JIGX:HiEIt.q.LEGAi} et ﬂieIAi:{:L’EXZVZ'GI, .CUGAl}
3. Une suite a valeurs réelles est appelée suite numérique. Dans ce cas, E =R et [ = N.

Définition 1.2 (Limite d’une suite numérique) Soit (up)nen une suite numérique réelle.

1. On dit que (up)nen converge vers 0 (lorsque n tend vers +00) si
Ve >0, IN=N()eN: Vn>N Ju,|<e,

et on note limy,—, oo up = 0.

2. On dit que (up)nen converge versl € R (lorsque n tend vers +00) si la suite v, = u,—I
converge vers 0, c’est-a-dire

Ve>0, IN=N(E)eN: Vn>N |u,—I|<e,

et on note limy, o up = 1.

On dit que (up)nen est convergente s’il existe | € R tel que u, converge vers I.

Remarque 1.1 Une suite numérique (u,)pen converge vers 0 si et seulement si elle vérifie
la propriété suivante : pour tout € > 0, le nombre d’indices n tels que |u,| > ¢ est fini.

On rappelle la propriété fondamentale de R.

Théoréme 1.1 (Propriété de la borne supérieure) Toute partie A non vide et majorée
de R admet une borne supérieure dans R, notée sup A, définie comme le plus petit des majo-

rants de A :
Yae A, a<§8

S=supA { VM majorant de A, S < M.

Le résultat suivant donne une caractérisation de la borne supérieure d’une partie non vide
et majorée de R.



Proposition 1.1 Soit A une partie non vide et majorée de R et S un majorant de A. On a
S =sup A si et seulement si l'une des deux propriétés (équivalentes) est vérifiée :

1. pour tout € > 0, il existe a € A tel que S —e < a < S,

2. il existe une suite (an)nen de A qui converge vers S.

Remarque 1.2 Une partie de R n’est pas nécessairement majorée ou minorée, car R n’admet
pas plus grand élément, ni plus petit élément. Il est alors commode de rajouter a R deux
ensembles distinctes et n’appartenant pas & R que nous noterons 4+o0o et —oo; on obtient
ainsi la droite achevée R = R U {+o00} U {—o00}. On prolonge & R la relation d’ordre de R
en posant —o0o < x < +oo pour tout z € R. Alors, R est un ensemble totalement ordonné
dont toute partie est bornée supérieurement et inférieurement. De plus, une partie A de R est
majorée dans R si et seulement si supy A € R et dans ce cas, supg A = supg A.

Corollaire 1.1 Soit (up)neny une suite numérique croissante (resp. décroissante). Alors,
(un)nen est convergente si et seulement si (up)nen est majorée (resp. minorée). De plus,
on a dans ce cas limy,_, o0 Uy, = SUP, ey Un (TeSp. limy, s 4 oo Uy = Infpen up ).

Preuve. 1l suffit de démontrer la condition suffisante. Par la propriété de la borne supérieure,
(un)nen admet une borne supérieure | = sup,cy un. D’apres la Proposition 1.1, pour tout
€>0,il existe N e Ntel quel —e < uy <[, doul —e < u, <1 pour tout n > N. Donc,
(Un)nen converge vers [. m

Pour z nombre réel, la partie entiere de x, notée E(z) est le plus grand entier inférieur ou
égal & z. Plus précisement, on a le résultat suivant.

Proposition 1.2 (Partie entiere) Soit x € R. Il existe un unique nombre entier E(x) tel
que E(z) <z < E(x)+1 etx—1< E(z) <z appelé partie entiére de x.

Preuve. Pour x > 0, par la propriété d’Archimede, il existe N € N tel que N > =z.
L’ensemble A = {n € N* : n < z} est donc borné et donc fini. Alors, F(zx) = max A. m

Exemple. La suite (2%)” oy converge vers 0 quand n tend vers +oo.

N

. . . l l
lére démonstration : sie >0 et si N(e) =1+ F < Iir(fz)

), alors pour tout n > N(¢g), on a

In (X 1 1
n>(€):>nln2>ln<>:>2":enln2>:>
€

~ In2 € <&

on

L
27L

gente. Soit limy,_, 4o 2% =[. En passant a la limite lorsque n tend vers 400 dans égalité :

2éme démonstration : la suite ( )n ey est décroissante et minorée (par 0), donc conver-

1 11

ontl — 290’

on obtient [ = %l et donc [ = 0.



Proposition 1.3 Soient (up)nen et (Vn)nen deux suites numériques réelles. Alors
1. Si (up)nen est convergente, elle est bornée.

2. Si (Up)nen et (Un)nen sont convergentes , alors (U + Vp)nen €t (UpUn)nen SONt aussi
convergentes et

lim (u, +v,)= lim u,+ lim v lim w,v, = lim wu, x lm wv,.
n—>+oo( n n) n—4o0o " n—4o0o ™ n—4o0o non n—4o0o " n—4o00 "

3. St (up)nen converge vers 0 et (vp)nen est bornée, alors (u,vp)nen converge vers 0.
Une notion utile est la notion de série numérique.

Définition 1.3 (Somme d’une série numérique convergente) Soit (up)nen une suite
de nombres réels. On appelle série de terme général u,, la suite (Sy)nen de terme général
Sn =Y p_ouk- Les nombres Sy, sont appellés les sommes partielles de la série. Lorsque la
suite (Sp)nen @ une limite (finie ou non), on la note S = 3120 u, et on l'appelle somme
de la série.

St cette limite est finie, la série est dite convergente, autrement elle est dite divergente.

Définition 1.4 La différence entre la somme de la série Y, -oun (lorsqu’elle existe et est
finie) et S, est appelée reste d’ordre n de la série :

—+00 “+oo
R,=5-5,= Zuk, ot S:Zun.
k=n+1 n=0

On se rappelle de certaines propriétés des séries numériques.

Proposition 1.4

1. Soit Y, ~un une série a termes positifs (c’est-a-dire : ¥n € N, u,, > 0). Alors, elle
est convergente si et seulement si (Sy)nen est majorée. Dans ce cas

“+oo
Zun = lim S, =supS,.
n=0

n—-400 neN

Sinon, elle diverge vers +00 et on note :Lrioo Uy, = +00.

2. Soit Y, < un une série absolument convergente (c’est-a-dire : la série a termes positifs
> n>0 [Un| est convergente). Alors la série 3, ~qun est convergente.

1.2 Suites extraites. Théoreme de Bolzano-Weierstrass

Définition 1.5 (Suite extraite) Soient E un ensemble et (u;)icr une famille d’éléments de
E indexée par un ensemble 1. Si J est une partie de I (J C I), la sous-famille (u;);c; de
la famille (u;);er consiste a ne retenir la donnée des u; € E que pour les indices i € J.

Une suite extraite ou sous-suite d’une suite (up)nen @ valeurs dans E est une sous-
famille (up)nea ot A est une partie infinie de N. Ecrivant

A={ng,n1,n9,..., Nk, Nky1," -+ }, avec np <ngy1, Vk€EN,

on voit que A peut s’écrire A = p(N) o Uapplication ¢ : k — ¢(k) = ny est strictement
croissante de N dans N. La suite extraite (ou sous-suite) (up)pca sera notée (un, )ken OU
(uap(n))neN'



Exemple. Soit (uy)neny € RY. On peut extraire de cette suite la sous-suite des termes de
rang pair : (u2,)nen et la sous-suite des termes de rang impair : (u2,41)nenN-

Remarque 1.3 Sip: N — N est strictement croissante alors, pour tout n € N, p(n) > n.

Proposition 1.5 Toute suite extraite d’une suite convergente est convergente et a la méme
limite.

Définition 1.6 (Valeur d’adhérence) Soit (u,)nen € RY. Le nombre | est une valeur

d’adhérence de la suite (uy)nen $’il existe une suite extraite (ugo(n))nGN telle que limy, 4 oo Up(n) =
l.

Exemples.

1. La suite u,, = (—1)" a deux valeurs d’adhérence : 1 et —1.

2. La suite u, = sin(4f) a comme valeurs propres : —1,0, 1.

3. La suite zéro-virgule. On définit une suite (up)pen € RN comme suit : on écrit n en
base 10 et on écrit devant “0,”. Plus précisemment, pour n = 1,...,9, on pose u, = 15 ;
pour n = 10,...,99, on pose u, = 155 ; plus généralement, pour n € [10F=1, 10% — 1],
on pose u, = nl07%, k € N*. Alors ’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite
(un)nen € RN est l'intervalle [15, 1].
Théoréme 1.2 (Bolzano-Weierstrass) Toute suite bornée de nombres réels a au moins
une valeur d’adhérence.

Preuve. Soit (u,)nen une suite numérique réelle bornée. On pose v, = SUpP,>y, Up. La suite
(vn)nen est décroissante et minorée, donc convergente, on note [ sa limite. On construit une
suite extraite (up, )ren telle que |l —up, | < %, pour k > 0. On effectue cette construction par
récurrence sur k € N*. On prend, par exemple, ng = 0 et on suppose définis ny, -+ ,nr_1.
Alors, il existe n > ni_1 tel que |l —v,| < ﬁ et d’apres la définition de v, il existe ng > n tel
que vy — tp, | < 5. Dot |l — up, | < 4. La suite extraite (upy,)ren ainsi construite converge
vers [. |

Remarque 1.4 Soit (uy)nen une suite numérique réelle bornée. Les nombres

lim sup u,, = inf sup u et liminfwu, = sup inf u
P P
n—+o00 neNp>p n—r+00 neNp2n

sont la plus grande valeur d’adhérence et la plus petite valeur d’adhérence de la suite (up,)nen,

respectivement. La suite (uy)nen est convergente si et seulement si lim sup u,, = lim inf w,,.
n—+o0 n—+0o0

Le résultat suivant est une généralisation du théoréeme de Bolzano-Weierstrass en dimen-
sion finie supérieure a 1.

Proposition 1.6 Soit k € N*. Toute suite bornée de RF admet une suite extraite convergente
dans R¥.



Preuve. On raisonne par récurrence sur k > 1.

Dans le cas k£ = 1, il suffit d’appliquer le théoreme de Bolzano-Weierstrass.

Supposons le résultat vrai pour k — 1, avec k > 2. Soit (2, )nen une suite bornée de R* =
RF=1 x R. On écrit z,, = (Tn1, T2, Tnk) = (Yn, Tnk), aVeC Yp = (Tn,1,Tn2, -+, Ty k—1) €
R*~1. Puisque (2, )nen est une suite bornée de R, (1, )nen est une suite bornée de RF~! et
(@ k)nen est une suite réelle bornée.

Par I'hypothese de récurrence, il existe une suite extraite (y4(n))nen et y = (a1,...,ax-1) €
R*¥=1 tels que limy, s 4o Yg(n) = Y. Par le théoreme de Bolzano-Weierstrass, il existe une suite
extraite (xqﬁ(w(n)),k)nEN de (qu(n),k)nEN et ap € R tels que lim, Tp(p(n))k = k- D’ou,
(T(p(n)))nen est une suite extraite de (7, )nen telle que

im o) = M Wowm)s Tow)s) = (ar) = (a1, ar) €RE.

n—-4o0o n—+4o00o

Donc, ($¢(w(n)))neN est une suite extraite de (z,,),en qui converge dans R, O

1.3 Normes dans R”

Dans la suite, K =R ou K = C.

Définition 1.7 Soit E un espace vectoriel sur K. Une norme sur E est une application
N : E — R qui satisfait les propriétés suivantes :

1. Positivité : pour tout x € E, N(x) > 0.

2. Homogénéité : pour tous x € E, A € K, N(\x) = |A\|N(x).

3. Inégalité triangulaire : si x,y € E, alors N(z +y) < N(z)+ N(y).

4. Séparation : six € E, N(x) =0 < x=0.
Une application qui satisfait les propriétés 1., 2. et 3. mais pas forcement 4. est appelé une
semi-norme sur E.

Habituellement une norme est notée par N(z) = ||z|| ou N(x) = |z|.

Il est important de retenir I'inégalité suivante, conséquence immédiate de I'inégalité tri-
angulaire : si || - || est une semi-norme sur E, alors

Vo,y € B, llzll = llylll < [l =yl

Un espace vectoriel normé est la donnée d’un espace vectoriel E et d’une norme || - || sur
E.

Exemple. La norme naturelle sur R est la valeur absolue. Dans toute la suite, en absence

d’indication contraire, ’ensemble R sera toujours muni de cette norme et de la distance qu’elle
définit.
La norme naturelle sur C est le module, si z = a +ib € C, alors |z| = Va? + b.

Exemples de normes dans R”.



1. Soit £ € N*. La norme

H$||1—Z|xl\ z=(x1,...,21) € RF,

est la norme produit formée a partir de la norme usuelle sur R.

2. La relation
lzloo = max fail, @ = (z1,....21) € R,

définie une norme sur R¥.

3. On définit la norme euclidienne canonique dans R¥ par :

]2 =

k
ZW!Q, pour = (z1,...,Tk).
i=1

Définition 1.8 Soient N1 et No deuxr normes sur un espace vectoriel EE. On dit que Ny et
Ny sont équivalentes s’il existe deux constantes o, § > 0 telles que

Ve e E, aNi(z) < Nao(zx) < SNi(x).

Théoreme 1.3 Dans un espace de dimension finie E sur le corps K, toutes les normes sont
équivalentes.

Preuve. Soit B = (ey,...,ex) une base de E (k = dim(FE)). Si x = Zle x;i€;, avec
x1,...,2k € K, on note

k
= ki
=1

L’application Ny ainsi définie sur E est une norme.
Il suffit maintenant de montrer que toute norme sur E est équivalente a celle-ci. Soit Ny
une norme sur £. On a

(Z@q) < Z |z;| N1(ei) < Z ’CL',L| max Nl(e]) No(x )lm]a<x Ni(ey).

Soit A ={xz € E: Ny(z) =1} et § = inf,c 4 N1(z). Par la caractérisation de borne inférieure
(voir Proposition 1.1); il existe (z,,)nen suite d’éléments de E telle que No(z,) = 1 et
limy,—, y oo N1(2,) = 6. On applique k fois le théoreme de Bolzano-Weierstrass pour trouver
¢ : N — N strictement croissante telle que ;) ; — Too; dans K. Alors,

0 = IIAle(x) = Nl((acoql, ... 71'oo,k)) = Nl(a:oo) >0

et Na(zo) = 1. Donc, pour tout z € E,

|

Remarque 1.5 La réciproque du Théoréeme 1.3 est vraie. Mais le résultat est faux en dimen-
sion infinie.



2 Convergence dans un espace métrique

2.1 Distance
Définition 2.1 (Distance) Sur un ensemble E, on appelle distance une application d :
E x E — R qui vérifie les propriétés suivantes :

1. Positivité : pour tous x,y € E, d(x,y) > 0.

2. Symétrie : pour tous x,y € E, d(x,y) = d(y, x).

3. Inégalité triangulaire : pour tous x,y,z € E, d(x,y) < d(x,z) + d(z,y).

4. Séparation : pour tous xz,y € E, d(z,y) =0 <= z =1y

Un espace métrique (E,d) est un ensemble E muni d’une distance d.

Remarque 2.1 Une conséquence directe de I'inégalité triangulaire est 'inégalité suivante :
V$7972€E7 ‘d($7y)_d(xvz)| Sd(ywz)

Exemples.
1. La distance discréte sur E : d(z,y) =0siz =y et d(z,y) =1six #y.
2. La distance usuelle sur K=R ou K=C : d(z,y) = |z — y|, z,y € K.

3. La distance euclidienne sur R* :

On se rappelle de 'inégalité de Cauchy-Schwarz sur R¢ :

V(Qfl,"' ,Z’k),(yl,"' 7yk) ERkv

k k
Z TiYsi| < Z 7 Z y2.
i=1 i=1 ;

L’inégalité triangulaire s’obtient en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz : si z,y, z €

R*, alors
K K
Yo@wi—y)? = Y (@i zi+z—yi)(wi—v)
=1 =1
K k
< 3w — zllws =yl + Y |z — willws — wil
=1 1=1
k k k k
< D@ z)2 | Y (@i —y)? + (i — )25 | D (@i — y)?
i=1 i=1 =1 =1

k

K K
(@i =22+ 4| D (= )2 | | D (@i — wa)?,

=1 =1 =1

et donc d(x,y) < d(x,z) + d(z,y).



4. Sur C([0,1],R), 'ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans R, on peut définir les

distances :
0= [ 1o~ o),
\/ [ 150~ st a
oo(f9) = sup |f(t) —g(t)].
te(0,1]
Proposition 2.1 Soit E un espace vectoriel muni d’une norme ||-||. Alors, d(x,y) = ||z —y||

définit une distance sur E. On dit que d est la distance associée a la norme || - ||.

Définition 2.2 Soit (E,d) un espace métrique et F' une partie de E. Alors d définit une
distance d|p sur F' par d|p(z,y) = d(z,y), pour tous x,y € F'. On dira que l’espace métrique
(F,d|r) (ou simplement F') est une sous-espace de [’espace métrique (E,d).

Proposition 2.2 (Distance produit) Soient (E1,d;) et (E2,d2) deur espaces métriques.
L’application d définie par

d((x1,22), (y1,y2)) = di(21,41) + da(72,92),

est une distance sur Fy x Es, appelée la distance produit. L’espace métrique (Ey X Ea,d)
est appelé espace produit des espaces métriques (E1,dy) et (Fa,d2).

2.2 Convergence d’une suite
La notion de distance permet de définir la limite d’une suite & valeurs d’un espace métrique

(E,d).

Définition 2.3 Soit (E,d) un espace métrique et soit (xy)nen une suite d’éléments de E.
On dit que (zp)nen converge vers une limite x € E si

lim d(z,,z)=0.

n—-+0o00

On note alors limy, 400 Ty, = x. On dit que (Ty)nen est convergente s’il existe x € E tel que
(Tn)nen converge vers x.

Proposition 2.3 La limite d’une suite convergente de EN est unique.

Exemples.

1. Si d est la distance discrete sur F, alors une suite est convergente si et seulement si
elle est constante a partir d’un certain rang.

2. Sur (R¥,d), on d est la distance euclidienne, une suite (x,),en est convergente si et
seulement si, pour tout 1 < i < n, la suite numérique (2, ;)nen est convergente.

10



Définition 2.4 On dit que deux distances sur un méme ensemble E sont topologiquement
équivalentes si elles ont les mémes suites convergentes.

On dit que deux distances dy et da sur E sont métriquement équivalentes (ou équivalentes)
s’il existe a, B > 0 tels que

Vm,y € E7 O[dg(l',y) < dl(‘rvy) < 6d2($,y)

Remarque 2.2 Il est facile de montrer que deux distances équivalentes sont topologiquement
équivalentes.

Exemples.
1. Sur E = R¥, les distances da, d; et doo sont équivalentes (et topologiquement équivalentes).

2. Sur EF = R, les distances usuelle et discrete ne sont pas topologiquement équivalentes.

Proposition 2.4 Soit (E,d) un espace métrique et soit F' une partie de E. Alors, une suite
(Yn)nen € FN est convergente dans le sous-espace métrique (F, dir) si et seulement si elle est
convergente dans (E,d) et que sa limite appartient encore a F'.

Proposition 2.5 Soient (E1,dy),...,(Ek,dy), avec k € N*, k espaces métriques. Une suite
((zL,. .., 2% pen € (B x ... x Ep)Y est convergente pour la distance produit si et seulement

st la suite (x})nen est convergente dans (E;, d;), pour tout 1 < i < k.

Le résultat suivant nous indique que l'on aurait pu faire un autre choix pour la distance
produit :

Proposition 2.6 Si (E1,d1),...,(Eg,dx) sont k espaces métriques (ot k € N*), alors les
distances Dy, Do et Do définies sur le produit E1 X ... X Ey par

Dl((xh .. .,l‘n), (yh .. ayn)) = Zdl(xlvyl)a
=1

n

> diwi, vi)?,

=1

Do((z1,- - sxn), (Y1, -y Yn)) =

Doo((z1, -5 20), (Y15, Yn)) = lfgixndi(iﬁi,yi),

ot x;,y; € FEy, pour tout 1 < i < k, sont équivalentes (et donc aussi topologiquement
équivalentes). Plus précisément : pour tous x,y € Ey X ... X Ej,

Nous généralisons la notion de valeur d’adhérence d’une suite dans un espace métrique

(E, d).

Définition 2.5 Soit E un ensemble et soit (xy)nen une suite d valeurs dans E. Une suite
extraite de la suite (z,)nen est une suite (yYp)nen de la forme y, = x
application strictement croissante de N dans N.

Le point x est une valeur d’adhérence ou un point d’accumulation de la suite (zp)nen 8l
existe une suite extraite (T, (n))nen telle que limp, 400 @

o(n) OU @ est une

p(n) = T

11



Remarque 2.3 Soient (Ei,di),...,(Ek,d;) des espaces métriques et soint (Z;)nen une
suite dans F;, pour tout 1 < i < k. On définit une suite (zy,)nen dans E = E} X ... X Ej, par
Tp = (Tn1,--rTnk), n €N

Si x = (x1,...,x) est une valeur d’adhérence de (x,)nen alors, pour tout 1 < i < k, le
point z; est une valeur d’adhérence de la suite (2, ;)nen dans (Ej, d;). La réciproque n’est pas
vraie.

Contre-exemple. On définit la suite (z,),eny dans R? par :
Ton = ($1,2n7332,2n) = (7%0) et Topt1 = ($1,2n+1,~"32,2n+1) = (0,71)-

I1 est facile de voir que 0 est valeur d’adhérence des deux suites (21 n)nen €t (T2, )neny mais
(0,0) n’est pas valeur d’adhérence de (2, )nen.

Proposition 2.7 Toute suite extraite (Tg(,))nen d’une suite convergente (r,)nenest conver-
gente et a la méme limite que (Tn)neN-

12



3 Ouverts et fermés dans un espace métrique

3.1 Définitions

Définition 3.1 Soit (E,d) un espace métrique et soient x € E et r > 0. La boule ouverte
de centre x et rayon r est ’ensemble

B(z,r)={y € E:d(z,y) <r}.
La boule fermée de centre x et rayon r est [’ensemble
By(z,r)={y € E:d(z,y) <r}.

Exemple. Soit E = [0, 1] muni de la distance usuelle d(z,y) = |z — y|. Pour tout z € E et
tout » > 0, on a
0,z+7r] s z<r<l-z

B(z,r) =Rz —r,o+r[ si r<z<l-r
Je—r1] si 1—z<r<uz
et
[0,z + 7] si z<r<l-z
By(x,r)=qlx—raz+r] si r<z<l—r
[x—r1] si l—xz<r<z

Définition 3.2 Soient (E,d) un espace métrique, (xn)neny € EV et A une partie de E.

1. On dit que (xp)nen € EN est une suite bornée s’il existe x € E et r > 0 tels que
VneN, x,¢€ B(x,r).
2. On dit que A est une partie bornée de E s’il existe x € E et r > 0 tels que
A C B(z,r).

Exemples.
1. Il est évident que toute suite convergente dans (F,d) est une suite bornée.

2. Toute boule ouverte ou fermée d’un espace métrique (F,d) est une partie bornée de
E.

3. L’ensemble A = {(z,y) € R? : 2y = 1} n’est pas borné dans R2.
4. L’ensemble B = {(x,y) € R?: 2% + 2y + y? < 1} est borné dans R?.

Définition 3.3 Soit (E,d) un espace métrique et soit A une partie de E.

1. On dit que x € E est un point intérieur de A si x € A et si A contient une boule de
centre x :
dr>0: B(z,r) C A

On dit que A est un voisinage de x et on note A € V,, si x est un point intérieur de

A.

2. L’ensemble des points intérieures de A est appelé I’ intérieur de A et est noté A ou
int(A). On a l’équivalence :

€A < 3r>0: B(z,r) CA

13



Définition 3.4 Soit A une partie d’un espace métrique (E,d).

1. A est un ouvert de E si A = /Ol, c’est-a-dire
VeeA, 3Jr>0: B(z,r)CA
2. A est un fermé de E si son complémentaire E'\ A est un ouvert de E.

Exemples.

1. Une boule ouverte est une partie ouverte.
Soit A = B(a,r), avec a € E et r > 0. Soit x € B(a,r). On prend 7’ = r — d(a,x) > 0.
Pour tout y € B(z,r’), on a

d(y,a) < d(y,z) +d(z,a) <1’ +d(z,a) =7

alors y € B(a,r). On conclut que B(z,r") C A= B(a,r). Donc, A est un ouvert de E

2. Une boule fermée est une partie fermée.

Soit A = By(a,r), avec a € E et r > 0. On montre que E'\ Bf(a,r) est un ouvert. Soit
x € E\ By(a,r). On prend " = d(a,z) —r > 0. Pour tout y € B(z,r’), on a

d(a,z) < d(a,y) +d(y,x) < d(a,y) + 7'
et alors
d(a,y) > d(a,z) — 1" =r.
Donc, B(z,r") C E\ B¢(a,r). D’ou, E\ Bf(a,r) est un ouvert.

3. La partie vide () et la partie totale E de E sont toujours des parties ouvertes et fermées
de E.

Proposition 3.1 Soient (E,d) un espace métrique, A une partie de E et x € A. Alors, = est
un point intérieur de A si et seulement si pour toute (Tp)pnen € EN telle que limy, 400 Ty = ,
il existe N € N tel que, x, € A sin > N.

En particulier, une partie A non vide est ouverte de E si et seulement si pour toute suite
a valeurs dans F qui converge vers un élément de A est a valeurs dans A a partir d’un certain
rang.

Remarque 3.1 Soient A et B deux parties d’un espace métrique (E,d). Alors,

1. A est un owvert de E. De plus, A est le plus grand ouvert de E contenu dans A.

o

2. int(A) = A.
3. Si AC B alors A C B.

3.2 Union, intersection d’ouverts et de fermés

Soit (F,d) un espace métrique.
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Proposition 3.2

1. Soit (A;)icr une famille de parties ouvertes de E. L’union U A; est une partie ouverte

el
de E.
k
2. Soient Aq,..., Ay des parties ouvertes de E/. L’intersection ﬂ A; est une partie ouverte
i=1
de E.
Preuve.
1. Sixz e U A;, il existe j € I tel que x € A;. Puisque A; est ouverte, il existe r > 0 tel
i€l
que B(x,r) C Aj. Alors, B(z,r) C UAZ"
el
2. Siz e ﬂAi, pour tout i = 1,...,k, il existe r; > 0 tel que B(z,r;) C A;. On pose
i€l
r = minj<;<;r; > 0. Alors, pour tout ¢ =1,...,k,
B(z,r) C B(z,r;) C A;.
D’ou, B(x,r) C ﬂAi. m

iel
Proposition 3.3
1. Soit (A;)icr une famille de parties fermées de E. L’intersection ﬂAi est une partie
el
fermée de E.
k

2. Soient Aq,..., A des parties fermées de E. L’union U A; est une partie fermée de

i=1

E.

Preuve. Conséquence de la proposition précédente, en passant aux complémentaires. O

Remarque 3.2
1. En général, 'intersection d’une famille infinie de parties ouvertes n’est pas ouverte.
Exemple. Soit E = R et 4, =] — 1, +1[ pour tout n > 1. On a ), A, = {0} qui
n’est pas une partie ouverte de R (c’est une partie fermée de R).
2. En général, 'union d’une famille infinie de parties fermées n’est pas fermée.
Exemple. Soit E =R et A, = [, 1], pour tout n > 1. On a |J,,»; A, =]0, 1] qui n’est
une partie fermée de R.

Remarque 3.3 Soit A une partie de E. L’intérieur de A est I'union des parties ouvertes de
FE contenues dans A.
3.3 Adhérence et caractérisation des parties fermées par les suites

Définition 3.5 L’intersection des parties fermées de E contenant A est la plus petite partie
fermée de E contenant A et s’appelle I’adhérence de A dans E. On note A l’adhérence de
A.
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Remarque 3.4 Soient A et B deux parties d’'un espace métrique (E,d). Alors :
1. AC A
2. A=A
3. int(E\ A) = E\ A. Cet ensemble est appelé I'extérieur de A.
4. E\A=F\ A.
5. On appelle frontiére de A, notée JA ou Fr(A), ensemble des points qui ne sont
intérieures ni extérieurs a A. Plus précisemment,

dA=A\A=ANE\A.

Les ensembles A et A sont disjoints.
6. Si AC Balors AC B.w

Exemple. Sur E = Z muni de la distance usuelle d(z,y) = |z — y|, on a

B(0,1) = {0}, B(0,1) ={0}, Bs(0,1)={-1,0,1}.

Attention. Il ne faut pas confondre By(x,r) qui est la boule fermée de centre x et rayon
r > 0 et B(x,r) qui est I'adhérence de la boule ouverte de centre = et rayon r > 0. Par
définition,

B(z,r) C By(z,r)

car B(x,r) C By(x,r), mais on n’a pas forcément I’égalité, comme le montre l'exemple ci-
dessus.

Dans un espace métrique, l’adhérence de la boule ouverte de rayon r n’est pas nécessairement
égale a la boule fermée de rayon r.

Proposition 3.4 Soient (E,d) un espace métrique et A une partie de E. Soit x € E. Les
propriétés suivantes sont équivalentes.

1. x € A
2. Pour tout r > 0, B(z,r) N A # (.

3. Il existe une suite (Tn)nen d’éléments de A, telle que limy, o0 T, = .

Preuve. 3. = 2. Pour tout r > 0, on a z,, € AN B(z,r), pour n assez grand.

2. => 3.Pourn > 1, on prend z, € ANB(z, ). Alors, (zy)nen est une suite d’éléments
de A et lim, 100y =

1. = 2. On montre la contraposée. Si B(z,r) N A= (0, alors ﬁ(x,r) est une partie
ouverte contenue dans F \ A, donc x € int(E\ A) = E\ A, dou = ¢ A.

2. = 1.Siz g A= FE\int(E\ A), il existe r > 0 tel que B(x,r) C E\ A. Donc,
B(z,r)NA=0. -

Corollaire 3.1 Soit A une partie de l’espace métrique E. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

1. A est une partie fermée de E.
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2. A= A.

3. La limite de toute suite (xy)nen d’éléments de A qui converge dans E appartient o A.

Proposition 3.5 Soient A et B deux parties non vides d’un espace métrique (E,d). Alors,

AUB=AUB.
Remarque 3.5 Soient A et B deux parties non vides d’un espace métrique (E,d). Alors,
ANBCANB.
Mais, en général, AN B # AN B. Contre-exemple. Soient E =R, A = Q et B =R\ A. Alors,
A=B=Ret ANB=10.

Définition 3.6 Soit (E,d) un espace métrique et D une partie de E. On dit que D est dense
dans E si D = E.

Exemple. D = Q est dense dans £ = R (muni de la distance usuelle).

3.4 Sous-espaces

Soit (F,d) un espace métrique et F' une partie de E munie de la distance induite dp.

Théoreme 3.1 Soit A une partie de F.

1. A est une partie ouverte de F' si et seulement s’il existe une partie O ouverte dans E
telle que A=ONF.

2. A est une partie fermée de F' si et seulement s’il existe une partie C fermée de E telle
que A=CnNF.

3. Si F est une partie ouverte de F, alors A est ouverte de F si et seulement si elle est
ouverte de E.

4. St F est une partie fermée de E, alors A est fermée de F si et seulement si elle est
fermée de E.

Preuve. 1. Soit A partie ouverte de F. Pour tout x € A, il existe r, > 0 tel que
Bp(xz,ry) = B(z,r:) N F C A.
Alors, O = UzeaB(z,7;) est un ouvert de E et
A=0nNF.

Réciproquement, supposons qu’il existe une partie O ouverte dans F telle que A = ONF.
Soit z € A. Alors, x € B et il existe r > 0 tel que B(z,r) C O. Donc, Bp(z,7) = B(z,r)NF C
ONF = A. On conclut que A est une partie ouverte dans F.

2. Une partie A est fermée dans F si et seulement si F'\ A est ouverte dans F'. D’apres la
question 1, cela équivaut a dire qu’il existe O ouvert dans E telle que (E\ A)NF =F\ A=
ONF, cest-a-dire A= (E\ O)NF, ou E\ O est une partie fermée dans E.
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3. Soit A une partie de F. Alors, A est ouverte dans F' si et seulement s’il existe O ouverte
dans F telle que A = O N F. Si A est ouverte dans F', puisque F' est ouverte dans F, A le
sera aussi (réunion de deux parties ouvertes est une partie ouverte). Réciproquement, si A est
ouverte dans F, puisque A = AN F, on conclut que A est aussi une partie ouverte dans F.

4. Méme raisonnement qu’en 3. O

Exemple. L’ensemble A = {(z,y) € [0,2] x [0,2] : 22 + y? > 1} est une partie ouverte de
[0,2] x [0,2] qui n’est pas ouverte de R?.

3.5 Applications continues entre deux espaces métriques

Définition 3.7 Soient (E,dg) et (F,dr) deux espaces métriques et f : E — F une appli-
cation. Alors, f est continue au point x € F si elle vérifie l'une des propriétés équivalentes
sutvantes :

1.Ve>0, 36§>0: VyekE, dg(r,y <d = dp(f(z),f(y) <e.

2. ¥ (2n)nen € BN, limy s yoo dp(Tn,7) =0 = lim, 400 dp(f(zn), f(z)) = 0.
Remarque 3.6 En conséquence de la proposition 2.5, si (E, dg), (F,dr) et (G, dg) sont trois
espaces métriques, si f : E — F et g : E — G sont deux applications et si x € E, alors

(f, g) est continue en x (comme application de E dans I'espace produit F' x G) si et seulement
si f et g sont continues au point .

Proposition 3.6 Soient (E,dg), (F,dr) et (G,dg) trois espaces métriques et soient f :
E— Fetg: F— G deux applications. Alors, si f est continue au point x de E et g est
continue au point f(x) de F', alors go f est continue au point x.

Définition 3.8 Soient (F,dg) et (F,dr) deuz espaces métriques et f : E — F une appli-
cation. On dit que [ est continue de E dans F (ou continue sur E) si elle est continue en
tout point de E.

Théoréme 3.2 Soient (E,dg), (F,dr) deux espaces métriques et f : E — F'. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

1. f est continue.
2. L’image réciproque par f d’une partie ouverte de F' est une partie ouverte de F.

3. L’image réciproque par f d’une partie fermée de F' est une partie fermée de E.
Preuve. 2. <= 3. Soit B une partie de F'. Alors,
JTUF\B)=E\ [(B)

D’autre part, B est ouverte dans F si et seulement si F'\ B est fermée dans F et f~!(B) est
ouverte dans E si et seulement si E\ f~!(B) est fermée dans E, d’ou I’équivalence.

1 = 2. Soient B une partie ouverte de F et x € f~!(B). Alors, f(x) € B et il existe
r > 0 tel que B(f(x),r) C B. Par la continuité de f, il existe 6 > 0 telle que

VzeE, dg(r,z)<d = dpr(f(x),f(z)) <r.
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Donc, pour tout z € B(x,r), f(2) € B, c’est-a-dire B(z,r) C f~1(B).
2 = 1. Soit x € E et ¢ > 0. On pose B = B(f(x),e) qui est un ouvert de F'. Alors, par
I'hypothese, f~1(B) est un ouvert de E. Il existe § > 0 tel que B(x,8) C f~1(B), c’est-a-dire
Vy € B(x,0), [f(y) € B=B(f(x)e),

ce qui équivaut a dire
dg(z,y) <6 = dp(f(2), f(y)) <e.

Remarque 3.7 L’image par f d’une partie ouverte (respectivement, fermée) dans E n’est
pas nécessairement ouverte (respectivement, fermée) dans F'. Exemple : Soient E = F = R
et f(x) = 11% L’image f(R) = [0, 1] n’est ni ouverte ni fermée dans R.

Exemple. L’ensemble A = {(z,y) € R? : 22 — 2y + y? > 0} est une partie ouverte de R?
car A = f71(]0, +oc[) ot1 f est 'application continue sur R? définie par f(z,y) = 2% — zy +y?
et ]0, +o00[ est un intervalle ouvert de R.

Définition 3.9 Soit k > 0. On dit que f : E — F est k-lipschitzienne si

Va,y e B, dr(f(z), f(y)) < kdp(z,y).

On dit que f est lipschitzienne s’il existe k > 0 telle que f est k-lipschitzienne.
Proposition 3.7 Si f est k-lipschitzienne sur E alors f est continue sur E.

Preuve. Soit x € E. Pour chaque ¢ > 0, il suffit de prendre § = £ dans la définition de
fonction continue en . O

Définition 3.10 (Convergence simple) Soient (E,dg) et (F,dp) deuz espaces métriques
et soit (fn)nen une suite applications de E dans F. On dit que (f,)nen converge simple-
ment ou ponctuellement vers une application f (de E dans F') dans E si

Vee E, lim dp(fu.(x),f(zx))=0.

n—-+00

Définition 3.11 (Convergence uniforme) Soient (E,dg) et (F,dp) deuz espaces métriques
et soit (fn)nen une suite applications de E dans F. On dit que (fn)neny converge uni-
formément vers une application f (de E dans F') sur E si

lim sup dp(fu(z), £(z)) = 0.

n—-+00 z€E

Proposition 3.8 Soient (E,dg) et (F,dr) deux espaces métriques et soit (fn)nen une suite
applications de E dans F' qui converge uniformément vers une application f. Alors, si toutes
les applications f, sont continues en un méme point xg de E, leur limite f est aussi continue
en xg.
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Preuve. Soit € > 0 fixé. Par la convergence uniforme, il existe N € N tel que, pour tout

n>N,
sup dr(fo(2), f(2)) < <.

zelR 3

Puisque fy est continue en zg € E, il existe § > 0 tel que

dp(z,20) <0 = dp(fn(x), fr(20)) <

Wl ™

Alors, si dg(z,x0) < 0, on a

dp(f(z), f(xo)) < dp(f(x), fn (@) +dr(fn(2), fn(20))+dr(fn(20), f(20)) < 3+3+§ €0

Remarque 3.8 La limite pontuelle d’une suite de fonction continues peut ne pas étre conti-
nue.

z". Pour

Contre-exemple. Soit, pour tout n € N*/ f,, : [0,1] — R définie par f,(z) =
et f(1) = 1. La

tout =z € [0,1], fn(x) — f(z) lorsque n — +oo ou f(z) = 0six € [0,1]
fonction f n’est pas continue en x = 1.
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4 Espaces vectoriels normés

4.1 Définitions

Un espace vectoriel F muni d’une norme || - || est appelé 'espace vectoriel normé
(E,| - I)- La définition de norme a été donnée en 1.7.

Proposition 4.1 Soient (E, N) un espace vectoriel normé et F' est sous-espace vectoriel de
E. Alors N\ est une norme sur F', appelée la norme induite.
La distance sur F' associée a la norme induite est la distance induite sur F par la distance

sur E associée a la norme N.

Proposition 4.2 Soient (Ey,| - ||1) et (E2,| - ||2) des espaces normés. L’application N :
FEy x By — R définie par :

N((z1,72)) = [[z1]]1 + [|22]|2

est une norme sur Fy x Es, appelée la norme produit.
La distance d sur E1 X Ey associée a norme produit est bien la distance produit des distances
dy et do, sur Eq et Ey respectivement, ou di(x,y) = ||z — yl|;, pour x,y € FE; eti=1,2.

4.2 Applications linéaires continues

Théoréme 4.1 Soient (E,| - |g), (F,| - ||r) deuz espaces normés et uw : E — F une
application linéaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. u est continue dans E.

2. u est continue en 0.

3. limage par v de la boule unité fermée B¢(0,1) (de E) est une partie bornée de F.
4. u est lipschitzienne.

5. 1l existe C > 0 telle que

VeeE, |u(@)lr<Clzle

Preuve. 1. = 2. 1l est évident.
2. = 3. Si u est continue en 0, il existe § > 0 telle que

e <6 = [u@)]r < L.

Si x € B(0,1), alors

| =

Ollu(z)|r = lu(dz)|r <1 = [lu(z)|r <
3. = 4. Soit C' > 0 telle que
Vo e Bf(0,1), J|u(z)|r < C.

Soient z,y € E tels que  —y # 0. Alors, ——%— € Bf(0,1). Donc,

» Te—ullz
(=

Y

[ = ylle

< Cllz —yllz.
F

[u(z) —u(y)llr = [lu(z —y)r =z - ylle
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D’ou, u est C-lipschitzienne.
4. = 5. Il est évident (car u(0) = 0).
5. = 1. Pour ¢ > 0 fix¢, il suffit de prendre § = &. |

Exemples. Soit E = C([0,1],R) l'espace vectoriel normé des applications continues de
[0,1] dans R, muni de la norme

[flloo = e |f ()]

z€[0,1
On considere la partie F' de E définie par
F={feFE:0<f(0) <1}
L’application u : E — R définie par
u(f) = f(0), fekE,

est linéaire et continue. On en déduit que F = u~1(]0, 1]) est une partie ouverte de E.

Les applications linéaires continues de F; dans Fy forment un sous-espace vectoriel de
l’espace des applications linéaires de E; dans Ey que I'on note £L(E1, E2). L’application || - || :
L(Ey, E2) — R définie par

lull = sup ffu(z)[l2,
lefli=1

définie une norme sur £(E1, E2). De plus, pour tout u € L(E1, Es),

lull = sup flu(@)ls = sup 142
el <1 2 Tl

et u est ||ul|-lipschitzienne, c’est-a-dire

Vo e By, u()llz < [luflllz]l2-

Exemple. Soient E = C([0, 1], R) muni de la norme | - ||oo. On considere les applications
linéaires u,v : £ — R définies par :

1
u(h) = 10), o) = [ sie)ar
0
Alors, u et v sont continues sur F et ||ul| = ||v]| = 1.
Le théoreme précédent peut se généraliser pour les applications multilinéaires.

Théoréme 4.2 Soient (Eq, || - ||1), (Ea,| - ||2) et (E,]| - |]) trois espaces vectoriels normés et
u: By X E5 — F une application bilinéaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. u est continue dans Eq x Ey.

2. u est continue en (0,0) € Ey X Ej.
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3. 1l existe C > 0 telle que

V(21,22) € Bx X Ea,  [u(z1, z2)[| < Cllaa]l1]z2l]2.

Proposition 4.3 Si E est de dimension finie, toute application linéaire u : E — F est
continue.

Preuve. La continuité d’une application linéaire ne change pas si on remplace les normes
par des normes équivalentes. On peut donc supposer £ muni de la norme :

n n
H95||1:Z|$z|a ﬂfzzxiei
i=1 i=1

ou (eq,...,e,) est une base de E' (d’apres le théoréme 1.3, toutes les normes sur un espace
vectoriel de dimension finie sont équivalentes). Alors, pour tout x € F,
F

<Z mlel) Z xiu(e;)
i=1

< Z\%H\u ei)lr < max fu( cillr) ) Il

=1

[u(@)]|F =

F

_ (max uu(ez)nF) Jals.

1<<
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5 Espaces compacts

5.1 Définitions

Définition 5.1 Soit (E,d) un espace métrique et A une partie de E.

— On dit que A est une partie compacte de (E,d) si toute suite (vpn)nen d’éléments
de A admet au moins une valeur d’adérence dans A, c’est-a-dire il existe une suite
extraite (Ty(n))neN de (Tn)nen et T € A tels que limy, 4 oo Ty(n) = T

— On dit que Uespace (E,d) est compact si E est compacte dans (E,d).

— On dit que A est une partie relativement compacte si A est compacte dans E.

Exemples.
1. Si F est un ensemble fini, alors E est un espace compact.
2. Soit £ = {0,1}". Alors (E,d) est compact, o1 d est défini par :

d((xn)nGNv (yn)nGN) = Z 2_n|33n - yn|
n=0

Proposition 5.1 Soit A une partie d’un espace métrique (E,d). Si A est compacte, alors A
est une partie fermée et bornée de E.
Si E est compacte et A est fermé dans E, alors A est compacte.

Preuve. Supposons que A est une partie compacte dans E. Soit (2, )necn une suite d’éléments
de A telle que lim;, 1 oo , = x, ot z € E. Par la compacité de A, (zy,)nen admet une valeur
d’adhérence dans A. Alors, par I'unicité des valeurs d’adhérence pour une suite convergente,
x € A. Donc, A est fermée dans F.

Supposons par contradiction que A est une partie compacte mais non bornée de E. Alors,
il existe a € E et (zy)nen suite dans A telle que

nETOO d(a,z,) = +o0.

Par la compacité de A, il existe (Z4(n))nen suite extraite de (2, )nen et z € A tels que

lim d(x¢(n), J}) =0.

n—-+00

Alors, pour tout n € N,

d(a,z) > d(a, Ty(n)) — d(T(n), T) njoo +00
ce qui est absurde.
Supposons que E est compacte et A est fermée dans E. Soit (zy,),ecn une suite d’éléments
de A. Comme E est compacte, il existe une suite extraite (Zy(n))nen de (zn)nen telle que
limy, s 400 Ty(n) = o € E. La partie A est fermée dans F, alors z € A. D’ot, le résultat. O

Proposition 5.2 Soient (E,dg), (F,dr) des espaces métriques et f : E — F une appli-
cation continue. Si A est une partie compacte de E, alors f(A) est une partie compacte de
F.
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Preuve. Soit (yn)nen une suite d’éléments de f(A). Alors, pour tout n € N, il existe
xn € A tel que f(zy,) = yn. Comme A est compacte, la suite (x,)n,en admet une suite extraite
(Ty(n))nen qui converge vers une limite a € A. Par la continuité de f,

Jm gy = lm f(zpm) = fla) € f(A).
O
Proposition 5.3 Soient (E1,d1), ..., (Eg, di) des espaces métriques compacts. L’espace pro-
duit (E,d), ou E = E1 X...x Ey et d est la distance produit associée aux distances dy, ..., dy,

est compact.

Preuve. Cas k = 2. Soit ((Zn,Yn))nen une suite de Ey x Fy. Puisque E; est compact, il
existe une suite extraite (x¢(n))neN convergente vers x1 € F;. Puisque F» est compact, il existe
une suite extraite (Yo (y(n)))nen convergente vers xo € Fa. Alors, la suite (Zyy(n))s Yp(v(n)) JneN
est convergente vers (z1,x2) dans Ey X Fs.

Cas général. On raisonne par récurrence sur k > 2. O

5.2 Parties compactes de R¥

Proposition 5.4 Les intervalles fermés [a,b] sont des parties compactes de R.
Preuve. 11 suffit d’appliquer le théoreme de Bolzano-Weierstrass.
Théoréme 5.1 Les parties compactes de R¥ sont les parties fermées et bornées.

Preuve. Toutes les normes de R¥ sont équivalentes (théoreme 1.3). On peut supposer R”
muni de la norme || - ||co-

Soit A une partie compacte de (RF,| - ||oo). Alors, A est fermée et bornée (proposition
5.1).

Soit A une partie fermée et bornée de (R*, || - [|o). Soit R > 0 tel que A C B¢(0,R) =
[~ R, R]". L’intervalle [~ R, R] est une partie compacte de R et alors [~ R, R]¥ est une partie
compacte de R¥ (proposition 5.3). Comme A est une partie fermée de [~ R, R]¥, A est compacte
(proposition 5.1). O

Corollaire 5.1 Soient (E,d) un espace métrique compact (non vide) et f : E — R une
fonction continue. Alors, f est bornée et atteint ses bornes.

Preuve. D’apres la proposition 5.2, f(F) est un compact de R. Puisque f(FE) est bornée
et fermée dans R, il existe a,b € E tels que

VeeE, f(a)< f(z)< f(b)
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5.3 Recouvrements finis

Définition 5.2 Soit (E,d) un espace métrique et A une partie de E.

1. Une famille (A;)ier de parties de E est un recouvrement de E si E = ;o1 A;.
Un sous-recouvrement de (A;)ic; est une sous-famille (A;)jcy, avec J C I, telle
que E = U]EJAJ-.

2. Une famille (A;)icr de parties de E est un recouvrement de A si A C |J;c; Ai-

Un sous-recouvrement de (A;)ic; est une sous-famille (Aj)jcy, avec J C I, telle
que A C UjGJ Aj.

Théoréme 5.2 (Lebesgue) Soit (A;)icr un recouvrement par parties ouvertes d’un espace
métrique compact (E,d). Alors, il existe r > 0 tel que, pour tout x € E, il existe i € I tel que
B(x,r) C A;.

Preuve. Par contradiction, il existe une suite (z,)n>1 dans E telle que, pour tout n > 1,
B(xp, %) n’est pas contenue dans A;, pour tout ¢ € I. Par la compacité de F, il existe une
suite extraite (zy(n))nen telle que limy, oo T,y = a € E. Il existe j € I telle que a € A;
et puisque A; est ouverte, il existe ¢ > 0 tel que B(a,e) C A;. Par la définition de limite, il
existe ng € N tel que ¢(ng) > 2 et d(T(ny),a) < 5. Alors, on a

1 €

une contradiction. O

Proposition 5.5 Soient (E,d) un espace métrique compact et r > 0. Alors, il existe un
recouvrement fini de E par des boules ouvertes de rayon r.

Preuve. Cas contraire, il existe (z,,)nen suite de E telle que d(zy,, z,,) > r, pour tous m #
n. Cette suite n’admet pas de valeur d’adhérence ce qui contradit I’hypothese de compacitié
de F. O

Théoréme 5.3 (Borel-Lebesgue) Soit (E,d) un espace métrique et A une partie de E.

1. E est compact si et seulement si tout recouvrement de E par parties ouvertes admet
un sous-recouvrement fini.

2. A est un compact de E si et seulement si tout recouvrement de A par parties ouvertes
admet un sous-recouvrement fini.

Preuve. Supposons que E est compact et que (A;);er est un recouvrement par parties
ouvertes de F. Par la théoréeme 5.2, on peut considérer r > 0 tel que toute boule ouverte de
rayon r soit contenue dans 'une des A;. D’apres la proposition 5.5, il existe z1,...,z € FE
tels que £ = U§:1 B(zj,r). Puisque, pour tout j € {1,...,k}, il existe i; € I tel que
B(zj,7) C A;;, on conclut que

E:

J

A; .
J

k
=1

26



Réciproquement, si (E,d) n’est pas compact, il existe (zy)nen suite dans E sans valeur
d’adhérence. Pour tout z € E, il existe r, > 0 telle que B, = B(z,r,) contient au plus
un nombre fini de valeurs de (zy,)nen. La famille (B,)zep est un recouvrement par parties
ouvertes de F, mais 'union de toute sous-famille finie ne peut contenir qu’un nombre fini de
valeurs de la suite (zp,)nen. m

5.4 Continuité uniforme

Soient (E,dg) et (F,dr) deux espaces métriques et f : E — F une application.

Définition 5.3 On dit que l’application f est uniformément continue sur E si
Ve>0, 30 >0: dg(zr,y) <d = dr(f(z), f(y)) <e.

Une fonction uniformément continue sur F est continue sur £. Une fonction lipschitzienne
est uniformément continue.

Théoréme 5.4 (Heine) Si E est compact et f : E — F est continue, alors f est uni-
formément continue.

Preuve. Soit £ > 0. Par la continuité de f, pour tout z € F, il existe d, > 0 tel que

3

y€B,0,) = [(y) € B(f@),5)

Ona FE = {J,cp B(x,0;) et E compact, alors d’apres le théoreme 5.2, il existe § > 0 tel que
toute boule ouvert de centre § est contenue dans une boule B(x,d,). Siy,z € E et d(y, z) < 6,
il existe zp € E tel que B(y,d) C B(xo, dz,) et donc

A(F (). £(2)) < A (y), S (@0)) +d(f(w0), f(2)) < 5+ 5 = <.
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6 Espaces complets. Théoreme du point fixe

6.1 Suites de Cauchy. Espaces métriques complets

Soit (E,d) un espace métrique.
Définition 6.1 On dit que (z,,)nen € EN est une suite de Cauchy si

lim supd(x z,) =0
n—>+ook€§ ( n—+k n) )

c’est-a-dire
Ve>0, ANeN: Vn>N, VkeN, dxpik,zn) <e,

<~ Ve>0, ANeN: Vn,m >N, d(axm, x,) <e.
Proposition 6.1 Toute suite convergente dans E est une suite de Cauchy.
Preuve. Soit (zp,)nen € EN une suite convergente. Alors, il existe x € E tel que
Ve>0, INeN: Vn>N, dlx,,z)<e.
Par conséquent, pour tous n,m > N, on a
AT, ) < d(Tpm, x) +d(x, 7)) < €+ = 26.

Done, (zy,)nen une suite de Cauchy. o

Proposition 6.2 Toute suite de Cauchy dans E est une suite bornée.

Preuve. Soit (x,)nen une suite de Cauchy dans (E,d). Pour ¢ = 1, il existe N € N* tel
que, pour tous n,m > N et, d(x,, x,) < 1. En particulier, pour tout n > N,

d(zp,on) <1 <= x, € B(xn, 1).
Soit r = max(1, d(zo, zN), ..., d(Xo,xn_1)). Alors, r > 0 et, pour tout n € N,
d(zp,zn) <1 <= z, € Bf(xn,1).

D’ow, (zp)nen est une suite bornée de E. i

Définition 6.2 On dit que l’espace métrique (E,d) est complet si toute suite de Cauchy
dans E est convergente.

Une partie F' de E est compléte si l'espace métrique (F,d) est complet.

Un espace vectoriel normé complet est appelé un espace de Banach.

Proposition 6.3 Une suite de Cauchy qui a une valeur d’adhérence, est convergente.
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Preuve. Soit (z,,)nen une suite de Cauchy et € E une valeur d’adhérence de cette suite.
Alors, il existe (74(,))nen suite extraite telle que limy, 1 d(z4(,), ) = 0. Soit &€ > 0. Alors,
il existe N € N tel que

Vn,m> N, d(zm,,z,) < g et Vn> N, d(x¢(n),x) < g
Donc, sin > N, on a
d(@n, ) < d(@n, Tg(m)) + d(T(n), ) < g + g =,
c’est-a-dire, (z,,)nen converge vers x dans F. O

Exemples.

1. L’ensemble R est complet pour la distance usuelle. On montre que toute suite de
Cauchy de R est bornée et admet donc une valeur d’adhérence (Théoreme de Bonzano-
Weierstrass). On conclut par la proposition 6.3.

L’espace R est un espace de Banach.
2. Un espace muni de la distance discrete est complet.

3. Soit E =|0, +o0c[ muni de la distance d définie par :
1 1

r Yy

L’espace métrique (F,d) n’est pas complet.

d(z,y) = , z,y€E.

Proposition 6.4 Un espace métrique compact est complet.

Preuve. Conséquence de la définition d’un espace compact et de la proposition 6.3. O

Proposition 6.5 Soit E' est un espace vectoriel normé et N1 et Ny deux normes équivalentes
sur E. Alors, (E,Ny) est un espace de Banach si et seulement si (E,Ny) est un espace de
Banach.

Proposition 6.6 Soit F' une partie de E. On a :
1. si F' est compléte alors F est fermée dans E.

2. st E est complet et F' est fermée dans E, alors F' est compléte.

Preuve. 1. Supposons F' compléte. Soit (z,,),en une suite d’éléments de F' qui converge
vers x € E. Alors, (,)nen est une suite de Cauchy et par complétude, converge dans F'. Par
I'unicité de limite, z € F'. Donc, F' est fermée dans F.

2. Supposons que E est complet et F' est fermée dans E. Une suite de Cauchy d’éléments
de F' converge dans E (qui est complet) et donc dans F' (qui est fermée dans E). D’ou, le
résultat. O

Remarque. Soient (E,dg) et (F,dr) deux espaces métriques et f : F — F un homé-
omorphisme. il est possible que E soit complet sans que F' le soit (et vice versa). Par exemple,
I’application

tan:} — R

T
53
est un homéomorphisme. R est complet, mais I = ]—g, g[ qui n’est pas fermé dans R n’est
pas complet (proposition 6.6).
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Proposition 6.7 Soient (E,dg) et (F,dr) deuzr espaces métriques. Alors (E x F,d), ot d
est la distance produit, est complet si et seulement si (E,dg) et (F,dr) sont complets.

Preuve. Une suite ((n, Yn))nen dans E x F est de Cauchy (respectivement, convergente)
si et seulement si (2,)nen est une suite de Cauchy dans E' et (yn)nen est une suite de Cauchy
dans F' (respectivement, convergentes). D’ou, le résultat. m

Exemple. L’espace R*, muni de n’importe quelle norme, est un espace complet.

Proposition 6.8 Un espace vectoriel normé E est complet si et seulement si toute série
normalement convergente y est convergente, c’est-a-dire, si la série numérique ), ~q ||zn|l
est convergente alors ), -,y est convergente dans E.

Preuve. Supposons que E est complet et soit ) - %, une série normalement convergente
de E. Soit S, = Y ";_ T, pour tout n € N. Puisque D, - ||z | est convergente, pour £ > 0
fixé, il existe ng € N tel que, pour tout n > ng, R, = >, < [|Zntm|| < €. Alors, pour tous
n>nget k€N, ona

k k
1Stk = Snll = || Z Tnam| < Z |Znmll <e.
m=1 m=1

La suite (Sy,)nen est de Cauchy dans E et donc converge dans E, c’est-a-dire la série Zn>0 Tn
converge dans FE. B

Réciproquement, supposons que (zp)nen est une suite de Cauchy dans E. Alors, il existe
une suite extraite (r4(,))nen telle que, pour tout n € N,

1
[Zg(nt1) — Zom)ll < o

Par comparaison, la série numérique Y ~¢ [[Zg(n+1) — Tgm)ll converge. Alors, par I'hypothese,
la série D, ~o(Tg(nt1) — To(n)) converge dans E. Puisque,

n

D (@o(hr1) = To(k) = Toma1) = To(0);
k=0

on conclut que (z,)nen admet une valeur d’adhérence. Alors, par la proposition 6.3 la suite
converge dans FE. O

Proposition 6.9 Soient (E,dg) et (F,dp) deux espaces métriques. L’ensemble Cy(E, F') des
fonctions continues bornées de (E,dg) vers (F,dr) est un espace métrique avec la distance
de la convergence uniforme doo définie par

doo(f,9) = sup dr(f(z),g(x)).

Si (F,dp) est complet alors (Cy(E, F),ds) est complet.
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Preuve. Soit (fn)nen une suite de Cauchy dans Cy(E, F'). Pour tout = € E, on a

dF(fn(.%'), fm(.%')) < doo(fnv fm)y

donc (fn(x))nen une suite de Cauchy dans F, et elle converge vers une limite f(x).
Soit € > 0. Il existe NV € N tel que

Vnm = N, de(fa(@), fn(@)) < dool(fos ) < 5

En passant a la limite cette inégalité lorsque m — —+o00, on a, pour tout © € F et n > N,

dr(fule). f(@)) < .

Soit x¢g € E. Pour tout x € E, on a

dr(f(z0), f(x)) < dr(f(x0), fn(20)) + dr(fn(x0), [N (2)) + dr (N (2), f(2))

2e

< g+ dr(fn (o), fN(2)).

L’application fy est bornée, on déduit alors que f est aussi bornée.
L’application fx est continue, alors il existe d > 0 tel que

RS B(xo,é) - dF(f(‘T)’f(mo)) <

Wl ™

D’apres l'inégalité précédente, on a, pour tout x € B(xo,J),

dp(f(zo), f(z)) <e.

Donc, f est continue en zg.
On conclut que f € Cy(E, F) et doo(fn, f) — 0 lorsque n tend vers +oo. m

Exemple. Soit E = C([0, 1], R) 'espace vectoriel normé des applications continues de [0, 1]
dans R muni de la norme uniforme :

1flloe = sup}lf(w)la feE,

z€[0,1

et de la distance associée

doo(f,9) = I1f = glloo = sup [f(x) —g(z)|, f,g€F.

z€]0,1]

On a C([0,1],R) = Cy(]0, 1], R) et I'espace vectoriel normé (R, |- |) est complet. Donc, d’apres
la proposition 6.9, (E, || - ||s) est un espace complet.
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6.2 Le théoréme du point fixe

Définition 6.3 Soit (E,d) un espace métriqgue. On dit qu’une application f : E — E est
strictement contractante s’il existe k €]0, 1] tel que f est k-lipschitzienne, c’est-a-dire

Va,ye B, d(f(x), f(y) < kd(z,y).

Définition 6.4 Soit E un ensemble et f: E — E est application. Un point fixe de f est
un point a € E tel que f(a) = a.

Théoréme 6.1 (Théoréme du point fixe) Soit (E,d) un espace métriqgue complet et f :
E — FE une application strictement contractante. Alors, il existe un et un seul point fixe a
de f dans E.

De plus, si xg € E et si (xn)nen est définie par récurrence par : xni1 = f(xy), pour tout
n >0, alors la suite (zy)nen est convergente et limy,_, oo T, = a.

Preuve. Soit k €]0, 1] tel que f est k-lipschitzienne. Pour tout n > 1, on a

d(l’n, $n+1) = d(f(wnfl)a f(xn)) < kd(xn*h ZL‘n)

Donc,
d(xp, Tnt1) < k"d(xg, 21).
On en déduit que, pour n,p >0 :

p—1 n
d(@Tntp, Tn) < d(zo, 1)k" Zokj < d(zo, x1) T
]:

Donc, (25)nen est une suite de Cauchy. Comme E est complet, il existe a € E tel que
limy, 400 Tp = a. Comme f est continue, on a

fla)= lim f(z,) = lim wni=a,

donc a est un point fixe de f.
Supposons que b € E est un autre point fixe de f. Alors,

d(a,b) = d(f(a), f(b)) < kd(a,b) = (1 —k)d(a,b) <O0.

Puisque 1 — k£ > 0, on a d(a,b) =0 et a = b. O
Remarque. Le théoreme est faux si dans les deux cas suivants :

1. E n’est pas complet.
Contre-exemple. Soit £ =|0,1[ et f : E — E définie par f(z) = §. L’application f
est strictement contractante mais n’admet pas de point fixe.

2. f n’est pas strictement contractante. En particulier, si I’on suppose que

Vz,ye B, x#y, d(f(z),f(y)) <d(z,y).

Contre-exemple. Soit E = R et f = R — R définie par f(z) = v/1 + z2. L’application
f est 1-lipschitzienne mais elle n’a pas de point fixe sur R.
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Le théoreme du point fixe a une grande importance tant théorique que pratique. D’un point
de vue théorique, il faut surtout retenir I’existence et I'unicité du point fixe de ’application
strictement contratante f. D’un point de vue pratique, la convergence de la suite (2, )nen vers
le point fixe a permet de déterminer le point fixe avec un précision arbitraire. On sait que

Donc,

Exemple. Soit E = {z = (Tp)peny : Y7 > 0, 10 < 2, < 11} muni de la distance
uniforme :

doo(x7y):zzsg%|xn/_'yn‘a x ::(xn)nGNv Yy ::(yn)n€N~
n_

L’espace (F,d) est complet. Soit f: E — FE définie par :

flx) =2, avec x = (Tp)neN, 2= (2n)neN €t 2p = \/100 —sinn + Tpiq.

1. On montre d’abord que f est bien définie.
Si z = (zn)nen € E, pour tout n > 0, on a x, € [10, 11]. Alors,

109 < 100 — sinn + z,11 < 112 = 10 < 2, = /100 — sinn + z,11 < 11.

Donc z = (zp)nen € E.

2. L’application f est strictement contractante.
Soient & = (2 )neN, ¥ = (Yn)nen € E. On note

f(x) = 2= (2n)nen et f(y) =w = (Wn)nen.

Pour tout n > 0, on a

|z —wp| = ‘\/IOO—Sinn—i—mnH—\/100—sinn—|—yn+1

< |$n _'yn‘

— V100 —sinn + zp41 + /100 — sinn + yp41
1

< §6|xn/_'yn‘
1

< — .

< 5pdeo(®y)

Pour tous z,y € F/, on a

Lo (@), £ (9)) = 5up 20— wn] < 55dc(,),
n>0

donc f est %O—Iipschitizienne. Par le théoreme du point fixe, f a un unique point fixe a =
(an)nEN-
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11 existe donc une unique suite (ay,)nen & valeurs dans [10, 11] qui vérifie :

Vn >0, an:\/IOO—sinrH—anH <~ Vn >0, an+1:ai—100+sinn.

Remarque. Le théoréme du point fixe reste vrai si I’on remplace I’hypothese : f est
strictement contractante par : il existe k € N* tel que f* est strictement contactante. On
utilise la notation :

fF=fo. .. of.

k fois

Théoréme 6.2 (Théoréme du point fixe avec parametre) Soient (E,dg) et (F,dp) deuz
espaces métriques et f : E x F — E une application continue qui est uniformément stricte-
ment contractante par rapport a la premiére variable : il existe k €]0, 1] tel que

V$ay€E> VZGF, dE(f(x,z),f(y,z))Sk‘dE(x,y)

Si (E,dg) est complet, Uapplication ¢ : F — E définie par ¢(z) = x,, ot z, est l'unique
point fixe de Uapplication x — f(x,z), est continue de (F,dr) dans (E,dg).

Preuve. Par la théoreme du point fixe, 'application ¢ est bien définie. Montrons qu’elle
est continue. Soit zg € F et xy = ¢(zp). Alors, f(zg, z0) = xg. Soit 6 > 0. Par la continuité de
f, F~YB(f(z0,20),6)) est un ouvert de E x F. Alors, il existe r,e > 0 tels que

B(wo,7) X B(z0,€) C f(B(f(x0,20),6)) = [~ (B(wo,6)).

On définit la suite d’applications g, : B(z0,£) — R par récurrence :

Vz e B(z,€), go(z) =20, Ggnt+1(2) = f(gn(2), 2).

On montre, par récurrence sur n > 0, que

dE(gn+1(2), gn(2)) < K"dE(f(20,2),20) < 6K

La suite (gn(2))nen est de Cauchy dans E et (par la complétude de E) converge vers x, = ¢(z).
Pour tout n > 0, on a

4]

dE(gn(Z)sz) = dE(gn(z)ng(z)) < m

En passant a la limite lorsque n tend vers 400, on obtient

0

Vz € B(zo,e), dp(é(z),¢(20)) = dp(zs,x0) < T %
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7 Connexité

7.1 Propriétés fondamentales

Nous étudions ici une catégorie d’espaces métriques d’une nature différente de ceux qui
ont été étudiées jusqu’a présent : la connexité ne se relie pas a des notions de convergence.

Définition 7.1 On dit que (E,d) est un espace métrique connexe si les seules parties de
E qui soient a la fois ouvertes et fermées sont E et ().

On dit qu’une partie A de E est connexe si A, muni de la distance induite par celle de
E, est un espace connexe.

Théoréme 7.1 Soit (E,d) un espace métrique. Alors le propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) E est conneze.
(i1) Toute partition de E en deux ouverts disjoints (E = O1 U Oz et O1 N Oz = () est
triviale, c¢’est-a-dire E = O1 ou E = Os.
(i1i) Toute partition de E en deuz fermés disjoints (E = Fy U Fy et F1 N Fy = ) est
triviale, c’est-a-dire E = Fy ou E = F5.

(1v) Toute partition disjointe owverte de E, c’est-a-dire toute famille (O;)icr d’ouverts de
(E,d) telle que E = U;c1O; et O;NO; =0 si i # j est triviale : il existe ig € I tel que
E = O, (et donc Oj =0 si j #ip).

Preuve. On commence par écrire la négation de chacune des assertions :

—(7) E n’est pas connexe si et seulement s'il existe A partie ouverte et fermée de E telle

que A#Pet A#E.
—(77) 1l existe deux ouverts non vides Op et Oz tels que O1 N Oz =0 et E = O1 U O,.
—(7i1) 1l existe deux fermés non vides Fi et Fy tels que F1 N Fy =0 et E = Fy U Fy.
—(iv) Il existe (O;)ier famille d’ouverts non vides de (E, d) telle que O; N O; =0 sii # j
et E=Ujc1O; et O;N0O; = 0.
11 suffit de montre que —(i) <= —(ii).
—(1) = =(i1) Si A partie ouverte et fermée de E telle que A # () et A # E, on prend
O1=Aet O =F\ A.
—(i1) = (i) Soient O; et Oy eux ouverts non vides de E tels que O1 N Oz = 0 et
E =01 UO;. Alors, Oy = E'\ O est un ouvert et fermé de E tel que Oz # ) et Oy # E.

Remarque 7.1

1. Une partie A de E est connexe si, pour tous ouverts O et Oy de E tels que A C O1UO,
et O1 N0y =0, ona AC Oy oud C Oy (Cest-a-dire, ANOy =0 ou ANO; = 0,
respectivement).

Donc, A n’est pas un connexe de E si et seulement s’il existe des ouverts Oy et Oy de
E tels que

ACO1UOy, ANO1#0, ANOs#0D et ANO1NOy=0.

2. Toute partie réduite a un élément est évidemment connexe. Un espace discret est
connexe si et seulement s’il admet au plus un élément.
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Une propriété fondamentale des espaces connexes est la suivante.

Théoréme 7.2 Soient (E,dg) et (F,dp) deux espaces métriques et f : E — F une appli-

cation continue. Alors, l'image par f de toute partie connexe de E est une partie connexe de
F.

Preuve. Soit A une partie de E. On va montrer que si f(A) n’est pas connexe alors A
n’est pas connexe.

Puisque f(A) n’est pas connexe, il existe des ouverts O; et Oy de F tels que f(A) C O1UOq,
f(ANO # 0, f(LA)N Oz # B et f(A)NO1 N Oy = (. Les ensembles U; = f~1(01)
et Uy = f~1(0y) sont des ouverts de E (image réciproque d’ouverts par une application
continue) tels que A C U1 UUs, ANUy # 0, ANUs # 0 et ANULNUs = (), ce qui prouve que
A n’est pas connexe. O

Proposition 7.1 L’espace métrique (E,d) est connexe si et seulement si les applications
continues f: E — {0,1} sont les constantes.

Preuve. La condition nécessaire est une conséquence du Théoréeme 7.2 vu que f(FE) doit
étre une partie connexe de {0, 1}.

Réciproquement, si F n’est pas connexe, £ = O1 UOs ou O1 et Oy sont deux ouverts non
vides et disjoints. L’application f : E — {0,1} définie par f(z) = 1sixz € Oy et f(z) =0
si x € Og n’est pas constante mais elle est continue (car 'image réciproque de tout ouvert de
{0, 1} est un ensemble ouvert de E). m

Corollaire 7.1 Soit A une partie conneze de (E, d). Alors, son adhérence A est aussi connexe.

Preuve. Soit f : A — {0,1} continue. Puisque A est connexe, d’apres la proposition 7.1,
Jf|a est constante. Par continuité, f est constante sur A. On conclut que A est connexe. O

Corollaire 7.2 Soit A une partie connexe de (E,d). Alors, toute partie B de E telle que
A C B C A est conneze.

Preuve. Utiliser le méme argument que dans le corollaire précédent.

Corollaire 7.3 Soit (E,d) un espace métrique.
1. Soient F', G des parties connezes de E. Si F NG # 0, alors F UG est connexe.

2. Soit (A;)icr une famille de parties connexes de E telle que NicrA; # 0. Alors, Uier A;
est connexe.

3. Soit (Ap)nen une suite de parties connezes de E telle que Ay, N Api1 # 0, pour tout
n. Alors, U,enA, est connexe.

Preuve. 1. Soit f : FUG — {0,1} une application continue. Alors, fir et fio sont

constantes. Puisque F'NG # (), on conclut que f est constante. Par la Proposition 7.1, FUG
est connexe. 0
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Proposition 7.2 (Produit de deux espaces connexes) Soient (E,dg) et (F,dp) deux
espaces métriques non vides. Alors, EXF' est connexe pour la distance produit d si et seulement
si (E,dg) et (F,dp) sont connezes.

Preuve. Condition nécessaire : Supposons E X F' connexe. L’application pg : ExX F — F
est continue et surjective donc, par le théoreme 7.2, E = pg(E X F) est connexe. Méme
raisonnement pour F.

Condition suffisante : Soit f : ExF — {0, 1} une application continue et (xo,y0) € EXF.
Par 'hypothese et la proposition 7.1 : il existe deux constantes «, 5 € R telles que

Vee B, f(r,yo) =a et YycF, f(zo,y) = 5.

Alors, o = 3 et f est constante. 0

7.2 Parties connexes de la droite réelle

Théoréme 7.3 Les parties connexes de R sont les intervalles.

Preuve. 1. Soit A une partie connexe non vide de R. Posons a =inf A€ Ret b=supA €
R. On va montrer que, si a < z < b alors € A et donc A =]a,b[ (si A est un ouvert).

Soit = €]a, b et supposons par contradiction que x ¢ A. Alors, AN]—o0,z[ et AN]z, +0o0]
forment une partition de A de deux ouverts de A non vides et disjoints, ce qui contradit le
fait que A est connexe.

2. Soit I un intervalle non vide de R. I peut s’écrire comme une réunion d’une famille
d’intervalles I; de la forme [z}, y;] dont l'intersection est non vide. D’apres le corollaire 7.3,
il suffit de montrer que tout intervalle compacte [a,b] est connexe.

Supposons par contradiction que [a,b] n’est pas connexe, donc il existe deux fermés (et
aussi bornés, donc compacts) K et K3 non vides et disjoints tels que [a,b] = K; U Ka. Les
ensembles K7 et Ko sont compacts alors il existe a; € Ky et as € Ko tels que

Cl(Kl,Kg) = d(al,ag) > 0,

et alors l'intervalle non vide Jaj, az[ (si a1 < a2) n’appartiendrait pas a Ky U Ky = [a, b], ce
qui est absurde. O

Remarque 7.2 En particulier, R est connexe.
Corollaire 7.4 Les espaces RF et CF sont connezes.

Corollaire 7.5 (Théoréme des valeurs intermédiaires) Soit (E,d) un espace métrique
conneze, f : E — R une application continue et a,b € E. Posons o = f(a) et = f(b).
Alors, pour tout v € [a, ] (si o < ), il existe c € E tel que v = f(c).

Preuve. Par les théorémes 7.2 et 7.3, f(FE) est une partie connexe de R et donc un intervalle.
Puisque a, 8 € f(F), on conclut que [a, 5] C f(E), d’ou le résultat. m
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7.3 Connexité par arcs
Définition 7.2 (Arcs) Soit (E,d) un espace métrique et x,y € E. Un arc ou chemin de x
ay est une application continue v : [0,1] — E telle que v(0) =z et y(1) = y.

Définition 7.3 Un espace métrique (F,d) est connexe par arcs si, pour tous x,y € E, il
existe un arc de x a y.

Proposition 7.3 Un espace métrique (E,d) conneze par arcs est connezxe.

Preuve. Soit x € E. Puisque E est connexe par arcs, pour tout y € E, il existe v, :
[0,1] — E continue telle que v,(0) = z et v,(1) = y. Alors, E = Uyepvy([0,1]) qui est
connexe d’apres le théoreme 7.2 et corollaire 7.3. O

Exemple. Soit E un espace vectoriel normé et C une partie convexe de E, c’est-a-dire :
Ve,ye C, Vtel0,1], tx+ (1—-t)yeC.
Alors, C' est connexe par arcs et aussi connexe.
Lemme 7.1 Soit (E,d) un espace métrique. La relation R définie par :
xRy <= il existe un arc de x ay
est une relation d’équivalence.

Preuve.
Réflexivité : Soit x € E. Alors, xRz car Papplication « : [0,1] — E constante égale a
x est un arc de = a .

Symétrie : Soient z,y € E tels que zRy. Alors, il existe v : [0,1] — E continue telle
que v(0) = z et y(1) = y. Soit 7 : [0,1] — E définie par J(¢) = v(1—t). Alors, ¥ est continue
et v(0) =y et v(1) = . Donc, yRz.

Transitivité : Soient z,y,z € E tels que 2Ry et yRz. Alors, il existe v, : [0,1] — FE
et 2 : [0,1] — E continues telles que v1(0) = x, y1(1) = y, 72(0) = y et y2(1) = 2. Soit
v :[0,1] — E définie par :

7(2t) st 0<t<3
v(t) = . 1
122t —1) si 5<t<1
L’application v est un arc de x a z, donc xRz. O

Lemme 7.2 Soient (E,d) un espace métrique et R une relation d’équivalence sur E. Si
chaque classe d’équivalence de R est ouverte dans E, alors il existe une seule classe (c¢’est-a-
dire, Vx,y € E, on a zRy).

Preuve. Soit C une classe d’équivalence de R. Alors, C' est ouverte et non vide. De plus,
E \ C est I'union des autres classes d’équivalence, donc est aussi ouverte. Comme E est
connexe, on a E\ C = et donc E = C. i
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Théoreme 7.4 Soit E un espace vectoriel normé et O un ouvert connexe de E. Alors, O est
conmeze par arcs.

Preuve. On note R la relation d’équivalence sur E (lemme 7.1) définie par :
rRy <= il existe un arc de = a y.
Soit «x € E et (. la classe d’équivalence de z, c’est-a-dire
Cy ={y € E : zRy}.

Soit yg € C,. Puisque O est ouvert il existe € > 0 tel que B(yo, ) C O et soit 7y : [0,1] — O
continue telle que v9(0) = z et (1) = yo. Pour y € B(yo, ) fixé, soit v : [0,1] — O définie
par
() = { Y(2t) si 0<t<d
Yo+ (2t—1)(y—yo) si §<t<1

L’application v est continue, v(0) = z et y(1) = y, donc y € C,. D’ou, B(yo,e) C C, et Cy
est un ouvert de O.

Les classes d’équivalence sont des ouvertes de E. D’apres le lemme 7.2, O est connexe par
arcs. O

Proposition 7.4 Soit (E,d) un espace métrique.

1. Soient F, G deux parties connexes par arcs de E. Alors, si FNG # (), F UG est
conmexe par arcs.

2. Soit (A;)ier une famille de parties connexes par arcs de E. Alors, si NicrA; # 0,
Uier A; est connexe par arcs.

3. Soit A une partie connexe par arcs de E et f : (E,d) — (E',d") une application
continue vers un autre espace métrique. Alors f(A) est conneze par arcs.

4. Le produit cartésian d’espaces connexes par arcs est comnexe par arcs.

Remarque 7.3 Par contre I’adhérence d’une partie connexe par arcs peut ne pas étre connexe
par arcs.
Exemple. L’ensemble A = {(z,y) € R?>: 0 <z <1, y=sin(1/z)} est connexe par arcs,
mais A n’est pas connexe par arcs.
On a
A={0} x [-1,1]U {(z,sin(1/z)) : 0 <z < 1}.

7.4 Composantes connexes

Définition 7.4 (Connexité locale)

1. Un espace métrique (E,d) est localement connexe si tout x € E a une base de
voisinages connezes : pour tout V € V(x), il existe C € V(x) telle que C CV et C est
conneze.

2. Un espace métrique (E,d) est localement connexe par arcs si tout © € E a une
base de voisinages connexes par arcs.
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Exemples.
1. Une partie ouverte d’un espace vectoriel normé est localement connexe par arcs.

2. R est localement connexe. Les intervalles |z — e,z + ¢[, x € R et ¢ > 0 forment un
systeme de voisinages connexes.

Théoréme 7.5 (Composantes connexes) Soit (E,d) un espace métrique et x € E.

1. Il existe une partie connexe maximale contenant x. Elle est appelée la composante
connexe de x.

2. Les composantes connexes de deux points de E sont soit confondues soit disjointes.

3. Une composante connexe de E est fermée dans E. Si E est localement connexe, elle
est également ouverte.

Remarque 7.4 E est connexe si et seulement si ' a une seule composante connexe.

Remarque 7.5 Un ouvert de R est la réunion au plus dénombrable disjointe d’intervalles
ouverts.

Exemple. A = [1,2]U]3,4]. On note C, la composante connexe de x dans A. Alors,

Ci=[1,2, Cs=[1,2, C:=34[

3
2

NI~

Remarque 7.6 Pour x € F, la composante connexe de x dans F, notée C, est égale a la
réunion de tous les connexes de E contenant x :

Cp = U C

C C FE connexe

zeC
qui est connexe d’apres le corollaire 7.3.

Théoréme 7.6 (Composantes connexes par arcs) Soit (E,d) un espace métrique et x €
E.

1. Il existe une partie connexe par arcs mazrimale contenant x. Elle est appelée la com-
posante connexe par arcs de .

2. Les composantes connexes par arcs de deux points de E sont soit confondues soit
disjointes.

3. Si E est localement connexe par arcs, les composantes connexes par arcs sont ouvertes
et fermées dans E.

Contre-exemple. Soit

E={0} x[-1,1]U{(x,sin(1/z)): 0 <z < 1} = {(x,sin(1/x)) : 0 <z < 1}.

L’ensemble E est connexe dans R? (mais il n’est pas connexe par arcs ni localement connexe
par arcs) et a deux composantes connexes par arcs : {0} x [—1,1] qui est fermée dans E et
{(z,sin(1/x)) : 0 < z < 1} qui est un ouvert dense dans F.
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