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1 Introduction

L’objectif de ce mémoire est d’étudier ’existence globale en temps de la
solution du systéme de Navier-Stokes-Coriolis dans le cas d’'un espace entier
et périodique.

L’histoire des équations du mouvement des fluides a commencé avec L.Euler
et J.d’Alembert lorsqu’ils travaillaient sur les fluides parfaits aprés avec L.Navier
pour un fluide visqueux. Mais depuis quelques années, I’étude des fluides sou-
mis & une rotation rapide connait un grand développement par exemple les
problémes issus de la géophysique.

1.1 Généralités

Les écoulements dans les océans, dans les atmosphéres des planétes géantes,
dans le noyau liquide de la terre, et méme dans les étoiles sont spécifiques
essentiellement par deux aspects :

e La rotation globale & laquelle ils sont soumis, se traduit par la force de
Coriolis

e La stratification du fluide en couches de densité variable, soumis a un
champ de gravité.

Ces deux caractéristiques changent radicalement la dynamique des fluides,
donnant naissance & de nouvelles ondes et de nouveaux équilibres.

1.1.1 Force de Coriolis

Si nous regardons le fluide & partir d’un repére fixé qui n’est pas lié a la
terre, nous allons décrire le mouvement d’un fluide par I’équation de Navier-
Stokes, par contre si on observe le fluide a partir d’un repeére lié a la terre
(qui tourne avec une vitesse angulaire «), on verra que la force de Coriolis
joue un roéle important sur le fluide en mouvement.

Question : Quel est I'effet de la force de Coriolis ?
Si on suppose que la vitesse du fluide est u, alors le temps pris par une
particule de fluide pour parcourir la distance [ est

l

t=—
U

Lorsque le temps est bien inférieur a la période de rotation de la terre, le



fluide sera a peine touché par cette rotation pendant la période t.
Pour que la rotation joue un role principal il faut que :

1
t>—
«

Les fluides satisfaisant la relation ci-dessus sont dits les fluides & grande
échelle.

La force de Coriolis crée une asymétrie entre le mouvement horizontal et
vertical ce qui induit une anisotropie dans le comportement du fluide.

1.1.2 Le nombre de Rossby

C’est un nombre adimentionnel, il est défini par la relation suivante :

u
° 7 24l

Dans ce mémoire, on va prendre le cas particulier des fluides & grande échelle

quand le nombre de Rossby est vraiment petit, dans ce cas on va voir que la

force de Coriolis joue un role majeur parmi les force considérées.

1.1.3 La viscosité

On distingue deux types de viscosité "cinématique" et "dynamique", mais
dans les équations de Navier-Stokes, c’est la viscosité cinématique qui a un
plus grand role car est elle de taille comparable avec le nombre de Rossby.
Dans la réalité, le fluide est turbulent et v n’est pas la viscosité cinématique
c’est plutdt une viscosité turbulente.

1.1.4 La Stratification

C’est la répartition verticale de la température dans les fluides, la plupart
des fluides ont une masse volumique p (densité) qui diminue avec la tempé-
rature et en présence de la gravité, le fluide chaud se retrouve au-dessus du
fluide froid.

En effet, la stratification peut stabiliser les écoulements et par 1a réduire la
turbulence.

1.1.5 Les ondes inertielles

On les appelle aussi oscillations inertielles : ¢’est un type d’ondes méca-
niques qu’on retrouve dans un fluide en rotation. Elles résultent de la ten-
dance de retour a I’état initial des mouvements induits par une force d’inertie.



Les ondes inertielles sont responsables des variations a grandes échelles du
mouvement des fluides, ce qui méne au mélange entre parties de différentes
densités. Ces mélanges se font souvent en régime turbulent pour lequel un
traitement mathématique rigoureux est possible dans la limite d’une rotation
rapide.

1.2 Equations de mouvement de fluide en rotation ra-
pide

Avant d’introduire les équations de Navier-Stokes-Coriolis, rappelons-nous
des équations qui modélisent le mouvement d’un fluide en général.
On considére le mouvement continu d’un fluide homogéne incompressible de
densité p sur la terre dans un repére qui n’est pas lié a la planéte, la propriété
d’incompressible se traduit comme suit :

divu, = V.u, =0 (1)

L’équation de conservation de la masse (équation de continuité) implique
que :

dp
a5 +u,.Vp+p(V.u,) =0 (2)

et puisque le fluide est homogéne, la masse volumique est constante en espace.
Les équations (1) et (2) impliquent que

dp
ot
et donc p = py est constante en temps aussi.
D’aprés 'équation fondamentale de la dynamique (Loi de Newton) pour un
fluide de masse :m = pdV on a :

0

—
Fea:t

av

_>
pd = (3)

. — , 21, . , . . ?
ou : a est 'accélération, dV désigne le volume, p la masse volumique et Fi,;
sont les forces extérieures qui agissent sur le fluide :

e Force de pression :? = (—8]))
(9xj j

e Force volumique (potentiel de gravitation) :? =pVYf

87}' ]
. . X o . o j
e Contrainte visqueuse F = di Tij = (Z —
7T ) 123
7;; est appelé tenseur de contrainte visqueuse
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I'équation (3) peut s’exprimer comme suit :

dug 8p

P = 8 -+ p V[ +div T (4)
ou : J 9
u, désigne la vitesse dans un repére fixe et 7 + u.V est la dérivée
particulaire.
Donc on peut écrire (4) sous la forme :
Ou, dp .
p( T —i—ua.Vua):—a—xj—i-pr—l—dw Tij (5)

On suppose que le fluide est Newtonien, le tenseur de contrainte est une
fonction linéaire du gradient de vitesse :

T = —pl +2pe (6)

avec [ = (51‘1')@' nombre de Kronecker, p désigne la viscosité dynamique du

fluide.
1 [oul  Oul
6_6ij_§(al'j + 8%) (7)

et,
On remplace l'expression de 7 dans I’équation (5)pour tout : =1,2,3 on a :

ou oud . 5 op L) of
g i) _ N 9P ¢ 9 e

op °L 0 ol of

=~ on M2, (a) Za (a) o

En regroupant le gradient des forces volumiques et le gradient de la pression
et en tenant compte du fait que divu, =0 on a pour:=1,2,3 :

Oy i) = _Op

ou
qui est la méme que : p(ﬁ + uy.Vu,) = =Vp + pu Au,.

Lo e L., . % , .
Par la définition de la viscosité cinématique v = — on trouve 1’équation de

Navier-Stokes :




ou,
(NS) { E + uq.Vu, — vAu, = —Vp
divu, =0

Il est plus commode d’observer un fluide dans un repére lié a la planéte
qui tournera d’une vitesse angulaire «(orienté selon l'axe des poles, dirigée
du sud vers le nord et supposée constant). Les évolutions d’un champ de
vecteurs exprimées dans les deux repéres sont liées par I’équation suivante :

du, du
(G )e= 7 TaesAu (8)

u, désigne la vitesse dans un repére absolu fixé.

Avec le changement de repére ot r = OM est un vecteur de position d’une
particule d'un fluide (O est le centre de la terre et M un point considéré).
L’équation (8) donne :

(&oy, = X e n
at e @ e

donc,
Uy =UF+ @ e3 AT

En appliquant (8) pour le champ de vitesse u,, on obtient :

(du“) —du“—i—ae AT
dt ' dt ’
d
:(E(u—i—aeg/\r))+Oé€3/\(u+ae3/\r>
d " (9)
:%_|_a63/\(%)+ae3Au+0zeg/\(Oé63/\7’)
du

= +2aesAu+aesA(aesAr)

Le terme (2« e3 A u) représente 'accélération de Coriolis, tandis que (a ez A
(v eg A 1)) représente 1'accélération centrifuge(c’est la composante qui fuit
le centre de l'accélération du corps) et on peut ’écrire comme un terme
gradient :

1
aesN(aesAr) = V(§|a es Ar[?)

donc, il peut étre regroupé avec le gradient de pression et celui de la gravi-
tation.



Uq
Maintenant, si on remplace 'expression de (E)a obtenue par (9) dans

I’équation de Navier-Stokes et en tenant compte du fait que :

0 ou

E(u(t’ 7)) = a(t, x) + [u(t, z).V]u(t, x)

On aura ’équation suivante du mouvement du fluide dans un repére relatif :
ou+ u.Vu— vAu+2a e3 Au= —Vp
(NS.) S divu=0

U |t:0: Uo

qu’on l'appelle systéme de Navier-Stokes avec "une force de Coriolis”



2 Cadre fonctionnel et outils mathématiques

Avant d’énoncer les résultats d’existence et d’unicité, définissons les es-
paces avec lesquels on va travailler, comme on I’a mentionné dans 'introduc-
tion, la force de Coriolis crée une anisotropie dans le comportement du fluide
donc on aura besoin d’espaces qui prennent en considération cette anisotro-
pie.

La définition de ces espaces nécessite une décomposition dyadique anisotrope
des espaces de Fourier.

L’idée de base consiste a échantillonner les fréquences a ’aide d’un découpage
de leurs espaces en couronnes de taille 2¥ ot k décrit 'ensemble des entiers
naturels.

L’intérét de cette technique réside dans le comportement vis a vis de la dé-
rivation des distributions tempérées dont la Transformée de Fourier est a
support compact. Si le support de u est inclu dans une boule de centre zéro
et de rayon A alors une dérivation coiite au plus A, si le support de u est
inclu dans une couronne de centre zéro et de petit rayon ri A et de grand
rayon m\ noté C(0, 71\, mo\) alors une dérivation cotlite exactement \.

2.1 La théorie de Littlewood-Paley anisotrope

L’outil de base dans les démonstrations sera la théorie de Littlewood-
Paley anisotrope qui consiste a faire un découpage dyadique dans les fré-
quences verticales.

3
On désigne par C' la couronne de centre zéro, de petit rayon 1 et grand
8
rayon 3" On fixe ¥ et ¢ deux fonctions réguliéres a support compact appar-
4
tenant respectivement a D(B(0, 5)) et D(C) telles que :

Vie R\{0}: Y- p(277t) =1 et VEeR: @)+ > o(279t) =1

JEZ 720

Sic:

o |j—7|>2 alors supp(¢;) N supp(p;) =0
® j = 1= supp(y) Nsupp(p(277)) = 0

e C' = B(0, g) +C  alors C' est une couronne et on a :

j—J|>5=2CNn2'C=0



On introduit les définitions des opérateurs de localisation (troncature) sui-
vants :

Définition 1 Pour toute distribution tempérée u on a :

u= Y A'Au

§

V0 Au=F ol

e @ Su= % A
=1
Alu = F~Ho;(277|&u])u(§))  pour jeZ
Al yu = FH(glenl)u(s))
AZU =0 Vy<-=-2
Aju=F Hou(27F&))u(€))  pour keZ
A% u = F~H(|€s])u(€))
Alu=0 VE< -2

Définissons maintenant ’espace de Sobolev anisotrope :

Définition 2 Soient s et s' deux nombres réels et u une distribution tempé-
rée :

lull o = (D 220 R | AT ARy 2, )2
gk>—1

o [ IO ) ) Pdgudes

L'espace H**' est la fermeture de D(R®) par la norme citée au-dessus et ¢’est
un Hilbert si et seulement si s < 1

Définition 3 L’espace de Lebesque anisotrope noté par Ly (L1) désigne l’es-
pace LP(Ry,, L1(R,)) qui est muni de la norme :

p

1
E p
1 llupay = ||||f||m<Rv>||m<Rh>:</ ( |f<xh,x3>wx3) da:h>
R, \JR,

Définition 4 L’espace de Sobolev homogéne qu’on note par Hs est défini par
la norme suivante :

lullgs := I1-PIEO2 - avee u € S'(R?)



Lemme 1 :Inégalité de Bernstein anisotrope

Soit u une fonction avec supp(F,u) C R x 28C, F, est la Transformée de
Fourier verticale et C est la couronne dyadique.

Soient p>1 et q> ¢ > 1 des nombres réels :

o |[ullgre < c2F )HuH , d est la dimension de ’espace.

74079
o [l0°ullpzyy < C2Mull 1y

Lemme 2 : Inégalité de convolution de Young

1 1 1 1 1 1
Soient p,p',p",q,¢,¢" > 1 si:—=—+— e —=—+—alorsona:
p p D q q q
lws ol gy < lull g gy 10l 0

Lemme 3 :Inégalité de Cauchy Schwartz

1 1 1 1 1 1
Soient p,p',p",q,¢,¢" > 1 si:—=—+— e —=—+— alorsona:
p p D q 7 q

Hu/UHLz(LZ) < HuHLgl(Lg')HUHLI;N(L;I}”)
Lemme 4 :Gronwall

Soit K > 0 et soient g, h deux fonctions continues sur un segment |a,b] a
valeurs positives et vérifiant linégalité :

vtelab), h(t) §K+/tg(s)h(s) ds

alors, Vt € [a,b], h(t) <K exp(/o g(s) ds)

Lemme 5 :Inégalité de Hardy Littlewood-Sobolev

1 X 1
Sotentn € NJO< A <n,p>1etr>1reliés par — + — + — =2
p n T

alors il existe une constante C et un triplet (n,p, \) telle que :

Vfe IP(R") etVh € L'(R™) on a :

| / / F@)le — g h()de dyl < O, p Nl Bl

10



3 Equations de Navier-Stokes isotrope :

L’écoulement d'un fluide homogéne, visqueux et incompressible est géré
par les équations de Navier-Stokes :
u+u.Vu—vAu = —Vp
(NS){ divu=0

U |t=0= uo
392

ot A =3 5 et estla viscosité.
i=0 07;

Lorsqu’on analyse les équations de Navier-Stokes, on remarque deux phé-
nomenes qui interviennent :

Le transport qui est représenté par le champ de vitesse u au point z € R?
et t € RT et la diffusion vA qui tend a régulariser la solution. Parallélement
a ces deux phénomeénes, le gradient de pression Vp a pour role la création
d’une recirculation afin de conserver la condition de divergence nulle sur «

81u1 + 82U2 + 83U3 =0.

3.1 Calcul de la pression :

Appliquons l'opérateur de divergence a (NS) et en utilisant le fait que u
est de divergence nulle on a :

div (u.Vu) = —Ap
et donc : —Vp = > V3,0;A  (uu;) ou VI;0,A™! est un opérateur non-
2
local( pseudo-différentiel)
3.2 égalité d’énergie :

Soit u une solution réguliere de (NS), faisant le produit scalaire dans
L?(R3) :

(Qyu,u) 2z + (u.Vu,u)pz — v(Au,u) 2 = —(Vp, u) 2

1d
= golul + v VulRs + 0.V, w5z = ~(Tp,0);

En utilisant les deux annulations de J.Leray pour le terme de pression et le
terme (u.Vu,u)r2 on a :

11



—(Vp, U)Lz = (p, div U>L2 :10
et (u.Vu,u)p2 =3 /uj(ﬁjuk)uk dr = 5 Z/uj8j|u|2dx
j

1,]

ce qui, aprés une intégration par partie donne :

1
(u.Vu,u)2 = —3 /div ulu|*dr = 0

et on obtient finalement,

1d
S Sl + v Fuly, = 0
Intégrant en temps :

t
W2 03 Jullf +20 [ [Vu(@)]Ea = JulO)]:
0

Nous déduisons que 'application ¢ — ||u(t)||z2 est décroissante.

3.3 Solution faible :

On dit qu'un champ de vecteurs u dans 'espace L°([0, T, L?(R?)) est une
solution faible de (N S) associée a la distribution donnée initiale ug , si pour
tout champ de vecteur ¢ dans C*([0,T],R?) a support compact en espace

de divergence nulle on a :

/Oo/ uw(—0pp — vAP) — uju;0;¢ dx dt = / uo(2)9(0, z) dx
0 R3 R3

3.4 Existence globale de la solution :

Théoréme 1 Soit ug un champ de vecteur de divergence nulle dans L*(R?)
alors il existe au moins une solution faible de (NS) pour tout temps T > 0.

Preuve 1 On a quatre étapes de démonstration :

® Résolution globale d’un systéme approché :

Soit J, un opérateur de troncature de fréquence qu’on momme aussi

opérateur de réqularisation :
u(§) si g <n

VneN: Jyu=F lige,t) =
net s 2 ) {o si 16>

Cet opérateur est en effet régularisant puisque [’égalité de Plancherel

permet d’écrire facilement,

12



30 > 0, ¥n € N [t ey < C(n)|ull2

D’autre part, on a par le théoreme de Lebesgue pour tout u € HS(]R3) :

Qi [[Juw =l s sy = 0

On définit le systeme approché comme suit :
Oy, + Jndiv (S @ Jpuy) — VAT U, = —0;0;0k Jn (Jpul, Jyud))

(NS, divu,=0
Up |t:0: JnuO

qui est en fait une équation différentielle ordinaire dans l’espace L*(R?)

e Globalisation T = +o0 :

Oty + Jndiv (Jpun, ® Jouy) — vAJu, = =V Japy, (10)

Joty, vérifie (10) = wu, = Jyu, (par unicité en Conditions limites)

= u, € CY([0, T;;), C=(RY))
Vu, € L2(R3) avec L[A(R3) = {ue L*(R?),J,u=u}on a :

/ 8tun.undt+/ Jn(un.Vun).undx—l// Au, up,dr = — Vo, updx
R3 R3 R3

R3

On remarque que :

1d
1. Oupty, dt = =—||u,
- tUnU th“U ||L2(R3)

2. —/ Von u, doe = —/ Pn- divu, de =0, puisque divu, = 0
R3 R3
3.

/ In(Un.-Vuy,).u, de :/ (Up.Vuy). Jyu, dx :/ (up.Vuy,).u, dr
R3 R

R

3 3
= Z/ w Oy uFul do = Z/ ul 0, (uk)? dx
7,] R3 2 zg R3

1 - 1
=Y O, ul(u’)* = ——/ divju|* dz = 0

donc,

13



1d
g OZz sy + VI Vn (175 @) =

24
t
= (Ol @) + 2V/0 IVen ()72 sy dt” = Iun(0)]172 o)
= [ Jauoll < lluollZz sy
= [[un(t >||L2 ®3) = ||u0||L2 ®y VEE[0TN] =T, =400

® Borne uniforme sur les solutions :
uy, est bornée dans L (R, , L*(R?))

Vu, est bornée dans L* (R, x RY)

e Compacité et passage a la limite (construction de la solution faible) :
u,(t, ) suite bornée dans L®(R ., L*(R?)) et Vu, suite bornée dans L*([0,T], H*(R?))

On va localiser notre espace pour qu’on puisse extraire une sous suite
convergente :

Soit x € C°(R?) -
un(t, x)x(z) suite bornée dans L®(R, L*(R?)) N L*([0, T], H'(R?))

On a besoin des lemmes suivants :
Lemme 6 : L'(R3) — H—27(R3).
Lemme 7 : By, est bornée dans L2([0,T], H=2"(R3)).

Preuve 7 :
Soit l'équation de (NS,) :

o, = vAu,, — u,Vu,, — V1,
u,(t,x) est bornée dans L*([0,T], H'(R?))
Auy(t, ) est bornée dans L*([0,T], H-'(R®))
U (t,2).Vun(t,z)  est bornée dans L*([0,T], H21(IR3))
= u,Vu, est bornée dans L*([0,T), H 2~"(R3))

En appliquant l'opérateur de divergence sur l’équation on aura :

—Am, = div (u,.Vu,) = -V, = —(=A"'Vdiv(u,.Vu,))

14



ot (—ATIV) est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre zéro borné
[AD)ul| 2y < lull 2 es)
et (u,.Vuy,) est bornée dans L2([0,T], H27"(R?))

Cela déduit que :

o, = vAu, — u,Vu, — Vm, est dans L2([O, T], H‘%‘”(R:”))
= (Byun) bornée dans L2([0,T), H=2"(R3))

Lemme 8 :
1. up(t,z) est équi-uniformément continue dans L®([0,T], H=2~"(R3))

2. un(t,x)x(z) est équi-uniformement continue dans L= ([0, T], H=2")

Preuve 8 :

t
lun(®) — wn(®)l] 30 = | / Orun(r) dr| g / [0-un(r) ]y
t/
5 t
g(/ | 0run (7 dTH2 ) (/10[7) < Muol| 2es.Jt — t']7 < e
t/

<M||U0||L2(R3)

S . _3_
= u, est équi-uniformement continue dans H 27"

un(t,2)x(x) est une fonction de C([0,T], H—2~"(R?))

sachant que :

H=2" <% H=2721 queci injection compact (Théoréme de Rellich).
un(t,2)x(2) est équi-uniformément continue dans C([0,T], H2~21(R3))
et le théoreme d’Arzela-Ascoli implique que :

Ju,,, tel que : xun;, — xv dans C([0,T7, H=271(R3))

Un, bornée dans C([O T), L*(R?))

= Xun, — xv dans C([0,T], H7(R*)) ou o € (0, —g —2n)

Xtn, bornée dans L* ([0, T] Hl(R ))

Xtn, = xv dans C([0,T], H°(R?)) = xu,, = xv dans L*([0,T], L*(R?))

et donc finalement :
X(Un,; ® ty,) = xv ® xv dans L'([0,T] x R?) — D’

Proposition 1 u(t,z) € L®°(R,, L*(R?) N L*(Ry, HY(R?)) wvérifie I’équa-
tion suivante :

15



O+ div(u®@u) — vAu = —Vp dans D'(R; x R?)

Preuve 1 :

En effet, Vo € C°(R, x R3) :

/0 /R u(t, z)(— 8t¢—uA¢)dxdt—/ /Rguééuwdwdt
/OOO/Rsp divgpdrdt =0 puisque (div ¢ = 0)

On sait que :

Oy, + div J,(uy @ uy) — vAu, = -V,

:>V¢GCSO(R+ XR?)) :

/ / un(t, ) (=0 — vAQ) dx dt —/ / (Uy, @ up)V Jpp dx dt = 0
Jo Jms 0o Jms |

~~ N~

I Ip)

Puisque u, — u alors :
12, (R xR3)

/OO/ ult, 2)(—p — vAS) dx dt

0
I, = //un®unv¢dmdt—l—/ / Uy @ up)V (I — J)gbda:dt
R3 R3

v

/ / w)Vo dx dt
L%oc R+ XR3) R3

et par le théoreme de Plancherel : |[(I — Jn)V¢||2L2(R3) —0
L2

Iy

comme u, ® u, est bornée dans L? = I, — 0

donc,

loc

Jn(Uy @ up) — u®u
Lioc

3.5 L’inégalité d’énergie :

Pour montrer que u est une solution, il suffit qu’elle vérifie I'inégalité
d’énergie :
on sait que pour tout ¢ > 0 on a :

[u(@)l] 2 sy < T an flun(@)]] 22 es)

et de méme :

t t
1T ey @t <l inf [ 1900 ey
0
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4 Equations de Navier-Stokes anisotropes

Soit le systéme de Navier Stokes suivant avec une viscosité anisotrope(elle
dépend de la direction) :
O+ u.Vu — vpApu — v,05u = —Vp
(NS,) R divu=0

U ’t:OZ Ug

ou Ah = (951 +82

-, » Vn est la viscosité horizontale et v, désigne la viscosité verticale.

Ce systéme a été étudié pour la premiére fois par J.Leray dans le cas ou
v, et v, sont strictement positives et la donnée initiale ug € L*(R3) il a
prouvé que le systéme (NS,) admet une solution faible globale(théoréme
cité dans la partie 3), ensuite H.Fujita et T.Kato ont prouvé que si la don-
née initiale ug € H2(RR3) (espace de sobolev homogene) alors il existe une
solution locale en temps, par ailleurs, si ||ug||;2rs) est suffisamment petite
en respectant le minimum de (v, v,) alors (N.S,) est globalement bien posé.

Dans le cas ou la viscosité verticale est nulle ou bien elle converge vers zéro,
le résultat a été prouvé par J.Y.Chemin et al, ils ont démontré ’existence
locale en temps de la solution lorsque la donnée initiale est dans l’espace
anisotrope H%277(IR3).
En effet, on note que l'espace homogene H é(R?’) est bien adapté au sys-
téme (NS,) dans le sens de invariance d’échelle qu'on définit comme
suit :
Si u est une solution de 'équation (NS,) avec la donnée initiale ug alors :
ux(t, z) = Mu(N%t, Az) est aussi une solution de I’équation avec :

o = Auo(Az) et [[uonll 44 o) = lluoll 43 s,

Cette approche a été introduite par Fujita et Kato

4.1 Enoncé du résultat

Ces résultats sont mentionnés dans Darticle de J.Y.Chemin et al

. , 1
Théoréme 2 (Existence) Soient sy > 5 un nombre réel, ug € H**, alors

il existe un temps positif et une solution u de (N'S,) définie sur [0,T] x R?
telle que :

u e L®([0,T], H**(R3)) N L*([0, T], H*(R?))

17



De plus, s’il existe une constante C telle que ||ug|| go.somsy < Cv alors on
peut choisir T = 400

1 3
Théoréme 3 (Unicité) Soient sg > 2 s> 3 deuzx nombres réels et soit ug une

donnée initiale dans H*(R?) , alors il existe au plus une solution u de (NS,)
dans l’espace :

L®(RY, HO*(R?)) N LA(R*, H(R?))

On note par T* le temps mazximal d’existence, si T est fini alors :

T T
it [ Tl = o

Avant de commencer la démonstration des deux théorémes, rappelons-nous
qu’on n’est plus dans des espaces de Sobolev isotrope cela veut dire que la
régle du produit suivante n’est plus convenable :
d
Vst <58+t >0 vl g o) < Coellullgesy ol o)

on doit alors introduire le lemme suivant :

1
Lemme 9 Soiento < 1,0’ < 1,59 > 5750 > s des nombres réels tels que

o+0 >0ets+ sy >0, soient u,v deux distributions tempérées alors :

3 C tel que [[uv] gosor-15®sy < C(||ull goso

[0l ere & el zros 0] ror.c0)

Preuve 9 :
L’outil de base de la démonstration est la théorie de Littlewood-Paley aniso-
trope :

uv =T + T'u + R"(u,v)

avec
h, 9~ chy AB h ) huAh
Tiv = ;Sj uAjv et R'(u,v) =30 > Ajulj v

J 1e{0,£1}
uv = Z S]h_lu.A?v + Z S]h_lv.A?u + Z A?U.A?_HQ}
j j

ie{oj,il}
Appliquant le para-produit de Bony dans la direction verticale, on aura neuf
termes a estimer ici, on va prendre les trois premiers et les autres seront
estimés par un calcul semblable.

18



e | Z;Sg_lsﬁluﬁﬁﬁ?v\lm > 195195y ull e e -1 AR Aol 22 (22
J D>

et pm’sque on sait que :
Vsg > 5 CH5 < [0 et Vs >s: H® < HY alors
h h Bernstein i(1—o) i’
<Y IS ull e gy AVl 2y < 2 lull oo 27 0| o
J
< 2977 Vg u o 2797 o] o

avec ¢; €7 et Y ¢ <1
j€t

. HZS 1 AT ARST ull 2 <EH5 1 AT ge (1) | AF- ST

#(L3)
< Z ||Ahv||L°° HJ0)Y || 1u||L2(H5)
Be'rnstem ,
< 27k lelvlleo-HUI|Hoas
v h Bernstein l v
ze{djil}
<23 Z |ARST yull 2. HAHZA’ZUHB
Z 17 yull 2z 2(12)

Bernstem ;1
¢; 279 =Dl goso o] oo

et on a la preuve du lemme.

4.2 Estimation d’énergie anisotrope

On va beaucoup utiliser le lemme suivant pour démontrer 1'existence et
I'unicité de la solution du systéeme (N.S,) :

1
Lemme 10 Vsq > 3 et s > so il existe une constante C' telle que pour

n’importe quel champ de vecteur w et v de divergence nulle on a :

| (AR (. V), Ajw) gz |< Cd27 o]l g (lull 3,0 VRV o + [ful]
+thuHHO’SO

’VhUHHO’So

H%s|

Vil Ol ge0)
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Preuve 10 :
Définissons A} (u.Vv) comme étant la somme de deux termes qui vont étre
estimés par deur manieres différentes :

AL (u.Vv) = AV (up. Vo) + A} (uz05v)

Commencgons par le premier terme : on va utiliser un calcul similaire a celui
qui conduisait au lemme (9) .

2
1A} (un- Vo) y = D IART 0) + AT, O0) + Af(R(u, 0))]|

1 1
L2(Ry,H™ 2 (R2 L2(Ry,H ™ 2 (R2))

=1

S Z HSz'uhHLoo(Rv,H%(Rz))‘HAZ/VFLUHLQ(RH,LQ(RQ))
k/

+ Z HS]S/VhUHLOO(Rv’H%(RQ))-HAZ/UhHLQ(Rv,LQ(RQ))

k/
+ Z HAz/UhHLoo(RmH%(Rg))'HA%/VWHLQ(RU,LQ(RQ»
|k—k'|<No

utilisons le fait que :

HAZUHLQ(RU,LQ(RQ)) S Ck27ks||u||H0,s(R3)
et

1
Vs > 500 e R ,3C tel que : ||u|l oo(r,,mo®2)) < C || goso

on aura :
<O 2 ulunll g IV 0 + O 32 [T gl
k/ k./

+ > 27 flunl g eI VA0 10
k./

< CQ_kS Z 2_8(k’+k’)ck/ ||uh||H%,sg'||vh,U”H0*5 + CQ_kSék”Vh'UHH%,SO -||uh||H0v5
k/

Ck

+ C277 & |Juy| NV rv|| goss

1
H2%0

= |(A}(un-Viv), ARo)[L < 6272 o] ..

Ull 3o IV R0l 0 [ zros [V 0]

1 1 )
H2:50 H2:50

Pour le deuxieme terme, on va ausst l’écrire comme une somme :
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AZ(Ugag'U) = u383A};v + [Az, U3]83U
ot [A},us|0sv est le commutateur.
Af(uz0sv) = A} + By avec :

Az — Az Z S£/+2<83U)Az/u3 5 B;,: - Az Z SZ/_1U383(AZ/U3)

k'>k—No |k —k|<No

il est clair que :

(A%, v)r2me)| < Cen2™ |0

bl ARl 2w,

avec inégalité de Bernstein et la loi du produit on a que :

k
1A gy S C2F 30 Sisasvl g, o, I sl e
k'>k—No

<028 Y oMl g I ARus| ey
k'>k—No
< c2 > 2l gl ARus | e
k'>k—No
u est de divergence nulle : Oguz = —divy, up,
Bernstein

||AZU3||L2(R3) < c2 ¥ ||Az/33U3||L2(R3) < 2K ||Az/divhuh||L2(R3)
Donc Vs > % :

< 023 Yy K202 o]y 27 Vi oy

v
HAkHLQ(Rv,H_%) —
< (28 > zk’<1—s>2—k’<1—so>ck,||vhu|yHo,sO.HUHH%,S
kl
< C27MH 0D |Vl goso ]l g

Maintenant estimons le terme B} :

(By,v) 2 = (Sfusdsv,v) 2 + R(u,v)
avec  R(a,b) = > ([A}, Sp_qug]0sALv, AVv) 2+ > ((Sp—5Sp_)usdsAbv, AYv) 2

|k—k'|<No |k—K/|<No

1
(S,Zu38307 Azﬂ))[; IiP —§(S£(83U3)U, AZ/U)LQ
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u est de divergence nulle :

63’&3 = —dz’vhuh
= (By, ALv) 2 = (vSp(divpuy), ALv) 2 + R(a, b)

Le terme (vSy(divpup), ALv) 2 va étre estimé exactement comme Af(up,.Vpv)
Pour estimer ([A}, S} _jusl0sAyv, Ajv)2 on a :
Vi ([AR Sk _yus]f)(@h, w0) =
2k /3 R(2y3) (Sr_yus(n, w3) — Sp_yus(ws, an — ys))-f(@n, 20 — ys) dys
R

Appliquons la formule de Taylor :

([A7, Szfl_1u3]f)($h, T3) =
—Qk/ / 28y, (25ys) (253 ) (Spr_10suz) (Th, w3+t (23—y3))- f (Th, T3—y3)dysdt
RS

= —-2" / / 2Fy3) (Sp_10sus)(zh, x3 + t(xs — y3)).f(xh, v3 — y3) dys dt
R3

= 2’“/ /3 B (28ys) (Sp_ div up)(zn, 23 + t(xs — y3)).f(zh, w3 — ys3) dys dt
0o Jr
et par la loi du produit de Sobolev :

1A S5y oy S C2 M ISP 2201 g

Donc on a :

([AZ,S}?/ 1U3]83A /U Ak/U)LZ <

C2¥H|S} _ydivnun| po 2@ [ ARV o ALl

o HE (R2)) L2(Ry,H 2 (R2))
1
Si on prend en compte que |k'—k| < Ny et que Vsg > 510 € R ,3C tel que :

[ull 2o @y, 1 @2)) < C lullroso
On trouve :

(1A%, S} _yus)Os A0, Afv) 2 < C2725G [V o JJo]? |

Le terme restant ((Sy — Sp_1)usOsAjv, Aj,v)2 va étre estimé comme le
terme Aj , et on a la preuve du lemme.
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4.3 Démonstration des théorémes

La donnée initiale uq est de régularité L? en variables horizontales et H 3+
en variables verticales. D’autre part pour des viscosités positives, le probléme
de (NS,) aété prouvé par J-Y Chemin B.Desjardins [.Gallagher et E.Grenier
et I'unicité par D.Iftimie. Avec cette régularité, on obtient un temps d’exis-
tence court pour une donnée initiale grande et une existence globale pour
une donnée initiale petite.

La preuve des théorémes est reliée au lemme 10 , de ce dernier on va déduire
la partie globale du théoréme.

Preuve de ’existence :
En utilisant Uestimation d’énergie L? et appliquant AY on a :

A0 s + I T Afu(0) [ < (Af( Vo), Agan)

appliquant le lemmel0) avecs = sg et u = v sur le membre de droite on
aura :

NG s + I T A3 < Can2 2 a2, Pl

On multiplie linégalité par 2%+ et on prend la somme surk :

MO0 + TR oy < Ol [t
Et avec linégalité d’interpolation suivante :
[ull 4 .o < llellzoso [V aullgo.so
on en déduit que :
1d
) g + AT H O < Clly g IV

il est évident que st ||ugl| goso est suffisamment petite alors la fonction ||ul|30., est
décroissante et plus précisément si :

14
|| go.so < >0
1d v
=57 ||u||H050 §||th||?qo,so <0

On intégre en temps :
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t
) 20 + / IV gy < tolyose
0

Pour la preuve locale du théoréme, on considere différemment les hautes et
les basses fréquences verticales.
Les hautes fréquences sont traitées par le lemme suivant :

Lemme 11 Soit sy > % , 3C tel queYu solution réguliere de (N S,) sur
[0,T] x R® et VN un entier on a :

(T = 3l 0oy + 20Vl = S8l ooy < T = SVt
T
+0 [ IO g 1T

Preuve 11 : On note par vy, le terme Aju

5 2 [unONZ: + VI Vau@)lI7: < Cer2llu(®)]? 4 - [IVau(t)]moso

On multiplie 'inégalité par 22%% et on prend la somme sur k

1d
S 220 lug ()24 > 22| Vyuk(t)[[2: < Cllult)

—_— . th t 0,s,
2 R IV hu(®)]] 0.0

2.,

on intégre sur [0, 7]

Td T
| GO ol de2e |5 2 Ty at
0 0

E>N-1 E>N-1
T
2
<C [Tty IVt
0

Sachant que : (I — S{u) = > Aju

k>N—-1

alors,

T
S 2R0||(1 — S )u(t) o + 2u/ IVa(I = SX)ullfo.so dt
0

k>N—1
T
< CI(I = Sy )uollfo.0 + C/O a7, 4y I VR 0.5
et le lemme est prouvé.

Il nous reste les basses fréquences verticales et les hautes fréquences hori-
zontales qui vont étre traitées par le lemme suivant :
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1
Lemme 12 soient sy > 3 et M, N deux nombres entiers M > N , on défi-
nit uyn = (I — S¥)S%u alors :
4 C tel que :

leaatv 2 a0y + 2701V neaasv 12 a0y < leeasn (0o

T
Sl ROV 0T

Preuve 12 :
prenons l'estimation d’énergie dans L? :

1d

§%||UM,N||%2 + V|| Viunen |32 = (Afy s unin) 12 + (Bhy s unr,n) 12

avec .
A}MN = (I = S3)S% (un-Viyu) et BZ}\LJ,N = (I — S3) Sk (u3.05u)

) : : h .
lestimation de A} v :

En utilisant la loi du produit de Sobolev :

1R~ s )y gy < Clluns )y IV nul w3)|l 12

1
So > 52

h
L1ty <€ [l Tl < Ol Il
donc :

(A unr )z < Cllunll? IVl oo

l'estimation de By, y :

Le fait que u est de divergence nulle, on pourra écrire le terme B}, , comme
suit :

By n = (I = S3)S3(0s(usu) + u divy up)
Le terme (I — S};) S} (u divy, up) sera estimé exactement comme A},
(1 — S]’{})S}(,(u divy, up), upN) 2 < ||u||fq%O||clwhu||Ho0

< Cllullz,, IVaullo.s,

Pour le terme restant (I — S%,)S%0s(usu) :
d’apreés I'analyse de Fourier, on observe que :
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(I = Syy) =27M(I = Si)(x1(D)dr + x2(D)d,)

avec x1 et yo deux fonctions homogénes de degré 0

en utilisant cette analyse et 'inégalité de Bernstein on trouve que :

(1 — Sﬂ)S}’V(u divy, up), upN) 2 < CQN_M||U3U||L2.||thM7N||L2
< Clull? 4 .- IVaull oo

done (Al y + By ) i)z < Cllull? 4 (Vi oo

= 5l n O + [Vius n @7 < Cllull Vi

La conclusion de la partie locale du théoréme :

Soit 'estimation d’énergie L?> habituelle :

t
lu(®)lIZ- + QV/ IVhu(t)|Z2 dt’ < [luoll
0

t t t
2 [ VAR Shult) o dt < OV [ VSt [ de < €2V [ fute) 3 a
0 0 0
< C22PM NS0T |y |2
Appliquons les lemmes (11) , (12) et 'inégalité d’interpolation :

lull?, s oy T 20V hullZz 0.00) < CUIT = S )uollfo0 + (S (T = Sip)uollFo.so

* / [V, o I8 oy e+ 22M22N0T g [3)
0

utilisons I'inégalité d’interpolation :

fulf? ,t VI VhullZz o0y < C (I = SX)uollFoso + I1(SK (I = Sip))uollFo.0)

LA (H

C
2Mo2Ns 2 4
+ 25250 || 2 + ;HUJHL%(H%MSO)

Choisissons :
un entier N tel que [[(1 — S%)uol/%0.0 <7

un entier M > N tel que : [|(S} (I — Sh))uoll30.0 <1
un temps Tp > 0 tel que : 22M22Ns0T||y4||2, <
On obtient pour n’importe quel 7' < T :
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C
[0, 1+ VITh oy < O+

Li(H2°0) L ( HE 50)

Finalement,
Vn>0etT >0:

412, 3y + 00 0y <

Preuve d’unicité :
On considére ug € H%® | on a d’apreés le lemme (10) que :

1d .
Vs > 50 S lullze + v Vauklze < Ca2™lull 4y . (

AVnul gos)

thHHO,SO

H25

+ lull, 3.

22ks

On multiplie par et en prenant la somme :

1d
2 dt

ntll oo + [l 30| Vil o)

.||th||HO,s

el + v Vnulo. < Cllull . (Il .0 o

< Jul?,,. u

C , C

Sl 1o lullos + —IVnullfos - lullfo.

1. 1 .
H2*® H2%0

I/\

H3%0
Intégrons en temps et utilisons I'inégalité de Gronwall :

c (7 c [r
ol o 2Vl gy < 0 (5 [ 1Oy S [ 190 )

et donc la durée de vie de la solution est controlée par :

c (T . c [T )
o [ e IV B, de = oo
3

Maintenant, prouvons l'unicité de la solution pour un s > 5"

Soient u; et uy deux solutions de (N.S,) avec la donnée initiale ug € H®* tel
que :

uy et ug € L=([0,T), H>*) N L*([0,T], H"*)
On définit : w = u; —uy on a alors :

ow — vALw + u.Vw + w.Vuy = =Vp
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En utilisant le lemme (10) et I'inégalité d’interpolation, on va estimer les
termes croisés

(u1.Vw, w)gos—1 < C (||th1||Ho,571.||w||il%7s_1 + ||u1||H%’5,1.||w||H%,s,l.||Vhw||Ho,571>
1 3
<C <||th1\|H0’Sfl-||w||H0vSfl-||Vhw||H0vsfl- Flluall g o lwll oo [Vl Fo.mn

v C 1
< 5||Vhw||?_[0,s—1 + ; (HV}LUlHH 1 ;||u1||2%5_1> ||IU||H0,571

et on peut écrire grace au lemme (10) :

(AY (w0, Vyug), Ajw) < C272k1=9) HwH2 NV nusl| gos—1

11
et
(A (w,.Byz), Afw) < C2H0Vul] s el oozl .
D’ou;
d 2 2
S l[wllgos + [ Vawllzo.m IIVthIHOe = (IIthlllH -
IVl + %(Hull\ms R O ) I

intégrons en temps et appliquons l'inégalité de Gronwall :

t
C
[wllZge (051 < 1w (0)[[Zo0.01 exp(/o —(IVrwll?y oy + IVl

1

+ g lalll, g+ 2l g Dl dt')

H2:5™ 1

Finalement,
si ug(0) = ug(0) = w(0) =0 = |Jw(t)|| = 0= u; = uy
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5 Fluides en rotation rapide

Le systéme de Navier-Stokes-Coriolis apparait lorsqu’on étudie par exemple
I’évolution temporelle des courants océaniques dans le référentiel terrestre en
rotation.

On s’intéresse au cas ou la viscosité verticale qui dépend de & (nombre de
Rossby) est nulle ou bien elle converge vers zéro et la viscosité horizontale
strictement positive. On remarque dans ce cas, que le manque de régularité
dans la direction verticale nous empéche d’utiliser la théorie de Leray pour
les solutions faibles.
On veut étudier I'existence globale et I'unicité de la solution du systéme sui-
vant lorsque ¢ est assez petit :

Opuf + uf.Vuf — v Apu® — v,05u° + 1eg Auf = —Vp dans R3
(FR:) divu® =0 :

Uf =0 = ug
Remarque : Le terme de Corilois "%eg A u®" ne contribue pas dans les esti-

mations d’énergie

5.1 Cas de R? tout entier
5.1.1 Existence globale de la solution

Avant d’énoncer le résultat d’existence globale de la solution, introduisons
I'opérateur de Leray :

Définition 5 L’opérateur de Leray P est le projecteur orthogonal de (L*(R?))? dans
Hy,, Uespace des champs a divergence nulle.
1

Pu:u—VA

(V.u)

1
at“*gL“:_vp avec Lu =u X e

u(0) = ug
Appliquons l'opérateur de Leray sur le systéme :
1
(‘3tu+g77(u>< e3) =0 (Pu=0< Jqtel queu = Vq)

ensuite par la transformée de Fourier on a :

soit le probléme suivant : {

&g
ISk

0,4 + ép(g)(a xes)=0 ou P)=1I
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0

1
Les valeurs propres de la matrice A =7P(§). [ -1 0 &

0

0

0

0] sont A\ = 41>
0 oo €]
Si on pose u = Pvou P estla matrice de passage on a :

1
OPv+—-APv=0
€
Pv(0) = ug
On multiplie par l'inverse de la matrice de passage P! :

1 1

v+ -P1APv =0 ov+-Dv=0
€ = €

v(0) = P~ tug v(0) = P~ tug

ou D est la matrice diagonalisable.

2
~ +il &7 ~ ~
u(t,&) = e =T Uy avec Uy = (U, p4) et o1 sont les vecteurs propres.

et donc la solution unique de systéme est :

ult,z) = / TR, (6) de
R3

. 3 .
Théoréme 4 Soient s > 5 uy € H** donnée initiale, v, > 0 et v, > 0 des
nombres réels.

Alors il existe eg nombre réel positif dépendant seulement de vy, et uqg tel que
pour chaque € < g¢ , le systéme

1
@ua + ut.Vut — VhAhUE — l/vagua + geg A ut = —Vp
(FR) 4 divwr =0
U |i=0 = ug
a une unique solution globale dans l'espace L*>([0,T], H**) N L*([0,T], H*)

Comme on l'a déja mentionné au début de cette partie, 'existence de la
solution faible de Leray est inconnue, I'idée de base est de prouver 'exis-
tence globale des solutions fortes pour des données grandes en mettant en
évidence leffet dispersif (de type Strichartz) des ondes générées par le fluide
en mouvement

5.1.2 Inégalité de dispersion anisotrope

Ce type d’estimations montre que les solutions dispersent en temps dans
les normes LP(R?) avec p > 2 et donc conduisant des effets régularisants, ces
estimations vont nous aider & démontrer I'existence globale de la solution.
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Lemme 13 il existe une constante C' tel que : Vf une fonction on a :
~ _ Lo opo
IATALAFR(L, 0;0) ey < Cmin(L, 22 2074025 =2 [ £l 11 12)

Preuve 13 :
On définit :

11,0, 20, 6) = p(27565) / i1 06 o (03, ) d, et
App, = Fi(ci T 0006 7 e))

On désigne par F et F ! la transformée de Fourier et son inverse, F, et Fj, sont
les Fourier vertical et horizontal.

AFRE — F! (e ﬁ% 0|&n|2—0€3 f(f)) —1 <elﬁf3 01¢n]?— 9€3> f

App, = FF e ERTI0P08 fle)) = 3 (7 (00009 o F (R )
&3

= FNF O )

on remarque que :

Fil (e Ld—0len|2— 0§3> — 08T "
en utilisant le Théoréme de Plancherel :
175 (e % e x Fof ) Ny = Mo T ol

= || /2 e "3 Ly (wn — yn, &) Fof (yn, 3) dyn| 2 || e
Rh
<| /2 le=%5 Iy, (zn — Yns &) Fof (Yn €s)ll 2 dunllize
Rh

)
<[ sup e 5 (- Yns E3)1Fo f (s €) 22 dynll e
R? gg€(2k 2k +1) 3

Plancherel

)
< | sup e~ Ly(wn — yn, &)1 f (yns €3Iz, dynllog
R? gg€(2k 2k +1] 3

Sachant que £2 > 2?* et en appliquant I'inégalité de convolution de Young
on aura :

15 (e Ly Fo f) | ooz < Ce™ P2 Ll oo ey Il 2 22y
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estimant le terme [, (¢, 6, .,.) en L (L) :

On peut écrire 1 (t, 6, xp,&3) = 22kf(t,22k9, 2k, 27%¢3)  avec
7 —iz /il £3 2 —j
I(t, QQkQ, le‘h, 2_k§3) = gp(,u:;) / e pt [l s @(2k J’MhD dﬂh

2
Rh

. jLH3 2
Soit : ®(py, p3) = /e = Tu —lknl o(|pn]) dpss
R

Faisant une intégration par partie :
Soit 'opérateur différentiel suivant :

1

Lu=——
B 14 La?

(u —iad,u) avec a(p) = 0, <|M—3|>
0

on a apres un simple calcul que :

it k3 ;L 3
L(e"=Tul) = ¢'=Tul

donc,
P, p3) = / L (eié"%’) efn|“h|280(2k7j‘ﬂh|)du2 = /eiz";3| ‘L (efnm'Q%O (2k7j’Mh|)) dpiz
R R
L’opérateur ‘L est défini comme suit :
t 1 - 1 to2\2 i
£00) = (737 100 731+ 202 () = 1=zt
L) P (2 )] < T D)

1+ Lpaops
i est placé dans une couronne 1 < p < 2 cela nous permet d’écrire :

1 <280 py,| < 2= 2078 <2207

~ Cmin(2F7,1) _
uteon )l < o) [ ([ e i) dy
R \Jjpoj<2i—r 1+ Zpopis

) 1
< Clelps)le min(~4,1) | ( / —) di
R \J|pz|<2i-k 1+ Zpapis

On fait un changement de variables :

L 1
ez ez 2

aZWMW$m=ﬁmwam=ﬂ%W¥

Nl
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~ e . 1 2
| i (t, . 2", pi3)| < Clep(p)le™™ min(2’ ’“,1)/ (/ ugldoz> dpn
|

po| <29~k 1 + 052 \/_

1y e - 1 &3
< Clep(us)ps e~ min(2? ’“,1)/ (/ i TX @RV ) dyny
w2 J—

%e_nc

_1, € . -
< Clo(us)ps | NG min(2/7%, 1)

1 1

~ c2e ¢ 2 M¢
= | Ln(t,n, 2", pw3) || s (o) < C

min (2775, 1) || (pa) sl e < C min(29*, 1)
Et donc finalement,

1 .
g3~k

Vit

|AYA} Apg(t, 0) fllge(r2y < Cle™ 02" =02 in( DNl 22y

5.1.3 Dualité

Théoréme 5 Pour n’importe quel champ de vecteur f,¥p € [1,00] :

IA}AL Apg, f |12 (e (12)) < c2’' rnm(l (€ 22j)$2i|j_k‘)HA?AZJCHLQ(RQ)

Preuve 5 :
Afin de calculer la norme souhaitée, nous allons introduire ’espace suivant :

B={V cDR?), ||\D||L%°(L}L(L%))}

Les arguments de dualité sont basés sur les estimations anisotropes. Le lemme
précédent (13) nous permet d’écrire les égalités standards suivantes :

1858 Arn Flaycsy = sup [ (a0 0(0) di

R

:S“p@”)/R (e O B0, ) e dg

B

~

= supyep(2) 32 fir(€) (I\’ (t,&)e” V£ e vt dt d§
k‘<] R+><R
en posant fj, = AAYf et Uy = AMAYW
- N 273_,/ —UVyp
1285 APR S Nl (1e 22) < SuD(2m) 32/ (| Fr(©Wsnj, e =18 ge) gy
veB L Ry JR3

faisons un Cauchy Schwartz :
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l 2—3—1/ — Uy l
< supgez(2m) 3 { / |f],€|2 de)z. / |\1{,k (t,&)e =Tl tlén]* tfs| de)z | d
k<] Ry

3—3—1/ —Uy
< sup(2m)~* || 2 / G (t, €)o EREta Pt gy
k<j

estimons le terme : || kIfjk(t,f) it vt vt dt|| 72 g

/ / it vl 2 —uvtssqj w(t, E)e i2 R —vslenl? *””553\11(5 €) dtds dé
R2 R3

/ / i(t—s) g —v(t+s)|€n > —vo (t+s) 53\1; k() ]k(s €) dt ds dg
R2 R3

on apphque la formule de Plancherel et le théoreme de Fubini :

/ / / (/ gixh-fhe*i(th)%fV(tJrS)\in efuv(t+s)§§\p(t’ f) dﬁ)@(s, 5) drdsdt
0 0 R3 JR3 7

D’aprés le lemme (13)

D o0 _ s 5
< [ e i I Mg 195 gz ds

c39li—k|

/ / 19, s o 19 g 2y 22692 min(1, 2y dis
z it — |3
1 .
39—kl
< W0, ot ey 195 e 2 / / 2292 i 1, T—stdt
t— s|2

< NW0 e 190, s g2y 2 7 min(1, (2%)3) / / e dsdt
Par 'inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev :

< Clle(, )”L°° L} (L2)) N (s, )HL,‘}O(L}L(L%))Q_% min(1, (522j)%2‘j_k|)

Donc,

3=k

| [ Tt e Rl s gy ) < C2 2Jmm(l,(sz”)iz =)

. . l
= ||A?A%AFRJ||L1T<L;°<L%>> < 0279 min(1, (£29)7277 )| APAL f 2z

et avec une interpolation entre L' et P on trouve finalement,
Zi1-2) .
HA;‘LAZAFREJCHL%(L;O(L%)) < C2 a ”)mm(l (5221)41”2 2 )||AhA1J”L2(]R3

Puisque les éléments du noyau de l'opérateur L u sont des vecteurs bidimen-
sionnels avec trois composantes et puisque les ondes inertielles apparaissent
dans un fluide en rotation, il est naturel qu’on introduise la solution w du
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systéme bidimensionnel et w*® la solution du systéme linéaire des ondes libres
associées a (FR.)

Théoréme 6 Soient uf = Uy + w§ ot Uy € L*(R3) est un champ de vecteurs

. : . 1
bidimensionnel avec trois composantes et w§ € H** avec s > = .

On suppose que les deuxr champs de vecteurs sont de divergence nulle.
Alors 3 g tel que, pour 0 < e < gy il existe une unique solution globale u du
systeme (FR) :

W € L®(RY, H%) N LX(R*, H*)

De plus lorsque e — 0, u® —u—w® — 0 dans L°(R*, H**) N L*(RT, H*)
et w® — 0 dans LP(RY, L L)

5.2 Cas d’un domaine périodique

Quoique le terme de rotation n’ait pas de contribution dans les estima-
tions d’énergie, il a des effets importants comme 1’ont montré Babin, Mahlov
et Nicolaenko lorsqu’ils ont étudié les systéme visqueux et non visqueux dans
des domaines périodiques résonants ou non-résonants. La différence dans ce
cas, est qu’on n’a pas 'effet dispersif pour la solution linéaire des ondes libres.
Ces derniéres ne disparaissent pas mais demeurent longtemps. La méthode
utilisée pour filtrer ces ondes, est celle de Schochet avec un groupe d’isométrie.

Par la suite, on va étudier le systéme de Navier-Stokes-Coriolis dans le cas
des conditions aux limites périodiques. On s’intéresse plus précisément au
comportement des solutions du systéme (F'R.) a la limite lorsque € — 0 :
1
Opuf + uf.Vu® — vy Apuf — 1,05u° + —e3 Au® = —Vp dans T3
€
(FR:)§ divus =0 dans T3
usli—o = u§
3
ot 72 =[]0, 2ma;) est le tore dans R? de grandeur 27a; dans la direction x;
i=1
avec a; sont des nombres réels strictement positifs.

Afin de filtrer les oscillations, on introduit le semi-groupe de Poincaré L(t).

£

La solution filtrée v° est définie comme suit : v* = E(_—)u , ce champ de

vecteur est borné dans le méme espace que v* par contre 0;v° est borné dans
un espace différent.

L(t) est le groupe d’opérateurs engendrés par PL ou L est un opérateur an-
tisymétrique nommé "perturbation oscillante"qui veut dire que :
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Ou+PLu=0 dans7T?

Vs € R,Vug € H® le systéme :
U|t:0 = Uo

admet une unique solution globale u(t) = L(t)uy et :

VieR: ||L(E)uo|lgs = ||*Luo

Le fait que L soit antisymétrique, nous permet d’avoir la propriété suivante
qui est essentielle pour avoir Iexistence de la solution du systéme (FR.) :

Yu / Lu.u=0
7‘3

On va montrer que le systéme filtré (FR.) :

Hs = ||UO| Hs

) Oy — VAV 4+ Q% (v, v°) =0
(FR.){ divv® =0

V=0 = Vo

est composé de deux systémes :
Le premier est le Navier-Stokes bidimensionnel qui est globalement bien
posé(J.Leray) :

ﬁtﬂ + H.Vhﬂ — I/hAhﬂ = —Vp

(N;Sgpg,c) divh u =

2mas
ﬂ|t:0 = Uy = ug dxs
0
ou u est la partie bidimensionnelle de la limite de u c¢’est-a-dire la moyenne
verticale.

L’autre systéme concerne un reste noté par u,s. défini par : uye, = U + u

atuosc - VhAhuosc + Q(QU + Upsc uosc) =0

div Ugge = 0
(Sosc) 2mas

uosclt:O = UQ,0s¢c -— Ug — Ug de

0
ou Q est une forme bilinéaire définie par :

Q(u,v) = lim £(=)a(£(E)u, £(2)0)

e—0 £ 9
et q(u,v) = A;;(D)(wu;) , A;;j(D) est un multiplicateur de Fourier de pre-
mier ordre
Puisque V(a1,a5) € (R*%)?, pour presque tout a3 € R* on a que pour
presque tous les tores :
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Q(u0567 uosc) =0

atuosc - VhAhuosc + 2Q<ﬂ) uosc) =0
div Ugge = 0

alors le systéme (S,s.) devient : (Spsc) oras
uosc‘tzo = UQ,0sc -— Ug — / U dl’g
0

Le fait que d;u® ne soit pas borné, empéche la prise directe de la limite de
I’équation, donc avant de prendre la limite en € , on diagonalise le champ de

—1
vecteur v° = L(—)u® . Cette diagonalisation consiste une séparation de v*

en un vecteur bidimensionnel et un reste oscillatoire :
2mas
U = U + Uyse avec u® = / u® drs
0

Une fois le systéme diagonalisé, on peut prendre la limite en £ autrement dit
étudier les résonances de 'opérateur PL

3

Définition 6 On dit que le tore T* = [][0,27a;) est un domaine non-
i=1
résonant si [’ensemble des résonances vérifie :

K C{(k,m,n) €Z° tel quek+m=mn et kymzng =0}
L’ensemble K est défini comme suit :

]{33 ms ng
K ={(k,m,n) € Z° tel que — + — + — =0 avec k + m = n}
k[~ Im[ — [n]

k
Les ondes oscillatoires ont une loi de dispersion A(k) = :I:z'ﬁ donc elles s’in-

terférent entre elles d’apreés la loi :
A(n) = £A(k) £ A(m)

Le tore non-résonant signifie qu’on n’a pas d’interférences purement tridi-
mensionnelles.

5.2.1 Diagonalisation

On va intégrer v° sur [0, 2mas)
On pose v° = E(_?)u6 on rappelle que v° est la suite des solutions filtrées.
) Opv® — VAV 4+ Q°(ve,v°) =0
ve satisfait le systéme suivant : (F'R.) ¢ divv® =0
V¥|i—0 = o
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ot Q°(vF, 1) — c(g)(c(f)vs.vag)vs)

3

Posons v° = @ + u,,, Uintégration du systéme (FR.) sur la variable ver-

osc )
ticale nous donne :
—_ — —€
ot — vy Ayt 4+ Q (uf,uf) =0

83ﬂ€ = O
(FR.){ div,w =0

2mas
a7€ — 27 —
Ulymo = Up = / ug dzs
0

et le reste u;,. satisfait :

atuisc - VhAhu(a)sc + Qisc(u€7 u€> =0
(FRe,osc) div uf)sc =0

uisc|t:0 = UQ,0sc
En Fourier le systéme (FR.) est la projection du systéme (FR.) sur Pes-
pace {¢ tel que & = 0} et le systéme (FR. o) est la projection du sys-
teme (FR.) sur Pespace {¢ tel que & # 0}

5.2.2 Limite
Il s’agit de prendre la limite en e des termes quadratiques.
On considére la limite Q(u,u) = lirré Q°(u,u) dans D’
E—
lir% Q% (u,u) =

%
lim F—1 Z Z e—iﬁ(/\“(k)Jr)\b(m)Jn\c(n))ua,j (k)m ,ua,b<m, n)
=0 (k,m,n)eK (a,b,c) !

AE(n) sont les valeurs propres de PL et K est I'ensemble des résonances.

Le calcul qu’on suit dans les termes quadratiques, est introduit par Babin,
Mahlov et Nicolaenko, ’ensemble des résonances k peut s’écrire comme étant
I'union de 4 ensembles :

K:K1UK2UK3UK4

ks ms ng

Ky = {(k,m,n) |k;|+|m|+|n| Oet k+m=n}
k’g ms ns

o = {(k,m,n) T Tl + ] Oet k+m=n}
]{?3 ms ng
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k'g, ms ns
K, ={(k,m,n) —+ ———

k[ m]|  |n] ,
Avant de commencer 1’étude de ces ensembles dans les deux cas qui nous
intéressent correspondant aux deux équations (F'R. ) et (F'R.) , étudions
les plus précisément :

=0etk+m=n}

Lemme 14 L’identité suivante est vraie :
KnN {(k‘,m, n) tel que k3m3n3 == O} == K14 U K24 U K34 U KQD
avec KQD = {]{73 =MmM3 =Nz = 0} et Kij = Kz N Kj — K2D

Dans ce qui suit, K représente 'ensemble des triplets (k, m,n) présents dans
la sommation aprés que la limite soit prise, c’est-a-dire dont la contribution
a la limite est non nulle et on a que K C K

Lemme 15 [’ensemble Ki4 ne contribue pas aux résonances :

ImF-l 3 e RN N ) i (kYm0 (m, ) =
e—0 (k,m,n)€K14 (a,b,c) ]

Limite du systéme (FR.) :

Proposition 2 La limite de (FR.) est l’équation de Navier-Stokes bidimen-

stonnelle :
8,@ + E.Vhﬂ — I/hAhﬂ = —Vp
Osu =0

(NSQD730) dZ"Uh u=20

2mas
ﬂ|t:0 = ﬂo = / Ug d:cg
0

La preuve de cette proposition consiste en 1’étude du terme @E(ue, u®) dans
le cas n3 = 0, donc I’ensemble des résonances satisfait :

K c Kn{(k,m,n) tel que ng =0 etk +m =n}

K C Ksp ce qui veut dire que les seuls termes de @E(uE ,u®) qui ne conduisent
pas a une limite égale a zéro sont bilinéaires en u® plus précisément :

liH(l) Qf(uf,uf) = lir% Qa(ﬂe,ﬂe) , mais pour chaque champ de vecteur u qui
e— e—

ne dépend pas de la 3°™° variable, on a clairement que Lu = u donc la limite
de @ (7, @) dans D’ est simplement P(7.V7)
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Limite du systéme (FR. ;) :

Proposition 3 On définit u,sc = u — U avec u = lir% u®
e—

Pour presque toutes les valeurs de as , la limite de l’équation de (F R. osc) est
linéaire sur Upse -

atuosc - VhAhuosc + QQ(E> uosc) = 0
div Ugge = 0

(Sosc)

2mas
uosclt:O = UQ,0sc = Up — / Uo dx?)
0

Cette proposition nous permettra de trouver un temps fini pour ’existence de
la solution du systéme limite. Les valeurs admissibles de a3 sont dites non-
résonantes, et le lemme suivant met en évidence le role joué par la variable as
dans la définition du domaine non-résonant.

Lemme 16 V(ai,as) deuz nombres réels, il existe un ensemble complémen-
taire de R de mesure nulle pour lequel, pour chaque valeur de az la condition
suivante est satisfaite :

K C{(k,m,n) €Z° tel que ksmznz3 =0 et k+m=n}

On note que le domaine non-résonant dépend de ai, as mais son complémen-
taire dans R est de mesure nulle pour tout (aj, as)

Preuve 16 :

On définit pour un paramétre p € {1,2,3,4} la fonction :

wP(a,b,c) =at+btc

On veut montrer que si a; et as sont fixés arbitrairement, alors pour presque
tout ag le produit :

ks ms ns

4
wp ) 9 O Vk,m,n
o aaiml” @l 7

3 p2
avec, m-+k=net[n]>=73 —
) i=1 4
On pose x = — , d’aprés Babin, Mahlov et Nicolaenko on peut écrire le
a

3
produit comme un polynéme en z dés qu’on définit :
a = ks|m|[n| b= ms|n|[k] ¢ = ns|k|[m|

donc on aura :
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4
azlk|*|m|*n|? H1 wP(a,b, c) = (a* — b* — *) — 4a®b?
p:

avec

@ = (' + 2*m3) (' + 2°n3)
2 = m3([n'[? + 22n3) (1K' + 2243)
& = (K2 + 213 (' + 2m3)

ksmsng est supposé non nul, alors si on met &', m’,n’ des valeurs arbitraires
fixées, on a considéré en fait un polynéme en z d’ordre 4 et de coefficient do-
minant non nul k3msns donc il a, au plus 4 solutions. Puisque &', m’, n’ varient
dans un ensemble dénombrable, il existe un nombre dénombrable de = de telle
sorte que le produit :

kS ms nsg
w? ’ ) =0 11
,H (a3]k| az|m| a3|n|) (11)

ce qui veut dire que, V(aj,as) et V(k,m,n) tel que, on a (11) 'ensemble
de az est de mesure nulle dans R

5.2.3 Existence globale de la solution

Théoréme 7 Quand ay et ay sont fixés, alors pour presque tout az le résul-
tat suivant est vrai :

siug € H*(T?) avec s > 5 et si la force f est dans
LOO(R+, Hs—Z(TB)) N LQ(R+, Hs—l(TB))

avec Oy f € L*(RY, H*3(T?)) alors :
Ve < 1 positif, le systéme (FR.) avec la donnée initiale est globalement bien
posée dans :

COR*, H*(T?3)) N L2(R*, H¥(T?))

Par ailleurs, si u® est une solution de (F'R.) etu est une solution du sys-
teme limite (N Sap 3¢, Sose) alors u® — L(Y)u = o(1) dans CO(RT, H*(T?)) N
L2(R+, Hs+1(7‘3))

Pour prouver ce théoréme, on doit vérifier que les équations de (N Sap 3¢), (Spse) sont

globalement bien posées, ce qui est donné par la proposition suivante :

Proposition 4 siuy € H*,s > % alors la solution du systéme limite (N Sap scr), (Sosc) €st

définie dans :
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CORT, H*(T?)) N L2(R*, HH(T?))

Preuve 4 :

Pour I'équation de (NSspsc) , elle est globalement bien posée (J.Leray)et
le fait que le champ de vecteur avec lequel on travaille, a trois composantes
plutdt que deux, ne change rien dans la preuve classique.

Concernant la partie restante :

L’absence du terme quadratique en u,s. nous permet d’avoir le résultat par
un calcul simple d’estimation d’énergie dans H*® .

Notons que (Q(, Upse), (PA)*uys.) = 0 prouvé par Babin, Mahlov et Nico-
laenko et donc on a 'estimation suivante :

d
%EHUOSCH%S + VHUosc“%]H»l =0
et donc on trouve que :
vt >0 Hu086”2°o([0,T],HS) + 2VHuOSCHQLQ([0,T],HS+1) = [[uoosc I
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