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Sujet d’Analyse et Probabilités.

Rappels et notations sur la transformation de Fourier.

On définit la transformation de Fourier f d’une fonction f intégrable sur IR par

“+00
f© = / f(z) %€ da.

— o0

On rappelle que si f est continue et intégrable et si f est intégrable alors on a la formule
d’inversion :

1ot
pour tout z € R, f(z)= 5 F(&) ¢ de.
Enfin, on a 'égalité :
“+o0 9 1 +o0 . 9
| @ e =g [ iR

pour f € L' N L2, ce qui permet de prolonger la transformation de Fourier & L?. La
transformation f +— # f est alors une isométrie de L? sur L2.

On définit aussi les coefficients de Fourier ( fk)kez d’une fonction f périodique de
période 1 et intégrable sur [0, 1] par

1
fk 2/0 f(m) e—2ik1r1‘ dr.

Si f est continue et périodique de période 1 et si ( fk)kez est absolument sommable alors
on a de méme la formule d’inversion :

pour tout z € R, f(z) = Z fr e2ikm=,
keZ

Enfin, on a I'égalité :

/0 @ do =3 [fel?

keZ

pour f périodique de période 1 et de carré intégrable sur |0, 1].



Partie I : Changements d’échelle.

a) Montrer que si T est un nombre réel strictement positif et si f est une fonction périodique
de période T et de carré intégrable sur [0, T, alors f est la limite dans L2([0, T]) de la suite

SNy fre2RE/T oy fy = T fOT f(z)e?*7=/T gz et que l'on a I'égalité fOT |f(x)|? dx =

T Zkez |fk|2

b) Montrer que si f est une fonction de L?(IR) et a est un réel non nul, alors la fonction g
définie par g(x) = f(ax) a pour transformée de Fourier §(§) = ﬁf(%).

Partie II : Formule sommatoire de Poisson.

On suppose dans les questions suivantes que h est une fonction intégrable sur IR et
nulle en dehors d’un intervalle borné [— M, M].

a) Montrer que h est développable en série entiere avec un rayon de convergence infini.

b) Montrer que la fonction H définie par H(z) = ),z h(x — k) est périodique de période
1 et intégrable sur [0,1] et montrer que les coefficients de Fourier Hy de H vérifient Hy =
h(2k7) pour tout k € ZZ.

¢) Montrer que si h est de classe C? alors Y .z |h(2k7)| < oo et on a, pour tout x € IR,
Skez h(@ — k) =3 cqg h(2k7) k7=, . ‘
Montrer que pour tout j € IN et tout £ € R on a ), .x(—i)(z — kYh(z — k) =

Zkez ( dgl h h)(2km) g2k,

d) On suppose h de classe C? et A(0) = 1. On fixe N € IN. Montrer que les trois
propositions suivantes sont équivalentes :

(P1) Pour tout j € {0,....N} il existe un polynome @Q;_; de degré inférieur ou égal
a j — 1 tel que pour tout z € R on a

2 = 3 (K + Q1 (k) hiz — k)

keZ

(P2) Pour tout j € {0,.... N} il existe un polynoéme R;_; de degré inférieur ou égal
a 7 — 1 tel que pour tout z € IR on a

(P3) Pour tout j € {0,....N} et tout k € Z" on a

&
dg’

Rappel : Par convention, le polynéme nul a pour degré —oo ; c’est le seul polynome de
degré strictement négatif.

(=—=h)(2kr) =0
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e) Montrer qu’il n’existe pas de fonction k de classe C2 & support compact vérifiant 2(0) = 1
et telle que pour tout entier j € IN il existe un polyndéme Q;_; de degré inférieur ou égal
a j — 1 tel que pour tout z € R on ait 27 =, .z (k7 + Q;-1(k)) h(z — k).

Partie III : Projections orthogonales.

Dans cette partie, on considere une fonction A de classe C? sur IR, nulle en dehors
d’un intervalle borné [—M, M| (M entier) et non identiquement nulle. On appelle V le
sous-espace fermé de L? engendré par les fonctions h(z—k), k € Z (c’est-a-dire I’adhérence
du sous-espace vectoriel engendré par les fonctions h(z — k), k € Z). Enfin, on note P le
projecteur orthogonal de L? sur V.

a) Montrer que pour tout (A_n, A_n41,...,An) € C*¥*1 on a pour tout z € R

| D Ah(z— k)P <2M Y e lhlz — k)P

[k|<N [k|<N

et en conclure qu’on a

/ ST Ml - )P do < 2MRIE S Pul?

[k]<N |kK|<N

b) Soit m(&) une fonction 27-périodique de carré intégrable sur [—m, ] et soit g la fonction
g(&) = m(&§)h(€). Montrer que g est la transformée de Fourier d’un élément f de V. (On
décomposera m en série de Fourier m(§) = Y-, .z mie™ ).

¢) Soit x(£) une fonction mesurable 2r-périodique telle [g |A(€)[?|u(€)[? d& < oo et soit
~(&) = u(§)fz(£). Montrer que ~ est la transformée de Fourier d'un élément f de V.
(Indication : considérer my(§) = (&) si |u(&)| < N et my(€) = 0si |u(f)] > N).

d) Montrer que h ne s’annule qu’un nombre fini de fois sur |-, 7] et en conclure qu’on a,
pour tout £ € [—7, 7] en dehors d’un ensemble au plus fini de points,

0. < > |A(E+ 2km)* < +oo.
keZ

En déduire que si f € L? alors on peut définir pour presque tout £ € IR

Zkez f + 2k7r) (f + 2km) B(f)
> kez |R(E + 2km)[?

Lf(¢) =

et que la fonction Lf ainsi définie est la transformée de Fourier d'un élément de V.

e) Montrer que la transformée de Fourier de Pf est Lf.



Partie IV : Transformées de Fourier de fonctions holomorphes.

On consideére une fonction holomorphe g définie sur le plan € tout entier et vérifiant :
i) g(0) =1 .
. - 1 Im z|
ii) |g(z)] < inf(1, m) e pour tout z € C
ou Re z et Im z désignent respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de z.

k
a) On considere la fonction Log z définie pour |z — 1| < 1 par Log z = =, 5, @—

Montrer que, pour |z —1] <1/2,ona: |Log z | < In == 'z 7 < 2|z —1].

b) Vérifier que pour pour [z —1| < 1ona Log z = t el 2 — 5.

c) Montrer que si (gn)neN+ €st une suite de fonctlons continues bornées sur un ouvert §2
de € et que 3 - llgnlloc < 00 (0l [Ignllee = SUp,cq |gn(2)|) alors la suite de fonctions
(Vn)nen- définies par vn(2) = [1r_; (1 + gk(2)) converge uniformément sur €.

On notera alors [[ro.; (1+gk(2)) la limite des y,(z). Montrer que sous ces hypotheéses
le produit [Tg=, (1 + gk) ne peut s’annuler en un point zy de £ que si 'un des facteurs
1 + g« s’annule en 2.

d) Montrer que la suite de fonctions (y,)nen- définie par v,(z) = [[r 1 9(2 ) converge
uniformément sur tout compact de € vers une fonction holomorphe G(z

e) Montrer que pour tout ¥ € IN on a

k(k+1)
2
< 3 - lIm Z,.
|G(2)| < inf (1, e zlk)e

f) On définit H(z) = 2% ffoo: G(£)e™s de. Montrer que H est une fonction de classe C™
sur IR.

g) Montrer que pour tout £ € IR et tout y € IR on a

e~ TY +o00

H@)=5— [ Gle+iy)e= de

et en déduire que H est a support compact et que son support est contenu dans [—1, 1].
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Partie V : La fonction U de Rvachev.

On définit U(z) pour z € R par

1 [T . 7 sin(&)
U(x)=%/ et [ —2= de.
o j=1 27

a) Montrer que pour z € C et N € IN* on a sinz = 2V sin(5%) Hivzl cos( %) et en déduire

que 222 = [T | cos(&).

En conclure que |#22| < inf(1, ITFC}_Z—I) elIm z|

b) Montrer que U est une fonction C™ et que le support de U est contenu dans [—1, 1].

c) Justifier que U(&) = Hj’;l -Sﬂg(/%zﬁ En conclure que U(2¢) = %ﬁ U(€) et en déduire

que la dérivée de U vérifie U'(z) = 2U(2x + 1) — 2U (2z — 1).
d) Soit x la fonction caractéristique de l'intervalle [—1/2,1/2]. On définit par récurrence
la fonction o, par

+o0
o1(z) = x() et on iy (z) = / 20m(26)x(z — t) dt.

— 00

Montrer que, pour tout n > 2, o, est continue, nulle en dehors de [—1, 1], que 0 < o, (z) < 1
pour tout z et que f_ll on(t)dt = 1.

in(£
e) Montrer que o, est de classe C? pour n > 4 et que &,(&) = H;lzl in—(_g—_&) pour n > 1.
27

Montrer que
“+oo

lim |6:0(€) — U (&) dE =0

et en conclure que o, converge uniformément vers U.

f) En déduire que U est a valeurs dans [0, +0o[. Montrer que U est croissante sur [—1,0] et
décroissante sur [0, 1]. Montrer plus précisément que U est strictement positive sur | -1, 1].
(On raisonnera sur la valeur de a = inf{t / U(¢t) # 0}).

g) Montrer que D, . U(z — k) = 1 et en déduire que U(0) = 1.

h) Montrer que pour tout N € IN on a H%-UHoo = 2N(N+1)/2 ot que, pour N # 0, les

N
zéros de la fonction d%‘vU sur | — 1, 1 sont exactement les points de la forme ?vk_—l avec k

entier, |k| < 2V-1.



Partie VI : Quelques propriétés de U.

a) Montrer que pour tout N € IN et tout p € {0,..., N} il existe un polynéme Q,_1 v de
degré inférieur ou égal & p — 1 tel que pour tout x € IR on ait

. k
2= oN(p+1) Z (kp + Qp—l,N(k))U(x - 5w):
keXZ

b) On note Vy le sous-espace fermé de L2 engendré par les fonctions U(z — 5’,%), keZ et
Py le projecteur orthogonal sur Viy. Montrer que, pour f € L?, la transformée de Fourier
de Py f est égale presque partout a

S ez F(€ + 2N 2km)T (€ + 2V 2kn)
Y ez U (€ + 2N 2kn)|2

U(e)

¢) On note, pour f € L? fn la fonction de transformée de Fourier fN(é) = f(f) si
€] < 2N 7 et fn(€) = 0si[¢] > 2V
Montrer que ||f — Pnfll2 < |fv — P fnllz + |f — fll2 et que

|fv — PNIN5 = — 1£(€)?

1 /2”" S pez- [U(€ + 2N 2km) 2 .
2 Joane S g 10 + 2V 2k

d) Montrer que si '2% ¢ 2rZ on a

Speme UE+2V2%m)2  Tiere eramimw (U(E/2Y +2km))°
Shez lUE+2V2%m)P  Syeq ravampw U (6/2N + 2km))?

et en déduire que

S kez- U(E + 2N 2km)[2 < €12 ez 1U(E/2Y + 2km))?
Sk IU(E +2N2km)|2 = (2Vm)2N U (g/2N)2

pour —2V7r < € < 2V,

e) On note a = inf|¢ /<, |U&)| et 8= SUP|¢|<n D ke |U(€ + 2kn)|?. Montrer que o > 0
et 0 < oo.
Montrer que pour tout p € IN et tout N > p on a, pour tout f € L2,

0Ny /B
T 7rpllﬁpf(f)Hz (1+ -

-N

Ilf = Pnfll2 < ).



