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Chapitre 2

Espaces vectoriels réels

I) Del'exemple ala définition

On considere le plan E = R x R muni d’un repére (O, , /). Un vecteur & du plan s'identifie 4 ses coordonnées
(u1, up) dans ce repeére. Ftant donnés i = (u1, uy) et ¥ = (v1, v»2) deux vecteurs du plan et A un nombre réel
quelconque, on définit

o U+ U=(u+upv+13);

o A-ii=Auyp,Auy).

Le vecteur nul 0 a pour coordonnées (0, 0).

<
+
<

<

La somme vectorielle « + » est une loi de composition et elle est dite interne puisqu’elle « mange » deux
vecteurs du plan et renvoie un vecteur du plan. La multiplication a gauche « - » d'un vecteur par un scalaire
est aussi une loi de composition, mais elle est dite externe car elle « mange » un vecteur et un scalaire (qui
est donc extérieur au plan) et renvoie un vecteur.

Les calculs sur les vecteurs se font alors avec les regles suivantes (que vous appliquez naturellement depuis
leur introduction dans votre scolarité) : pour tous vecteurs i ,7, i dans E et pour tous nombres réels A et u
i) d+(W+w)=(U+0V)+w=1u+ v+ w (associativité de laloi « + »),
i) i+ U= v+ i (commutativité de la loi « + »),
iii) i+ 0 = ii (élément neutre pour la loi « + » noté 0),
iv) il + (—ii) = 0 (existence d’'un opposé pour la loi « + »),
v) A-(ii+ D) =A-U+ AU (distributivité a gauche de la loi « - » par rapport a 'addition dans E),
vi) A+ W -uU=A-ii+ -0 (distributivité a droite de la loi « - » par rapport a I’addition dans R),
vii) (Ap)-i=A-(u- D) (associativité mixte de la loi « - »),
viii) 1-i = i (élément neutre pour la loi « - » noté 1).
De nombreux espaces peuvent étre munis d'une addition et d'un produit par les nombres réels qui vérifient

les régles de calcul précédentes : matrices, polyndmes, suites, fonctions, etc. C’est pour cela qu’on introduit
la notion d’espace vectoriel.
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Définition 1. — On appelle espace vectoriel réel (ou R-espace vectoriel) tout triplet (E, +, ) constitué
d'un ensemble E et de deux lois « + » et « - » vérifiant les propriétés i) a viii) pour tous vecteurs & , U, W
dans E et pour tous nombres réels A et L.

II) Espaces vectoriels de référence

Proposition 1. — Pour tout entier n > 1, le triplet (R", +, -) est un espace vectoriel sur R avec
o R"={(x1,...,%) : X1 €R,..., X, €R};
e X+y=01+Y1,..., Xn+ Yn), SiX = (x1,...,%n) ety = (y1,..., ¥n) Sont des éléments deR" ;
* A-X=Axy,...,AXp), SiX = (x1,...,X,) est un élément deR" et \ un nombre réel.

En particulier, (R, +,-), (R2, +,-) et (R3, +,-) sont des espaces vectoriels sur R.

Proposition 2. — Pour tous entiersn > 1 et p > 1, le triplet (M, (R), +,-), est un espace vectoriel sur R
avec

ml,l oo ml,p
o MnpR) = : to|imyjeR Vie(l,...,n}, Vje{l,...,pt p, l'ensemble des matrices
ml’l,l mn,p
réelles a n lignes et p colonnes,;
am1tby - aptbyy a1 o Ap by - by
e A+B= : : ,SIA=| ¢ .. ¢ |etB=| : .. . |sontdes
an1+bp1 - an,p"‘bn,p dp,1 - dpp bpy - bn,p
éléments de My, p(R) ;
)\al,l Adlyp ay o dip
e AA=]| s siA=| ¢ .. i | estunélémentde. #y,,R) et A un nombre
)\an,l e )\anyp an’l e an’p
réel.
0 0

Le vecteur nul est dans ce cas la matrice nulle

En premiere année étaient introduits les espaces .#}, 1 (R) présentés comme des espaces vectoriels. Ces
espaces s’'identifient aux espaces R” si on identifie les vecteurs (x,...,x,) de R" avec les vecteurs co-
X1

lonnes | : | de .1 (R).

Xn

Proposition 3. — Le triplet (R[X], +,-) est un espace vectoriel sur R avec

* R[X] l'ensemble des fonctions polynomiales que l'on identifie a l'ensemble des polynomes a coeffi-
cients réels {3.7_, aiXk: neN, (ay,..., an) €R" 1} en posantX* : x — x*;

e P+QIX)=PX)+QX), si P(X) et Q(X) sont des éléements de R[X] ;
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e [A-PIX) = A xP(X), si P(X) est un élément deR[X] et X un nombre réel.

Le vecteur nul est dans ce cas le polynéme nul, le polynome dont tous les coefficients sont nuls.

Proposition 4. — Le triplet (RN, +,) est un espace vectoriel sur R avec
1. RN = {(un)neN ‘uUp€,Vne I\I}, l'ensemble des suites réelles;
2. U+ v=(Up+ V) nen, Si U= (Up) nen €LV = (V) nen Sont des éléments de RN ;
3. N-u= ) nen, Si U= (Up)nen st un élément deRN et X un nombre réel.

Le vecteur nul est dans ce cas la suite nulle, la suite dont tous les termes valent 0.

Proposition 5. — Soit D un ensemble non vide inclus dansR. Le triplet (RP, +,) est un espace vectoriel
surR avec

1. RP ={f:D — R}, l'ensemble des fonctions deD dansR;
2. f+g:x— f(x)+g(x),sif etg sontdeséléments de RP;

3. A-f:x— Ax f(x), si f estun élément deRP et \ un nombre réel.

Le vecteur nul est dans ce cas la fonction nulle, la fonction qui prend la valeur 0 sur toutD.

III) Sous-espaces vectoriels

A partir de maintenant, les vecteurs (c’est a dire les éléments d’'un espace vectoriel) sont notés sans « fleche »
(sauf exception dépendant du contexte).

Par ailleurs, dans toute la suite, on confond I'’ensemble E avec le R-espace vectoriel (E, +, ).

Définition 2. — Soient E un R-espace vectoriel, 7 un entier non nul et .% = (uy,..., u,) une famille de
n vecteurs de E. On dit que le vecteur u est une combinaison linéaire des vecteurs de .7 si il existe n
nombres réels Ay, ..., A, tels que

n
U=ANu+--+Auy= Z AiUp.
k=1

Exemple 1. — Le vecteur u = (3,2) s’écrit u =3i+2j avec i = (1,0) et j = (0,1). Le vecteur u est donc
une combinaison linéaire des vecteurs i et j.

3i
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Définition 3. — Soient E un R-espace vectoriel et F une partie de E. On dit que F est un sous-espace
vectoriel de E si

a) F estnon vide;

b) F est stable par combinaison linéaire.

Méthode 1 : Montrer qu’'une partie F est stable par combinaison linéaire.
On montre que F est stable par combinaison linéaire de deux vecteurs :

i) pour tous vecteurs u et v dans F et tous A et p dans R, le vecteur Au + pv appartient a F.

Parfois, il est plus simple de montrer séparément que F est stable par addition et par multiplication
externe :

i’) pour tous vecteurs u et v dans F, le vecteur u + v appartient a F;
ii’) pour tout vecteur u dans F et tout A dans R, le vecteur Au appartient a F.

Le point i) est équivalent ai’) etii’) ainsi qu'au point b) de la définition 3.

Exemple 2. — On se place dans E = R? et on considére I'ensemble F défini par
F={(x,y) eR?®: x=yl.

Montrer que F est un sous-espace vectoriel.

Proposition 6. — Soit F un sous-espace vectoriel d'un R-espace vectoriel E. Alors F contient le vecteur
nul.

Exemple 3. — On se place dans E = R? et on considére 'ensemble G défini par
G={(x,y)eR?: x=y+1}.

Lensemble G est il un sous-espace vectoriel de R??

Remarque 1. — Pour étudier le fait qu'un ensemble F est, ou n’est pas, un sous-espace vectoriel, on
commencera toujours par vérifier que le vecteur nul est dans ’ensemble F étudié puisque

1. silevecteur nul est dans F, alors F est non vide et on vient de vérifier une des deux propriétés
qui définissent un sous-espace vectoriel;

2. sile vecteur nul n’est pas dans F, alors F n’est pas un sous-espace vectoriel.

Exemple 4. — Soit E = RN et soient a et b deux nombres réels. On considére I'ensemble F , défini par
Fup={(Un)nen € E : pour tout n >0, ups2 = Aps1 + bup}.

Montrer que F, ;, est un sous-espace vectoriel.
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Proposition 7. — Tout sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel sur R est lui-méme un espace vectoriel
surR.

Méthode 2 : Une maniére de montrer qu'un ensemble est un espace vectoriel
Pour montrer qu'un ensemble est un espace vectoriel, on pourra montrer que c’est un sous-espace
vectoriel d'un des espaces vectoriels de référence.

Proposition 8. — Pour tout entier n, le triplet (R, [X], +,-) est un espace vectoriel sur R avec
1. Ry[X] = {P e R[X] : deg(P) < n}, l'ensemble des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou
égalan;
2. [P+QIX)=PX) +QX), siPX) et QX) sont des éléments deR,[X];
3. [A-P]IX) = A x P(X), si P(X) est un éléement deR,,[X] et A un nombre réel.

Le vecteur nul est dans ce cas le polynéme nul, le polynome dont tous les coefficients sont nuls.

IV) Familles de vecteurs

1) Espace engendré par une famille de vecteurs

Définition 4. — Soient E un R-espace vectoriel, 7 un entier naturel non nul et .% = (uy, ..., u,) une
famille de n vecteurs de E. On définit ’ensemble Vect(:%#) comme !’ensemble des combinaisons
linéaires des vecteurs de .%, c’est a dire

n
Vect(F) = Vect(u, ..., tly) = { > Axtig : (A, Ap) € IR”}
k=1

Autrement dit, le vecteur u appartient a Vect(.-#) si et seulement si u est une combinaison linéaire des
vecteurs de .7, c’est a dire qu'il existe 7 nombres réels Ay, ..., A, tels que u= Y7, Agu.

Remarque 2. — Par convention, on définit Vect(@) = {0}.
Exemple 5. — Montrer que F = {(x, y) € R? : y = 2x} s’écrit F = Vect(u) avec u = (1,2).

Exemple 6. — Montrer que F = {(x,y,2) € R : x+ y = 2z} s'écrit F = Vect(u, v) avec u = (1,0,1) et
v=1(0,1,2).

Proposition 9. — Soient E un R-espace vectoriel, n un entier naturel non nul et # = (uy, ..., u,) une
famille de n vecteurs deE. Alors

i) L'ensembleVect(%) est un sous-espace vectoriel deE qui contient % .
ii) SiF est un sous-espace vectoriel qui contient %, alors il contient Vect(%#).
iii) Si.7 et9 sont deux familles de vecteurs telles que % < ¥, alors Vect(.#) c Vect(¥).

Lensemble Vect(.%) est donc le sous-espace vectoriel engendré par % et c’est le plus petit sous-espace
vectoriel qui contient F .
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Théoreéme 1 (Opérations sur les vecteurs). — Soient E un R-espace vectoriel, n un entier naturel non
nul et # = (uy,..., uy) une famille de n vecteurs de E. Le sous-espace vectoriel Vect(%) n'est pas modifié

e lorsque I'on permute les vecteurs de .F ;
e lorsque l'on retire tous les vecteurs nuls de % ;

e lorsqu'a k fixé, on remplace uy par une combinaison linéaire des vecteurs de %, a condition
toutefois d'affecter a uy. un coefficient non nul.

2) Familles génératrices

Définition 5. — Soient E un R-espace vectoriel, 7 un entier naturel non nul et .% = (uy, ..., u,) une
famille de vecteurs de E. On dit que la famille .% est génératrice de E lorsque E = Vect(.%#), c’est a dire
que tout vecteur de E s’écrit comme une combinaison linéaire des vecteurs de .7 .

Méthode 3 : Montrer qu'une famille .7 est génératrice d’'une espace vectoriel E

Par définition, il faut montrer que tout vecteur u de E s’écrit comme une combinaison linéaire des
vecteurs de .%. Concrétement, si % = (uy,..., U,), on se donne un vecteur quelconque u de E et
il faut trouver (généralement de maniere constructive) un n-uplet de scalaires (Ay,...,A;) tels que
U=Au+--+Aup.

Ceci aboutit en général a la résolution d'un systéme linéaire.

Exemple 7. — Montrer que la famille .# = (u1, up, us) avec
u; =(1,0,0, u,=(@1,1,00 et us=(,1,1)

est génératrice de R.
I Théoréme 2. — Toute sur-famille d’'une famille génératrice est encore génératrice.

Théoréme 3. — Si on 6te d’'une famille génératrice un vecteur qui est une combinaison linéaire des
autres vecteurs de cette famille, alors la famille obtenue est toujours génératrice.

3) Familles libres, familles liées

Définition 6. — Soient E un R-espace vectoriel, 7 un entier naturel non nul et .% = (uy, ..., u,) une
famille de vecteurs de E. On dit que la famille .7 est libre ou que les vecteurs de .# sont linéairement
indépendants si pour tout n-uplet (A4,...,A,) de R”

AMup+--+Aupy,=0=>A;=---=A,=0.

Dans le cas contraire, on dit que la famille .%# est liée ou que les vecteurs de .% sont linéairement
dépendants.
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Méthode 4 : Montrer qu'une famille .# est libre
Il suffit de se laisser guider par la définition. On se donne un n-uplet (A;,...,A,) de R” tel que A\; u; +
.-+ Ayun =0 et on étudie les implications d'une telle égalité sur les coefficients Ay, ..., A,.

La encore, ceci aboutit en général a la résolution d'un systéme linéaire.

Exemple 8. — Montrer que la famille .# = (u1, up, us) avec
u; =(1,0,0), u,=(1,1,0) et uz=(1,1,1)

est libre.

Exemple 9. — On se place dans I'ensemble R[X] des polyndmes a coefficients réels. Montrer que la
famille . = (1,X - 1,X? - 2X) est libre.

Proposition 10. — Soient u et v deux vecteurs d’'un R-espace vectoriel.
1. La famille (u) est libre si et seulement si u est non nul.

2. La famille (u, v) est libre si et seulement si u et v ne sont pas colinéaires, c’est a dire qu'il n'existe
pasderéel k tel queu=kv ouv =ku.

A A
/’w
A v
// -
/
// U
/7
K u u
Y A,
u et v ne sont pas colinéaires u et v sont colinéaires

Proposition 11. — Toute famille de vecteurs d’'un espace vectoriel E est liée si, et seulement si, 'un des
vecteurs de cette famille est combinaison linéaire des autres (par exemple, toute famille contenant deux
fois le méme vecteur est liée).

Théoréme 4. — Toute sous-famille d'une famille libre est encore libre. Toute sur-famille d'une famille
liée est encore liée.

Proposition 12. — Toute famille contenant le vecteur nul est liée.

4) Bases

Définition 7. — Soient E un R-espace vectoriel, 7 un entier naturel non nul et 4 = (uy, ..., u,) une
famille de vecteurs de E. On dit que la famille % est une base si elle est a la fois libre et génératrice de E.
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Exemple 10. — La famille .% = (uy, uy, u3) avec
u; =(1,0,0), u,=(@1,1,00 et us=(,1,1)

est une base de R3 puisqu’elle est libre (exemple 8) et génératrice de E (exemple 7).

Théoreéme 5. — Soient E un R-espace vectoriel, n un entier naturel non nul et % = (uy,..., u,) une
famille de n vecteurs deE. La famille % est une base deE si et seulement si pour tout vecteur u deE, il
existe un unique n-uplet (\1,...,A,) deR" telque u =N\ yuy +--- + A\ uy.

Dans ce cas, le n-uplet (A, ...,\,) deR" sont les coordonnées de u dans la base (uy, ..., Uy).

Exemple 11. — Soit le vecteur u = (0,0,1) de R. Calculer ses coordonnées dans la base 2 = (u1, uz, u3)
avec
u; =(1,0,0, wu,=(1,1,00 et uz=(1,1,1).

V) Dimension finie

Définition 8. — Un espace vectoriel sur R est dit de dimension finie si il possede une famille généra-
trice constitué d’'un nombre fini de vecteurs.

Remarque 3. — Quand un R-espace vectoriel E est réduit au vecteur nul, c’est a dire E = {0}, on dit
que dim(E) = 0.

Théoréme 6. — SoitE # {0} un R-espace vectoriel de dimension finie. Alors E posséde une base.

Théoreme 7. — Soit E # {0} un R-espace vectoriel de dimension finie. Alors toutes les bases de E
possedent le méme nombre d'éléments. Ce nombre est appelé dimension deE.

Théoréme 8. — SoitE # {0} un R-espace vectoriel de dimension finien > 1. Alors
e toutes famille libre de E possede au plus n vecteurs;
* toute famille libre de E composé de n vecteurs est une base;
* toute famille génératrice de E posséde au moins n vecteurs.

* toute famille génératrice de E composé de n vecteurs est une base.

Théoreme 9. — Soit n un entier non nul. Définissons pour tout entier k dans {1, ..., n} le vecteur ey, de
R" constitué de 0 a toutes les positions sauf a la k-ieme qui comporteun 1 :

€1 = (1»0)'--’0))
€2 = (0»1)---’0))
en=(0,0,...,1).

Alors la famille (ey, . .., en) est une base deR", appelée base canonique de R". En particulier, nous avons
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I dim(R™) = n.

Théoréme 10. — Soit n un entier. Alors la famille (1,X,...,X") est la base canonique de R, [X].

En particulier, nous avons dim(R,[X]) = n+1.

Théoreme 11. — Soit n et p deux entiers non nuls. Définissons pour tout entier k dans {1, ..., n} et tout
entier € dans {1, ..., p} la matriceEy  deR" dont tous les coefficients valent 0 sauf le coefficient situé a la
k-ligne et £-ieme colonne qui vaut1 :

6-1 ¢ €+1 - p

1 (00 - 0 0 0 0

. k-1]0 0 0 0 0
k€= % lo o 0 1 0 0
k+1]0 0 0 0 0

n \00 -~ 0 0 0 - 0

Alors la famille (Ey. ) 1<k<n1<(<p oSt la base canonique de M, R).

En particulier, nous avons dim((.#,,,([R)) = n x p.

Remarque 4. — Formellement, nous avons

0 sia#b,
(Ek,é)i,j =8, xBy,j, avec Bgp= { 1 sia=b

Méthode 5 : Montrer qu'une famille . est une base dans un espace vectoriel E de dimension finie
Nous pouvons soit

* montrer que la famille est libre et que son cardinal est égal a la dimension de E;

e montrer que la famille est génératrice et que son cardinal est égal a la dimension de E.

Exemple 12. — Montrer que la famille .# = (1,X + 1,X? — 1) est une base de R, [X].

Proposition 13. — Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace vectoriel deE.
AlorsF est de dimension finie et dim(F) < dim(E). Par ailleurs, si dim(F) = dim(E), alorsF = E.

Méthode 6 : Déterminer la dimension d’un sous-espace vectoriel
On pourra déterminer une base et la dénombrer, ce qui nous donnera la dimension.
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Exemple 13. — On note ., (R) 'ensemble des matrices symétriques réelles a 2 lignes et 2 colonnes :
S R) ={Ae R : ‘A=A

1. Montrer que ., (R) est un sous-espace vectoriel de .Z> (R).

a c
d b

(a) Exprimer ‘A en fonction de (a, b, ¢, d).

2. SoitA= ( ) avec (a, b, ¢,d) dans R*.

(b) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur (a, b, ¢, d) pour que A soit symétrique.

. (10 (0 0 (01
3. SmentAl_(O 0),A2_(0 1)etAg_(1 0),

(a) Montrer que la famille (A1, A2, A3) est libre.
(b) Montrer que la famille (A1, Ay, A3) est génératrice de .7, (R).

(¢) En déduire la dimension de .%,(R).

Définition 9. — Soient E un R-espace vectoriel, 7 un entier non nul et .% = (uy,..., u;) une famille de
n vecteurs de E. On appelle rang de la famille .%, noté rg(.%), la dimension de Vect(.%).

Exemple 14. — Soient u; = (1,0,-1), up = (-1,2,1) et ug = (3, -4, —3) trois vecteurs de I'espace vecto-
riel R3. Déterminer le rang de la famille (uy, up, u3).
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VI) Exercices

Exercice 1. — Représenter les ensembles suivants et déterminer si ce sont des sous-espaces vectoriels
de R?.

a) Zx7Z;
b) {(x,y): y=—-x};
0 {x, ) eR?: y>Ixl};

Exercice 2. — Déterminer si les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de R[X].
1. {PeR[X]: P(1)=0};
2. fPeRX]:P(1) =1};
3. {PeR[X] : deg(P) = 2};

Exercice 3. — Déterminer si les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de RV,
a) 'ensemble des suites bornées;
b) I'ensemble des suites qui convergent vers 1;
¢) I'ensemble des suites qui convergent vers 0;
d) 'ensemble des suites dont le terme initial vaut 0;

e) {(un) ERV : uyyy =ud,VneNh.

Exercice 4. — Soient E un R-espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
1. Montrer que F N G est un sous-espace vectoriel de E.
2. Pour cette question, on se place dans E = R? et on poseF={(x,y): y=xtetG={(x,y) : y=—x}.
(a) Représenter F et G.
(b) L'ensemble H = FuU G est-il un sous-espace vectoriel de E.

3. Montrer que H = Fu G est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si F < Gou G F.

Exercice 5. — Soit F = {(x,y,2) €R3 : x+y+2z=0et x+2y—3z = 0}. Montrer que F est un sous-espace
vectoriel de R3 et déterminer une base de F.

Exercice 6. — Etudier la liberté de la famille de matrices (A}, Az, A3) avec

1 0 1 1 4 3
Al—(o 1), Ag—(l 1) et Ag—(s 4).

Exercice 7. — Etudier la liberté de la famille de polynémes (P1, P,, P3) avec

PiX)=1-X+X? P,(X)=3+X-2X> et P3(X)=-1-3X+4X>.

Page 11/12



ECE2-Lycée La Folie Saint James Année 2014-2015

Exercice 8. — Etudier la liberté de la famille de fonctions (fi, f>, f3) définies sur R avec

fiw =1, H@)=e" et fz(x)=e>*, pourtout x réel.

Exercice 9. — Etudier la liberté de la famille de suites réelles (u, v, w) avec

u,=1, vy=n et w,=2", pourtout x réel.

Exercice 10. — Pour tout k dans {0, 1,2}, on définit le polynome Py par Pr(X) = (X—1)¥(X)?¥. Montrer
que la famille (P, Py, P3) est libre.

Exercice 11. — Soit (P;)}_, une famille de polynomes a coefficients réels et notons d; le degré du poly-
nome P; pour tout i dans {1,..., n}. On suppose que les degrés des polyndmes (Pi)l’.’:1 sont échelonnés :

di<dy<---<dy.

Montrer que la famille (P i):lzl est libre.

Exercice 12. — On note .#3(R), respectivement 2% (R), 'ensemble des matrices symétriques, respecti-
vement antisymétriques, réelles a 3 lignes et 3 colonnes :

SR ={Ae MR :' A=A} et AR ={Aec.#,R) :A=-A}

1. Montrer que ces deux ensembles sont des sous-espaces vectoriels de .#3(R).
2. Déterminer une base de .3(R) et en déduire sa dimension.

3. Déterminer une base de 24 (R) et en déduire sa dimension.

Exercice 13. — Soit « un nombre réel et u; = (1,a,2), us = (-1,8,a), us = (1,2, 1) trois vecteurs de R3.
Déterminer le rang de la famille (u;, uy, us) en fonction de a.

Exercice 14 (Extrait de Ecricome 2009). — A tout triplet (a, b, ¢) de réels, on associe la matrice M (a, b, ¢)
définie par :

a a a
M(a,b,c)={0 b b
0 0 c

On désigne par E I'ensemble des matrices M (a, b, ¢) ou a, b, ¢ sont des réels. Ainsi :
E={M(a,b,c) avec a, b, c réels}

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel .#3 (R) des matrices carrées
réelles d’ordre 3.

2. Donner une base de E ainsi que sa dimension.
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