Fonctions vectorielles de la variable réelle

Préambule : dans tout ce qui suite, les fonctions considérées sont a valeurs dans un evn E de dimension finie,
et il est donc inutile de préciser la norme utilisée. Ce qui est énoncé est néanmoins valable lorsque E complet.

(a) f( )

Définition : pour I intervalle réel, a € I et f € E! est dite dérivable en a si : t a une limite [ € F

en a, notée f'(a). (on étend a dérivée a gauche/droite).
Définition : pour f,g & valeurs dans (E,| |g) et (F,] |r), f = o(g) si |f(z)|p =" o(lg(2)|r).

Proposition : pour (f,g) € (E1)?2, A€ K, f et g dérivables en a € I, A\f + g est dérivable en a et on a :
(Af+9) (a) = Xf'(a) + ¢ (a), donc D*(I, E) est un sev de E’. (on étend & dérivée & gauche et a droite).

Proposition : D! c C° .. D* c C*1, .

Proposition : f € CY(I,E),u € L. (E,F). Alors uo f € C1(I,E) et (uo f) =uo f.
Preuve : pour a € I, Vt € I\{a},
(wo f)(t) = (uo f)(a) — (t—a)(UOf (a)—U(f(t)—f(a)—(t—a)f'(a))
|(wo f)(t) — (uo f)(a) f(t) —fla) .,
| —a H . f'(a)

Donc (uo f')(a) = u(f’ (a)).

X [lulll

Proposition : pour B € Bil(E x F,G), f € DY(I,E), g€ D'(I,E), Bo(f,g) € D}(I,G) et sa dérivée :
(Bo(f.9)) =Bo(f,9)+Bo(g',f)

Exemples :

e B: {[K B E; est bilinéaire. Pour (A, f) € CP(I,K) x CP(I, E), \. f € CP(I, E) et (\f)" = XN f+ Af".

.x{ ()Xfm L0 = M, (K)
(MvN) = MXxN

B =A"xB+AxB.

. O.{L(E,F)XL(F,G) — L(E,G)
. (u,v) s vVou

est bilinéaire donc pour A€ C7/(1,9M, ), Be C/(I,M, ), (A X

est bilinéaire donc pour ¢ € C/(I, L(E, F)), ¢ € C/(I, L(F,QG)) :

I —- L(F,G)
= p(t) o (t)

 Le produit scalaire étant linéaire, on le dérive comme un produit habituel (cf. physique).

(por)) =1 op+1op mais attention le o ici désigne : ¢ o : {

Proposition : si CID:HZ:1 E, — F est p-linéaire. Pour u, € D'(I,E,), k € [1,p], ®(u,,...,u,) € D'(I,F)
et :

p
' (uy, .. u,) = Z(b ((u’@k,i))ieﬂl pl])

Proposition :pourfGDl(I,E) € DYJ,R),sip(J)CI, (fop)e DY J,E)et (fop) =¢ . (f op).

F(t)=f(a)
Preuve : on pose g:t — { ma 7 cp(a) , qui est continue en ¢(a).
f'(e(a)),t = ¢(a)

On pose :

A () # ¢(0)

(Foo)(t) = (fop)(a) _ fe(t) = flpla)) o(t) — p(a)
{ t—a o(t) —p(a) t—a

Vt#a, Ay = g(p(t). 29729 done (fop) = . (f




Remarque : il est essentiel que ¢ soit a valeurs réelles, sans quoi si ¢ est a valeurs dans F', il faudrait savoir
dériver une fonction a variable vectorielle.
Remarque : pour u € L(E,F) et f € C1(I,E), uo f est en fait C!.

Proposition : E de dimension finie. Soit C' = (¢4, ...,¢,) basede E et Vo € I, C*(f(z)) = (f,(x), ..., fi(x)),
ie f(z) = 2:1 fi(z)e, (les fy, sont les fonctions coordonnées de f dans C), alors :

f€DYI,E) < Vke[1,p], f, € D'(I,K)
On a alors Vz € I:

f@) = ka/(l’)%

Preuve : C' = (g4, ...,¢,) base de E, C* = (&}, ..., €} base duale.

Soit fe D' (I,E) et ke [1,p]. fr =¢of. Les &} sont linéaires donc f € D' = ¢} o f € D' et
(er. o f) = ¢ o f estla k-ieme fonction coordonnée de f'.

Réciproquement, si Vk € [1,p], f, € D*(I,K), les f,.e, sont dérivables de dérivée (f,e,) = fres et
viel, f(t) = Z: L Jr(t)ey, done f = Zi: L i€ et elle est dérivable par linéarité de la dérivation, ce

qui donne Vx € I : f'(z) = 2:1 I (x)ey,.
Proposition : si f est définie sur un vrai intervalle I & valeurs dans E = HZ: L E,., notant (fi,..., fp) les
( I — Z—lEk
composantes de f | f: N .
t = <fk(t))ke[[1,p]]

fe Dl(I,E) <= Vke[lp], f, € Dl(I,Ek)
Et dans ce cas :f" = (f{,..., f;)-

p
E, — k:lEk

Preuve : f: 1 — szlEk avec f = (fl"“’fp)' U r (0 T 0
posii;onk

) est linéaire et

Vi = (xy,...,1,) € HZ:1 E,, x= ZZ:1 u ().
f= Zf: (Ui o f; donc si les f; sont dérivables, les u; o f; également et (u;o f;)" =wu;of et f€
DNLE) et f' =5 o fl = (fi,s f}).
P E, — E,
k=1

, les m, sont linéaires et f, = m, o f donc f) est
(Tq,.,2,) = @y

Réciproquement, posant 7Tk2{

dérivable et f; =m0 f'.

Remarque : n€N. On étend & fe D"(I,E) <= Vke[l,p],f, € D"(I,E,) et fe D"(I,E) < Vke
[[17p]]7fk GD”(I,[K)

Proposition : Leibniz généralisée. B € Bil .(E x F,G), f€ CP(I,E) et g€ CP(I,F), B(f,g) € C?(I,Q)
et :

P

p _
B(f,9)" =Y (;) BU™,g7")

k=0
Proposition : inégalité des accroissements finis. Soit f € C°([a, b], E) dérivable sur ]a, b] telle que : Vt €]a, b],
IF/ (@)l < K alors | f(b) — f(a)]| < Kk[b—al.

Preuve : soit (x,y) € I [f(z)— fly)] < Hﬁ/ 1 (t)dtH < k|x — y|. Par passage a la limite, on a le résultat

pour a, b.



Fonctions réglées et intégration

R(I,E) est I'espace des fonctions réglées de I vers E (evn de dimension finie).
C% (I, E) est I'espace des fonctions continues par morceaux.
&([a,b], E) est espace des fonctions en escalier :

&(la.b). E) = {f € R([a,}], E) | card{x € [a,b] | f(z*) # f(z) ou f(a") # f(x)} € N}
E([a,b], E) € C%([a,b], E) C R([a,b], E)

Définition : les fonctions réglées sur un segment sont les limites uniformes des fonctions en escalier.

Dans l'espace L*([a,b], E') des fonctions bornées de [a, b] vers E muni de | ||£f;’b]7 R([a,b], E) = &([a,b], E) et
est donc fermé : une limite uniforme de fonctions réglées est réglée.

En pratique, on reconnait que f est réglée par :

[ € R([a,b], E) <= Vx €]a,b], f a une limite f(z~) & gauche en z et Vz € [a, b, f a une limite a droite f(z™)
a droite en z.

En particulier, toute fonction continue est réglée, si ¥ = R, toute fonction monotone est réglée. Par composition
des limites, si f € C°(E, F) et g € R([a,b], E), f o g est réglée.

Proposition : pour [ intervalle, f est réglée sur I <= elle est réglée sur tout segment contenu dans I.

Définition : norme 1 :
R([a,b], E

) = Ry
. b
ey Jr

Est positive, homogene, vérifie I'inégalité triangulaire, mais pour f € R([a,b], E) :

ef
Ifli = 0= Vz € Cont(f), f(x) =0 & f est "presque nulle"
Sur C%([a,b], E), la norme 1 est une norme (car cont(f) = [a, b]), dite de la convergence en moyenne.

Primitives d’une fonction réglée

Définition : pour f € R(I,E), F € E! est une primitive de f si et seulement si :

{‘v’x € I\inf I, F est dérivable a gauche en z et F,(z) = f(z7)

Vo € I\sup [, F est dérivable a droite en x et Fj(z) = f(x™)

Proposition : si g € C°(I) et y a une dérivée a gauche ou a droite nulle, g est constante. (résulte de I'TAF).
Remarque : pour f € R(I), si F' et G sont des primitives de F' (elles sont continues) et F' — G = cste.
Bien siir, la dérivée d’une constante est nulle, donc si F' est une primitive de f, les primitives de f sont les
fonctions : G:x +— F(z) 4+ u, u € E.
Théoréme fondamental du calcul intégral (enfin de ’analyse, mais c’est peut-étre un peu trop lui

en accorder) :
Soit I un intervalle, f € R(I,E) et a € I en sorte que Vz € I, [min{a, z}, max{a, x}| est un segment.

I — E
F {x N /If(t)dt est une primitive de f sur /




Preuve : soit « € I'\\sup I. Pour y €]z, sup[
Ty = o | [ o= [ rwars o -ns6)

—H/m— o)t

Par définition de f(z"), Ve >0, 3a >0 / Vt €|z, z + o, | f(t) — f(z7)| < € donc pour y €]z, x + af :
Fy) — F 1 Y
HM_J@(SH) S—/ edt = ¢
y—z y—x )

Donc f(xt) = lim% et F' est une primitive de f sur I.
Ty

Corollaire : pour toute primitive F' de f sur I, Lb f=F(b)— F(a).

Proposition :siu e L, (E,F) et f € R([a,b], E) :
b b
/ uof=u (/ f)

Proposition : intégration par parties : soient (u,v, B) € C'(I,E) x C'(I,F) x Bil(E x F,G) et a<beI:

/a B, v) = [Blu,0)]! — / Blu, )

Version itérée : soient (u,v, B) € C"" (I, E) x C"™Y(I,F) x Bil(Ex F,G)eta<bel:

/abB(u("H)?v) = [i(—l)kB(u("k)’ U(k))] ’ + (=1)n*! /abB(u, o)

k=0

Remarques : o La démonstration peut étre par récurrence mais est plus efficace en dérivant par rapport a b
pour trouver une dérivée nulle.
o En particulier, B="." € Bil(R x E, E) et ce qui précéde pour f € C"*([a,b], E) et u:t > (b= ) (avec donc

u®) () = (—1)F (lzni)m ) donne le théoreme suivant :

Théoréme : formule de Taylor avec reste intégral : pour f € C""([a,b], E) :

s =3 o+ [0 pengar

k=0

Proposition : le théoreme précédent donne I'inégalité de Taylor-Lagrange : pour f € C"*([a,b], E) :

n b— k b— n+1 "
o2 o] < e et

“— +1)!
Proposition : formule de Taylor-Young : pour f € C"™(V, E) ot V est un voisinage de a € R quelconque :

0= S iy AL

Remarque : en fait, la formule de Taylor-Young est valable sous I'hypothése f € D™ 'L,

Théoréme de changement de variable sur un segment : pour J = [a,b] segment, f € R(J,E) et p €

(1, ) b )
/ (1), f(p(t))dt = / £ (u)du
a »(a)



Remarque: /! on n’a pas nécessairement ¢([a, b]) = [¢(a), p(b)] lorsque ¢ n’est pas monotone.

I - GL,(K)

P A est Ct sur I et Vtel, (A7) (t) =

A savoir : si Ae C'(I,GL,(K)), alors A™': {
—ATTA AT
Preuve : si on sait qu’elle est dérivable, on dérive : (A x A1) = A/A™' + AA™Y =0 donc (A7) (t) =
—AtA’A7! et on en déduit que (A1) est continue Preuve de la dérivabilité : t — det A(t) est C*,

donc t:+ det A(t)"! est dérivable et enfin t:+ X Com(A(t))T est dérivable.

det A(

Complément sur les suites et séries de fonctions :
c
Pour (f, ) e R([a b, E)" / (fn)[—?f, alors lim [*f, = [*F.
a, n—oo “a a
b
WS L) o RS [ =
Pour (fn) € R([a, b, BN, si VI C[a,b], (fn)C—I>VUf, alors pour a € I, la fonction F,:t Lbfn converge

. , t
uniformément vers F: ¢+ [ f.
a

On a aussi toutes les versions des théoremes de dérivation terme a terme et les preuves sont identiques.

R — M, (K)

Proposition : pour A € M, (K) (ou u € L(F)), f: {t > exp(tA)

VE {[R - LE) est C et el = yoel™).
H

etu

est O sur R et Let4 = Aet? (ou :
at

Preuve : soit u;:t:1— t:—f‘k7 qui est C! sur R et on la dérive selon : uj, =0 et si k > 1, u;(t) = tk - Ak
Sur [—m,m] on a : Juj, ()] < F55 |AI* et Jup] ™™ < #55 | AJ* done puisque [A] S ,HAHk '
converge vers |A|e™4l on obtlent que Y u; converge normalement sur tout segment. Sl on a la

d tA _ A tA
, ettt = Aett

k>1

convergence simple (que 'on a), on a donc par dérivation terme a terme

Remarque : par récurrence, on obtient : dtn et = Aret4,

Proposition : pour f € R([a,b], E), le théoréme sur les sommes de Riemann s’applique encore, et de la méme
maniere que pour f € C%([a,b], E) :

Sommes de Riemann : R (f) est la somme de Riemann de f relativement a la subdivision pointée

0= {(ak)keﬂo,pﬂ? (bk)ke[[o,p]]} :
p
R,(f) = Z(ak+1 — ay,) f(by,)
k=1
Le pas de la subdivision est d(c) = nﬁgxﬂ\akﬂ ag).

Ona R,(f+\g)=R,(f)+ AR, (g).

Pour une suite (o,,) de subdivisions de [a, b] telle que (4(c,,)) — 0, (RU (f)) — | f
n— oo " n— oo



Intégrale sur un intervalle quelconque

I est un intervalle non-dégénéré. F est un evn de dimension finie. f € R(I, E).
a=infl € RU{—oo}, b=supl € RU{+oc0}, ¢ €la,b|.
F:z+ fcm f(t)dt est une primitive de f et

—b
/ f=F({b")—F(a") et cette intégrale ne dépend pas du choix de ¢
—a

Comme pour les fonctions continues numériques, f est sommable/intégrable lorsque :
111 = /Hf(t)l\dt = Sup/l\f(t)l\dt <0
T JcI J

LY(I,E) = ({f € R(I,E) | fIHf(t)Hdt < oo}, | [I) est presque un evn (car la séparation n’est pas totalement

vérifiée pour la norme sur les points de discontinuité). LL(I, E) en est un.

Théoréme :si f € L'(I,E), [ f converge. (CV absolue => CV).

Proposition : f € L'(Ja,b[, E) < f € L*(Ja,c], E) et f € L'([¢,b], E).

Remarque : il est suffisant de justifier la convergence de I'intégrale aux voisinages de a™ et ™.

Proposition : comme & l'accoutumée, pour g € L*([c,b[, F), si f L O(g) ou f L o(g), f € L*([c,b]).
De méme, pour g € L*([c,b[, E) et f € R([c,b[, E), f S g= f€LYcb,E).

Théoréme de changement de variable sur un intervalle : soit f € R(J,E), ¢ € CH(I,R) / o(I) = J et

(o strictement monotone.
/\go'\(f o) et /f sont de méme nature
I J

(toutes deux divergentes, toutes deux semi-convergentes ou toutes deux convergentes). En cas de convergence :

/I\so/\(fw)z/Jf

« La preuve est débile », PFB. Si tu ne sais pas le prouver, tu es donc débile.
Preuve : on se contente de I = [a,b[ et de ¢ . Bien sir, si J = ¢(I), c’est parce que f € R(K, E)
ou p(I) C K et qu’on a posé J = ¢(I) pour restreindre f. Sa surjectivité est donc artificielle. ¢ 7 7
donc également injective. ¢ est donc une bijection C! de I sur J. Soit F une primitive de f sur J. Pour
z € [a, b, ¢([a,z]) = [¢(a), p(x)] et le théoreme de changement de variable sur un segment donne :
z o(x)
[ #ene o= [ pud=F(e()

v(a)
G = F o ¢ est la primitive de f(¢(t))¢’(t) nulle en a.

v /" et a admet donc une limite ¢(b™). Ainsi, si F' a une limite en ¢(b™), linlf)l G(z) = lir? F(p(z)).
z—b~ T—b~
Ainsi, si f est dintégrale convergente sur [p(a), (b)), f(o(t))¢'(t) aussi sur [a,b] et
b , b

[ Fet)e (dt = [ f

Mais ¢ € C?([a,b], [p(a), o(b7)[) est bijective et est en fait un homéomorphisme et sa réciproque est
une bijection strictement croissante. On a alors : Go ! = F.

A nouveau, si G a une limite en b=, Fogp a une limite finie en ¢(b”). On a donc enfin

fa - f(e(t)e’ (t)dt et L fg) f de méme nature (pour la convergence ou la divergence) et égales si

convergentes.

Pour la semi-convergence, appliquer le raisonnement a | f(¢(t))¢’ (¢)].




Remarque : en pratique on fait le changement de variable en posant u = ¢(t) ou t = ¢~ () indifféremment.
Mais il faut s’assurer que ¢! € C!, qu’elle est strictement croissante.

def
Proposition - définition : ¢ est un C! difféomorphisme de I sur J <= ¢ € CY(I,J) et o1 € C1(J,I).
Caractérisation pratique : pour ¢ € C*(I,R), ¢ est un difféomorphisme <= ¢’ ne s’annule pas sur I (car
(1) =)

Remarque : soit f € R(I, E) | fIHf(t) |dt < co. Pour montrer que fIf converge sur I, on a deux options :

e Prendre une base de E et passer par les fonctions coordonnées de f dans B en justifiant que pour la
norme ||| 5 = sup des coordonnées, la sommabilité de f[ | f(t)| gdt équivaut a celle de f[ | f(t)|dt car les normes

sont équivalentes et en ajoutant que : |f| < |f|z = (|fi]) sommable = [ f, cv = [ f cv.
o F aune limite en b~ <= Y(x,) € IV | lim z,, = b~ = F(z,,) cv.
n—oo

Lemme de Riemann-Lebesgue : f € L'(I, E), g € R(R,K) est T-périodique. Alors :

hm/ (M) f /gx/f

On le prouve en passant par toutes les étapes : pour L g = 0, on le fait pour les fonctions caractéristiques d’un

segment, puis pour les fonctions continues par morceaux puis pour les fonctions quelconques sur un segment et

enfin sur un intervalle. Enfin on pose G = g — 7 [) g g, ce qui donne 1 L "G =o. (classique oraux & écrits).

Dérivatrix :
cos™ () = cos (x + n%)
sin™(z) = sin (x + n%)
eim(”) _ ei(:m»ng)
pi!(X—a)p*" sip>n
(X —a)r)™ =|(p—n)! -
0 sinon
q—1
(z=a))@ = (z—a)* | [(a—1i)
i=0
-1 1 1 n+tl T
(n+1) . — ( | _ — 2\ [ _n_
atan x T ((:r—z')"“ (:L‘+z')"+1> (14 2°) cos [(n+1)atanx n3

tan(atanzx) = x
atan(tanz) = z([n|

1 _ 1 =_1
1+tanZu T V1+tanZuw - ‘COS atanx\ V1tx?

u dx o—tant atanu d(tant) B atanu 1+tan2t &= atanuCO82n72tdt
At+a2" 0 +tan2i)r It tan2r "~

Pour exprimer cosatan z, on utilise cos? u = — |cosu|



