Séries entieres

Dans ce qui suit, pour (a,,),cy € CY donné, >, a,2" désigne, selon le contexte, une série numérique (z € K) ou

une série de fonctions (z = Idg).

Proposition — définition : du rayon de convergence : pour (a,, ),y € CV donné, soient :

Ay ={r=>0]| Zzozo\an\r" <oo}, Ay ={r=>0] Z:O:Oanr" v}, Ay = {r >0 | (anrn)mO} et enfin
Ay ={r=0](a,r") = O(1)}.

On abiensir0 € A, C A, C A, C A3 CR,.

On pose R = sup A, qui est le rayon de convergence de la série entiere Zn a,z".
Alors [0,R[ C Ay C A C A, C A

Preuve :si R =0, c’est trivial. Si 0 <r < R, par définition de R, r ne majore pas As, Ip € A; | 7 < p.
(a,p™) est bornée. Soit M € R, | Vn € N,|a,|p™ < M. Alors |a, |r" = |a,|p" (%)n < M(%>n, et, comme
- <1 ZHM(%Y converge et 3 |a,|r" aussi, et on a donc [0, R[C A,.

Définition : onnote D, = {z€C | |2| <7}, D, ={z€C||z|<r}et S, ={2€C||z| =7}

Et de méme : I, =D, NRet I, =D, NR.

Proposition : pour z € D, > |a,2"| converge donc ) a,2" converge absolument donc converge.
Pour |z| > R, |z| & A5 et la série Zn a, z" diverge grossierement.

Pour z € Sp, la théorie ne dit rien a priori, on dit que Sy est le « cercle d’incertitude ».

Dy, est le disque ouvert de convergence.

Dy, est le disque fermé de convergence.

I est I'intervalle de convergence.

Exemples : au sujet du comportement sur le cercle d’incertitude, soyez préts a tout :
[e%e] oo n x n
" z z
f:zl—)E z ,g:zl—>§ —,h:zl—>§ —
n n
n=0 n=0 n=0

Elles ont toutes un rayon de convergence R = 1.

o Pour f :si|z| =1, la série diverge grossicrement.

e Pour h, ||z > Z—ZHODJ = # et la série Z# converge donc h converge tout le temps sur le cercle d’incertitude.
e Pourg :siz=1, divergence.7 Si z = —1 convergence. Quel est {z € U | Z% CV} 2

Pour z=¢e? c U : Z% =3¢ Larégle d’Abel donne, puisque <ZZ:1 eme)p bornée et (+) décroit vers 0 que

{zeU| DL OV} = U\{1}
gz ZZO:O ™% Z converge sur U\{e "¢}

ter. oo n 2" © n z" © n z" . - e
gz neo U1 -+ ) o Y2 —t et ) o Up 7 converge sur [U\{ul,...,up}.
Proposition : pour r € [0, R[, > a,2" converge normalement donc uniformément sur D,..
n

Preuve : |z| <r = a,2"| < a,|r" , donc |z anz”Hz = |a,|r" et Zzozo\an\rn < oo et donc

>, G, 2" converge normalement donc uniformément sur D,..




Remarques : « Attention, il n’y a pas forcément convergence sur D(0, R), mais sur tout disque D(0, ) avec
[r <RI

o Cette proposition se paraphrase en « pour tout compact K C Dp, Zn a, 2" converge normalement donc
uniformément sur K ». Si vous justifiez un calcul par « il y a convergence uniforme sur le disque de
convergence », préparez-vous au courroux du dieu des maths.

« Sipour Y a,z", il y a convergence uniforme sur Dp, entier, il y a convergence uniforme sur D, donc on ne

dit jamais innocemment qu’il y a convergence uniforme sur Dy entier, mais bien sur tout compact contenu dans

Dpy. Preuve :si ) a,z" CVNsur D(0, R). Soit u,,: z = a,2". |u,(2)| = |a,]||2|™ qui est une fonction croissante
de |z|, donc |u,, HODO(O’R) =la,|R" = Hunﬂfo(o’R) et il y a encore convergence normale sur D(0, R).

Cette preuve est pour la convergence normale. Montrez le pour la convergence uniforme.
« Puisque les fonctions z — a,, 2" sont continues, z Zn a, 2" est continue.

Définition : soit f une fonction de la variable réelle ou complexe. On dit qu’elle est développable en série
entiere (DSE) au voisinage de 0 si 3p > 0,3(a,,) € CV | Vz € D, f(z) = ZZOZO
Ceci entraine implicitement que D, C Dy, que, si R est le rayon de convergence de Zn a,z", p<R.

Notant S la somme de la SE de 3~ a,2", fio, =S,

a,z".

Il arrive que p < R et que sur une partie non-vide de C\D,,, f et S soient définies mais n’aient pas la méme
valeur.
1

Exemple : V|z| <1, E:ZZO:O z" . Bien silir, si r>1, an” diverge grossierement et donc

c — C : : . .

S: {z S n est définie sur D, exactement, bien que z rlz soit presque définie sur C entier.
n=0

Remarques :

oo n
-0 a,z  comme une somine

e Puisque pour |z| < R, Zn a,z" converge absolument, on peut manipuler Zn
finie.

« On parlera souvent pour ¢ /€ NN de la série entiere > a, z?™ (comme par exemple > a,z"’), qui
0sin ¢ pN)

ay sin = (k)

Les SE telles que {k € N | o;, = 0} est infini sont appelées « séries lacunaires ».

désigne en fait la série entiere 2", ol o, = {

Notations : a = (a,),cn € CY, b= (b,),en € CV. R, est le rayon de convergence de a.
a+b=(a,+Db,).

a, *b, = (ZHF” aibj>.

a’ = ((n + l)anH) (pas officielle)

fa - (:—ﬁ)nen\‘*, (1/6 - 0

Sa = (an+1)n'

la] = (lay])-

Détermination d’un rayon de convergence : les regles de base

*« R, =Ry,

o laf < [p|= R, > R,

Pour a € R, (a,) = O(n*b,) = R, > R,. Et donc (a,,) ~ (b,,) = R, = R,.

« Ry =R,

- Ry =Ry =R,

Si Q € C[X]\{0} et b, = Q(n)a,, R, = R,.

« SiR,# Ry, R, ., =min(R,, R) et si R, = R,, R,.;, > R, mais I'inégalité peut étre stricte.



® Ra*b > mln(R(N Rb)
« Regle de d’Alembert.

Preuves : en passant les propriétés triviales :

- Si (a,,) = O(n*b,,) avec a € R. Si R, =0, R, > R, est évident. Sinon, pour r € [0, R,[ :

Soit p€r,R[ . On a 3 |b,|p" converge. |a,|r" = l|a,|p" (%) = O(no‘ (%) bn,o”> et donc
(a,r™) = o(b ") et 37 |byp" < oo =37 |a,|p" <oo. = Vre[0,R], > a,r" CV donc R, > R,

-Si S = avec P ,Q € C[X]\{0}, S(n) = O(n¥9P~1e9@) et donc b, = Q(n)a, = R, = R,

- Si rEDmmR &y =Dr, NDg,, > |a,|p" <ooet > |b,|p" < oo donc > ([b,|+ [a,])p™ < oo et
comme 0 < |a,, + b, |r" < ([a, |+ [b, )", X2 |ay, + by, |p™ < oo done R, > min(R,, R,). De plus, si
Rb > Ra ) pulsque be = Rb et ap = (an + bn) (_bn) , pour pe& ]Rava[ ) Zn anpn =
N —
DV
> (a, +0b,)p" =3 b,p", donc R, < R, = min(R,, R,) et enfin R, # R, = R,,, = min(R,, R,).
ﬁ,—/
DV cv
Exemple : ¢, =3, b, = 1. Pour r > 0, Zn% < oo, et R, =00. R, =1.
a, = ¢, +d, donne R, = min(1,00) = 1.
b, =c, —d, donne R, = 1.
a+b=2cet R, ., =00>1=min(R,, R,).
Suite des preuves : pour z€ Dp NDpg, , > |a,[2" converge et > [b,[2" converge donc

> Ziﬂ, (a;2'b; ) =3 2 ZH] (a;b;) converge absolument et R, > min(R,, R,). On a de plus,
Z:OO(CL*() (Z a,z") * (>, b,2")

Théoréme : soit a = (a,) € C". La somme S, de la série entiere de la variable réelle >, " est C°° sur

0o n! n— 00 n ' n
Ip et Vo elp ,Vpe D\I,Sip)(:r) =S,m(x) = Zn:panr'p)!x P = anoanﬂ,( le) T

Preuve : pour 0 <r < R,, posant u,:x > a,x", u,:x — na,r" !

et donc, puisque ) wu, converge
normalement donc uniformément sur [—r, 7], le théoreme de dérivation terme & terme donne le résultat

et par récurrence on I’a pour tout p dans N.

9]
ann’j—!!O"*p =a,p!, et donc si R >0, VpeN, a, :%, et donc Vx € I,

Remarque : Sp)(O) = ZZO

@ =p
(
S, (x) = Z;io S& ( %2 0 4p 5 développement de Taylor qui cache son nom.

- Par conséquent7 si f admet un DSE au voisinage de 0, 3p > 0, (a,,) tq Vo € I, f(z) = ZZO: a,x" et alors

0
n = S‘~"_)'(O) = f‘“_)‘(()) et donc le DSE est unique.
n: n:
- On obtient un DLy, (0) de la somme d’'une série entiere de rayon de convergence strictement positif au

voisinage de 0 sur C par troncature de la série entiere a 'ordre N.

Proposition : si 3p >0 / Vz € D, Z a,z" = Z b,z",(a,) = (b,). (découle de la remarque précédente).
n=0

Remarque : en réalité, il suffit que 0 soit un point d’accumulation de {z € C | ZZO:O a,z" = Z:O: 0 b,z"}.



Théoréme : soit z € | — R, R|.

/0 ’ ni)u" (it =" /O “u (t)dt

n=0

Soit encore : F:z — Z o o "1 est la primitive de S, nulle en 0.

C’est le résultat du théoreme d’intégration terme a terme.

Exercice : R, >0, R, > 0. 0<r < IIllIl(Ra, Ry).

szZaz etngsz

On suppose que Vz € S,., f(z) = g(2).

Montrer que a,, = b,,.

Reégle de d’Alembert : soit (a,) € CN. Si & partir d’un certain rang, a,, # 0 et lim |% =meR,
n—oo n
1
Ra — E
n+1
Preuve : “”“f}:n = a;‘“ X T mr et donc si r < %, la SE CVA et sir > % elle diverge.
n n n—oo

of 15
Définition : pour c« € Ret p € N : ( )df Ha—

«
SiaeNetp<a, (p) est le coefficient binomial habituel.

Remarque : comme a 'accoutumée, on a n (g) =« (a a D (petite formule).
n ——

Exemple : pour n € N* :

Théoreme : pour a € R,Vx € | — 1L,1[, (1 + z)* = Z (Z) x".

Le rayon de convergence R de cette série vaut 1 si a ¢ N et 400 si @ € N (c’est alors le binéme usuel).

Preuve : On pose f, = (14 z)*. Soit > —1. L(1+2)* =a(l+2)* " donc (1 +z)L(1+x)*

y(0) =1

k=1 k
Ona :
(1+x)g;(:c):in(z>:c”1+i ( ) :Oon+1 (n?—1>$ —1—2 ( ) "
(12, @) = () a0+ 3 [+ (5 ) +n ()] o - +Z[ (G R G

(14+2)g,(x) = a(:l:ojti[(a;l) —I—(Z:i)}x") =« (g):r”—aga( )

n=0
Enfin, ¢g,(0) = 1.
Comme f, et g, vérifient toutes deux (S) sur | — R, R[ N | — 1, +oo[, sur cet intervalle, f, = g,,.

on peut appliquer la régle de d’Alembert :

a(l+z)*. f, est donc solution de (5): {y — 7Y Sans préjuger du domaine de définition de g,

posons g,,: T ZZ‘;O (2) z*. Soit R le RCV de cette série. Pour z € | — R, R[, g, =Y.°° k (a> kL

Il reste a trouver R : pour o € N, le résultat est connu. Sinon, Hz;é(oz — k) n’est nul pour aucun n et



(n(jr1> :ﬁnzo(a—k) Cn L
@ % [ (a—k) n+1

n—o00 R

Méthode : pour obtenir un DSE sur C a partir d’'un DSE sur R :

oo n 1 — 0 n—1 4 .
Pour z €] — 1,1[, I =2, " donc =5 =3" nx" " et donc etc... par récurrence
o0

T 20 e
> /n > /k A
S0 -5

n=p k=0
Mais pour z € D(0,1), on n’a a priori pas le droit de dériver de fonctions & variable complexe.
Mais qu’importe : avec un argument qui donne 'existence du DSE complexe, on a juste a ajouter I'unicité du

DSE sur | — R, R[

Ici : comme 7 ) a un DSE de rayon 1 par produits de Cauchy, pour tout z € D(0,1) :
p o0
_ k
(sl | C s DIC
Ou les a;, sont a déterminer. Puisque sur | —1,1], w = Z;io(k;p)xk I'unicité du DSE donne Vn € N,
ap, = (n;p)

Remarque : ici, Pargument n’est pas indispensable car on peut montrer par récurrence que :

Vpe N, H,= «Vze D(0,1), W = Z;“;O(k;p)zk» avec le produit de Cauchy.

On a alors besoin de l'identité suivante :

Proposition : identité de Van der Monde :
i (z’+p> _ <n+p+1>
i—o \ P p+1
(Preuve dans le chapitre de combinatoire)

k=0
de Cauchy de DSE de rayon 1. Mais il vaut exactement 1 car :

1

Remarque : le rayon de convergence du DSE : Tt = > (k;p ) 2* est bien sfir au moins 1 comme produit

<n+£+l)_n+p—l—1 1_1
(";p)  n+4+1 nso R

Théoréme du plus petit des modules des poles : soit F' = avec (P,Q) € C[X]? / 0 n’est pas un pole
de F'.
F admet un DSE en 0 dont le rayon de convergence est le plus petit des modules des poles de F'.

Preuve (a bien connaitre) : soit P I'ensemble des poles de F et p = migrjl\a\.
ac

Par décomposition en éléments simples, F' est une somme d’un polynéme (R = +o00) et d’éléments
>p+1
(1-X)p+t

simples W (p € N,a # 0,a € P). L’élément simple (Xj)pﬂ = admet un DSE de rayon |a|.
F étant leur somme, R > p.

Reste a montrer que R = p. Soit f la somme du DSE de F.

SiR>p, feC® (ﬁ(O, p)) donc puisque D(0, p) est compact, elle y est bornée et donc F aussi sur ce
disque fermé : Vz € D(0, p), |f(2)| = |F(2)| < M. Or F aun pdle a de module p : F = ﬁ avec S

un polyndéme non nul en a et m > 0. Pour ¢ € [0,1], |ta| = tp < p et donc |F(ta)| < M.

Mais F(ta) = am(:gfgs(m) = (t711)m H(t) ou H est continue en 1 et ne s’y annule pas. Donc
lim ﬁ| = 400 donne lim |F(ta)| = 400, ce qui contredit |F(ta)| < M donc R = p.
t1-10=1) i1



Exemple :

Soit > a, 2" le DSE de F(z) = % son rayon est R, = 2.

Soit > b,2" le DSE de G(z) = (¢ —2). R, = o0
R,,, = 4 avec la regle du plus petit des pdles, mais ceci est imprévisible avec la regle du produit de Cauchy.
fiz= > a,2a" sur Dy. f paire <= Vn € N, a,,,, = 0 et f impaire <= Vn € N, a,, = 0.
Sens reC1pr0que évident. Sens remproque si f paire :

Za z" —z) = Z(—l)" a,z" donne par unicité du DSE Vn € N, a,, ; = 0.

n=0

On peut adapter a des tas de trucs :
f(z)=fz) — Zzozoanz" = Zzozoj"anz" et donc j" # 1 = a, =0, soit 3t n = a,, = 0.

Théoréme de décomposition en éléments simples : K est un corps quelconque.

e Un élément simple sur K est une fraction rationnelle de la forme - ol ¢ € N*, B est irréductible sur K et
monique et deg A < deg B.

 Soit F' une fraction rationnelle. 3£, € K[X] et E,, ..., E, éléments simples tels que :

n

F=>E,
k=0

Théoréme de la limite radiale :si )  a,2" convergeen z =R €R,, > a,z" CVU sur [0, R].
Version complexe : si ) a,z" converge en z = zg, » a,z" CVU sur {tz,t € [0,1]}.

Preuve : variante Abel. Soit (a,) € C" | > a, converge. Montrons que la série enticre 3 a,z"
converge uniformément sur [0,1]. On pose u,:x > a,z™. Par définition du rayon de convergence,
R, > 1 et la série des u,, CVU sur [0,r] Vr < 1 et en 1, la CVS étant I'hypothese, la série des u,, CVS
sur [0,1] et on peut poser R,,:x > Z;‘;HH u, (x) est bien défini sur [0,1]. Posant A, = ZZin a, pour
g>netzel0l]:

a q
Z aat = Z (Ak—Ak+1>37k

k=n+1 k=n+1
q q q
E akxk == E Akxk — E Akilxk
k=n+1 k=n+1 k=n-+1
q q q+1
E akxk — E Akxk — E Akl‘kfl
k=n+1 k=n+1 k=n-+2
q q
k __ n+1 q k k—1
E apa’t = A, gt — A et + § Ap(a® — ™)
k=n+1 k=n-+2
q q
k k k—1
> @k <A+ A+ D [Allzt — 2

1 P = (2% — 2%71) et comme lim A,, = 0 pour € > 0 donné,

n—oo

yaun N € N|Vn> N, |A;] <5 Ona pour un tel n : |Zzzn+1akxk| <z
ovU cw
Vn > N,Vz € [0,1],|R, (z)| <& => |R,|'%" donc (R,) — 0 donc (S,,) —> f.

[0,1] [0,1]

Mais pour z € [0,1], z* < zF!et 2% — 2 —x

Ensuite, pour z, € C* dont la série converge, on pose R = |2y, u,,: z — a,, 2", v,:t = a,,(tz,)" pour
t €[0,1], u, (tzy) = v, (2) et on vérifie que > u,, CVU sur [0, zy] <= > v, CVU sur [0,1].

Exercices : s (my,...,m,) € NP a, = #{(i},....7,) € NP | Y- myi, =n}.
Montrer que ZZOZO a,z" = Zzl(l — M)t

o A, =A{(iy, i) eN | Y0 =n)} A, = UZ:OAWI = U:i()An7Q' a, = #A,.
Montrer que ZZOZO a,z" = szl(l — ™)L



Montrer que ZneN V2l = Hm:1(1 +2m) L

Complément hors programme :
Définition : pour Q € O(C), f € C%eta € Q:

f est développable en série entiere au voisinage de a &b f (a z) a un DSE(O) =
Ir > 0,3(5,) € CV | V2 € D(0,r) f Zéz
<~
Ir > 0,3(5,) € CV | Vz € D(a,r) f 25 z—a)"

Définition : on dit que f est analytique si elle admet un DSE en tout point de €.

On note fF = ZZO: 0 ("Z,k k a,. 2" pour une variable complexe, qui coincide avec la dérivée k-ieme sur | — R, R,
et on dira que I'on a procédé a une dérivée formelle de la série Zn a,z".
- : . D(O,R) — C
Théoréme : soit (a,) € CV telle que R, = R > 0 et soit f: 0 n-
z = Y n?
Alors :
o f est analytique sur D(0, R)
o Pour u € D(0, R), le développement de f en u est Z:O:O f[k,igu) (z —u)*.
« Le rayon de convergence de ce développement est au moins r = R — |u].
Preuve : soit z € D(u R — \u\)
f(z)=fu+(z—a) Za u+ z—u))
=D o 3 gt —wy
|
n=0 i+j=n j
i+ :
fa =Y i (z —u)’
(i,5)EN? _
(N (i+5) ;) (z—u)
10 =30 (S a5 w) 55
S\= i! !
> 111(u)
f2) =) ——(z—up
Ce calcul est juste sous réserve que [ai +i (ljjj,)! ut(z —u) ]( en? soit  sommable.
t ij)€
Or pour z€ D(u, R—|u|) |z—ul<R—|ul donne |ul+[z—u|<R donc }_ |a,|(|z]+[z—u|)"
converge.

Proposition — définition : pour une partie A d’'un evn E, on note A’ ’ensemble des points d’accumulation

de A. C’est 'ensemble dérivé de A et A’ € F(E) (car A’ = A’). On a aussi A’ C A.

Proposition : pour 2 € O(C) connexe et f analytique sur Q, soit A={z¢€Q/f(z) =0}. St A’'NQ#g,

fF=o.

Fin du complément

-7



t Soit fra i 30
= +00.

Proposition

alors Zlirlgi f(z)

Preuve :
en R™.

oo n
x) = Zakxk > Zakxk

a,z" de rayon de convergence R et Vn € N, a,, > 0. Si Z:O:O a, R" = 400,

soit n € N. & = a,,z™ est croissante sur [0, R] donc f est croissante sur [0, R] et a une limite

> k
lfﬁ,f E ay, hm E a, R —>+oo
R =+ R=1 Vo €] —1,1]
iz o) 2n+1
d:ef e € o n < 0 (_1)nl,n+1
sin 2 B 3:0( ) (271 + 1) ]n(l + gc) = Zin 1
_ %) %) *0
def €% + € "F ZQn 1 s n 2n+1
— E —1)" — E n
2 n:O( ) (271)' L=z n=0 : atan Z 2n + 1
def €+ €77 22 1 - o "0
b e s S e | e
o 2 = (2n)! 1+2z n:O( " AL = 2 9o (2n+1) o
sh » &f ef—e” o~ 2 o .
z = =5
B) - (27’1, T 1) arccos r B) arcsinx




