Applications linéaires et continuité

(E,Ng) et (F, Np) sont deux espaces vectoriels normés.
On note L,(E,F) = L(E,F) N C°E, F) les applications linéaires continues, qui est un espace vectoriel.

Théoréme : soit f € L(E, F'). Les propositions suivantes sont équivalentes :

1 — f est lipchitzienne

2 — f est uniformément continue

3 — f est continue

4 — f est continue en un point quelconque

5 — f est bornée sur B(0,1) (ou sur une boule non-dégénérée de rayon quelconque)
6 — f est bornée sur S = {z € E | Ng(x) =1} (ou une sphere de rayon quelconque)

Preuve : 1 = 2 = 3 = 4 est trivial.

Si 4, alors puisque Ve > 0, 3o >0 / Ng(z —0) < a = Np(f(x) —0) <e.

On prend un a > 0 tel que YV € B(0,a), Np(f(z)) < 1.

Alors, pour z € Bg(0,1), N(%) =2N(z) =2 < a donc N(f(%)) <1let N(f(z)) <2, qui borne
donc f sur B(0,1) et on a 4 => 5.

Si 5, comme f est bornée sur By (0,1) qui contient {x € E | Ng(z) = 1}, alors elle est bornée sur cette
sphere et donc 5 = 6.

Si6,soit keR, /VzeS, N(f(z)) <k

Pour (z,y) € E? quelconques, x # y = Ng(”z;f’y) €S donc N (f(NT;ny) = %:i)(y)) < k donc tout

majorant de N o f est un rapport de lipchitz de f, qui est donc lipchitzienne et 6 = 1.

Définition : on définit par la norme subordonnée par :

A= sup [ f(z)]p

|lz| g=1

Si[||f]]] < oo, f est ||| f]||-lipchitzienne.

Remarque : on peut écrire L (E, F) ={f € L(E,F) | |||f]|| < oo}, et la norme subordonnée est a valeurs
dans R, (et pas R.).

[l f]]| s’appelle norme subordonnée de f car ¢’est une norme et elle dépend du choix des normes sur F et F. De
plus, si on utilise des normes équivalentes sur E et F', alors les normes subordonnées correspondantes sont

équivalentes.

Théoréme : pour f € L .(E, F),
sup [ f(z)| = sup [ f(z)]

]=1 |lz|<1
=min{k € R, | Vo € E,|f(x)] < k[z|}
=min{k € R, | ¥(z,y) € E? |f(z) — f(y)| < K|z —y|}
De plus, ||| ||| est une norme sur L.(E, F) et |||Idg||| = 1 si E et E sont munis de la méme norme au départ et
a l'arrivée.

Enfin, |[[g o fI[| < [[[f1[] < lllglll

Preuve :onnote S={zx € E | |z| =1} et U={x € E | |z| < 1}.
Comme S U, [||fl]| < sup|f(@)] = a. Comme Va € B, [ f()] < [[Ifll|  |al, on a sur la boule U
zeU

1) < [I1£11] et done |[|]]] majore et est done plus grand que le sup, donc [[| ]| = sup| £(z)]|
zelU




Posons les ensembles suivants :

H={keR,| festk—lip}

H = {k R, | Yz € B |f(2)] < klzl}

H'={keR, | VaeS |f@)] <k}

Si k € J, alors on a pour z quelconque ||f(z) — f(0)| < kl|z — 0| donc x € F’. Par linéarité de f, on a
I'inclusion réciproque donc H = H’.

Pour H' = A", dans un sens c’est trivial et dans l'autre on normalise un vecteur et on utilise
I’homogénéité de la norme.

Enfin, puisque min /A est le plus petit majorant de {||f(z)|,z € S}, c’est son sup, soit la norme
subordonnée.

Montrons que la norme subordonnée est bien une norme.
o Positivité trivial

o Séparation triviale.

o Homogénéité : soit A € R.

SiA=0 (10 x flll = [0ss.0|]| = sup 0 =0.

[z]=1
Sinon, sup{||Af(2)[,z € S} = sup{[A[|f(z)l,z € S} = [A|sup{[ f(z)],z € S} = [A] x |[| f]l
o Inégalité triangulaire : pour (f,g) € L,(E, F)?, par inégalité triangulaire sur les normes de base,
A+ [llgl[| majore {[lg(z) + f(z)|, > € S}, donc [[|f + gll| < [[|f]I] + [lg]l]-

Remarque : oublions que I'on parle d’applications linéaires entre evns, et disons que ce sont des applications
— (Y, d)

= flz)

On pose H ={k € R, | f est k—lip}. Par hypothese, H # ¢ et est minoré par 0, donc a une borne inférieure
~v. De plus, si k € H et k' >k, k' € . Ainsi, H est un intervalle non-majoré.

J contient |y,4oo[. Mais en fait, comme 7+ 2% € A, pour x,y quelconques dans H , et Vn € N,
d(f(z), f(y)) < (v+5)d(z,y). En passant & la limite, on a donc que vy € 7, et donc H = [y, +o0|.

o L (X, d)
lipchitziennes entre espaces métriques
x

Remarque :si f € L (E). Pour A € sp(f) et x € E,(f)\{0}, Az = f(z) donne || ||z| < |Hf\|| X ||z|, et donc

IAl < ||If]ll, qui majore donc le spectre. Ainsi, si une application linéaire a un spectre non-borné, elle est
forcément non-continue.

Exemple : de forme linéaire pas continue : sur (C*([0,1],R), | |.), ¢: f — f(0) avec la norme 1 a l'arrivée.



Applications multilinéaires

(Ey, ..., Ep) et F' sont des espaces vectoriels normés.
On note L(E,,...,E, x F) (# L(E, x ... x E, F') 'ensemble des applications multilinéaires de F; x ... x E,
vers F'. On note aussi L(E}, Ey X F) = Bil(E} X ... X E,, F).

Les preuves sont ici faites pour p = 2, pour cause de lisibilité, mais s’adaptent sans soucis a p quelconque.

Définition : application multilinéaire :

bx.xE — F
Pour f:{ P , [ est p-linéaire si pour a= (a,...,a,) € E; x ..x E , les
($1,...,13p) — f(a:l,...,xp) T p) ! p
E, — F
applications partielles de f en a, fk:{ uk — f(a, G, ay a) sont linéaires.
R —1 ™ +1y 5 Yp

Proposition : f est continue <= 3k € R, | V(zy,...,x,) € By X .. X B, ||[f(z1,...,2,)|| < k:Hle ;-
Poure >0,3a >0/ V(z,y) € EXF, |(z,y)| = max{|z|, |y|} < « = |f(z,9)] < e.
Mais pour (x,y) € E x F quelconques, ou bien =0 ou y=0 et f(zx,y)=0 et donc

0=|f(z,y)| < k||z||y| = 0 pour tous les k, ou bien (prenant € = 1, par exemple) H%Hi_ﬂ’%l\_lszH = 5 donc
2 .
(57 57y) <1 domme 8| f(w,y)| < 1= | f(z,9)| < Z[|ly] et k = convient.

Réciproquement, si 3k € R, | V(z,y) € E x F, | f(z,y)| < k|z||y|, alors pour (z,,y,) € (E x F)M
telle que lim(z,,,y, ) = (x,y) quelconque,

S @y = DI+ 1 (@ — 2, 9)I< Kl [ly, =yl + Ely,ll, —2] = 0 donc f est continue en

(z,y) et f est continue.

Remarques : « On a vu au passage que la continuité en (0, 05) entraine la continuité ou on veut :

Pour f € Bil(E x F,G), f continue <= f continue en (0, 0z).

e Si on munit £ x F d'une norme équivalente a la norme produit standard, il suffit de multiplier £ par une
constante.

Proposition : pour f € Bil(E x F,G), si dimE =m < oo et dimF =n < oo, f € C°(Bil(E x F,Q)).
On a pour B = (ey,...,¢,,) base de E et Bp = (e, ...,¢,,) base de F':
Pour (z,y) € E x F quelconque, posant (z4,...z,,) = By(x) et (y1,...,y,) = Br(y), on a :
fe) =f (LmeeYua) = Y s
k=1 k=1 (4,9)€l1,m]=[1,n]

Posant K = max | f(e;;€;)ll, on obtient :
(3,5)€[1,m]x[1,n]

fel<k > lullyl =KD Jal Yyl =Kzl
(i,5)elt,m]x[1,n] i=1 j=1

Et donc f est continue de E x F vers G pour cette norme, et donc pour n’importe quelle norme de

E x F.

Méditation : E, F et G sont des espaces normés. Pour f € Bil . (F x F,G) (continue), notons :
ANl = inf{k € R, | V(z,y) € E X F | f(z,y)] < kl=[]y]}
Vérifier que c¢’est un minimum.
Trouver le rapport avec les normes subordonnées qui donne immédiatement que |||| |||| est une norme sur

Bil (E x F,Q), et trouver d’autres facons de caractériser |||| |||.




cvs
Proposition :si (f,) € L(E, F)N et (f,) —— f, f est linéaire.
n—oo

Preuve : soit (z,y,\,n) € E? x K x N. Par unicité de la limite :
fuQe+y)  — fAz+y)

n—oo

| |
M)+ faly) —= Af(2) + f(y)

n—oo

cvs cvN
Proposition : dim E < co. (f,)) € L(E, F)™ et (f,) — f = (f,,) — f pour N une norme quelconque sur
n—oo

n—oo
L(E, F).
Preuve : soit p=dim E et B = (ey, ..., e,) base de E. Soit z € E et (z,, ..., p) B*(x).

7@ — fu()] = |7 (szek)—fn (Zx) - kﬁ;xk[ﬂew—fn(ek)] s;wnﬂew—fn(ek)n

Ainsi, pour chaque k € [1,p],3N, | Vn € N,n > N, = Hf(ek) — fulep)| <e.

On pose N = Hﬁaxﬂ N,,, et on obtient Vn > N, | f(z) — f,(z)| < 5ZZ,1‘$1€‘-
kell,p -

Et on a bien un N qui ne dépend pas de x. On a donc au final :
Vo € E,Vn = N, |f(z) — fo.(2)| < ez,
Si on munit E de la norme 1 pour la base B, et L(E, F') de la norme subordonnée associée,
Ve e E,Nn> N, |z, <1=||f(z) — f.(z)| <e

. cvIIr I
Soit encore (f,) — f
Mais L(E, F') étant de dimension finie, toutes les normes y sont équivalentes et donc (f,,) — f pour
n—oo

N une norme quelconque sur L(E, F).

Remarque : cette démonstration utilise les normes subordonnées car elles apparaissent naturellement. Mais
on peut aussi utiliser (par exemple) comme norme sur L(E,F) : N(f) = Z: Af(e)lr et reprendre la

démonstration.

Remarque : si dimE<oo , S={ze€FE||z|=1} est compacte et donc pour feL(EF),

1 fII| = sup || f(z)] = max | f(x)|| car || étant continue sur un compact, elle atteint ses bornes. En dimension
zeS z€

infinie, c’est rarement le cas.

Proposition : f € L(E,K). ker f e F(F) <= f € L.(E,K).

Preuve est triviale.

par contraposition : montrons que f ¢ C° = ker f ¢ F(E).

f & C°®= f pas bornée sur S ={z € E | H:EH = 1}, et pour chaque n € D\l dx, € S/|f(z,)] > n.
Posons y,, = % fly,) = f(fa"n)> = f< ) = 1. De plus, ||y, | = ”x"H)‘ <4

On a donc Vn € N, f(y,,) =1 et hmyn =0.

Posons z,, =y — y,, — Yo-
n—oo

f(z,) = f(yo) — f(y,) =1 —1=0donc (z,) € ker f, or lim z, ¢ ker f, qui est donc pas fermé

Principe de raisonnement : quand il n’y a pas de min/max, mais seulement des inf/sup, prendre une suite
minimisante/maximisante : 3(a,) € A" | lim a,, = inf A ou sup A, au choix.
n—oo



Proposition : si ¢ € L(E,K) et kerp € F(E) (et donc ¢ € L.(E,K)), alors |||¢]|| = xf{zzw) (pour x ¢

ker ).

Preuve via double inégalité :

Soit a ¢ ker ¢.

Soit z € E. Ou bien x € H = ker ¢ et ¢(z )—Ogdakew
Oubienzx ¢ Het E=H®KretINEK, he H /a= A x+h.
ww=wm+mmmww=WMMaM\W%

Az =a— h donc |Az| =d(a,h) > d(a,H) et |A\| =

Au final, Vo € E, |p(x)| < d‘wa g ||, ce qui donne un k: € R, tel que |¢(z)| < k|z| (on a au passage la

|| et ca marche.

d(a,H)
Il

Z

continuité de ¢) et la norme subordonnée est le plus petit de ces k (en parcourant uniquement les

o/l =1).
Dans lautre sens : soit (h,) € HY |limd(a, h,) = d(a, H). Posons z,, = a — h,,. Alors o(z,)) = p(a).

bl =l il = s ) s )

Or |||l |z,ll = |¢(z,)| donc lelz, )| < l||¢]|| donne, avec |p(x,, )| = |¢(a)| (une suite constante).

[, ||
lim (L)l — Jim el — el < ||

Définition : Soit E un evn. E est espace complet si V(z,,) € EN, [Y|z,,| converge = Yz, converge].

Exemples : complets :

e Tous les evn de dimension finie
o Pour (E,N) evn et X ensemble. L*(X | F) = {f € EX L | [flloe = supN(f(x)) < oo} muni de | |, est
rxeX

I'evn des fonctions bornées sur X muni de la norme uniforme. Si E est complet, L> (X, E) aussi.

Preuve : soit (f,) € (EX)N telle que Zf;oﬂfnﬂoo <oo. VzeX, on a N(f,(#)) <|fule donc
Z:O:ON(fn(x)) < Z:O:(]anﬂ < oo et donc ZnN(fn(:c)) converge simplement vers une fonction, que
I'on va appeler f.

Posons S,:x ZZ:O fe(x) et Rz ZZinH fe(x). Alors (S, )g‘—/if et Ve € X, f(x)— S, (x)
Ry(x) domne  N(f(x)—S,(@) = N(S2, @) <2 N(@)  done  [f =8, <

OV oo
> | filloo €t comme reste de série convergente, (R, ) — 0 donc (S,) —— f
k=n-+1 n—oo

o (E,| |I) complet et F' sev fermé de E. F' est complet.

Preuve : soit (z,,)F™ absolument convergente. La suite est aussi dans E™ donc sa série converge, et

comme F est fermé, la limite est dans F' et donc F' est complet.

« Pour X espace métrique et (E, || |) complet alors L2°(X, E) est complet comme sev fermé de L= (X, E).

o Pour (F,|| |p) complet, (E,| |) evn quelconque = (L. (E, F), ||| |||) complet.

Preuve : soit (f,) € L.(E, F)" telle que A = Zoo || fnlll < oco. Posons S,,: x ZZ o J1(@). Soit z €
E,ona | fi(z)] < || *|[|f|]| donc Zk o Ife(@)] < [z]| * A < oo, donc par complétude de F, 37 f.(z
converge dans F' vers S:x Zk:o felx) = nhj)lo S, (x). Reste a justifier que S € L (E, F) et que |HS —

S, ||| —0. Déja, S est linéaire comme limite simple des S,, qui sont linéaires. Pour |z| =1, on a
n—oo

S @[ < SIn@l < S HIAIT< A
F=0 k=0 k=0

Et donc sup |[S(x)|| < A donc S est continue. Le méme truc montre que |||S — 5,,||| < Ziiml £l
l]=1 a

. CVII
qui tend vers 0 donc (S,) ——

« En particulier, K est complet donc (L, (E,K), ||| |||) est complet.
« I ensemble quelconque, (1, K) = {(a;);c; | Do lail < 0o} muni de | | est complet.



Preuve : c’est un C — ew, la norme 1 est bien une norme dessus...
Pas complets :
o Les sev non fermés d’evns.
Preuve : soit (z,,) € F" / lim z, =2 € E\F. Trouvons (u,) € F" / > lu,| ev mais } u, ne
n—oo
converge pas dans F. Ve >0, IN € N / Vn > N, |z — =z, | < e.
Posons ¢(0) = min{k € N | |z — x| <3}
Si ¢(n) défini, on pose ¢(n+ 1) = min{k > ¢(n) +1 | ||z — 2| < 37} ¢ est bien une extractrice et
on a : ZZ:O 12 pns1) — Ty | < Z::()zik =2. Posant (u,,) = (T,(n41) = Ty(n)), cette suite converge
absolument.

Mais si (Xu,,) = (Z::o Tyini1) — S%(n)) convergeait, ce serait vers r — ) qui est dans E mais pas

dans F' donc Xu,, diverge dans F'.
o Les evns de dimension dénombrable (cf. plus tard) pour la norme qu’on veut.

Proposition : une limite uniforme de fonctions continues est continue.

cvu
Preuve : (X,d) métrique et (E,| |z) normé. Soit (f,) € (EX)N telle que (f,) — f et les f,, toutes
continues sur X. Pour € > 0, soit N € N / Vn > N,||f — f,|IX =sup||f(z) — f. ()| <
zeX

Soit a € X. [[f(a) = f(2)| = [f(a) = f(a) + fn(a) = fo(2) + fo(x) = f(2)]
<|f(a) = ful@)] + 1 fu(@) = fu(@)] + £, (2) = f@)] <5+ |fula) — £ ()]

|
En particulier, via continuité des f,,, on majore | f(a) — f(z)| & souhait et donc f est continue en a.

€
3

Définition : D, C E. glﬂlillll f(x) = signifie :
zeX

Ve>0,3a>0|Vr e XUD; d(a,z) <a=|f(z) -] <e
Mais en fait, il vaut mieux se restreindre a
Ve>0,3a>0|Vr e XNDyda,z) <a=|f(z) -] <e

Car sinon ¢a met un sacré bazar.

Théoréme de la double limite : (E,| |) evn, A C E et F' ev de dimension finie (complet suffit).

C —
Si(f,) € (FA)N telle que (f,) TVUf. Va € A, si pour chaque n € N, f,, a une limite v, = glcliltll fn(z), alors f a
z€A
une limite en a et v = lim f(z) = lim 7, :

Tr—a n—oo
z€A

n—oo Tr—a T—a \n—00
rEA reA

lim (lim fn(:z:)> = lim ( lim fn(x)>

Preuve : on prend N tel que Vn > N, |f— f,|% <7. On a pour n,p > N, If, — fnl <14 donc
N =l = lim | f, — f,| <14 et donc Vn >N, |y,|<|w]|+14 et (y,) est bornée, donc
Tr—a

Adh(~,) # 0. Si A\, u sont deux VA de (v,,), soient ¢ et 1) les extractrices correspondantes.
Soit € >0.IN € N | Vn > N, |f¢(n) () = fun) (z)| <e. (f, est convergente donc de Cauchy).

T—a
reA

Par conséquent, ||7¢,(n) — vw(n)H —— 0 donc (7,,) converge vers une limite, que 'on note .
n—oo

Yotm) = Yol =

v = lim 7,,, donc pour € > 0 quelconque, soit :
n—oo

Ny tel que Vn > Ny, |y, =] <5
N, tel que Vi > Ny, |f, — fJ4 <




atel que Vo € A, d(z,a) < a = ||f,(x) —7,| <
Pour n = max{N;, N,} et pour un tel o :
Vo e A, [f(x) =] < f(@) = fu(@)] + 1fa(@) =yl + 7 =] <&

£
3

L(E? — L(E)

(f,9) = feyg
elle est 1-lipchitzienne pour la norme subordonnée (& une norme de L(E)): |||uov||| < 1]||u||| x |||v]||, ce qui

Remarque : la composition o: { est continue car bilinéaire en dimension finie. Ou bien car

nous donne que ¢a marche méme en dimension infinie.



