Déterminant, diagonalisation, trigonalisation & réduction de Dunford

Définition : le déterminant d’une matrice est :
n
det[z; ;] jepmpz = Z £(o) H%‘,a(i)
ce6,, J=1

Proposition : det ‘A = det A.

Proposition : Toute forme n linéaire alternée des colonnes (ou des lignes) sur 9, (K) est un multiple scalaire
A x det du déterminant, et puisque f(1,,) = Adet I,,, A = f(I,).

Proposition : déterminant par bloc : pour A € M, (K), B € M (K) et C € M, (K) :

det (13 g) =det A x det B
m,(K) — K Yy C CkE)M )
Preuve : soit f:{ M L det (M C’)- Pour k € [1,p], C’k(o B) = 5 , ce qui
0 B 0
donne que pour X,Y € KPT? et X € K, (X BAY> = (‘g) + A (}6), et donc puisque le déterminant est
linéaire par rapport aux colonnes, f est linéaire.
Par ailleurs, si pour des i < j € [1,p], C;(M) = C;(M), f(M) = 0.
f est donc p linéaire alternée des colonnes de M, donc I\ € K | f = A x det.
I, C
De plus, A = f(I. :det(p )
P F(Ly) -
m,(K) — K
De plus, le méme argument donne que g: I O\ est g linéaire alternée des lignes
N — det( P )
o 0 N
I
de N, et donc g = g(I,)det N. Or g(I,,) = det (6) 7 > = 1 car la matrice est triangulaire avec une
q
: , A C I, C
diagonale de 1. Par conséquent, det (0 B> = det (6” B> x det A = g(B)det A = det B x det A.

Corollaire : par récurrence, le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs est le produit des déterminants
des blocs diagonaux.

Proposition : formules de Cramer :
Pour A € GL,(K) et B € K", la solution de AX = B est donnée par Vk € [1,n] :
det((C), + B)A)
T et A

Ou (C), «+ B)A signifie que la colonne k de A est remplacée par la colonne B.
Si AX =B,onaB= Z?:l z,C;(A)

det((Cy  BYA) =det [ (0 S 2,00(4)) 4) =S s, det[(C, « C,(A))A]
( ) 2 3 ( )

Sii#k, A= (C,+ C;(A))A a deux colonnes égales Cy(A") = C;(A) = C;(A’) donc det[(C),
C@‘(A))A] =0.

Ainsi, det((Cy, <= B)A) =z, det[(C), + C},(A))A] =z, det A, et finalement :
_ det((Cr+<B)A)
Th = 7 deta




Proposition — définition : Soit A € 9, (K). Notant A, ; la matrice mineure de A obtenue en supprimant la

ligne

i et la colonne j de A , et A, ;(A)=detA,; , la comatrice de A se mnote

i,J

‘A= [(—1)Hin,j(A)](iyj)eﬂlynﬂz. On a alors :

_ 1
~det A

—1 tc

Cf. cours de sup. pour la (longue et fastidieuse) preuve.

Corollaire : pour A sous anneau de K, 9%, (A) est un sous anneau de M, (K) et A € GL,(A) <= det A est
inversible dans A.

Définition : X est vu comme le polynéme formel X*.
Pour A € M, (K) Cc M, (K[X]), (X1, —A) € M, (K[X]), c’est la matrice caractéristique de A.
X 4 :=det(XI, — A) est le polyndéme caractéristique de A.

Proposition : x, € X" +K,_;[X]
o coef(X") =1

e coef(X" 1) =—tra

o coef(X%) = (—1)"det A

Bribe de preuve :
X1, — A =aj | jyepnp> 00 @i ; = 0; ;X —a, ;, qui est de degré 1 ssi i = j.

Par conséquent :

XA = Z e(o) Hai,a(i)
i=1

e,

Posant P, = ¢(o) H?Zl
et son coefficient dominant est celui de []" (X — a;;), soit 1. Ainsi

Xa € X" + K, ,[X]

a; oy S1 0 F Idyy 1, deg P < netsio=Idy 1, deg P, =n,donc deg x4, =n
1,0(%) [1,n] o [1,n] o

Corollaire : pour A € My (K), x4 = X? —tr A X + det A.

Remarques : o spy A= Zy(x4)

o Pour A € K, la multiplicité de A dans x4 est parfois appelée multiplicité de la valeur propre, ou encore

dimension caractéristique.

Proposition — définition : deux matrices semblables ont le méme polyndéme caractéristique.

On peut donc définir le polynéme caractéristique de f € L(E) comme le polynéme caractéristique d’une matrice

représentative de f dans une base quelconque.

Définition : soit f € L(FE) et F sev de E tels que f(F) C F. frrg € L(F) est 'endomorphisme induit par f

sur F.

Proposition : XgE | x5 et Hﬁ; | I,

Preuve : on pose g = frrg

Pour P € K[X] et z € F', P(g)(z) = P(f)(z) donc Il;(g) = Hf(g)g =0rg), et donc comme II;
annule g, 1T, | TI,.

On prend B une base de F' qu’on complete en une base B de E.

_ (M QY s — ¥ : .
Mzgxtf— (0 N) ou M_l\é[;itfrF’ ce qui donne :



XI,-M  —Q
0 XI, —

q
Xy = det(X1I, — M) x det(XI, — N) = XpE X XN donc Xpir | X

Xf:XA:det(XIn_A):det< N) Oflp:dij_

Proposition : soit f € L(E). Pour A € K, soit m, la multiplicité de A dans x;. Alors :
dim B (f) < my,

Preuve : soit ¢ = dim E, (f) et B, une base de F,(f), qu'on compléte en une base B de E.

Al
Puisque f(E,(f)) C E\(f), Mzgmtf = ( Oq ZjZ;), donc (X — A)? | x; donc g < my.

Diagonalisation des matrices

Préambule : pour D = diag(Aq, ..., A,,) et A = diag(py, ..., t,) -

e D~ A=doe, | Vke [L,n], = Ao

o Pour a € K, dim E_ (D) est le nombre d’occurrences de « sur la diagonale.

e Si spD={)\,....\,} a p<n éléments, soit {a,... ,ap} une énumération de spD et Vk € [1,p],
my, =dim £, (D), ona D ~ diag(allml, ey ozplmp>.

Cela justifie 'intérét de la diagonalisation des matrices.
Dans ce chapitre, E est un K-ev de dimension n.

Définition :
o f € L(E) est diagonalisable s’il existe une base B de FE telle que Mzgmt f € Diag,, (K).

o« A e M, (K) est diagonalisable si 3D € Diag,, (K) | A~ D.

Remarque : on peut énoncer les mémes théoremes en termes matriciels : A est diagonalisable <= u 4 est
diagonalisable.

Théoréme : pour f € L(FE), les propositions suivantes sont équivalentes :
e f est diagonalisable
« Il existe une base de E formée de vecteurs propres de f.
® GB)\GSpr)‘(f) =FE.
. Z)\espfdim<E)\(f)) =n.
e f annule un polyndéme scindé simple.
II, est scindé simple (I, = X—X).
f f Aesp f
X est scindé et VA € sp f, dim B, (f) = m,(x;)-
Pour toute base B de F, Mgt f est diagonalisable.

Preuves :
Dire que (e}\/.[..ag [ =diag(Ay, ..., A,), cest dire que Vk € [1,n], f(e,) = Aey, soit e, € Ey (f) et donc
(eq,...,e,) sont des vecteurs propres de f, et, le sens réciproque étant évident, f est diagonalisable <=

il existe une base de E formée de vecteurs propres de f.




Si @Aespr)\(f) = F, prenant pour chaque A € sp f, B,, comme la somme est (toujours) directe,

B = /\va 5 est une base de F formée de vecteurs propres de f donc f est diagonalisable et on a
€sp

évidemment Z)\Gspfdim(E/\(f)) =n.
Réciproquement, si f est diagonalisable, et que Mat f=diag(\,...,A\,), soit {aq,... ,ozp} une

(61,...,€n

énumération  du  spectre de f . dimE, (f)=#{i€[L,n] |\ =} et  comme
({i € [1,n] | \; = o, }) ke, p Partitionne [1,n], ZaespfdimEa(f) = Z:l dim E,, (f) = n.

Soit @ =] Nesp f(X — ), comme les X — X sont irréductibles et distincts, ils sont deux a deux premiers
entre eux. Le théoréme des noyaux donne :

kerQ(f) = @, ker(f —Md) = @, Ey(f).

Par conséquent, f diagonalisable < @Aespr,\(f) =kerQ(f) = E, soit Q(f) =0, donc II; | Q.
De plus, sp f = Z, (I f) donc tous les X — A divisent I, et Q | IT; également, donc finalement I, = Q.

Si II; est scindé simple, puisqu’il annule f, f annule un polynéme scindé simple.

Si f est diagonalisable, non seulement il y a une base B de vecteurs propres de f dans laquelle MBat f

est diagonale, mais, notant () yep p) une énumération de sp f et py, = dim E, (f), pour B base de
Ecm(f)? et B = /\G\Hf,p]] B,\v Mz?dtf = diag(all'uly ""apl,up> =D.

P
Xy = Xp = det(XI, — D) = H(X_ oy )

k=1
On a donc que x; est scindé (pas simple) et p;, = dim E,, (f) est la multiplicité de a;, dans x;.

Par ailleurs, si x; est scindé :

Xy = H(X—Olkyl’“ = H (X —a)te

k=1 acsp f
Alors, U, =degx,=mn donc si pour tout ae€spf= Zy(xs) , dimE, (f)=p, ,
acsp fIT & ! KAAf

2

acsp fdim(Ea( f)) =n, on a déja vu que f est diagonalisable plus haut.
Remarques & trix :
o Une matrice P qui diagonalise la matrice A est une matrice inversible dont les colonnes sont des colonnes
propres de A.
« Sion prend P € C[X], il est scindé. Comment savoir si ses racines sont simples 7

U (P)>1l=[(X—a)| Pet (X—a)| P]

dJoeK /v, (P)>1l<=3JdacK/(X—a)| P\P < PAP #1

e Pour f € L(E), avec E de dimension finie : f a un vecteur propre <= f a une valeur propre <= Z (II f) *+
@. Par conséquent, sur C, tout endomorphisme a au moins un vecteur propre.
e Dire que la droite D = d. K est stable par f, ¢’est dire que d est un vecteur propre de f.
e VA €K, f(E/\(f)) C E,(f). De mémes, les sevs des sevs propres sont stables par f.
* SiVke[1,p], f(F,) C F, alors f(3F  F,) C Y Fy
» Si f diagonalisable et f(F) C F, frr 5 est diagonalisable (car Il;, scindé simple, annule frr 15 ).
e Pour une matrice triangulaire avec des termes diagonaux distincts, les termes diagonaux sont tous des valeurs
propres et la matrice est semblable a la matrice diagonale formée de ses coefficients diagonaux.
e ND = DN = N diagonale quand D diagonale & termes a termes diagonaux 2 a 2 distincts.
e A~ A, = A=),



o Les sevs stables de f € L(FE) diagonalisable 7 Les sevs des sevs propres sont stables et les sommes de sevs
stables sont stables donc les @)\e F)\ ou Fy C E,(f) sont stables. Réciproquement si F' stable par f, II;

annule frF qui est donc dlagonahbable et F'= @)\GS ; F\(f) avec F\(f) = E,\(f)NF.

o Multiplier a droite par une inversible conserve I'image et a gauche par une inversible conserve le noyau.

Proposition — définition : Pour P = X" + ZZ;; a, X* € X" 4+ K,,_,[X], la matrice compagne de P est :

0 e e e 0 —ag T
1 - Po—ay
0 .

Cp= |t =~ -~ - : : = [5i,j+1 - 5j,n71ai](i,j)e[[0,n—1]]2
: w0 :
0 « o o 0 1 —a, .

De plus, P = x¢, =1l
Le polynome caractéristique de cette matrice est P

(démonstration possible en développant par rapport a L, puis avec une récurrence ou en développant
par rapport a la derniére colonne). Ou alors :

FX e e e e 0 —ap 7
—1 _al
0 : '
XI, —Cp = [_6i,j+1 + X0, ; + 5j,n71ai](i,j)e[[0,nfl]]2 =1 :
: X :
L0 - - - 0 -1 X—aqa, ]
1 X Xn-t
0 - - :
[6Z<]X ] (i.4)€[0,n-1]> — 5 e X
0 1
0 .. 0 Z" 1Xk
B(XI,—Cp)= | ' :
0 .. 0 Z" le i
Et a pour terme général :
n—1
[B(XT,, —Cp)];; = Z(fsigkaﬂ)(—‘Sk,jH + X0y, + 6j,n71ak)
k=0

= Z XEH (=0 j1 + X0y + 050 1ay)
=i
n—1

—XI- 2+1+X] ZX—F(S],,L 1ZXk7iak

k=i
n—1 ‘
=0jn1 ZXkﬂak
k=i
Sur la premiére ligne, le dernier terme est P(X) et peu importe les termes en dessous.
On développe par rapport a la premiere ligne, et on a immédiatement det(B (X1, —C P)) = P(X)

De plus, det B =1 (triangulaire supérieure) donc x, = det(XI, —Cp) = P(X)



Le polynéme minimal de cette matrice est P.

Preuve : soit E un K-ev de dimension n et soit B = (e, ..., e,_;) base de E. On pose f € L(E) défini
par XI, — Cp = Mz?t f

Vk e [1,n—2], f(ey) = e, = fkil(eo)
n—1

flen1) =— Zakek
k=0

On remarque que (f°,..., f*~1) est libre donc deg Iy >n.
De plus, f(e,_1) = —Z:;é ape, = fle,_1) + ZZ;S a,f(ep_1) =0 donc P(f)(e;,) =0 pour tous les
er et P(f) est nul sur une base donc I | P et comme degIl; > deg P et comme les deux sont unitaires,

ils sont égaux.

Théoréme de Cayley-Hamilton : VA € M, (K), x4(A) =0
— le polynome caractéristique est un polynéme annulateur.
Preuve : soit F un K-ev de dimension n, f € L(E) et z € E.

Considérons F' le plus petit sev stable par f contenant z.

Soit p = min {k €N | (fz(:z:)> est liée}. Bien siir, p < n et (x, flx),..., fpfl(:r)> = B, libre.
fP(z) € vect(B,)

Si fP(z) = Z:) A, fF(z), posons S = XP — ZZ;; A, X" en sorte que S(f)(z) =

0.
On a évidemment F' C vect ((f%:z:)) > (par définition) et comme f ((f%:v))eN) C (fi(x))e[N et

ieN,

n,n

i€[0,k]

par récurrence, Yk € N, f*(x) € F donc F = vect ((f%:z:)) N) = KI[f].
1€
En posant la DE pour tout polynéme P, P = SQ + R et en évaluant en x, on trouve que 3B, est une
base de F'.
Soit g = frrlf Onall, [II, et x, | x;
0 o e e 0 =)
1 ". E _>\1
0 -~ - : :
On remarque que hé[gatg =\ - o : : . On a donc x, =S | x; et S =1I, donc
: -~ w0 :
0 o e o 001 =N,

I, | x; donne x(g) =0 donc xp(f)(z) = 0, et tout cela étant pour un = € E quelconque, x,(f) = 0.

Remarque : on peut croire a tort que ceci est béte puisque x4 = det(XI, — A) donc x 4(A) = 0. Mais c’est
faux puisqu’on ne peut pas évaluer ce X en A mais uniquement en un scalaire.

Proposition — définition : pour £ K-ev de dimension n, un drapeau est un (n + 1)-uplet (E,, ..., E,,) de sevs
de E tels que Yk € [1,n], E,_; C E,, soit de maniére équivalente :

Vk € [0,n], dim E, = ket Vk € [1,n],E,_, C E,.

Le drapeau est dit « incomplet » il lui manque E (ce qui n’est pas bien grave puisque E, = {0} dans un
drapeau).

Une base B = (e,...,e,) est dite adaptée au drapeau D = (E,,...E,) ou encore engendrant 2D ssi

Vk € [1,n], vect(ey,...€,) = Ej.

Remarque : pour une base quelconque (ey, ..., e, ), D = (vect(ey, ..., ek))ke[[o ] est un drapeau.
n



Exemple : pour E = K, [X], (K;[X]);c[0,,) 1'est pas un drapeau (car dim K;[X] =i + 1). Les familles a degrés
étagés (P,) telles que Vk, deg P, = k sont les drapeaux de K,,[X].

Proposition : si D = (Ey)yep,, st un drapeau, B = (e;,...,e,) est une base < Vke€ [1,n],
e € E\E;_;.

Proposition : pour B base de E, Mzgxt f €T (est triangulaire supérieure) <= f stabilise le drapeau
engendré par B.

Il existe une base de E telle que MBat f €TZ < f stabilise un drapeau.

Preuve : pour B = (eq,...,¢€,), soit Vk € [1,n], B, = (eq,...,e;) et £}, = vect(B,,).

Soit A= [ai,j](i,j)Gﬂl,nﬂ2 = Mzgmt f .

Si f stabilise E;, f(e;) = Z::o
base B, de E;, f(ej) = Zzzobiei donc Vi >j,a;;=0. Ceci étant vrai pour tous les j, A est

a; j€; € E; = vect(3B,). Et notant (b;) les coordonnées de f(e;) dans la

triangulaire supérieure. La réciproque releve de 'interprétation matricielle de la stabilité.

Proposition — définition : f est trigonalisable s’il existe B base telle que Mgt f€T= (f stabilise un
drapeau).

A € M, (K) est trigonalisable si 3P € GL,,(K) | PT1AP € T=.

f trigonalisable <= Mzgxt f trigonalisable pour toute base 3.

Proposition : f € L(E) trigonalisable = x; scindé et x;(f) = 01(p) (idem matrices).
Preuve : soit f € L(E) trigonalisable et B base de E telle que A = [a; ;]; ; = Mgt feTg;.
Xy = Xa =det(XI, = A) =[] (X —a,,;) car XI,, — A € T3, donc x; scindé.
Soit (E})efo,n] le drapeau engendré par B.
OnaVje [1,n], (f —a;;1d)(E;) C E; ;. En effet, Id stabilise tout le monde donc f — a; ;Id stabilise
les By, donc Vk € [1,5 —1],(f —a; ;Id)(e;) € B, C E; ; et
(f —a; Id)(e;) = ZZ:1 a; je; — aj je; = Zz;ll a; e, € By
Ainsi, f(E;) = vect(f(e;),i € [1,7]) C E; ;.
On a donc (X —a,,,,)(/)(E) = (f —a,,Id)(E,) CE, ;.
Si [, (X —a;;)(f)(E) C E,_y, alors
H (X - am)(f)(E) = (f - akfl,kfl) (H(X - ai,i)(f)(E)> C (f - akfl,kfl)(Enfk) CE, ;1
i=k-1 i=k

Par récurrence, x; = [ (X —a;;) annule f.

Lemme : pour f € L(E), sisp f # o, il y a un hyperplan stable par f.
Preuve : pour A € sp f,Im(f — AId) C E car rg(f — Ald) =n —dim E, (f) < n.
I y a donc un hyperplan H qui contient Im(f—Md) et Yee H, f(z)— A x € H donc
f(z) — Az + Az € H donc f(z) € H et H est stable par f.



Théoréme : E est un K-ev de dimension n. A € M, (K) est trigonalisable ssi A annule un polynéme scindé,
ssi I, scindé.

Preuve : Si f annule un polynéme scindé (non-nul), alors sp f ¢ car si f annule [T, (X — ), alors
HAe Z( f—AId) (ou le produit désigne la composition) n’est pas injectif, et comme une composition
d’injections est injective, une des f — AId est non-injective et un des A est une valeur propre de f.

Par récurrence sur n = dim F :

n=1:M (K =7T7.

n>1: et on suppose le résultat quand dim £ =n. Si dim E =n+ 1, soit f € L(F) qui annule un
polynome scindé P. sp f # ¢ donc y’a un hyperplan F, de ¥ = E, ;| stable par f.

frf: annule P donc stabilise un drapeau (E,, ..., E,) de E, . Puisque f stabilise (E, ..., E,_ ), alors f
est trigonalisable.

Fin de la récurrence.

Réciproquement, si A est trigonalisable, A est semblable & une T' € 7= donc XI, — A~ XI, —T et
comme deux matrices semblables ont le méme déterminant, x4 = Xp. Si les (@)ge,, sont les termes
diagonaux de T, on a alors : x4, = X7 = H::l(X — ), qui est donc scindé.

Deuxieme équivalence :

Si P est scindé, Q | P = Q scindé, donc si f est trigonalisable, soit P scindé tel que P(f) = 0. II; | P

donc IT; scindé, et si IT; scindé annule f, f annule un polynéme scindé.

Théoréme de Cayley-Hamilton (restreint) : y4(A) = 0 sur tout sous-corps de C car sur C les polynémes
sont scindés, et que le polynéme minimal sur C annule toujours la matrice.
Cela se résume en : I’ensemble des matrices trigonalisables sur C est 901, (C).

Lemme 1 :si (u,v) € L(E) sont nilpotents, u + v aussi.
Preuve :siu™ =0et v? =0

m+p—1
(u+ )™ Pt = Z (m +k]:) N 1) ukymtp—k—1
k=0

Sik>m,uP=0etsik<m,m+p—Fk—1>pdoncv™P* 1 =0 donc (u+v)""P ! est nul.

Lemme 2 : si (u,v) € L(E) commutent et sont diagonalisables, ils sont simultanément diagonalisables (il y a
une méme base de vecteurs propres communs de u et v qui les diagonalise).
b= G9)\€spu

PE ()
FEx(u)’

IT,, [ II, donc II,, est également scindé simple et chaque v, est diagonalisable donc il y a une base B,

E,(u) donc comme uov=wvou , chaque F,(u) est stable par v . On note

Vy =0

de E\(u) formée de vecteurs propres de v,, donc de v.

Comme les éléments de B, sont dans E\(u), ce sont des vecteurs propres de u et B =0 B, est une
€sp

base formée de vecteurs propres de v et u a la fois.




Théoréme de décomposition de Dunford : E K-ev de dimension n et f € L(E) | x; est scindé sur K.
Soit x; = H)\Gspf(X — )™ sa factorisation. Alors :

o A (0,v) €K[f])? | f=0+v, avec § diagonalisable, v nilpotent et § o v = v o 4.

o Les C, (f) = ker[(f — AMldg)™*] sont les sevs caractéristiques de f.

s B = @)\espfker[(f - AIdE)mk] = @,\espfc)\(f)'

o Les C,(f) sont stables par f et pour A €sp f, frrgi((]{)) a une unique valeur propre A, f— Aldq, (f) est

nilpotente et dim C(f) = m, (ce sont les dimensions caractéristiques).

Preuve : posons C, = ker[(f — Adg)™*]. Comme les (X — \)"™* sont deux & deux premiers entre eux,
le lemme des noyaux donne que les C sont stables par f, que les projecteurs liés a la décomposition

(les I, = pc ) sont des polyndmes en f et que : ker x;(f) = D C,

Aesp f

De plus, par Cayley-Hamilton, x ;(f) = 0r(g) donc ker X;(f) =D E.

resps O3 =
On pose pour A€spf : f, = frrgj((;))
Par définition, on a Va € C,, (X — \)"*(f,)(x) = (f — A\ld)"*(x) = 0.

fx annule (X — X\)™* donc sp fy, C {A}.

Par ailleurs, comme pour k > 1, kerg C ker ¢g®, alors ker(f — \Id) = E,(f) C C, donc pu, #0 et
puisque (f, — )\Idck)mX =0= (fy— AIch) ¢ GL(C,), soit A € sp fy et donc sp f,, = {\}.

De plus, on obtient que ( i —)\Idcx) est nilpotente d’ordre au plus m, et donc comme x | X

et py =dimC,.

ZIK(XfA) = {)A}. On a également deg x; = dimC\ = p,.
Xfy = (X =) | x; donmne py < my.
Par ailleurs, @AesprA =F — erspfﬁg\ =n=degx; = ZAespme ce qui donne finalement que

> esp f(m)\ — ) est une somme nulle de termes positifs, donc ils sont tous nuls et VA € sp f,m, =

Hx

On pose 6 = P Xesp Mde, et v=(D Aesp f( - AIdCA), définis par restrictions aux supplémentaires

o(x) = Az A
C,. (VXespf,Vxel,, {u(x) (:)f(SU) _ )\:r)' On a bien sir f = § 4+ v sur chaque Cy, donc sur E.
De méme, VA € sp f,Va € Cy, 6(v(z)) = Av(z) = v(Az) = v(d(x)) donc §ov =wvod sur chaque Cj,

donc sur E.

Unicité de la décomposition diagonalisable 4 nilpotente :

VA espf,Vx e Cy,d(x) = Az donne (E,(f) C) C, C E,(d) donc :

dim £ > Z,\espgdimEA(d) > Z)\espfdimC')\(f) = Z)\Gspfm)‘ =dimFE

Et donc spd =sp f, E,(f) = E,(9) et 0 est diagonalisable.

De plus, comme VA €sp f,m, <m = {n&);m,v (f— )\Idck)mA =0= (f— AIdCA)m =0 et donc v
€sp

est nilpotent d’ordre au plus m.

Pour x € B,z = Z)\Gspf
soit § = Z/\Gspf)\n)" Comme VA € sp f,II, € K[f], 6 € K[f] et v = f— 6 € K[f].

Si A(N, D) € L(E) respectivement nilpotent et diagonalisable tels que f =N+ D et NoD = Do N,
alors :

Dof=Do(N+D)=DoN+D?>?=NoD+ D?= foDdonc f et D commutent (idem pour N).
Par récurrence, on obtient que Vk € N, f¥o N = No f¥ et ffo D = Do f* et finalement que N et D
commutent avec tout polynéme en f.

IT, (z) et comme II, (z) € Cy, 6(I,(z)) = A, on a d(z) = erspf)\ﬂ,\(x),
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Ainsi, Nov=voN et oD =Dod. Par le lemme 1, N —v nilpote, et § — D est naturellement
diagonalisable.

N+ D=§d4+v= N—v=09— D est donc a la fois diagonalisable et nilpotent.

u nilpotent = 11, = X*

u diagonalisable = 11, scindé simple donc k = 1.

IT, = X, donc 0 =11, (u) = u.

Ainsi, N=vet §=D.

Proposition : si f, g trigonalisables et commutent, ils sont simultanément trigonalisables (i.e. 33 | Mzgmt fe
To et Mzgxt g € T7). Enoncé identique version matrices.

Preuve : x; et x, sont scindés et fog=go f. f et g ont un vecteur propre commun : en effet, soit A

une valeur propre de f. E,(f) est stable par g donc ¢’ = gﬁgig;

annule x, qui est scindé donc a au
moins une valeur propre p.

Par récurrence : n =1 trivial.

Si dimE =n+1, soit ¢, un vecteur propre commun de f et g. On complete en une base

B = (ey,...,e,) de E.

A osef 1 osof
_ _ 10 _ _ 10
A—MBatf— . g etB—MZ?tg— .y
0 0

On a bien sur IT4(A) =II;(A) = 0 donc I1;(Z) = 0 et de méme II,(Y) = 0 et ces matrices annulent

donc un polynéme scindé. AB = BA donc Z et Y commutent. Par hypothese de récurrence, 3P €
GL,(K) | Pl1ZP=T €Tz et PlYP=0OcTZ.

On pose P = ((1] Ig) Onaalors P 'AP € T, | et P"'BP € T, , doncavec P la matrice de passage
de B a une certaine base €, on a M@at f € Tfﬂ et M@at geT

>
n+1-°

1 00 9 5 1
Remarque : la condition de commutation n’est pas nécessaire. Par exemple, [0 2 0] et [0 5 3] sont

0 0 3 0 0 11
triangulaires mais ne commutent pas.

En revanche, si A, B sont simultanément diagonalisables, AB = BA (preuve en les diagonalisant + les matrices
diagonales commutent entre elles).

o Au passage, si fog= go f sont trigonalisables, ils ont un vecteur propre commun.

Proposition : pour (f,g) € L(E)?, si fog=go f et f,g trigonalisables, alors f et g stabilisent un méme
hyperplan. Se prouve version matricielle car on utilise la transposition.

Proposition : pour (4, B) € M, (K)?, avec K infini. x 45 = Xp5a
Preuve : pour A € K, si A inversible :
Xap(\) = det(A, — AB) = det[A(AMA™! — B)] = det(AMA™' — B)det A = det[(AA™' — B)A] =

Xpa(A).
Si A quelconque :
P P {[K _ .
sons : P '
osons W (X(Aﬁu[n)B_XB(Af*‘In))(A)

P() = (1) (det[(A — uI)B — L] — det[B(A — uI) — AL)).
Vi e K\spA, P(p) =0 et comme K\ sp A est infini, P =0 et donc P(0) =0 donc x 45 = Xpga-

- 10 -



K[X]

m,(K) — KX] {L(E)
Xf

—
Proposition : les applications { A — x4 f . sont continues. (car les

coefficients de x 4 sont polynoémiaux en les coefficients de A).

m,(K) — K[X]

, .
n’'est pas continue.
A — 1D, P

Remarque : /! l’application{

0

1
0 g}) limA, =0 et limIT, = limX* = X?.

Exemple : considérons la suite (4,,) = ([
Notons ©,,(C) les matrices sympathiques de taille n (qui ont n vecteurs propres distincts), En(IK) les matrices
diagonalisables.

¢« ©,(C)={AeMm,(K) | card(spA=n)}

e W (K)={AecM, (K)|3PcGL, | P*AP € Diag}

Proposition : ©,,(C) =9M,(C) (plus la force pour la preuve mais la demander a quelquun elle est

importante).

Proposition : n > 2.

e ©,(R) € O(M,(R)) (cf. exercice 53 pour la preuve absolument introuvable).
« W (K) n'est pas ouvert.

.0, -0 -8

Proposition : M ~ A avec A diagonale <= II, =11, et x4 = X -

Trix de diagonalisation / trigonalisation :

Sixs=(X—-3)(X—-2)2etIl, =(X—3)(X—2)2 onadonc A trigonalisable :

dim E5(A) = 1 et dimker(A — \I,,)* = 2.

De plus, (A —3I,)(A—2I,)* =0 donc Im(A — 21,,)? C ker(A — 31,,) et d’apres les égalités précédentes, on a
égalité des dimensions donc Im(A — 21,,)? = ker(A — 31,,). Ainsi, il suffit de calculer (A — 21,,)?, prendre une
colonne (car dimension 1) et elle engendre ker(A — 31,,)) = E5(A).

De méme, ker(A — 21,)? = Im(A — 31,,) donc 2 vecteurs de A — 31, libres engendrent ker(A — 21,,)2.

Ce procédé marche aussi pour la diagonalisation.
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