Théoréme de Baire

Dans un espace de Banach FE :
- Une intersection dénombrable d’ouverts denses est dense.

- Une réunion dénombrable de fermés d’intérieurs vides est d’intérieur vide.

Preuve :

Soit (E, | ||) un espace de Banach.

Soit (2,,)nen € O(E) tous denses dans E et Q # ¢ € O(FE).

- Tout ouvert non vide de E rencontre £}, car celui-ci est dense dans F, ce qui donne Q2 N, # .
Soit z, € 2N Q,. Comme une intersection finie d’ouverts étant ouverte, 2N Q, € O(E),

et donc 3¢ > 0 / B(zg,e) C QN Q. Pour un tel ¢, posant ry = min{3, 1}, on a B(xg,7y) C 2N Q.

- Si (x,,7,) construits : B(z,,r,) N €, # ¢ car le premier est un ouvert et le second dense dans E.
De plus, une intersection finie d’ouverts étant ouverte, B (xp, rp) NQ,,; est ouvert.

Soit z,,, € B(z,,7,) NQ,,;. 3>0 / B(z,,,,e) C B(zx,,r,)NQ,,;. Pour un tel &, posant
Tp+1 = min{%’ZP—{rl}7 on a B($p+17 Tp+1) C B($p, Tp) N Qp+1

On a donc construit une suite tq B(z,,79) C QN Qg et Vp € N, B(z, 1, 7,,1) C B(z,,7,) NQ,,, et
VpeN, r, < 2%

Yk € N, puisque E(xpﬂ,rpﬂ) C B(z,,r,), on a en particulier ||z, ; —z,|| <r,, ce qui donne :
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Et comme (F, | ||) est complet, Z:io [y — 2] < oo donne Z:O:o x),, — &) converge également et
donc (z,,),cy converge.
La suite (E(wn, rn)) N est décroissante au sens de inclusion.

ne
De plus, VpeN, Vn>p z, € B(x,,7,), mais, celui-ci étant fermé et (z,) étant une suite
convergente, x = nlgg) x”__e B(z,,r,), et donc x € () | B(z,, Tn)—
Enfin, puisque Vp € N,B(z,,,,7,,,) C B(z,,7,) NQ,,, ﬂnew B(z,,r,) C ﬂnew Q,, qui contient
donc z.
On sait également que B(w,r,) C €, donc, puisque x € (1| _ B(,,,7,), © € B(x,7,) et donc x € 2.

En conclusion, on a montré qu'un ouvert non vide quelconque de E (2) est d’intersection non-vide
. 7 . N . b pN o
avec ﬂnew Q,,, ce qui équivaut a dire que ﬂnew 2, est dense dans E d’apres 1°).

Soit (F,) € F(E)N tous d’intérieur vide. Puisque, ¥n € N, F,, = g, alors, notant (£2,,),,c, la suite
des complémentaires de F, (qui est donc dans O(E)™), on obtient d’aprés 1°) que chaque €2, est
dense dans E. On a démontré précédemment qu’on a alors ﬂneN 2, dense dans E, donc le
complémentaire de (] _ €, est d’intérieur vide : C‘ompl((-]nEN Qn) =, o Compl(,) =U _,, Fn

est d’intérieur vide.

Exemple d’utilisation :
- Si R était dénombrable : R = {z,,,n € N}, alors Q
conclut que ﬂneN Q,, = ¢ est dense dans R. Donc R est indénombrable.

» = R\{z,} est un ouvert dense dans R. On en




