Intégration

Théoréme de convergence dominée : soit I C R un intervalle non-dégénéré, (¢,, ),y une suite de fonctions

réglées (ou continues par morceaux) de I vers (£, | ||) evn de dimension finie. Si :
cvs

C g e LI(LR) | Vi€ IYn e N, |p, ()] < g(t)
»  réglée (ou continue par morceaux)
Alors :

lim [, = /(p

Ce théoréme est admis. On le démontre dans les années ultérieures car il est beaucoup plus évident avec
I'intégration de Lebesgue.

Remarques : « En réalité, 'hypothese « ¢ réglée (ou continue par morceaux) » n’est pas nécessaire avec
I'intégrale de Lebesgue. Le probleme est qu’en CPGE, on ne sait pas ce qu’est f[ © pour @ non réglée ou non-
continue par morceaux.

o Comparaison avec l'intégration terme a terme : on a besoin uniquement de CVS, mais le c6té « uniforme »
vient de la domination, qui est une « majoration uniforme ». De plus, ce théoréme est valable sur un intervalle
non-borné également.

e La difficulté pour appliquer le théoréme est de trouver la fonction g dominante. Si, par exemple, la suite de
fonctions est croissante, on peut prendre sa limite.

Proposition — définition : norme 1 sur un intervalle [ :
R(I,E) — R,

1 Al
;e /qu()nE

Théoréme de convergence absolue en norme L' : soit I C R un intervalle non-dégénéré, (¢,,), e une

suite de fonctions réglées (ou continues par morceaux) de I vers (E, | ||) evn de dimension finie. Si :
ovs
© X P

e 27 Nl < oo
»  est réglée (ou continue par morceaux)

Alors :
« >, J ¢, converge absolument.

e = en = e
Egalement admis.

Remarques : « Ne pas confondre ZZO: 0||g0n||{ et ZZO: OH fI @n’

, la seconde étant une hypothese plus faible.
E

e Pour utiliser les deux théorémes précédents, il faut bien expliciter le fait que les hypotheses sont vérifiées.
o Pour une suite de fonctions (u,), si on veut montrer que r}ggo f[ u, = f[ u, on peut écrire que

u, = ZZ: o Un — Up_y €t appliquer le théoréme de CVA en norme L' & la série.

e Pour une série de fonctions, on peut poser appliquer le théoreme de convergence dominée a la suite des
sommes partielles.




Théoréme de convergence monotone : (HP) soit I C R, (f,,) une suite de fonctions réglées de I vers R

cvs
croissante (Vn € N, f,, < f,.;) telle que (fn)T>f avec f réglée.

(/f ) majorée = </1fn>n€N converge <= /If < o0

Dans ce cas ou cela est vérifié :
hm f = / f

Preuve : 0 < f,, < f,y donc 0< [ f, < [ f,41 donc (L fn>n€Nmajorée = (L f”>new converge.
Comme V¢t € I, (f,(t)) est croissante, f(t) = lim f,(t) = sup f,(t) donc Vn € N, 0 < f, < f.

n noo neN
Alinsi, flf” < fIf, puisque Vn € N,Vt € I,|f, (t)] < f(t), si fIf < 00, alors, par convergence dominée,
ln [ f, = [ f
Réciproquement, si ( f[ fn> converge (ou est majorée), posons f_, =0 et u, = f,, — f,_1, (u,) > 0 car

la suite des (f,,) est croissante. Alors,

S el = fjnfk — Sl = fj / ot — For(8)]dt = Z / Jolt) = For(t)dt = / fu(dt < M
k=0

Ainsi, Z Hukﬂl est majorée cromsante donc converge (Verb f) et par le théoréeme de convergence en

valeur absolue, f[ f < oo
Remarque : on peut remplacer 'hypothese f,, > 0 par f, € L'(I) en posant (g,,) = (f,, — fo) >0

Théoréme de continuité par rapport au parameétre : (X,d) est un espace métrique. I C R est un

XxI — E
intervalle réel non-dégénéré. (E, || ||) est un evn de dimension finie. Soit ¢: { 8 telle que :
- ) = ()
—
e Vz e X, p(x { b () est réglée (ou continue par morceaux).

—
e Vie I, of ,t).{$ ot
o Jge LY(I,R,) | Vo € X,Vt € I,|p(x,t)| < g(t) OU pour tout compact K C X, 3g € L*(I,R,) | Vz €
K.Vt eI, |p(z, 1) < g(t).

) est continue

Alors :

X — E
F: { T /gp(:c, £)dt est définie et continue sur X

I

Preuve : on prouve le résultat avec comme hypothése : tout compact K C X, 3g € L' (I,R,) | Vz €
K. vtel, ez, t)] <g(t).
I —
: i < =
Pour commencer, ¢(z, ) b (o) continue par morceaux et |o(x, )| < g donc f(x)

flcp(:c, )= flgo(:z:,t)dt est définie pour x € X.
I — E

Pour a € X et (z,) \lim.’L‘ =a, posons (f,): t — oz, t).

Par continuité de ¢( ,t) en a,

E cvs
—  pla,t) (fn )_“>f

De plus, {z,,,n € N} U {a} est compact donc il y a une g € L*(I,R.) | Vz € K,Vt € I,|¢(z,t)| < g(t)
donc Vk € N,Vt € 1,||f,,(t)] < g(t) et par le théoreme de convergence dominée, lim f] fn = f[ f, soit

lim o(x,,t) = ¢(a,t) et donc pour t € I quelconque, posant f: {t

lim F'(z,) = F(a) et donc F est continue en a. Ceci valant pour tout a € X, F' est continue sur X.
noo

9.



Définition : pour I,.J intervalles réels, (E evn de dimension finie, © € E7*I  sous réserve d’existence de
p ) ) ) ) 7

JxI — FE
D, p: { (2.1) &péa:,t)
Iz

la dérivée, on note :

Théoréme de Leibniz : (ou de dérivation par rapport au parametre). Soit I, J intervalles réels non dégénérés,
(E, | |I) evn de dimension finie, f € E7*! telle que :
e VxelJ, flx, )€ L'(I,E)

e f a une dérivée par rapport a la 1 variable —)

qui vérifie les hypothéses de continuité par rapport au
parametre :
e VYo € J, D, f(z, ) est réglée (ou continue par morceaux).
e Vtel, D f( t) est continue
« dge L'(I, )]V:UEJVtGIH&E (z,t)|| < g(t) OU pour tout segment K C J, 3g € L*(I,R,) |
Ve e KVt eI, |2 f(z,t)| < gt

Alors :
E

J —
e Vx e J, F'(x) :f m(:n t)dt = fD f(z,t)dt. Soit encore :

o
/xtdt /8 flx,t)d

JxI — E

f@t)—f(zg,t)
Preuve : soit x, € J et 9 (.1) {TOO sixz#xg

of
or

o Vt € I, la fonction z - 1(x,t) est continue en tout z € J\{x,} comme somme de fonctions continues

(xg,1t) sinon

et en x, car D, f( ,t) est continue par hypothese — 1 est continue sur J.

 L’inégalité des accroissements finis appliquée a x + f(x,t) donne que ses taux de variations sont plus
petits qu'un majorant de la dérivée (en l'occurrence g(t)), et donc: V(x,t) € J x I : |¢(x,t)|| < g(t).

o Vx € J, la fonction ¢ - 1 (x,t) est continue par morceaux sur I par hypothese.

On applique le théoréme de continuité par rapport au parametre a v :

Fioe /@Z}(x,t)dt € o)
T
En particulier :

lim Fy (o) = Fy () = [ 5 (g,

T—Tq

De plus, pour = # z :
f(:]?,t) - f(x()’t) F(l’) — I (:UO)

Ainsi, lim Fj(x) = lim W = F’(z,), et donc F est bien dérivable en z,. Ceci valant pour tous
T—Tg T—xg 0

les z, € J, F € D'(J).
On applique le théoréme de continuité par rapport au parametre a % pour obtenir que F’ € C°(J).

Remarques : e« L’hypothése « Vo e J,p(x, )€ LY(I,E) » a pour fonction d’assurer Dexistence
f o(z, t)dt = f ©(x, ) mais on pourrait la remplacer par I'hypothése plus faible : Vo € J, p(x, ) est d’intégrale

semi-convergente.



Version itérée : si ¢ € E7*! a pour tout k € [0,n] une dérivée partielle k-iéme par rapport a la 17 variable

Dk {JXI e Ui vérifie les hypothéses du théoréme de continuite
: ui vérifie les hypotheses du théoreme de continuité :

P 2t 66 ~o(z,t) 4 yP

o Les D¥p(x, ) sont réglées (ou continues par morceaux)

o Les D¥p( ,t) sont continues (5auf pour k: =0. )

e Jge L'(I, )

) OU pour tout segment K C J, 3g € L*(I,R,) |

Alors f € CP(I,E) ou Vk € D\I,V:E € J:
8k
@) = [ Gretatat
A oxk

Preuve par récurrence (penser a justifier la dérivabilité avant de dériver dans la récurrence).

Méthode : domination sur un compact
e [ est un segment

e ¢ € CY(X x I) (hypothese bien plus forte que la continuité de chaque application partielle)

Alors, I'hypotheése VK C X compact, 3g € L (I,R,) | V(z,t) € K x I, |p(z,t)| < g(t) est toujours vérifiée car
K x I étant compact et ¢ continue dessus, elle y est bornée (notons M un majorant) et posant g:t > M,
fIg:M(b—a) < oo donc g € L',

Théoréme de Fubini : soit £ un evn de dimension finie, f € C°([a, ] x [¢,d], E).
Alors :
d
R / Fu,v)dv € CO([a, b))

vl—)/fuvduEC’O([c d])

//fuvdvdu-//fuvdudv

Preuve a connaitre : soient les fonctions :

(y,t H/fxtd:retGyH/ (/fxtdx)dt /( t)dt

« La fonction f étant continue sur [a, b] X [c,d], compact, y est bornée. Notons M = || f] -

o Puisque f est continue des deux variables et dominée par t — M (intégrable sur un segment), la
fonction g est continue par rapport au parametre ¢. Elle et également continue (et dérivable) par rapport
au parametre y en tant que primitive d’une fonction continue. De plus, g—z (y,t) = f(y,t).

Par conséquent, puisque Hg—“y’ (y, t)HOO = |f(y,t)|oc = M, on peut appliquer le théoreme de Leibniz a G :

d d
G e CY([a,b]) et G’:yl—>/ %(y,t)dt:/ Fy, D)t
Enfin : ‘ ’

/cd/abf(:c,t)dx dt = G(b) = G(b) — G(a) = /:G/(x)dx — /ab/cdf(:c,t)dt da




Théoréme de convergence dominée continu : soit I, J deux intervalles réels non-dégénérés, f € E7*! et
A € J tels que :

o VA€ J, t f(At) est réglée (ou continue par morceaux) sur .

« JF € E' réglée (ou continue par morceaux) telle que Vt € I, Alirglo fAt) =F(t)

« Jp e LY(I,R) | V(A1) € T x I | f(\ 1)) < o(t)

.Alggo /f (O )d / ()t

Preuve : f(\,t) € L*(I) par comparaison & . Si A\, est fini :

Alors t+ f(\t) e LY(I),F e L' (I) et

cvs
Soit (p,,) € JN |lim p,, = Ay et soit Vn € N, f.:t = f(u,,t) T>F et qui est dominée par .
Par le théoréme de convergence dominée : lim f I, = f F

Par caractérisation séquentielle, hm f fA, t dt f F(t

Si Ay = 400, on applique le rebultat a (z,t) = f(1,t) a droite en 0.

Exemple : la fonction I' d’Euler (de la variable réelle)

[Ri — R
L /t“etdt
0

o Continuité :
On pose ¢: (z,t) > t*7Le™t = el@Vnte=t qui est continue sur R x RY.

Vk € N, ¢ a une dérivée k-iéme par rapport a la 1% variable, donnée par :
k

(DEg)(@,1) = ol 1) = In (1) e DMatet = I (1) (e )

Et les D¢ sont donc continues sur R x RY.

o Intégrabilité :
rtemt 120 t*~1. qui est donc intégrable ssi z —1 > —1ie x > 0.
frlet 22 o(ezet) = o(e2) donc p(z, ) est intégrale sur |0, +oo| ssi & > 0, donc Dy = RY.

¢ Domination globale :

Y-a-t-il une fonction dominatrice globale g, € L*(R%) telle que V(z,t) € R:?, [In®(t) e@Vinte~t| < g, (2) ?
Si tel était le cas, on aurait par passage a la limite des inégalités larges : V¢ > 0 :

lin(1)|lnk(t) ele-linte=t| = ‘ln et < g(t) et donc t M(ft serait intégrable, ce qui est faux.
T—

e Domination locale :

Soit @ > 0 et b > a. V(z,t) € [a,b] x RL : 0 < |In*(t)|t" te™® < [In*(¢)le t (¢t +071).

Posons g,:t = |[In®(¢)[e "t et g,: ¢+ [InF(¢)|e*0 1.

9.(t) 20 Ik (t)t~! = o(t271) est intégrable si ¢ > 0 donc g, et g, sont intégrables au voisinage de 0.
gu(t) "= o(theret) = 0(6*5) donc g, et g, sont intégrables au voisinage de +o0.

Par application du théoréme de Leibniz itéré : I' € C*°(R%) et Va > 0,Vk € N :

() = / In*(¢) t*Le~tdt
0




¢ Autres propriétés : soit z > 0.
I(x+1)= / tre tdt = [t e ']5° + x/ t*letdt = 3:/ t*te~tdt = aT(x)
0 0 0

(en vrai il faut intégrer sur un segment puis faire tendre les bornes vers 0 et oo, mais bon...)
oo
r'(1) :/ etdt =1
0

Par récurrence, Vn € N :

n—1

T(z+n)=[](x+k) xT(x)

k=0
On a en particulier : |I'(n+ 1) = n!

Soit x > 0.
(InT)" =
(InT)"” = FHF F , qui est du signe de I”'T — T2

2

F”(:L’)F(:z:):/ an(t)t“etdt/ t*le7tdt > [/ ln(t)tmletdt] =T"(t)> = (In)”" >0:
0 0 0

I est log-convexe.

¢ Développement au voisinage de 0 :

I, = /On (1 — %)n In(t)dt = /Oln(l —u)" In(nu) du

Le changement de variable ne donnait rien, on procéde de maniere différente :

On pose f,:t {(1__) In(t) sit<n

en sorte que I, = f f,(t)dt. Les f, convergent simplement vers la
0 sinon

fonction f:t+> e tInt.

Recherche de la dominatrice : (1 —%)" =exp(nln(l—2)). Pour t <n, nln(l—=%) <n(—%)=—t et la
croissance de la fonction exponentielle donne (1—£)" <e™* donc |f,(t)| < e '[Int|. Bien sir, pout t >n,
0= f,(t) <e*[lnt|]. Ainsi, la fonction limite f peut servir de dominatrice. Par le théoréme de convergence

dominée :

lim I, :/ e 'Intdt =T"(1)
0

n—oo

On découpe notre changement de variable en deux (In(nu) =Inn+1Inw), I, = J, + K,,, avec :

1 1 — )t 1
Jn:/n(l—u)”lnndu:nlnn [—( w } =" ln
b n+1 |, n+1
K 1
—":/ (1 —w)"Inudu
n
0
On choisit la constante dans I'IPP :
1 n+1 1 1 n+1
1—(1— + 1 1—(1— +
/(1—u)"lnudu: Ki> lnu} — / (1w du
o n+1 o nt+1j U
/ * S wtna] - (IS
(1—u)"lnudu:[ 1—u lnu] — /— 1—wu)¥du
b n+ 14~ o n+1j ut=

1 1 1 n
/ (I —u)" lnudu—O—— Z(l—u)kdu
0

1 +10 k=0
1 < 1

l—w)'hudu=——Y ——

/0 w)" nw du +1 k+1



n+1
n 1
I, =T (lnn— 31%) ~ lnn—HnHEg—’y
Au passage, on obtient un développement de IT" :

['(x) = I'(l)— (z—1)y+o(x) donc I'(x + 1) e 20" I['(1) — vy + o(x) et enfin [['(z) v 20" %— v+ o(1)|

e Formule d’Euler-Gauss : soit > 0.

o0 o0 t n
/ frletds = / =1 lim (1——) dt
A o n—oo n

t\n :
On pose fst s {1 7" O STES T g poe g ar = [t 1= et
ovs 0 sinon 0 0

( fn)_*> fit—=t""tet que l'on prend comme dominatrice pour appliquer le théoréme de convergence

+
dominée :

0
Calcul de I, : recherche dune relation entre I, (x) et I, _;(x +1) :
T 1

3’\1
—
8
~—
I

0
1

In(x):l( n )m“ (n—1)z+1/ur(1—u)"1du:l( n )“11%1(35“)

1 1,z e+l pl
n* / u* (1 —u)"du = n® [u_ (1— u)”} +n” / u—n(l —u)" tdu = n / u® (1 —u)" tdu
0 r o Tk

z\n—1 b z\n—1
Vn €N, Ve > 0,1 Ly 1
ne v > U, n(l‘)_g(n_1> nfl(l‘_l_ )
4 * _ nln®
Montrons alors par récurrence que Vn € N*, Ve >0, I, = T
n=1:
1 1 x z4+1 71
t t 1 1 1— 1
Ilz/trlu—t)dt:/tr1—twdt: [__ } 1o _etl-w
b b r z+1], =z z+1 =zx+1) z@+1)
nln® B 1 _
r(x+1)..(z+n) z@x+1)
nln®
n > 1 et supposons que I, = T 1
1 /m+ 1" 1 /m+ 1" n!n®tt n+D!(n+1)* (nm+D(n+1)°
In+1($) :_( > In(x+ 1) :_( > n L 1 = ( n31< ) - ( n+)1 ( )
T\ n z\ n [l e+k+1) 2Tz +k) 1" (@ + k)
D’apres le principe de récurrence : Vn € N,Vax > 0,1, = W’%
Enfin :
°° nln®
I'lz) = t)ydt = lim I, = li
(z) /0 7(#) oo ™ nggox(x—l—l)(xjtn)

¢ Formule des compléments : démonstration dans le DM sur la fonction I' version suites et séries de

fonctions : Vo € |0,1[, |T'(z)I(1 —z) =

T
sin(mx) |

On remarque alors que :

00 ot

o<r(%):/0 Wdt“

||H
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Il
5

— C’est l'intégrale de Gauss.



