Systemes différentiels linéaires

« Dans ce chapitre, K = R ou C, I est un intervalle réel non-dégénéré, A € C°(I,9M, (K)) et B € C°(1,K") (ou
en version applications linéaires : a € C°(I, L(E)) et b € C°(I, E). On identifie K™ & 9M,, ; (K).
« On considére le systeme différentiel (E, 5): X' = AX + B ou (E, ;) : 2" = ax +b (on remarque qu’on
oublie les parentheses : ax = a(x))
o Les systémes « homogenes » associés sont (E,) : X' = AX ou (E,) : 2’ = ax.
 Les ensembles de solutions sont :

Sap={FeC'I,K")|Vtel, F'(t)=A(t)F(t)+ B(t)}

Sap=1{f€CULK") | VEE L f'(t) = a(t)f(t) +b(t)}
o 8§, (resp. 8,) est un sev de C*(I,K™) (resp. C'(I,E)). De plus, sous réserve que S, # o (resp. 8, # 0),
San (resp. 8,) est un sous-espace affine de C'(I,K") (resp. C*(I, E)) dirigé par S, (resp. 8,).
« Pour une « solution particuliere » (id. est quelconque) Fy de (E, ), 84 5= Fy+ Sy4.

Pour une « solution particuliere » (id. est quelconque) fy de (E, ), 8,5 = fo + Sa-

CYI,E) — C°I,E)
f — [ —af

Tout ceci se justifie par : H: { est linéaire et &, = ker H et en vérifiant que S, p est

un sous-espace affine.

On énoncera les propositions en termes d’applications linéaires ou de matrices indifféremment.

[
Théoréeme de Cauchy linéaire : pour t, € I, X, € K", le probleme de Cauchy {XX(_t ;4)_(}3 a une
0) = o
solution unique : I'F € C*(I,K™) | Vt € I, F'(t) = A(t)F(t) + B(t) et F(t,) = X,.
Ce théord h ® {S“”’ P st biject
e théoreme se paraphrase : @, : est bijective.
U e flt)

Corollaire : &} :{ est bijective et linéaire donc dim$§, =dimE =n et §,, est un sous-

o Lf = flt) ’

espace affine de C'(I, F') de dimension n.

Remarques :
S.p — E
e A (I)t { ,
0 [ flty)
EFE — K™

e Soit B une base de E. B*: {x — B(2) et Mzéit:{ 0 N

I — M, (K I — K™
t o Mat(a(t)) - '{t — B (b(t)

n’est pas linéaire car son espace de départ n’est pas un espace vectoriel.
LE) — M, (K) .
Mﬁt o sont des isomorphismes. Ainsi,

pour a€ C°(I,L(E)) et beC°I,E) , posant A:{

I — [KTL / * /7 _ * / 4 /
X:{t B (a(t)) et X' =B oa’, 8, p="5(S,,) car '’ =azr’ + b= X' =AX + B.

o Forme intégrale d’un probléme de Cauchy :

/7 t
{F ~AFYB e P = / (A(2)F(z) + B(z))de + X,
F(ty) = X t
I — E
Au passage, c’est en montrant que I'application : {t N ft(a(x)f(x) I b(x))dw 4 p. 2D point fixe que
to 0

I’on prouve le théoreme de Cauchy linéaire.
Définition : un systéme fondamental de solutions du systéme homogene est une base (Fy,..., F,) de §,.

1-




S — F

a

[ [

est un systéme fondamental ssi (f;(t), ..., f,,(t)) est une base de E. Ainsi :
Jtel | (fi(t),..[,(t) est une base de K"

< (fy,..,[f,) base de &,

= Vtel (fi(t),... f,(t)) est une base de K"

Remarque : pourunt € I, ®: { est un isomorphisme, donc pour (fy, ..., f,) € 8%, (f1, s fn)

Définition : pour (F},...,F,) € 8, notant M = [F},..., F,] la fonction a valeurs dans 9, (K) tel que Vt €
I, C,(M(t)) = F,(t), on a lalternative : Vt € I,det M(t) = 0 ou V¢ € I, det M (t) # 0. On appelle alors :

I — K '
w: {t s det[Fy (), ., F, ()] est le Wronskien de (F},..., F,).

n

Remarque : systéemes d’ordre supérieur. Pour se ramener a lordre 1 en dérivées : on considere
Ac CO(I,imn([K)), Be CO(I,imn([K)) et C € CO(I,K™), le systéme (Bap): X" =AX+BX' +Cet Sy pc

I’ensemble de ses solutions.

Si X est solution : ())((/)/ = (}i{;) = <AX+)B§;(’ —1—0) = <1(4)1 %) (jé) + (g)

On considere A = (2 I§> et B = (g) et le systeme résolvant X 4 5 : Y = AY + B de format (2n,2n).

Xe€Sypo = <X> € 8 4 5 et réciproquement, pour Y = <)Z(> € C(I,K*") quelconque :

X/

veaveme (5= (0 5) ()4 () (et g o XA B 0

Ainsi, les solutions de § 4 5 sont les (;) X E€8spc-

Méthode de variation de la constante : ordre quelconque :

Soit M = [X,,..., X,,] avec (X;,...,X,,) un systeme fondamental de solutions du systeme X’ = AX.

Pour f € C(1,K™) soit Vt € I, (Ay(¢),..., A, (t)) les coordonnées de f(t) dans la base (X, (t),...,X,(t)). Ona
alors :

F6) =3 M)X,(0)
oo K»
On pose A: PR <)\1:(t>

Aa(t)
base, M € C*(I,GL,(K)) et M € C*(I,GL,(K)) et (M~ ') =—-M*M'M'.

A = M~!f est donc C' comme produit de fonctions C* et de méme, chaque composante de A 'est. On peut

) en sorte que f = MA. Comme chaque X, est C! et comme les X, forment une

donc dériver f:

B WED ST
k‘zl kil

= Z)\;CXIC + Z)‘kAXk:
k=1 k=1

[r=3 NXi+Af
k=1
OrfGSA’B<:>f/:Af+B<:>B:ZZ:1>\;€X,€:MA/<:>A/:Mle

Par les formules de Cramer, on a donc :
det((Cy + B)(M)) _ det((C, « B)(M))
det M N w

Vk e [1,n], \, =



Méthode de variation de la constante : ordre 2 :
On considere y” = ay’ + by + c. Soit (f,, f5) base de 8, = {f € C*(I,K) | f” = af’ +bf}.

On considere A = (2 1) et B = <0> et le systéme résolvant X 4 5 : Y = AY + B
a c ’

s, — R,
On a vu que { PR ( f > est un isomorphisme de 'ensemble des solutions de ’équation homogene sur
f/
celui du systeme résolvant. Ainsi, (?) , (:;%) est une base de {Y € C*(I,K?) | Y' = AY}.
1 2
. fi f e fi f2
Les solutions de R, sont de la forme A\; | ., | + Xy {5 |- Soit f =X |, |+ X (70 |-
fi 2 hi fo

JE€Sape — (;i) €Ryn

§> T (?) = (af{ i bf1> A (aféjjf bf2> +()

+
|

s () (8 o0 () o () - (F) o ()
|

NSt + Aaf

On peut aussi voir cela sous la forme ( ! f%) </\/1> = <0> Formules de Cramer :
fi f2) \X ¢
0 f fi 0
R ,_1f1 ¢
Al = et \j =
! fl f2 2 fl f2
it it

Equation différentielle scalaire d’ordre IN a coefficients constants sans second membre

On se propose de résoudre yN) + Zi:]l ay® = 0.

Onnote 8 = {f € CN(R,C) | fNV) = — Zi\:)l ap "} Iensemble des solutions du systeme.

« Si f est solution, f est au moins N fois dérivable, et, puisque fV) est un polynéme en les (fs.ees f *1>),

f™ est dérivable et par récurrence, f € C=(R,C).

e Soit P=X+ ZkN;Ol a X"® = Z:l(X — )" € X + Ky 1[X] (formes développée et factorisée avec

iFj= (X =X)" A (X =X)™ =1).

C*(R,C) — C>=(R,0C)
f — f

o Les (X — A,)™* étant premiers entre eux, d’apres le lemme des noyaux :

p
ker P(D) = @ ker(D — A\ Idg)™*
k=1

« On remarque que D: { € L(C>®(R,C)) et que § = ker P(D).

« Soit m € N*. ker D™ = C,,,_;[X] est évident (prendre un élément de ker D™ et le primitiver m fois)
C*(R,C) — C*>(R,C)
f L exf

=y {C“([R, C) — C=(R,0)
v f — ef
Soit f € C*(R,C). (e_rf) = ex(f'=Af) = D(¢ ' (f)) = ¢ (D(f) = Af)
< Doyt =pto(D—\dy)
e (D—)\IdE> :@oDogpfl
<~ (D= XNdg)™ =¢poDmop !

Soit ey:w > e et 90:{ qui est linéaire et Dbijective, de réciproque



Il en résulte que :  u € ker(D — Aldp)™ <= (poD™ o 1) (u) =0
e, D"(e_u)=0
< D"(e_u) =0
e uel, [X]
Et donc : ker(D — Mldyz)™ =e,C,, 1[X] = {t+ e*P(t) | P € C,,_,1]X]}. En conclusion :

p
k=1

1. On peut avoir I'impression que 'on sait faire beaucoup de choses avec cette méthode, mais encore faut-il

savoir factoriser un polynéme !

Remarque : pour une équation « scalaire » (systéme de format 1) d’ordre n : y") = Z:;é aky<k> +b:
0 1 0 -« v o 0
yes = : eS,gould=1|: o let B=|
(n—1) ’ : N 0 0
Yy : b
0 1
CI/O e cee e cen cee an71

(Les a;, peuvent ici étre des fonctions & valeurs scalaires, a priori non constantes)

Remarque : lorsque A € C° (I , fmn(ﬂ()) n’est pas constante et que n > 2, il n’y a pas de méthode générale
pour expliciter un systéme fondamental de &, (ni a priori pour résoudre quoi que ce soit).
Par exemple, la solution de I’ « équation d’Airy » 3y’ = xy ne s’explicite pas a l’aide des fonctions usuelles.

Exemple : équations scalaires d’ordre 2 : y” = ay’ + by + ¢ : appliquer la méthode de variation de la
constante au systéme résolvant et trouver les constantes a l'aide des formules de Cramer.

Dérivée d’exponentielle matricielle :

d . — — / — /

E(e MP(t) = —AeTAF(t) + e AF(t) = e A (F/(t) — AF(t))

Comme e ™ = (¢")™1 € GL,(K), F' = AF <= ¢ '"(F'(t) — AF(t)) <= ¢ "AF(t) = cste = U.

Ainsi, les solutions de X’ = AX sont les e!4AU,U € K".

s — K

AU+ eldU

Pour I’équation pas homogene, < (e*tAF(t)) = e B(t) donc F(t) = et j;t e " B(u)du et la solution avec
0

De ce fait, pour un ¢, € I, { est linéaire bijective car oAU =V <= e 04V = U.
e

» dt
comme CI X(t,) =V est donc t - et4 j;t e " B(u) 4 et AVdu.
0

Résolution pratique de systémes différentiels : pour résoudre X' = AX + B :

Réduire A. Si A = PRP~! (avec R diagonale, diagonale par blocs, scalaire + nilpotente, triangulaire, ...), alors
X' =PRP'X+B= (P 'X’)=R(P'X)+ P 'Betposant Y = P! X, comme (P~'X) = P~'X’, on se
ramene au systeme (Ey;,): Y = RY 4+ C.

e Si R=diag(A\,....\,), Y = (y1,...,y,) et C = (¢q,...,¢,), on se retrouve avec le systeme : Vk € [1,n],
Y = A\pYi + i, soOit n équations différentielles scalaires d’ordre 1.

« Si R=[m,;;] € T7, posant Vj € [1,n],\; = m; ;, (E,,) se résout en commengant par la derniére équation

Yr, = A\Yy, +c,, Puis en remontant a y;, | = A\, y,, | +m,, 4 .Y, +C, | avec y, connu jusqu’a arriver a y, .



Dans les cas ou A € C°(1,9,(K)) n'est pas constante :
e Si on connait n — 1 solutions (X;,..., X, ;) indépendantes de X' = AX + B : pour X € § quelconque,

y Ap1
posant W = det[X,, ..., X,,_1, X], W’ = (tr A)W permet parfois de trouver le X,, = X manquant.
o Si on connait une solution ¢ de y’ + ay’ + by =0 ne s’annulant pas sur I, alors pour y € C*(I,K)
quelconque, on pose z = %. Onaalors : ¢y =’ z+ @2 ety =" +2¢"2 + 2" et donc :
v +ay +by=2"p+ 220" +ap)+ z (¢ +ap’ +bp) =2"p+ 2 (29" 4+ ap) que 'on sait résoudre.

=0

Recherche de solutions particulieres de vy’ = ay’ + by + ¢ :
e Sia,bont des DSE agréables, sont des fractions rationnelles, on peut chercher les solutions sous forme de

DSE ou polynomes.

Exemples : (cf. exo 19)

2 1 0
e A=|-3 -1 1 } . On remarque que la somme des lignes vaut 0 donc 0 est valeur propre.
1 0 -1
1 1 1
Onadeplus A= | -2 —2 —2| et A> =035. On résout X' = AX :
1 1 1

X(t) = e"4U avec U constante. e"*U = (I, + tA+ t2§42)U

5 1 —4 ’ y ,
« A= i, _31 —24} et le systeme X"/ = AX. Si X est solution, (;é) = (jéz) = <14)1(X> = (2 Ig) ())5/)

— Cela ameéne a un systeme différentiel de taille (6,6).
Si on la réduit et quon obtient P~*AP = diag(A\;, Ay, A3) = D, on doit résoudre P~'X"”" = DP~'X soit
Y” = DX, c’est-a-dire 3 équations de la forme 3" = ay.

{x’ "+ 3y — 4x + Gy
y' o+ o = 2z + 4y
avec la méthode générale.

8 revient a résoudre X"’ + (? g) X' + (:;L Z) X =0, ce qui se fait

Calculs d’exponentielles de matrices : on veut calculer e!™ avec M € M, (K) et t € R. On note
N xk

EN = Zk:OW

e Si M =diag()\, ..., A,), eM = diag(e?, ..., eMn).

« Si Pe GL,(K), P 'MP = p~1cMp,

¢ Si M = A\, + N avec N nilpotente, eM = eMneN = e[ eV = erelN =Y

n

n—1x*
k=0 k!°

Calcul d’exponentielles de matrices de vect <<1 0) , (O _1>> :

0 1 1 0
_f(a b 2 _(1 0 . (0 —1 B ' )
On pose € = {<b a ) ,(a,b) €R }, le = (0 1) et i = (1 0 ), donc € = {ale + ib, (a,b) € R?}.
@: {E : Re(2)] flm (2)J est un isomorphisme de R-algebres.

Ainsi, p(2") = p(2)", (3 \2®) = 3 A\p(2)F et comme ¢ continue (linéaire en dimension 2), p(e?) = e#*).

Pour 2 = aib e (3 70) = pletteostrism)) = (7, ) !

Remarque : si U € E,(A), o(t) = e*U est solution de X' = AX.



