Suites et Séries de fonctions

E(+,.)estun K—ev (K=R ou C)

—

R
ui vérifie : V(x,y) € E?
— Jal ¢ o

E
Définition : Une norme sur E est une application {x

1
2
3
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[z + |y = |z + y|| (inégalité triangulaire)
[z| > 0 (positivité)

VA € K, |[Az] = |A||x| (homogénéité)

|z = 0=z = 0 (séparation)

—_— — ~— ~—

Définition : soit A un ensemble quelconque (non-vide) on définit sur le K — ev K4 la pseudo-norme :
Si f appartient a K4 |
|f% = sup|f(=)]
zeA
C’est la norme uniforme. Si f n’est pas bornée, sa norme uniforme vaut + oo.
Ga vérifie tout mais vu que la norme peut valoir 'infini, elle n’est pas exactement a valeur dans R, .
Si L>®(A, K) est le sous espace vectoriel des fonctions uniformément bornées sur A a valeurs dans K, muni de

la norme uniforme, dans ce cas, c¢’est bien une norme.

Définition : pour une suite (f,),cn € (KN et f € KA, (f,),en converge uniformément vers f si
. A
noo

Il y a unicité de la limite uniforme car il y a unicité de la limite dans K.

Proposition : (f,,),cy converge uniformément vers f = (f,,),en converge simplement vers f.

Remarques : « Il y a donc aussi unicité de la limite simple.

« La réciproque est évidemment fausse. (Contre-exemple : soit Vn € N, f,,: {[0’1[ — [Rn
x —
Vn € N, sup f,,(z) = 1, mais (f,,) converge simplement vers la fonction identiquement nulle sur [0,1].)

rEA

2 . . . ’
Remarque : pour f,:x  2nxe """, (f,) converge simplement vers 0 mais pas uniformément. Par contre, elle
converge uniformément vers 0 sur tout segment [a, 1] avec 1 > a > 0.

Définition : V a € D, C C, f continue en a signifie :
Ve>0,da>0|Vz € AJa—z|<a=|f(a)— f(2)| <e

Théoréme : une limite uniforme de fonctions C° est CV.

Théoréme d’intégration terme a terme : soient a <b € R? et (f,),, € C°([a,b], K)" tel que f, converge

w1 [

b
[=1)| < 0, - sl 0

uniformément vers f.

Preuve :

b b
Version a hypotheéses plus faibles : soient a <b € R? et (f,), € L'(Ja,b[,K)™ tel que (f,) converge
uniformément vers f. On a f € L'(Ja, b[,K) et lim Lb f, = Lb f.




Pour la preuve de la limite : méme preuve, mais on a le droit d’écrire les intégrales si les fonctions sont
intégrables. 11 suffit donc de montrer que f € L*(]a, b, K). Pour ce faire :

[n< [~ f\+/\f\</|\f St [ IOk < o0

Remarques : « On n’a pas besoin de f ni f,, bornées pour que leur différence soit bornée.

e Puisque { 2nze " dr =1 + {0 1 0 dx, alors f,:x — 2nze " ne converge pas uniformément vers 0.

0,1]
) n e s R . : ,
e Pour f,:z — 2", ca marche pour l'intégrale méme si ¢a ne converge pas uniformément.

e Il faut bien que 'on soit sur un intervalle borné, sinon c’est fichu pour la majoration dans la preuve de

f € L*(]a,b[, K).

Mise au point CVU vs CVS :

CVU:Ve>0,dNeN/Vn>N,VeecA,lf,(xv)— flz)]<e

CVS:Vee AVe>0,ANeN/Vn>N,|f,(x)— f(z) <e

CVU : y’a un € et un N qui marchent pour tous les x, donc y’en a bien un pour chaque z. Par contre, si y’en

a un pour chaque z, ce n’est pas certain qu’il y en ait un commun a tous.

Proposition : (f,),c, converge uniformément vers f <V (z,,) € A, lim|f, (z,) — f(x,)| = 0.

Le sens réciproque est dur a prouver, mais le sens direct simple. On utilise le sens direct pour prouver
la non-convergence uniforme en contraposant.

Preuve du sens direct :

Définition : pour A C R, (f,),en € (KN et f € KA, (£,),,cn converge uniformément vers f sur tout segment
contenu dans A < (f,,),,en converge uniformément vers f sur tout segment I contenu dans A.

Remarque : la CVU sur tout intervalle ne suffit pas & démontrer la CVU sur A tout entier.
Pour la continuité, la CVU sur tout segment suffit. Mais elle ne suffit pas pour I'intégration.

Théoreme de primitivation terme a terme :

Soit I un intervalle réel non dégénéré. Soit (f,,),en € CO(I, K)N

Soit a € I et soit F:z — If I

Si (f,)nenw CVU sur tout segment inclus dans I vers f (qui est donc dans C°(1,K)), alors, posant F:z — L “f,

F, CVU vers F' sur tout segment fermé inclus dans I.

Théoréme de dérivation terme & terme :

Soit I un intervalle réel non dégénéré. Soit (f,,),en € CH(I,K)N/

o (f)nen CVU sur tout segment contenu dans 1.

e Il y a au moins un point a € I / (fn(a))n converge (pour le programme : (f,,), e CVS).
Alors :

e (f)nen CVU vers une fonction f

. feC(I,K)

« La fonction vers laquelle les (f,),,cy convergent est f’.



Preuve : on primitive terme a terme les (f; ),y en disant que les (f},),cy tendent vers une certaine
fonction ¢g. On pose alors f= G+ lim f,(a) et on montre que f, — f uniformément. Puis, soit
noo

J = [min(u, a) , max(a,v)] : )
0= @+ 1@ - @ - [
Donc (f,)) CVU vers f.

< (@) = lim £, (@)| +|F, (2) = G(a)] < S+ |F, —GJL <

Version itérée :

(f,) € CP(I,K)N, p > 1 tels que :

. ( fﬁbp )> N CVU sur tout segment contenu dans 1.
ne

« Pour chaque k € [0,p —1] il y a au moins un point a € I / (fT(Lk) (a)) converge.

n

Alors,

o (fo)nen CVU vers une fonction f sur tout [a,b] C I
« feCP(I,K)

e Vk e [0,p—1], (ffp) C——VéUf(k) pour tout (a,b) € I?

[a;b]

Théoréme de la double limite :
Soit (f,))nen € CO(I,K)N telle que :

« (fo) = f

ab
o Vn E[N,[ ;}an?f fn(x) existe.
Alors :
o lim f, (x) existe.
. ﬁz lim f,(x) = lim hgolfn(:v)

noo x—b— r—b— n

Preuve : on découpe |f(z) — S| pour prouver le deuxieme point. Mais pour cela, il faut avoir le premier
point. Pour démontrer le premier point, on montre qu’elle est bornée et n’a qu’une valeur d’adhérence.

Version « séries de fonctions » du chapitre

Introduction et motivation :

Soit (u,,) € (KN, avec I un intervalle quelconque non-dégénéré.
On pose : S, = ZZ:O Uy,

e Siles u, sont C*, les S, sont C* et réciproquement.

() _ (p)
« S = Zkzouk

b n b
« f S =),
o Si les u;, ont une limite finie £, en sup I a gauche <= les S,, ont une limite finie en sup I & gauche o, =

ZZ:OB]‘“ :

Intégration terme & terme : (Marche aussi version HP avec I un intervalle borné).
. b b
Si les uy, sont C° sur [a,b] et S, CVU vers S sur [a,b] : L S = Z;‘;OL o

Primitivation terme a terme :

Si Zn u,, CVU sur tout segment contenu dans I vers une fonction g et a € I, posant U,: x — L “uy et Gix —

L *g. Alors " U, CVU sur tout segment contenu dans I vers G.




Dérivation terme a terme :

(U, ) pen € CHI, KN telle que :

s« dael /3 u,(a) CV

e > u;, CVU sur tout segment contenu dans I.

Alors :

e > u, CVU sur tout segment contenu dans I vers une fonction h
e heCYI,K)

e Ve el h(x)= Zzozou;(x)

Version itérée :
(U, ) pen € CP(I,K)N telle que :
-Vke[[Op—l]] Jael /3] u, (a) CV
Y u ) CVU sur tout segment contenu dans I.
Alors :
e > u, CVU sur tout segment contenu dans I vers une fonction h
« he CP(I,K)
« Vk € [0,p], Zu CVU sur tout segment inclus dans I et a fortiori : Va € I, ¥ (z) = ZZO:O u'M (x)
Version itérée indéfinie :
(U, ) e € C°(I, K)Y telle que :
« VEEN, > f(k) CVU sur tout segment contenu dans I alors, posant f:x — ZZO:O fo(z) :
feC®I, K et Vo € I,Vk € N, fF Znof

Théoréme de la double limite :

o« M u, —>f: r — ZOO

. VnEN HuE[K/ hm u (l‘) u

En notant 3, = hgn U, () =u, (b")
—b

Alors,
. . . oo
nverge vers une limi lim lim
« > B, converge vers une teﬁetm%biznzou =p=3" o im up, (x)
Remarque : /! Ici, la convergence uniforme sur tout segment inclus dans I ne suffit pas.

Définition : on dit que ) f,, converge normalement si :
oo

D Ifalloe < 400
n=0

La convergence normale implique la convergence uniforme. Mais il est fréquent qu’il y ait CVU sans CVN.

Proposition : )" f, CVU«<= [Z f. CVSet (R,) RO

—

Théoréme d’approximation polynémiale de Weierstrass :

VI =[a,b] C R,¥f € C°(,K),3(P,) € KIX]N | (P )%f

—
VI =[a,b] CR,Vf e CI,K),Ve >0,3P e KIX] | |[P— f|L <e¢



Exemple : la fonction ¢ de Riemann

R — R
. 21
C'{s — —

=
R — R
* < . 1 _ —zlan . ",
Pour chaque n € N*, on pose u,,:x = =e et g: {s Ziil( ok la fonction ¢ alternée.

¢« Domaines de définition
e ( est définie sur I =]1, +oo[ par comparaison aux sommes de Riemann.
« g est définie sur R’ par le critere spécial des séries alternées.

» Variations

Vn € N*, u,, est décroissante sur I donc Z:: | Wi, est décroissante sur I et ¢ est décroissante sur I comme limite
simple de fonctions décroissantes (sur / mais la ¢a devient lourd).

Pour les mémes raisons, ¢ > 0 sur I.

o Continuité et dérivabilité
V(n, k) € N* x IN,uiLk) = (—Inn)ku,
Il n’y a pas de CVU sur I entier mais on peut en chercher sur tout segment de I.

Soit a > 1.
1

|l = =

Zk_ converge donc Zu CVN (donc CVU) sur tout segment contenu dans [

— ( est continue sur 1.

a,00] __In*Fa
Mieux encore : Hu H =2
noo a+1
Or, VE e N, Inn = o(n 2k ) donc B2 — o (—) de somme convergente car > 1.
n 2

Ainsi, VR €N, > u ) OVN sur tout 5egment

> InFn

—(eC®(I)etVsel (W

nu< )

n

la,o0f H (k)H[‘%OO[

Pour g, tout est exactement pareil car H — . Quid de ]0,1] ?

= (D1
2 S
bty BT (1)

Néanmoins, cela ne nous donne pas de convergence uniforme car ﬁ dépend de s.

Vs €]0,1],Vn € N, |R,(s)| =

Mais sur tout segment : Ya > 1,|R,(z)| < e et on ala CVU sur tout segment.

n+1
— g € C°(R%). On admet (méme démo que pour ¢) que g € C*(R%) et que Vk € N, Vs € R%.

o0

g () = Yoy

T
n=1 n

+ Etude aux bornes
On a déja vu la convergence uniforme de Y wu,,.
n

Vn € N*, hm = 0,1 donc par le théoréme de la double limite :

R B
= i i 3= Jim Jim D= Jim <00




