Séries numériques

Préambule : par défaut, dans ce chapitre, (E,+,.) est un K-ev, (u,,),cy € E".

Définitions : 37w, ou )  wu, ou ) u, est la série de (u,).

S, = ZZ: o Uk est la n-iétme somme partielle et R, = ZZ;H | Up, 8’1l est défini, est le reste d’ordre n.

On note (6(u,,)) = (u,, —u,_;) (en posant u_; = 0 si besoin est).

Proposition : toute suite est une série et toute série une suite :

B B BN —  ENM
: - i N éci =y L { .
by (u,) (ZW) est un automorphisme de E", de réciproque S 5(S,)
k=0

Remarque : si une suite (uy)z., n'est définie qu’a partir d'un certain rang p, on peut garder les mémes

notations en posant Vk < p, u, = 0, ce qui ne change ni la série associée a la suite ni son éventuelle limite.
Définition : une série est dite numérique lorsque F = K.

Définition : soit (u,) € KM et (S,) la série associée. Si (S,,) converge, on note ZZO: o Un s limite, qui est la

somme totale (ou somme) de la suite (u,,).

Remarque : les regles de calcul sur les sommes infinies n’ont aucune raison de fonctionner comme avec les

sommes finies, celles-ci étant en fait une limite.

Proposition : pour (u,) € KY et (S,) et (R,,) les sommes partielles et restes associés : (S,,) et (R,,) sont de
~ - 1z n - p n
méme nature. Ceci découle de ce que o Uk = > o Uk T > pepi1 Uk

— Le reste d’une série convergente tend vers 0.

Proposition — définition : si (u,) € RY, la série (S,,) associée est une série a termes positifs. Dans ce cas,
(S,,) est croissante et converge vers une limite [ € R. [ € R <= (S,,) majorée.

Proposition : principe de comparaison : soient ((u,), (v,)) € R} telles que Vn € N, 0 < u,, < v,,. Alors :
o > u, diverge = > v, diverge.

e > v, converge = »  u, CONVEIgZE.

Cela résulte du passage a la limite des inégalités larges.

Définition : on dit que (> ;) converge absolument si Zzozo\un\ < 0.

Proposition : une série numérique absolument convergente converge.
xt = max{z, 0}

Preuve : cas réel : soit (u,) € RN / ZZO:O‘U"‘ < 00. On note pour z € R, on note {x ~ min{z, 0}’

+
gizz i }Zj, Su) < ooet Y u, <oo.
Or > u, =Y u} 4+ > u,, donc on a également > u,, < cc.

Cas complexe : Vn € N, 0 < |Re(u,)| < |u,| et 0 < [Im(u,)| < |u
réelle et a la partie imaginaire, et on obtient encore > u, < oco.

Puisque Vn € N, {

On applique le cas réel a la partie

nl-




Proposition : pour (u,) € K" et (v,) € RY telles que (u,,) = o(v,) ou (u,) = O(v,) ou u,, ~ v, :

Zvn <oo:>Z\un\ < 0
Remarque : si u, ~ v, et (u,) € RY, alors Y v, et > u, sont de méme nature.

Théoréme de comparaison série-intégrale : pour f € C°(R,,R) monotone, [~ f et >, f(n) sont de
méme nature.
Preuve : si f est décroissante, elle admet une limite en +oo dans R.
- Si lir+n f(x) #£0, [T f diverge et 3 f(n) diverge grossiérement.
Tr—+00 n
- Si lim f(z) =0, f étant décroissante, Vo € R, f(x) > 0. Posons F(x)= fo(t)dt et S, =

T—+00

Z::O f(k). On a xginoo F(x) et ZZiO uy, existent dans R. Soit n € N.Vk < n,Vt € [k, k+1] :
f(k) = f(t) = f(k+1)

k+1 k+1 k+1
— f(k)dt > f(e)dt > flk+1)dt
k k k

— = [ e > fh 1)

n n k+1 n
SO NICED S ANICNED SFUEE!
k

Définition : exponentielle complexe (et méme exponentielle de n’importe quoi si on réfléchit un peu...)
cC — C
o) e
exp: z
{ : Zo n!
n=

Définition : la série associée a une suite (u,,) est dite alternée si ((—1)"u,,) est de signe constant.
On étudie ici le cas (—1)"u,, > 0, quitte & multiplier par —1. Cela revient donc a étudier les séries de la forme :

Z(_l)nvn ) (Un> € [Ri'i

Théoréme : critére spécial des séries alternées : soit (v,,) € RY / lim v, =0 et (v,) \. Alors Y (—1)"v,
n—oo

converge et Vn € N :

o0

Z (—1)*y,

k=n+1

‘Rn‘ = S ‘UnJrl‘

Preuve : soit S,, = ZZ:O(—l)kvk. On a:

Sonta = Son = Vapia = Vapyr < 0= (52,)

Sons1 = Son_1 = Vap = Vg = 0= (Sy14)

(S5,) et (S,,.1) sont adjacentes, donc convergent vers A = sup{S,,.;,n € N} =inf{S,,,n € N}.
0<A—=55,1 <8 1 =S =0, = Ry 1| = [A =59 4| S0,

Sop =A< Sgp = Sopy1 = Va1 S 0= Ry, | = [Sg, — Al < [vg44]

Dans tous les cas, |R,| < |v,,1]-

1) . L. .
Exemple : Z:‘:l % est semi-convergente (converge seulement en valeur absolue). C’est la série harmonique

alternée.
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Théoreme de sommation des relations de comparaison :
(v,) € RY et (u,) € KY, g€ C%[a,b],R,) et f € C°a,b],K).

e Si) v, <ocoet(u,) =o(v,) ou

(u
uk:o(zvk) ou Zuk_o(f;vk) ou f;UNi

k=n

ingthy

e Sige L'Y([a,b]) et f L o(g) ou f B O(g) ou f Z g, alors on a respectivement :
—b - —b —b - —b —b - —b
fzo(/ g) ou sz(/ g) ou/ f~/ g
. Si >, diverge et (u,)

n n n n
U, = O v ou u, = O v ou Uy, ~ v
k k k k k k
k k=0 k=0 k=0

k=0 =0

e Si f g diverge et f = 0(g) ou f O )ou f Z g, alors on a respectivement :

[ree(fo)or [reo([o)on [+ [

Formule de Stirling : n! ~ v27mn(%)"

Preuve (enfin presque) : recherche d’un équivalent de n! = szl k-

>, Ink est comparable & flnlntdt =[tlnt—t]} =nlnn—n+1.
Soit a,, = nlnn—n+1eta, =a, —a,_;.
a,=nlnn—(n—1)In(n—1)—1

aj, = In(5255—) — 1

a,, =In(n(1 +ﬁ)"71)—1

a%zl—{—lnn—l—ﬁ—l—O(#)

a, =Inn—++0(%)

?’L

%2
Zlnk Z k+2zk+u+o 1)

H, 1
A, = — = —
=M+ 5 2+an a

Or on sait que H,, =Inn+ v+ o(1), donc
1 1 1
A, =nlin—n+1+="42+u—2+o(1) =3 —n+¥+u
= nl =edn = (E)n Vn X elgyﬂ‘ eo)
e N e’

= nl ~ A(2)"V/n avec A > 0.

Théoréme de sommation par paquets : soit Y x,, qui converge et p € N¥ . Alors :

o) oo p(ptl)—1
D T=D D
n=¢(0) p=0 n=¢p(p)

») = O(v,) ou u, ~v,, alors on a respectivement :

On a Vk: e N \{1} Ink = ak + 2=+ O(Z%). Sommation des relations de comparaison: Vn > 2 :

o(v,,) ou (u,) = O(v, ) ouw, ~ v,,alors on a respectivement au voisinage de +0o0:

On pose 4,, = In(n!) = 22:1 Ink et on cherche B,, | A,, = B,, + o(1), ce qui donnera n! = eBne°l),



Preuve : soit S,, = Zk:¢(o)xk et A = HILIQO S,
Puisque lim p(n+1) —1=+o0, alors lim S, 1)1 = A.
n—00
Or, pu15queg0/‘/‘ [[cp pn+1)—1] = U,O[[SD w(p+1)—1] et donc :
so(n+1 ¢: p+1 sa p+1) 1
S@U%%U 1= k= (0 L _'23 o(p) E: o(p) k

Proposition : régle de Raabe-Duhamel : soit (u,,) € RY. S’il existe (w,,) donc la somme converge
absolument telle que : “22 =14+ 2 4, alors 3K > 0 | u,, ~ Kn®.

Preuve : In“=t =In(1+24w,) =2+ w, + O((¢+w,)?) =2+ 8, avec Y. |B,] < oc.

Inu,,; —Inu, =%+ f,, et donc Inu,,,; —Inu, = Zzzl[ln(ukﬂ) —1In(uy)] = aH,, + 22:1 B

Inu,,, =a(lnn+v)+ O(1), et enfin u,, ; ~ Kn®.

Transformation d’Abel (a.k.a. bombe atomique des séries) : soit ((a,),(b,)) € (KN)? et p < g € N2

On pose 4, = ZZ:O aj

Zakbk Z (A, — A,_)b,,
q
Zakbk ZA by, — ZAk 104,

q

Zakbk = ZAkbk - Z Apbria
k=p k=p

k=p—1

q
Zakbk — Aqbq p lb ‘I‘ ZA bk+1
k=p

Remarque : tiens, tiens, une IPP discrete...

Corollaire : regle d’Abel : si )" a,, bornée et (b,,) décroit vers 0, Y a, b, converge.



