Probabilitouilles (a.k.a Probabilitosaurus-rex)

Définition : 2 est un ensemble quelconque.

Une tribu (ou o-algebre) de € est une partie T de P(Q) telle que :

e Qe T

o T est stable par réunion dénombrable et par passage au complémentaire :
VAeT O\NAeT et V(A,) eT"J | A, €T.

Remarque : « On a alors ¢ € T car c’est le complémentaire de {2 dans €.
¢ Cette définition implique que T est stable par réunion finie.

« En passant au complémentaire, 7 est stable par intersection dénombrable (ou finie).

Définition : un espace probabilisable est un couple (£2,7) ou :
o T est une tribu de €2, dite tribu des évenements (les évenements étant les éléments de 7).
o  est I'univers, ses éléments sont les issues (ou aléas).

Remarque : Comme, le plus souvent, pour w € Q, {w} € T, les singletons qui sont des évenements sont
appelés événements élémentaires.

T
Définition : pour (€,7) espace probabilisable, une probabilité P:{

+  q .
A s P4 sur (©,T) est une

application telle que :
e P(Q)=1
® V(An) € TN7 (V(Z,j) € [N,’L #] = Ai OA] = @) = P(UnewAn> = ZnGNP(An)

Remarques : « ANB =g¢gsedit « Aet B » sont incompatibles.

« On note traditionnellement |_|i€[ A, pour Uie] Ajet Vit g, A,NA =g

» Posant, A, = ¢ pour i € N, P(|_|i€[N AZ»> =2 P(A) =% P(9) < oo donc P(p) =0.
e AeT = A°€T et 1=P(AUA°) = P(A) + P(A°)

e Pour AC BeT? B=AU(B\A) donc P(A) + P(B\A) = P(B) et donc P(A) < P(B).

Théoréme de continuité monotone :

e Soit (4,)) € TN une suite croissante pour I'inclusion. Alors :

P (U An> = lim P(4,)

n—00
neN

o Soit (4,) € TN une suite décroissante pour I'inclusion. Alors :

P (ﬂ An> = lim P(4,)

n—00
neN

Preuve : on pose A_; =¢ et A= U A, = |_| (A\Ar_1)

k=0 keN
P(A) =3 P(ANA, ) = lim > P(ANA, ) = lm P ( | <Ak\Ak1>> - lm P (U Ak)
=0 k=0 ke[0,n] k=0

= lim P(A4,)
n—oo

Par passage au complémentaire, on a le théoréme pour les suites décroissantes.



Corollaire : soit (A,,),,cy € 7" pas forcément croissante. On lit dans la preuve précédente :

() ()

() -2mr (1)

Proposition : inégalité de Boole. Soit (4,,) € TN :

P(Ua) <SS

On démontre par récurrence sur n que P(U::O Ap) < ZZ:OP(Ak).
n =0 : évident.

n > 0 : et supposons la propriété vraie au rang n.

P (UOA) _p (L"J AkUAnH) _p (UOA) £ P(A,,)—P ([j AkmAnH)

0
<Z A, ) nZHP

En utilisant le corollalre précédent, on obtlent le résultat par passage a la limite.

Remarque : /! U;o 0 A, = lim U: 0 A, n’a aucun sens car la limite d’un truc qui n’est pas dans un evn c’est
= n—oo =
bidon.

Proposition — définition :

o Evénement presque impossible : P(A) =0

o Eveénement presque certain : P(A) =1

A presque certain <= A° presque impossible.

e Si P(AN B) =0, A et B sont presque incompatibles.

Pour (A4, );cn presque incompatibles : P(Lﬂne[N An> Z ~, P(4;) (preuve plus bas)
« Systéme total : Q=[] _ A4,

e Systéme presque total : P(&Jie[ Ai> =1

o Pour (A,); systeme total appréciable (dont les probabilités sont non nulles) :

=> P(A,NB)

el
(En effet, B=BNQ=BnN(],_,A,) et P(B| A;) =250

(3

La preuve qui est plus bas : par récurrence :
n=1: P(AWB) = P(A)+ P(B)

n>1:
n+1 n

P (Lﬂ Ai> =P (L—ﬂAi UAnH)
i=0 i=0

Boole
Et P<An+1 N E-J;L:O Al) = P(HJ:L:O Ai N ATL+1) S Z:LZOP(Ai N ATLJrl) =0
Donc la réunion est bien disjointe et on peut récurer.

( ) Z P(A;) donc par le théoréeme de continuité monotone : P (U A ) = Z P(A

neN =0




Proposition — définition : on considére un espace probabilisé (Q2, T, P).

o Deux évenements A et B sont dits indépendants si P(AN B) = P(A)P(B).

e Pour I fini, (4,);c; € 77, les (4,) sont deux a deux indépendants siVi# j,P(A;NA;) = P(A;)P(4;).
Les (A;) sont mutuellement indépendants si VJ € P (I (ﬂ oA ) =], ,P(A

Pour [ infini, les (A;) sont mutuellement indépendants si V.J € P ;([) (ﬂ oA ) =11I,.,P(A).

Cela équivaut a : tout sous famille finie des (A;) est mutuellement 1ndependante.
Remarque : il est évident que I'indépendance mutuelle entraine I'indépendance deux a deux.

Proposition : soit I fini.
o (4,);c; mutuellement indépendants <= V(A}),.; € []. oA AT (A}),;e; mutuellement indépendants.
* (4;)ic; mutuellement indépendants <= V(A7);c; € [[,_ {4, A7}, P(ﬂ - A*) =11, P(47).

17¢ preuve par récurrence sur n = #{i € I | A} = A¢}.

2" preuve : posons, pour J C I, A; = (ﬂieJAi> N (ﬂ GI\JA ) Alors (A ;) jep(r) est un systéme total
car :
PourweQetJCl,weA;<=Viel,(wel, =iclJ)={icl|weA}=J Notant J(w) =
{i€l|we A;}, chaque w appartient donc a un A ; et un seul, a savoir A ), et (A ;) jep(r) est une
partition de 2.
Si  (A;)ic; mutuellement indépendants, pour (A7)e; € [, {A: A7}, (4A7)ie; mutuellement
indépendants donc P(ﬂiGJAf> = HiGJP(A;‘).
Réciproquement : si V(A7);c; € [, {4, Af} P(ﬂiGJAD =11, P(4).
Soit K C I quelconque. Montrons que ﬂie X A =] oK A ;. Plus rigoureusement, notant H =
{(JePU)|KCJ} que(,_ A4 =] _, 4
we) 4 <= VieKweA,

= Jw={icl|lweA} DK

IAJCclI|KCcJetJw)=J

—3IAJClI|KCcJetweJ

S we |_| A
JOK

On a donc P(ﬂieKAi> =2, P(Ay).
Comme la famille déﬁnie par A7 = A, sii € Jet Af = Af sii ¢ J est indépendante donc :
) =11, P(A) < T1, ien\J P(A7).

P(ﬂ Ai) =S TI P < I Peas)| =S |TT Pan < T Pea) = [T P

€K JeH [ieJ iel\J JeH [ieK i€ J\K iel\J
P(Na)=TTre0 S | TT P« ] P(Af)]
€K €K JeH [ieJ\K iel\J
Posons I’ = I\K et pour J € H, posons J = J\K.
H — P(I) o , . ry — H
est bijective car sa réciproque est .
J — J F— JUK

On fait ce changement d’indice (J = J’ U K) dans la somme (avec I\J = I'\J') :

P (@A) =[Py =x > |[[P@A)x [] P4y

€K J'eP(I’) LieJ’ iel’\J’




Les (A;),ep ¢étant indépendants, HiGJ/P(A% X Hzep\f (AS) = (ﬂ AN ﬂzel/\J/
P(A'))), et (A')) yrep(r étant totale, P(|_|J/CI/./4 ,> = ZJ/CI/P(AJ/) =1 donc :
P(ﬂz‘eKAi> = ILcp P(A)-

Remarques : o Dans la 2" preuve, on aurait pu factoriser notre expression en utilisant :

[T +o)=> e I] ¥

el JeP(I)ied  iel\J
o La 1" caractérisation s’applique également aux familles I infinies.

Définition : limites inférieures et supérieures :
oo
° Asup ﬂn O<Uk:n Ak)
oo
Alnf U -0 <ﬂk:n Ak)
Remarques : o w€ AP < (k€ N |w e A,} est infini. w € A" <= {k €N |we A} est fini.
o AP est I'évenement : « une infinité des A; est réalisée ».

o A est 'événement : « presque tous les A, sont réalisés ».

Lemme de Borel — Cantelli : (HP) soit (A}, ).y telle que Z;‘;OP(A,C) < 00. Alors P(A*"?) = 0.

On pose B,, = <U:O:n A, ). Par continuité décroissante, comme B, ; C B,,, P(A*"?) = Eg P(B,).

Boole
Or0< P(B,) < ZOO P(A,) et comme reste de série convergente : lim Z;“;HP(A,C) =0.
Donc lun P(B,,) =0 donc P(A**?) = 0.

Proposition : Soit (A}).cy indépendants. On a l'alternative :
Zk o P(Ap) < oo et alors P(A™) =0
ZkZOP x) = oo et alors P(AP) =1

Preuve : la premiere partie est le lemme de Borel-Cantelli.
Supposons que ZZiOP (A,) = oo. Posons B,, = ﬂ;onAz

Asupcz<m (UAk>> UmAc_UB
n=0 \k=n n=0 k=n
Par continuité décroissante, comme B, C Bn, P(A*"r¢) =lim P(B,,).
Posons B, ; = ﬂ:i Aj = A5, NB,
Les (A,) étant indépendants :

n+l n+l

H P(AS) = H P(Ay)

A n fixé, puisque (B, ;); est décroissante, on a par continuité décroissante :
n+l n+l

n+l
P(B,) =lim P(B, ;) = lli"I‘I’l/EL(l — P(4;)) < lliorgllge—P(Ak) = lim exp <_;P(Ak)> =

Ainsi, P(A**?¢) =0 donc P(A*"P) =1

Définition : probabilités conditionnelles :
P(ANB)=P(B|A)P(A) = P,(B)P(A)

Dans le cas ou P(A) est nulle, on fixe par convention P,(B) = 1 en sorte que 'expression reste vraie.
I Ceci est une convention d’écriture, car elle sous-entend P(A|B) = P(A), soit I'indépendance.

>:



Remarque : si A et B sont appréciables : P(AN B) = P(B|A)P(A) = P(A|B)P(B) donc on en déduit la
formule de Bayes pour deux éveénements :
P(A|B)P(B)
P(B|A) =—F——F—=
(Bl4) = =50k
Proposition : loi des probabilités totales : soit (A;),c; un systeme quasi-complet avec I au plus dénombrable,
c’est-a-dire tel que : P(Uie[ AZ—> =1letVi#j, P(A,N A]-) =0.

VBEeT,P(B)=>» P(A,NB)
il
Preuve : posant A =J,_, 4;, P(AN B) = P(B). En effet :
ACAUBdonc1l=P(A) <P(AUB)=1donc P(ANB)=P(A)+ P(B)— P(AUB) = P(B).
P(B)=P(ANB)=P(BnlJ, ,A;) =P(l._ BN A,) carles BN A, sont disjoints.
P(B)=3%._,P(A;,NB).
Remarque : siles (4;) sont de plus appréciables :
vBer, p(B) =S PN B by S pipla)pa,)
) - P(A ) i) T % %

icl i iel

Théoréme : formule de Bayes générale : pour (A4;) systéme quasi-complet d’éveénements appréciables :

P(B|A)P(A;) _ _ P(A|B)P(4)
P(B) - X, P(BIA)P(4))

J

VB ET : P(A,|B) =

Variables aléatoires

Définition : un espace probabilisé (E, T, q) est discret lorsque :
« T =P(E)
« >.pl@) =1

La famille (q(w)) 5 est le germe de la loi de probabilité ¢q. Ce germe détermine entiérement q.

xe

Remarques :

¢ On rappelle que si une famille de réels positifs est sommable, son support est au plus dénombrable.
Par conséquent, Q" = {z € E' | ¢q(z) # 0} est dénombrable.

o Toute partie de E étant un éveénement, Q" et F\’ sont des événements.

Pour A C E, on notera A" = ANQ". q(A") +q(AUQ") = q(A) + q(Q)

VA € P(E): Q étant dénombrable, on peut appliquer : ¢(2") = q(umeﬂ,{:ﬂ}> = Zmeﬂ, q(x) =1.

Il en découle que VA € P(E), q(A) = q(A") + q(AUQ") —q(¥) =q(A") =3 1@ => _, a(z).
— On a défini une nouvelle probabilité, g.q .

« Réciproquement, toute famille de réels positifs (v, ),cp telle que > =1 est le germe d’une probabilité

g sur (E,P(E)) en définissant VA € P(E), q(A) L >en Vo

e A priori, si ¥ n’est pas dénombrable, on peut donc toujours se ramener au cas dénombrable en prenant

mEEry:”

comme univers Q' = {z € E | q(z) # 0} et en considérant I'espace (€', P(Q'),¢q/) olt ¢ est la probabilité
associée & (E,P(E)).




Définition : variables aléatoires
Au sens général (HP), une variable aléatoire X est une application de Q@ — Q" ou (,7) et (', T”) sont des
espaces probabilisables telle que VA € 7/, X 1(A) € T.

Remarques :

« En probabilités, X 1(A) se note {X € A} ={we Q| X(w) € A}. On peut aussi parler de I'éveénement
« X € A », toujours abusivement.

o Le plus souvent, 77 = P(§))

o En sup, toute application de Q — € était une VA car on avait systématiquement T = P(Q) et T = P(Q)
et I'image réciproque d’une partie étant une partie, on vérifiait systématiquement VA € 7/, X~ 1(A) € T.

Proposition : si X est une VA de (,T,p) vers (2',T"), alors g est une probabilité sur (2, T"), ou q est
définie par :
VAeT' q(A) =p({X € A}) =p(X € A)

Preuve :
e {we | X(w) € Y} =0Qdonc q() =p(Q) =1.
e Si I est au plus dénombrable, soit (4;) € T telle que Vi # j, A, N A, = ¢, alors :

{XGUA}:XloJ&>:UX1MJ

il il il
Puisque i#j domne (X(w)e€ A, = X(w)¢ A;) , alors weX '(4,)=w¢ X '(4;) donc
X1 (A4;) N X(A;) = 0. Par conséquent {X SH AZ} =LJ,., X '(4;). On a donc :
o(LJa) =p(¥elJa) = X P a) =S atay
il il il il
q est donc bien une probabilité

Définition : Soit (2, T, p) un espace probabilisé et E' un ensemble quelconque.
X € E% est une variable aléatoire discréte si :

o X(92) est au plus dénombrable.

e VA€ E,{X = A} = X !(A) est un événement.

Proposition : une VAD est une VA.

Preuve : avec les notations précédentes, posant Q' = X () :
O =] Az} domme {X e ¥} =[]  {X=uz}=0
Pour A,Be P(E)?: X Y(AUB)=X 1A UX1(B)
XY ANB)=X1A)nXYB)
XHE\A) = Q\X1(A)
ACB= X1'A) c X 1B
ANB=¢= X1 (A NXYB)=¢

Ainsi : A= (' NA)U (A\Q) (partition entre les éléments ayant des antécédents et deux n’en ayant
pas) donne {X € A} ={XeQNAU{XecAQ}={XecQNnA}=]|] {X =2} est une
réunion dénombrable d’événements, et est donc un événement.

On adonc VA e P(E),{X e A} €7T.

Par conséquent, une VAD de (Q,7) — E est bien une VA de (Q,7) — (E, P(E)).

ze ANQY




PE) — R,
A +— P(XeA
Alors (E,P(E), £x) est un espace probabilisé dont le germe est (P(X = z))

Proposition : soit P une probabilité sur (Q,T) et £y: { la loi de X.

reE

Preuve:
X(Q)
Y P(X=uz Z P(X = g) 2 p ( |_| {x}) XQ)=PXeQ)=PQ)=1

Par conséquent, (F, ﬂ’ ( ), £ x) est un espace probablhse dont le germe est (P(X = z))

z€E’

Définition : Deux variables aléatoires X,Y sont identiquement distribuées si
VAe P(E),P(X €A =PY A
<~ Vae E,P(X=a)=PY =a)

Elles ont donc la méme loi de probabilité.
On note alors X ~ Y, X =Y ou encore X,Y id (identiquement distribuées).

Remarque : /4 Deux VA peuvent avoir la méme loi de probabilité sans étre identiques.

Proposition — définition : fonction indicatrice. Sur (2,7, p), pour A € T :

Q — {0,1}
Ly,: 1 size A est une variable aléatoire discrete
ANz — {
0 sizg¢A

1—P(A) siz=0
Son germe est Vo € R, p(1, =z) = { P(A) siz=1
0 sinon

Définition : VAD indépendantes. Soient X,Y deux VAD sur (2,7 ,p) avec X a valeurs dans X(Q2) C E et
Y a valeurs dans Y (§2) C F avec F et F' quelconques. X et Y sont indépendantes si :
VAe P(E),YBe P(F),p(X e ANY eB)=p(XecA) xpY €B)

Remarque : cela équivaut a V(A4, B) € P(E) x P(F), {X € A} N {Y € B} sont indépendants.
o Cela équivaut méme a V(a,b) € EX F, p(X =anNY =b) =p(X =a) x p(X =b).
En effet, V(A,B) € P(E) x P(F){X € AetY € B} ={we Q (X(w ) Y(w))eAxB}_

L] {(X(@),Y(w)) = (a,b)} = L {(X(),Y(w)) = (a,0)}

(a,b)cAxB (a,b)eANX(Q)x BNY (Q)
A B
p{X€eAetYeBY)= > pX=aetY=0b=>» Y pX=apl =b)
(a,b)eA’x B’ acA’ be B’
p{Xe€AetY e B}) = Zp =a) Y p(Y =0b)=p(X € A)p(X € B)=p(X € A)p(X € B)
acA’ acA’

— L’indépendance pour les événements élémentaires suffit !

Définition : soit, pour ¢ € [1,n], X; une VAD de (2, T,p) vers E;. Elles sont indépendantes si :

V(A iepi,n € H P(E;) {X; € A;}iep,ng mutuellement indépendants
i€[1,n]

Théoréme : caractérisation des précédents : (X;);ep1,,,) VAD indépendantes si et seulement si :

a; 16[[1 n] € H E (Xz i[1,n] — a; 1[1 n]] H p

i€[1,n] i€[1,n]



Proposition — définition : soit Z une VAD de (2,7 ,p) vers un ensemble produit £ x F. Soit X,Y les

composantes de Z = (X,Y).
e La loi de la VA Z s’appelle loi conjointe de X et Y.
¢ Les lois marginales de Z sont les lois de X et Y, qui sont des VAD.

o Réciproquement, si X et Y sont des VAD a valeurs dans E et F', Z = (X,Y) est bien une VAD.

EXF — F EFExF — F
Preuve : I1;: { e 2'{
— oz (r,y) +— vy
e SiZ=(X,Y) est une VAD.

dénombrable (idem pour Y).

z € X(Q) @HweQI(X(w)Yw)( (w))
= eY(Q) | (X(w),Y(w) = (z,y)
= W eY(Q) | Z(w) = (z,y)

e Réciproquement : si X et Y sont des VAD a valeurs dans E et F':
(r,y) e Z=z¢€ X(Q) et y € Y(Q).
Z(Q) C X(Q) x Y(2) et est donc dénombrable.

Notation : on note £(€2, E') 'ensemble des VAD de (Q2,T) vers E.
Onadonc (X,Y)e LU EXF)<=Xec L E)etY € L(QF).

X(Q)=1,(Z(Q)) et comme Z(£) est dénombrable, son image par II; est dénombrable donc X (Q) est

Ainsi - {X =2} = uer(Q){Z = (x,y)} € T comme réunion dénombrable d’éléments de T .

{Z =(z,y)} ={X =2} N{Y =y} est un éveénement comme intersection d’évenements.

Proposition : la loi conjointe de (X Y) détermine entierement les lois de X et Y par :

Z PX=zNnY =y)

yeY (Q)

Z P X=xzNnY =y)

zeX(Q

Preuve : pour z € E:

X=ap=l) {X=2nY=y}=|] , (X=2nY=y}

yeY(

P(X =z |Y =y) (laloi de X conditionnée par Y') donne la loi de X.

Trouve un nom a cette merde, tiens :
Soit, pour n € N*, k € [1,n], X, € £(Q, E},). Considérons la famille :

(’Y(mk)ke[[l,n]]>( Well™, X (HP Ao =2 ) (zp)elT™ . X,(Q,)

ﬁ P(X, ==z, = HZP-—:U:l

(g )€IT]; X3 () k=1 =1z,eX,(Q;) ket
Donc cette famille est le germe d’une VAD, qui a un modéle :
X e £(9, HZ:1 E,) dont on note les composantes X7, ..., X,.
Bien stir, P((X],...,X}) = (zq,..

X}, ont les mémes lois.

PUX =2}) = 5y PIXY) = (@) = 5,y P(X =2 | Y =) P(Y =

Par conséquent, la donnée de la loi marginale de Y (les P(Y =1y)), et de, pour chaque y € F, de = —

Remarque : en cas d’indépendance de X et YV: P((X,Y) = (z,y)) = P(X

conjointe est entierement déterminée par les lois marginales de X et de Y.

Y)

z)P(Y =y) et la loi

L T,)) = HZ:1 P(X, =z,) — Xi,...,X], sont indépendantes et les X, et



On a donc : étant donné n VAD X, ...
pour k € [1,n] les X, et X, ont les mémes lois.

X,,, il y an VAD indépendantes sur un espace probabilisé telles que
En particulier, pour X; == X, = X, il y a n VAD indépendantes sur un espace probabilisé telles que X et
chaque X, ont les mémes lois.

Probleme : si les X, (), k € N sont dénombrables, [[, | X (€;) ne I'est pas nécessairement.

Solution : le programme dit. : on admet que pour une VAD X quelconque sur (osef,osaf,p), il y a un
(Q,T,p) sur lequel il existe une famille (X,),,c,y de VAD indépendantes, de méme loi que X.

Proposition : (X,),.; famille de VAD sur (€2, 7, p) mutuellement indépendantes.
On considere J, K € P¢(I) | JN K = g. Alors X = (X;);c;, Y = (X;);cx sont indépendantes.

Preuve : pour (z;)ic;uk € [I,_, , Ei> par indépendance des X; :

P((Xi)icqur = (%3)icqux) = H p(X; =1x;) = HP(Xi = z;) X HP(X =

i€ JUK ieJ ieK
P((X})icqux = (%)icsuk) = P((X) e = (®;)ieg) X P((X;)iex = () ier)
P((X))iequrx = (@;)iequr) = P(X )JP(Y =y)
— X et Y sont indépendantes.

Proposition : (X;),.; famille de VAD sur (2, T, p) mutuellement indépendantes et S un index fini.
On considere (J;),cg € P,(1)#5 | Vi#j€ S J,NJ; =o0.
Alors ((XZ-)Z»e J_> sont indépendantes.

17 5e8

Preuve identique a la proposition précédente, simplement un peu plus lourde.

Proposition : soit X € £(Q, E) et f € FE. On note f(X) = f o X en probabilités. On a alors :
f(X) e L(Q,F)

Preuve : (f o X)(Q) = f(X(€2)) est au plus dénombrable car I'image par une application d’un ensemble
(au plus) dénombrable est (au plus) dénombrable.
Powr uwn yeF , we{f(X)=yl=f(Xw)=y<=3TwecXQ)|flz)=y et Xw =z
S we |_| {X =2}

zeX(@)Nf*({y})
Par conséquent, {f(X) =y} = umeX(Q)nffl({y}){X =z} donc {f(X)=y}eT

Remarque : pour A partie de F', on remarque qu'on a {f(X) € A} = uzeX(Q)mffl(A){X =z}, qui doit étre

un réflexe.

Exemple : (X,Y,Z,T) € £(,K)*. Alors la VAD (X,Y, Z,T) € £(9,K*).

K4 — K _ .. _
Prenant f;: {(x, o t) — 1«3:\2:\2 (ou bien z + y + 2t ou n’importe quoi), f;(X,Y,Z,T) est une VAD.

Proposition :si (X,Y) € £(Q, E) x £(Q, F') sont indépendantes, et f € EF geFT.
f(X) et g(Y') sont indépendantes

Les images par des fonctions quelconques de VAD indépendantes sont indépendantes.



Preuve : soit (z,y) € £’ x F’
p(f(X) =z et g(Y)=y) = > p(X =aetY =p)

, )
p(f(X) =z et g(Y)=y) = > > p(X =aetY =p)
)
p(f(X) =z et g(Y)=y) = > > p(X =a)p(Y = B)
p(f(X)=zet g(Y)=y) = > X =a) > pY=p)
o

p(f(X)=z et g(Y)=y) =p(f(X)

Proposition :si X;,..., X, sont des VAD indépendantes a valeurs dans E,,..., E,, pour f, € F, kE k alors :

(fe(X k))ke[[l 4 Sont indépendantes

Lemme des coalitions :
* Soit (X;);e; € [, ( E;)) indépendantes.
« Soit (J ) cx famille de partleb finies de I 2 a 2 disjointes, pour j € K, soit F; = H

« Soit (G ) jerc une famille d’ensembles quelconques.

. Soit (f,)er € (G77)"

Alors les VAD ( Ji( X ) ke Jj> sont indépendantes.

JEK

La preuve est la compilation des propositions précédentes.

Définition : espérance. Pour X € £(,K). On dit que X a une espérance si (zP(X = x)) oy oSt sommable.

Dans ce cas, 'espérance de X est :

=Y aP(X =z Z zP(X

zeK zeX(Q

On note £1(Q2, K) I'ensemble des VAD ayant une espérance finie.

Remarques : « Si X(Q) est fini, X a une espérance.

o Si X(€2) est borné (par M), X a une espérance car ZmeX(Q)\x\P( =z) < MZIGX
e Lorsque X est a valeurs positives, méme si (xP(X = x)) K n’est pas sommable, Zme
x

sens et vaut +o0o. Ce n’est pas une VAD & espérance finie.
Théoréme de transfert : (a.k.a TT) soit X € L(, E), f e KF et YV = f(X).

f(X) e LK) = (f(z)P(X =1)) (o Sommable

z€X(Q)

Z f(x)P(X =)

zeX(Q

En ce cas :

Preuve : rappel : pour y € K,
(fX=yt= || {x=a23= |] {X=41
zeX(Q)Nf1(y) zeX(Q)
flx)=y
On remarque que : X(Q) = |_|y€[K{X(Q) N1y}

Sans souci de sommabilité pour une famille & termes positifs :
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> \y\P = > W( | | {X=x}> > \y\ Y PX=u
zeX(Q)Nf1(y)

yeY (Q yeEY (2 yeY (Q meX( Nf1(y)

Z \y\P f@)|PX =2)= ) \f =)

YyeY (2 zel], NfHy)} zeX(Q
On a donc f(X) e 51(9 [K) (f(x)P(X =1)) eX(Q)sommable. En ce cas, le méme calcul donne :

Z f(x)P(X =)

zeX(Q

Remarques : o Il est essentiel de comprendre qu’ici, E est completement quelconque.
e /A Le théoreme de transfert ne donne jamais 'existence de I'espérance, mais simplement son expression en
cas d’existence.

Proposition : pour X € £(Q,K), E(]X]|) < oo <= X a une espérance. En ce cas, |[E(X)| < E(|X|).

Soit f: {[K : | Par le théoreme de transfert :
E(IX|)=E(f(X)) <oco <= > |f(@)|P(X =2) =) |2|P(X =
zeR zeR
En ce cas :

=[>_wP(x =

yek

)| <Y WPX =y) =Y yIP(X|=y) = E(X])

yek yeK

Théoréme : £1(Q, K) est un K-ev, et, sur ce K-ev, E est une forme linéaire.

Preuve : soit (X,Y,\) € LH(Q,K)? x K, Z = (X,Y) et f:(z,y) =z +y.
Existence de 'espérance de f(Z) :
mb
Y IfRIP(Z =2) = Z |z +y|P((X,Y) D e+ ylP((X,Y) = (z,y))
z€K?2 z,y)€K? zeK yeK
Y If(2)P(Z=2) < szp —zetY =y)+|yP(X=zetY =y)
z€K?2 zeK yek
DIRIP(Z=2) <y Ja (ZP<X =zetY = y>> + Iy (Z P(X=xetY = y>)
zeK?2 zeK yekK yek zeK
D IfRIP(Z=2)< 3 JalP(X =) + > P =y)
z€K?2 zeX(Q zeX(Q)
D_If(R)IP(Z=2) < BX) + B(Y)
z€K?2
On a donc f(Z) € £1(2,K). Le méme calcul donne alors E(Z) = E(X) + E(Y).
Pour la multiplication par un scalaire, on considere g, : : N et on applique le théoreme de
x
transfert.
On en déduit également que £1(€, K) est un K-ev.

Proposition : monotonie de 'espérance. Soient (X,Y) € £1(Q, R)? telles que X < Y. Alors :
E(X) < E(Y)

Preuve :si Z € £L(Q,R,), E(Z) > 0.
Soit (X,Y) € £1(Q,R)? telles que X < Y. Alors :
0< B(Y —X) = E(Y) — E(X)
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Remarques : « E(|X|) =0« P(X =0)=
e« Pour A€ T,E(1,) = P(A). Cela montre que la connaissance de ’espérance mene a la connaissance de la loi

de probabilité.
Proposition : pour (X,Y) € £}(£, K) indépendantes, XY € £1(Q,K) et E(XY) = E(X)E(Y).

Preuve : le lemme des coalitions donne que | X| et |Y| sont indépendantes.
TT
E(|XY]) = Z lzy|[P(X =z et Y =y)

z,y)eK2

E(XY]) ZZ\SEHZJ\P =2)P(Y =y) = E(X)E(Y)

zeK yek

On a donc XY € £1(Q,K) et E(XY) = E(X)E(Y).

Remarque : il est absolument essentiel que les deux variables soient indépendantes. Par exemple :
Prenons X telle que Vn € N, P(X =n) = zo—s (2, o P(X=n) :%: 1, on a bien une proba).

¢(3)n? 3)
EX)=>" e nP(X =n) :% — Elle a une espérance finie. En appliquant la proposition précédente :
BE(X?) =3 .6 )2 = +oo — Elle n’a pas d’espérance.
Formule du crible : (Q,7,P) et (4,,...,4,) € T.

(G

k=1 ) JeP([1,n])\{0}

(—1)#/+1p (ﬂ Ak>

keJ

Preuve : notant B = U::1 A
P(BC) = E(1ge)

=5 ([T -2)
P<B€>=E( S o)

JeP(,n]) ke kéJ
P(B°)=E ( > (—U#Jﬂmkeﬁk)
JeP([1,n])

P(B°) Z (—)#*'E (nﬂkEJAk)

JeP([1,n])
P = Y (-)FP (ﬂ Ak)

JeP([1,nl) keJ
PB)=1- Y (-)*'P (ﬂ Ak> (—)#/Hp (ﬂ Ak>

JeP(,nl) keJ JeP((Ln\{o} keJ

Convention : on rencontre fréquemment des VA & valeurs dans R. En ce cas, lorsque p(X = 4+00) = 0, on
convient que +oop(X = +00) = 0, en sorte que son espérance soit toujours définie.

Exemple : lors d’une suite de lancers de pile ou face, la probabilité de ne jamais obtenir d’affilée Pile, Face,
Pile, Pile est nulle. Si X = k signifie que l'on a Pile, Face, Pile, Pile au rang k et pas avant, p(X = oo) = 0.

Néanmoins, 'espérance (temps moyen pour obtenir le motif) n’est pas affectée pathologiquement.

Changement de convention : dorénavant, si p(A) = 0, nous conviendrons que p(B|A) = p(B).
! Ceci s’oppose a la convention habituelle définie page 4, qui disait p(B|A) = 1.
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Inégalité de Markov : soit X € £(2,R, ) et a > 0.

FE(X
P(X >a)< (X)
a
Preuve 1 :
E(X)=Y aP(X=z)= Y aP(X=1)+» aP(X=2)>a) P(X=21)>aP(X >a)
zeR, 0<z<a a<lx a<x
Preuve 2 :

aP(X > a) = aB(1,,) = Blal,.,)
Si X(w) > a, alors aly., = a < X(w)
Sinon, aly., =0 < X(w).

Ainsi, ally., < X donc par croissance de I'espérance : aP(X > a) < E(X)

Remarques : « La seconde preuve est 'archétype d'une idée puissante : le fait qu’une inégalité proba-
espérance est une inégalité espérance-espérance en passant par les fonctions indicatrices, et résulte souvent de
la croissance de I’espérance.

Définition : on dit que X € £(2,K) a un moment d’ordre k € N* si E(|X|¥) < co.

Son moment est alors m, (X) & E(X%)

On note alors £¥(£2, K) I'ensemble des VAD ayant un moment d’ordre k.

kln X

Cette définition peut également fonctionner si k ¢ N*, dans le cas ou X =e a un sens, soit pour X > 0.

Proposition : pour a > 3 > 1, £%(Q,K) C £°(Q, K).

Preuve :
Pour w € ©Q, ou bien |[X(w)| > 1 et alors | X(w)| < | X(w)|* +1
ou bien | X(w)| <1 et alors | X(w)| <14 [ X(w)|*
Donc | X| <1+ |X|* et donc E(|X]) <1+ E(|X|¥) et donc £1(Q,K) C £%(Q,K).
Poura>521,%21donc
E((|X]*)%) < 00 = E(|X]*) < 00

Proposition : £2(Q,K) est un espace vectoriel.

Preuve : pour X € £2(Q,K), et A € K, my(AX) = A2m,(X).

Pour (X,Y) € £3(,K). XY € £Y(Q,K). En effet :

(|X] = [¥])? > 0 donc [XY| < BT done B(|XY)) < B (XETE) < oo,
E(|X|+|Y|)=E(XY|)+ E(]Y]") + E(|X]?) <coet X +Y € £2(Q,K)

Remarque : Le résultat est en réalité vrai pour tous les £%(£, K).

L2(QR) — R

(X,Y) +— E(XY) est (presque) un produit scalaire.

Proposition : go:{

Le « presque » est di au fait que la séparation n’est pas totalement vérifiée. En effet :

©(X,X) =0+ E(X?) =0+« P(X =0) =1. La variable peut néanmoins prendre des valeurs non-nulles
avec une probabilité nulle.

La preuve est triviale (symétrie, bilinéarité, positivité, séparation).
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Définition : pour (X,Y) € £%(Q, K), la covariance de X et Y est :

cov(X,Y) = E (X = E(X))(Y = E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y)

~ o~

On notera X = X — E(X), en sorte que cov(X,Y) = E(XY)

Remarque : on a par exemple : E(X) =0; X+X\Y = X + AY. Cela montre que :
cov(X,Y + A7) =cov(X,Y) + Acov(X, Z) — on a la bilinéarité. On a également la positivité.
Pour ce qui est de la séparation, cov(X, X) =0 < P(f( = O) =1 <= X est presque siirement constante.

C’est toujours pas ¢a, mais on progresse. On associe dorénavant une norme : | X|? = cov(X, X).

Définition : pour (X,Y) € £%(Q,K), la variance de X et Y est :
V(X) :=cov(X,X) = E(X?) — BE(X)?

o(X) = VvV(X) = | X]

Son écart-type est :

Remarque : deux variables indépendantes ont une covariance nulle mais la réciproque est fausse.

Théoréme : inégalité de Cauchy-Schwartz. Soit (X,Y) € £2(, K).
cov(X, V)| < a(X)(Y)

Preuve : Si la covariance était un vrai produit scalaire, on aurait :
siX=0ouY =0, on a toujours (X|Y) < |X]||Y]. Sinon :

-1 - 1.

0 < %=l = IR + IR — 2t = (1) < 11

Néanmoins, ici, il se peut que Y # 0 mais que ||Y]| = 0. Dans ce cas :

Pour A e R :

|X +AY |2 > 0 donne | X]? + A?|Y]? 4+ 2M(X|Y) > 0 donc | X|* + 2M(X|Y) > 0, qui est affine sur R
donc négative a un moment (absurde), sauf si (X|Y) =0, ce qui est donc le cas.

Ainsi, (X]Y) < || X|||Y] < 0 < 0 se vérifie encore.

Proposition — définition : pour (X,Y) € £%(Q,K) non presque sfirement constantes (o(X) >0 et
o(Y) > 0), le coefficient de corrélation de X et Y est :

. X Y \  cov(X,Y)
cor(X,Y) := cov (a(X) ’o—(Y)) = e X)o7 € [—1,1]
Proposition : soit X € £(Q,N) :
E(X)=) P(X>n)
Preuve : i
iP(X>n) :i i P(X = k) :iP(X:k)Zl :ikP(X:k) = E(X)
n=0 n=0 k=n+1 k=1 n=0 k=1

L’interversion de sommes est un Fubini en ajourant des 0 pour que la somme triangulaire devienne

rectangulaire.
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Proposition : pour (Xi,..., X,) € £%(,K) :

1% (i)@ = iV(Xk) +2 ) cov(X,, X))

1<i<j<n

Proposition — définition : chaines de Markov discretes. Soit (X}, ),c, une suite de VAD a valeurs dans le
méme & dénombrable, ’ensemble des états. On décrit une chaine de Markov lorsque :

Fausse propriété de Markov :
Vk e N,Vi,je c5’2,PXk:Z»(Xk+1 = j) = p; ; ne dépend pas de k.

Vraie propriété de Markov : soit (H,) = ((Xq, ..., X))
P(Xj = j| Xy =iet H,_, =h)=p,; ne dépend pas de k

Ce résultat dénote une situation concrete : on a un ensemble d’état, et p; ; est la probabilité¢ d’aller de I'état

A l'état j.

Méthode : Avec les notations précédentes, si & = {1,..., N} est fini :

Soit A = [pi,j](i,j)e[[l,n]]Q' Ses colonnes somment 1 et ses lignes aussi.
P(X;, =1)

Notant U,, = ( : ) le vecteur d’état du systeme, ona Vp € N : U, = (*A)PU,.
P(X,=n)

On le prouve en utilisant la loi des probabilités totales.
— on peut donc décrire I'état du systeme a chaque instant grace a la matrice A et ses puissances.
Il est donc bon de savoir la réduire.

Proposition — définition : soit X € £(Q,R). Pour f,:x = %, t* = f,(X) est une VAD.
Sans présumer du domaine de définition, la fonction génératrice de X est :

R — R
ol B(¥)

Par théoréme de transfert, dans le cas ot E(tX) est bien défini :
Gyt Ztmp(X =)

zeR

Remarque : si (X,Y) sont indépendantes, pour t € Do NDg : f(X) et f(Y) sont indépendantes
(coalitions) et ont une espérance donc leur produit aussi et E(tXtY) = E(tX)E(tY).

Par conséquent, D, NDg  C ﬂwa' Cela se généralise par récurrence :

Proposition : pour (Xj,... X,,) mutuellement indépendantes :

n
D cD
]Q GXk Giﬁzlxk

Exemple : marche de l'ivrogne.
VEk>1,p(X,=1)=pet p(X =-1)=1-p=g¢
Les X, sont indépendantes et identiquement distribuées (de méme loi que X).
Vi€ Do Gx(t)= S t°p(X =) = pt +%
ze{-1,1}
Par conséquent, S,, étant la somme des pas faits (5, = Z:: o0 Xk)
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R* — R
6o, =60 =Ly L (et
n

vteRL, Gy (t) = i t'p(S, =1i) = (pt +%>n — i (k‘> pEgEg2kn
2 k=0

1=—"n

On multiplie par t" pour identifier les coefficients polynémiaux : ijfn t””p(Sn =1i) = ZZ:O (Z) pkq”*ktzk

Si (i = nf2]), p(S, =1) =0.

Si i =n[2], posant k =52 1 p(S, =1i) = (H_n>p'z gz
2

Proposition : soit X € £(€,R) / X() CN. Vt€ Dy _:

Gy(t)=> P(X =n)t"
n=0

— La fonction génératrice est une série entiere. Puisque G (1) = 1, le rayon de convergence de cette série est

au moins 1.

Proposition : pour (X,Y) € £(2,N) telles que Gy = Gy. Par unicité du DSE :
G™(0)
n!

VneN,P(X=n)=PY =n)=

Proposition : soit X € £(€2,N). vVt € D, :

G (t) = inP(X =n)t" !

Remarque : a priori, cette formule peut étre en défaut sur le cercle d'incertitude (t = 1). En effet, on conserve

le rayon de convergence en dérivant, mais on ne sait rien a sa frontiere. Néanmoins :

Proposition : on a l'alternative :
o Gy € CY([0,1]) et alors X € £Y(Q,N) et E(X) = G (1).
e B(X)=400= PrrllG/X(t).

—

Remarques : « G (t) = Zzozl nP(X =n)t" 1 > 0= Gy est croissante.

o« G%(t) = Zzozzn(n —1)P(X =n)t" 2 > 0 = Gy est convexe.
o« X € L2(Q,N) <= G% € CY([0,1]) et en ce cas, G%(1) = E(X?) — E(X) = V(X) — G%(1) + (G'X(1))2.
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Lois usuelles

Support P(X =k) Espérance ITO{lctiqn
Variance génératrice
: 1 (n+1)/2 t1—1t"
Uniforme [1,n] n (n2 —1)/12 nl—t
. P(X=1)=p D
Bernoulli B 0,1 + pt
. . n n— np
Binomiale B, 0,n Fgnh + pt)"
» [0, 7] () P npg (q+pt)
. B 1/p pt pt
7’ yd * k 1 =
Géométrique (p) N Pq a/p? I—qt pt—t+1
AF A
. AN At—1)
Poisson () N e ]\ e
(HP) (?) (N - Zl) mn/N
Hypergéométrique | [0, min(m,n)] ]G — mn(N —n)(N —m) !
(m,n) € [1, N]? (n> N2(N —1)
(HP) k 1 (1—p)/ P\
o +n—> "1 )k n(l—p)/p <_>
’Bln.omlale N ( n—1 p"(1—p) n(1— p)/p? 1—qt
négative (n,p)
(HP) n
. 1— 5
Loi ?2 1;?5(3&1 [n, +oof (n _1)P (1-p) n(1—p)/p? 1—qt

Loi géomeétrique : elle est décrite dans le tableau. Elle correspond a 'expérience :

On a une succession de tirages suivant une loi de Bernoulli de parametre p.

P(X = k) est la probabilité de gagner pour la premiere fois a l'instant k. Alors X suit une loi géométrique de

parametre p.

Loi de Pascal : la loi d’attente du n-iéme succes dans une succession de tirages de Bernoulli de parametre p.

Loi binomiale : X suit une loi binomiale de parameétres (n,p) si elle est la somme de n variables de Bernoulli

indépendantes de parametre p.

Proposition :si (p,) € [0,1]N est telle que p, = % et si X, suit une loi de Bernoulli de parameétres n, p,,, alors,

VkeN, lim P(X, =k) =e 2]

n—oo

Proposition

k!”

P(X — B(X)| > ) <

: inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Soit X € £(Q, K) admettant une espérance. Soit a > 0
V(X)
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Proposition — définition : loi faible des grands nombres. Soit (X} )iy € £%(2, R) indépendantes 2 & 2 et
identiquement distribuées. Soit p = E(X) = E(X,,) et S,, = %Z:Zl X, Alors :
V(X)

—0

ne n—oo

Ve >0:p(|S, —pl>¢) <

Preuve :

1< 1 ¢ n
Sy ==Y Xy = B(S,) =~ Y E(X,) === =y
k=1

n n
k=1
Par conséquent, S, =S, — p est centrée. Par I'inégalité de Markov : (carré pour la positivité)

—~2
Ze)zp(:g:QZez) SLSTL)
2

(|5 u

|
E(@:) =0, donc :
—~2 —_—2 _
E(S, |—E(S, vV(s,
p(|S, —pl =€) < ( ) ( >: (5.)

1 n Pythagore 1 - V(X)
EZX’J — _ZV(Xk) =
k=1

V(8,)=V(S,—m=V(S,) =V (

Enfin : p(|S,, —p| >¢) <

n? n

nes ’
Proposition — définition : X € £(Q, N*) est dite sans mémoire si :

V(m,n) EN> , P(X >m+n|X >m)=P(X >n)
De maniere équivalente : Ip | X suit la loi géométrique de parametre p.
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