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Systèmes différentiels linéaires 
 
• Dans ce chapitre, 𝕂 = ℝ ou ℂ, 𝐼 est un intervalle réel non-dégénéré, 𝐴 ∈ 𝐶0(𝐼, 𝔐+(𝕂)) et 𝐵 ∈ 𝐶0(𝐼, 𝕂+) (ou 
en version applications linéaires : 𝑎 ∈ 𝐶0(𝐼, 𝐿(𝐸)) et 𝑏 ∈ 𝐶0(𝐼, 𝐸). On identifie 𝕂+ à 𝔐+,1(𝕂). 
• On considère le système différentiel (𝐸5,6) ∶ 𝑋′ = 𝐴𝑋 + 𝐵  ou (𝐸;,<) ∶ 𝑥′ = 𝑎𝑥 + 𝑏  (on remarque qu’on 
oublie les parenthèses : 𝑎𝑥 = 𝑎(𝑥)) 
• Les systèmes « homogènes » associés sont (𝐸5) ∶ 𝑋′ = 𝐴𝑋 ou (𝐸;) ∶ 𝑥′ = 𝑎𝑥. 
• Les ensembles de solutions sont : 

𝒮5,6 = {𝐹 ∈ 𝐶1(𝐼, 𝕂+) | ∀𝑡 ∈ 𝐼, 𝐹 ′(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝐹 (𝑡) + 𝐵(𝑡)}  
𝒮;,< = {𝑓 ∈ 𝐶1(𝐼, 𝕂+) | ∀𝑡 ∈ 𝐼, 𝑓′(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑓(𝑡) + 𝑏(𝑡)}  

• 𝒮5 (resp. 𝒮;) est un sev de 𝐶1(𝐼, 𝕂+) (resp. 𝐶1(𝐼, 𝐸)). De plus, sous réserve que 𝒮5 ≠ ø (resp. 𝒮; ≠ ø), 
𝒮5,6 (resp. 𝒮;) est un sous-espace affine de 𝐶1(𝐼, 𝕂+) (resp. 𝐶1(𝐼, 𝐸)) dirigé par 𝒮5 (resp. 𝒮;). 
• Pour une « solution particulière » (id. est quelconque) 𝐹0 de (𝐸5,6), 𝒮5,6 = 𝐹0 + 𝒮5. 
Pour une « solution particulière » (id. est quelconque) 𝑓0 de (𝐸;,<), 𝒮;,< = 𝑓0 + 𝒮;. 
 

Tout ceci se justifie par : 𝐻: {𝐶1(𝐼, 𝐸) ⟶ 𝐶0(𝐼, 𝐸)
𝑓 ⟼ 𝑓′ − 𝑎𝑓

 est linéaire et 𝒮; = ker 𝐻 et en vérifiant que 𝑆5,6 est 

un sous-espace affine. 
 
On énoncera les propositions en termes d’applications linéaires ou de matrices indifféremment.  
 

Théorème de Cauchy linéaire : pour 𝑡0 ∈ 𝐼 , 𝑋0 ∈ 𝕂+ , le problème de Cauchy {𝑋′ = 𝐴𝑋 + 𝐵
𝑋(𝑡0) = 𝑋0

 a une 

solution unique : ∃! 𝐹 ∈ 𝐶1(𝐼, 𝕂+) | ∀𝑡 ∈ 𝐼, 𝐹 ′(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝐹 (𝑡) + 𝐵(𝑡) et 𝐹 (𝑡0) = 𝑋0. 
 

Ce théorème se paraphrase : ΦL0
: {

𝒮;,< ⟶ 𝐸
𝑓 ⟼ 𝑓(𝑡0)

 est bijective. 

 

Corollaire : ΦL0
∗ : {

𝒮; ⟶ 𝐸
𝑓 ⟼ 𝑓(𝑡0)

 est bijective et linéaire donc dim 𝒮; = dim 𝐸 = 𝑛  et 𝒮;,<  est un sous-

espace affine de 𝐶1(𝐼, 𝐸) de dimension 𝑛. 
 
Remarques : 

• ⚠ ΦL0
: {

𝒮;,< ⟶ 𝐸
𝑓 ⟼ 𝑓(𝑡0)

 n’est pas linéaire car son espace de départ n’est pas un espace vectoriel. 

• Soit ℬ une base de 𝐸. ℬ∗: {𝐸 ⟶ 𝕂+

𝑥 ⟼ ℬ∗(𝑥) et Mat
ℬ

: {
𝐿(𝐸) ⟶ 𝔐+(𝕂)

𝜑 ⟼ Mat
ℬ

 𝜑  sont des isomorphismes. Ainsi, 

pour 𝑎 ∈ 𝐶0(𝐼, 𝐿(𝐸))  et 𝑏 ∈ 𝐶0(𝐼, 𝐸) , posant 𝐴: {
𝐼 ⟶ 𝔐+(𝕂)
𝑡 ⟼ Mat

ℬ
(𝑎(𝑡)) , 𝐵: {

𝐼 ⟶ 𝕂+

𝑡 ⟼ ℬ∗(𝑏(𝑡)) , 

𝑋: {
𝐼 ⟶ 𝕂+

𝑡 ⟼ ℬ∗(𝑥(𝑡)) et 𝑋
′ = ℬ∗ ∘ 𝑥′, 𝒮5,6 = ℬ∗(𝒮;,<) car 𝑥′ = 𝑎𝑥′ + 𝑏 ⟺ 𝑋′ = 𝐴𝑋 + 𝐵. 

• Forme intégrale d’un problème de Cauchy :  

{𝐹 ′ = 𝐴𝐹 + 𝐵
𝐹 (𝑡0) = 𝑋0

⟺ ∀𝑡 ∈ 𝐼, 𝐹 (𝑡) = ∫ (𝐴(𝑥)𝐹 (𝑥) + 𝐵(𝑥))d𝑥
L

L0

+ 𝑋0 

Au passage, c’est en montrant que l’application 𝜓: {
𝐼 ⟶ 𝐸
𝑡 ⟼ ∫ (𝑎(𝑥)𝑓(𝑥) + 𝑏(𝑥))d𝑥L

L0
+ 𝑥0

 a un point fixe que 

l’on prouve le théorème de Cauchy linéaire. 
 
Définition : un système fondamental de solutions du système homogène est une base (𝐹1,… , 𝐹+) de 𝒮5. 
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Remarque : pour un 𝑡 ∈ 𝐼 , ΦL
∗: {

𝒮; ⟶ 𝐸
𝑓 ⟼ 𝑓(𝑡) est un isomorphisme, donc pour (𝑓1,… , 𝑓+) ∈ 𝒮;

+, (𝑓1,… , 𝑓+) 

est un système fondamental ssi (𝑓1(𝑡),… , 𝑓+(𝑡)) est une base de 𝐸. Ainsi : 
∃𝑡 ∈ 𝐼 | (𝑓1(𝑡),… 𝑓+(𝑡)) est une base de 𝕂+ 
⟺ (𝑓1,… , 𝑓+) base de 𝒮; 
⟺ ∀𝑡 ∈ 𝐼 (𝑓1(𝑡),… 𝑓+(𝑡)) est une base de 𝕂+ 
 
Définition : pour (𝐹1,… , 𝐹+) ∈ 𝒮5

+ , notant 𝑀 = [𝐹1,… , 𝐹+] la fonction à valeurs dans 𝔐+(𝕂) tel que ∀𝑡 ∈
𝐼 , 𝐶\(𝑀(𝑡)) = 𝐹\(𝑡), on a l’alternative : ∀𝑡 ∈ 𝐼, det 𝑀(𝑡) = 0 ou ∀𝑡 ∈ 𝐼 , det 𝑀(𝑡) ≠ 0. On appelle alors : 

𝑊 : {𝐼 ⟶ 𝕂
𝑡 ⟼ det[𝐹1(𝑡),… , 𝐹+(𝑡)] est le Wronskien de (𝐹1,… , 𝐹+). 

 
Remarque : systèmes d’ordre supérieur. Pour se ramener à l’ordre 1 en dérivées : on considère  
𝐴 ∈ 𝐶0(𝐼, 𝔐+(𝕂)), 𝐵 ∈ 𝐶0(𝐼, 𝔐+(𝕂)) et 𝐶 ∈ 𝐶0(𝐼, 𝕂+), le système (𝐸5,6) ∶ 𝑋′′ = 𝐴𝑋 + 𝐵𝑋′ + 𝐶 et 𝒮5,6,^ 
l’ensemble de ses solutions. 

Si 𝑋 est solution : ( 𝑋
𝑋′)

′
= (𝑋′

𝑋′′) = ( 𝑋′
𝐴𝑋 + 𝐵𝑋′ + 𝐶) = (0 𝐼+

𝐴 𝐵
) ( 𝑋

𝑋′) + (0
𝐶). 

On considère 𝒜 = (0 𝐼+
𝐴 𝐵

) et ℬ = (0
𝐶) et le système résolvant ℛd,ℬ ∶ 𝑌 ′ = 𝒜𝑌 + ℬ de format (2𝑛, 2𝑛). 

𝑋 ∈ 𝒮5,6,^ ⟺ ( 𝑋
𝑋′) ∈ 𝒮d,ℬ et réciproquement, pour 𝑌 = (𝑋

𝑍
) ∈ 𝐶1(𝐼, 𝕂2+) quelconque : 

𝑌 ′ = 𝒜𝑌 + ℬ ⟺ (𝑋′

𝑍′) = (0 𝐼+
𝐴 𝐵

) (𝑋
𝑍

) + (0
𝐶) ⟺ { 𝑋′ = 𝑍

𝑍′ = 𝐴𝑋 + 𝐵𝑍 + 𝐶 ⟹ 𝑋′′ = 𝐴𝑋 + 𝐵𝑋′ + 𝐶  

Ainsi, les solutions de 𝒮d,ℬ sont les ( 𝑋
𝑋′) , 𝑋 ∈ 𝒮5,6,^ . 

 
Méthode de variation de la constante : ordre quelconque : 
Soit 𝑀 = [𝑋1,… , 𝑋+]  avec (𝑋1,… , 𝑋+) un système fondamental de solutions du système 𝑋′ = 𝐴𝑋.  
Pour 𝑓 ∈ 𝐶0(𝐼, 𝕂+) soit ∀𝑡 ∈ 𝐼 , (𝜆1(𝑡),… , 𝜆+(𝑡)) les coordonnées de 𝑓(𝑡) dans la base (𝑋1(𝑡),… , 𝑋+(𝑡)). On a 
alors : 

𝑓(𝑡) = ∑ 𝜆\(𝑡)𝑋\(𝑡)
+

\=1
 

On pose Λ:

⎩{
⎨
{⎧

𝐼 ⟶ 𝕂+

𝑡 ⟼ (
𝜆1(𝑡)

⋮
𝜆2(𝑡)

) en sorte que 𝑓 = 𝑀Λ. Comme chaque 𝑋\ est 𝐶1 et comme les 𝑋\ forment une 

base, 𝑀 ∈ 𝐶1(𝐼, 𝐺𝐿+(𝕂)) et 𝑀−1 ∈ 𝐶1(𝐼, 𝐺𝐿+(𝕂)) et (𝑀−1)′ = −𝑀−1𝑀′𝑀−1. 
Λ = 𝑀−1𝑓 est donc 𝐶1 comme produit de fonctions 𝐶1 et de même, chaque composante de Λ l’est. On peut 
donc dériver 𝑓 : 

𝑓′ = ∑ 𝜆\
′ 𝑋\

+

\=1
+ ∑ 𝜆\𝑋\

′
+

\=1
 

𝑓′ = ∑ 𝜆\
′ 𝑋\

+

\=1
+ ∑ 𝜆\𝐴𝑋\

+

\=1
 

𝑓′ = ∑ 𝜆\
′ 𝑋\

+

\=1
+ 𝐴𝑓 

Or 𝑓 ∈ 𝒮5,6 ⟺ 𝑓′ = 𝐴𝑓 + 𝐵 ⟺ 𝐵 = ∑ 𝜆\
′ 𝑋\

+
\=1 = 𝑀Λ′ ⟺ Λ′ = 𝑀−1𝐵 

Par les formules de Cramer, on a donc :  

∀𝑘 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, 𝜆\
′ =

det((𝐶\ ← 𝐵)(𝑀))
det 𝑀 =

det((𝐶\ ← 𝐵)(𝑀))
𝑊  
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Méthode de variation de la constante : ordre 2 : 
On considère 𝑦′′ = 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 + 𝑐. Soit (𝑓1, 𝑓2) base de 𝒮0 = {𝑓 ∈ 𝐶2(𝐼, 𝕂) | 𝑓′′ = 𝑎𝑓′ + 𝑏𝑓}. 
On considère 𝒜 = (0 1

𝑏 𝑎) et ℬ = (0
𝑐) et le système résolvant ℛd,ℬ ∶ 𝑌 ′ = 𝒜𝑌 + ℬ 

On a vu que 
⎩{
⎨
{⎧𝒮0 ⟶ ℛ0

𝑓 ⟼ ( 𝑓
𝑓′)

 est un isomorphisme de l’ensemble des solutions de l’équation homogène sur 

celui du système résolvant. Ainsi, ((
𝑓1
𝑓1

′) , (
𝑓2
𝑓2

′))  est une base de {𝑌 ∈ 𝐶2(𝐼, 𝕂2) | 𝑌 ′ = 𝒜𝑌 }. 

Les solutions de ℛ0 sont de la forme 𝜆1 (
𝑓1
𝑓1

′) + 𝜆2 (
𝑓2
𝑓2

′). Soit 𝑓 = 𝜆1 (
𝑓1
𝑓1

′) + 𝜆2 (
𝑓2
𝑓2

′). 

𝑓 ∈ 𝒮;,<,} ⟺ ( 𝑓
𝑓′) ∈ ℛd,ℬ 

  ⟺ ( 𝑓
𝑓′)

′
= 𝒜 ( 𝑓

𝑓′) + ℬ 

⟺ 𝜆1
′ (

𝑓1
𝑓1

′) + 𝜆2
′ (

𝑓2
𝑓2

′) + 𝜆1 (
𝑓1
𝑓1

′)
′

+ 𝜆2 (
𝑓2
𝑓2

′)
′

= 𝜆1 (
𝑓1

′

𝑎𝑓1
′ + 𝑏𝑓1

) + 𝜆2 (
𝑓2

′

𝑎𝑓2
′ + 𝑏𝑓2

) + (0
𝑐) 

⟺ 𝜆1
′ (

𝑓1
𝑓1

′) + 𝜆2
′ (

𝑓2
𝑓2

′) + 𝜆1 (
𝑓1

′

𝑓1
′′) + 𝜆2 (

𝑓2
′

𝑓2
′′) = 𝜆1 (

𝑓1
′

𝑓1
′′) + 𝜆2 (

𝑓2
′

𝑓2
′′) + (0

𝑐) 

⟺ 𝜆1
′ (

𝑓1
𝑓1

′) + 𝜆2
′ (

𝑓2
𝑓2

′) = + (0
𝑐) 

⟺ {𝜆1
′ 𝑓1 + 𝜆2

′ 𝑓2 = 0
𝜆1

′ 𝑓1
′ + 𝜆2

′ 𝑓2
′ = 𝑐 

 

On peut aussi voir cela sous la forme (
𝑓1 𝑓2
𝑓1

′ 𝑓2
′) (

𝜆1
′

𝜆2
′ ) = (0

𝑐). Formules de Cramer : 

𝜆1
′ =

∣
0 𝑓2
𝑐 𝑓2

′∣

∣
𝑓1 𝑓2
𝑓1

′ 𝑓2
′∣

  et 𝜆2
′ =

∣
𝑓1 0
𝑓1

′ 𝑐∣

∣
𝑓1 𝑓2
𝑓1

′ 𝑓2
′∣
 

 
Equation différentielle scalaire d’ordre 𝑵 à coefficients constants sans second membre 
On se propose de résoudre 𝑦(�) + ∑ 𝑎\𝑦(\)�−1

\=0 = 0. 
On note 𝒮 = {𝑓 ∈ 𝐶�(ℝ, ℂ) | 𝑓 (�) = − ∑ 𝑎\𝑓 (\)�−1

\=0 } l’ensemble des solutions du système. 
• Si 𝑓 est solution, 𝑓 est au moins 𝑁  fois dérivable, et, puisque 𝑓 (�) est un polynôme en les (𝑓 ,… , 𝑓 (�−1)), 
𝑓 (+) est dérivable et par récurrence, 𝑓 ∈ 𝐶∞(ℝ, ℂ). 
• Soit 𝑃 = 𝑋 + ∑ 𝑎\𝑋\�−1

\=0 = ∏ (𝑋 − 𝜆\)���
\=1 ∈ 𝑋 + 𝕂�−1[𝑋]  (formes développée et factorisée avec  

𝑖 ≠ 𝑗 ⟹ (𝑋 − 𝜆�)�� ∧ (𝑋 − 𝜆�)�� = 1). 

• On remarque que 𝐷: {𝐶∞(ℝ, ℂ) ⟶ 𝐶∞(ℝ, ℂ)
𝑓 ⟼ 𝑓′ ∈ 𝐿(𝐶∞(ℝ, ℂ)) et que 𝒮 = ker 𝑃 (𝐷). 

• Les (𝑋 − 𝜆\)�� étant premiers entre eux, d’après le lemme des noyaux : 

ker 𝑃 (𝐷) = ⨁ ker(𝐷 − 𝜆\𝐼𝑑�)��

�

\=1
 

• Soit 𝑚 ∈ ℕ∗. ker 𝐷� = ℂ�−1[𝑋] est évident (prendre un élément de ker 𝐷� et le primitiver 𝑚 fois) 

Soit 𝑒�: 𝑥 ↦ 𝑒��  et 𝜑: {𝐶∞(ℝ, ℂ) ⟶ 𝐶∞(ℝ, ℂ)
𝑓 ⟼ 𝑒�𝑓  qui est linéaire et bijective, de réciproque 

𝜑−1: {𝐶∞(ℝ, ℂ) ⟶ 𝐶∞(ℝ, ℂ)
𝑓 ⟼ 𝑒−�𝑓 . 

Soit 𝑓 ∈ 𝐶∞(ℝ, ℂ). (𝑒−�𝑓)′ = 𝑒−�(𝑓′ − 𝜆𝑓)  ⟺ 𝐷(𝜑−1(𝑓)) = 𝜑−1(𝐷(𝑓) − 𝜆𝑓) 
      ⟺ 𝐷 ∘ 𝜑−1 = 𝜑−1 ∘ (𝐷 − 𝜆𝐼𝑑�) 
      ⟺ (𝐷 − 𝜆𝐼𝑑�) = 𝜑 ∘ 𝐷 ∘ 𝜑−1 
      ⟺ (𝐷 − 𝜆𝐼𝑑�)� = 𝜑 ∘ 𝐷� ∘ 𝜑−1 
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Il en résulte que :     𝑢 ∈ ker(𝐷 − 𝜆𝐼𝑑�)� ⟺ (𝜑 ∘ 𝐷� ∘ 𝜑−1)(𝑢) = 0 
      ⟺ 𝑒�𝐷�(𝑒−�𝑢) = 0 

⟺ 𝐷�(𝑒−�𝑢) = 0 
      ⟺ 𝑒−�𝑢 ∈ ℂ�−1[𝑋] 
Et donc : ker(𝐷 − 𝜆𝐼𝑑�)� = 𝑒�ℂ�−1[𝑋] = {𝑡 ↦ 𝑒�L𝑃 (𝑡) | 𝑃 ∈ ℂ�−1[𝑋]}. En conclusion : 

𝒮 = {𝑡 ↦ ∑ 𝑒��𝑃\(𝑡)
�

\=1
 | ∀𝑘 ∈ ⟦1, 𝑝⟧, 𝑃\ ∈ ℂ��−1[𝑋]} 

 
⚠ On peut avoir l’impression que l’on sait faire beaucoup de choses avec cette méthode, mais encore faut-il 
savoir factoriser un polynôme ! 
 
Remarque : pour une équation « scalaire » (système de format 1) d’ordre 𝑛 : 𝑦(+) = ∑ 𝑎\𝑦(\)+−1

\=0 + 𝑏 : 
 

𝑦 ∈ 𝒮 ⟺
⎝
⎜⎛

𝑦(0)

⋮
𝑦(+−1)⎠

⎟⎞ ∈ 𝒮5,6 où 𝐴 =

⎝
⎜⎜
⎜⎜
⎜⎜
⎜⎜
⎜⎜
⎛

0 1 0 ⋯ ⋯ ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋱ ⋱   ⋮
⋮  ⋱ ⋱ ⋱  ⋮
⋮   ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
⋮    ⋱ ⋱ 0
⋮     0 1

𝑎0 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 𝑎+−1⎠
⎟⎟
⎟⎟
⎟⎟
⎟⎟
⎟⎟
⎞

et 𝐵 =
⎝
⎜⎜⎛

0
⋮
0
𝑏⎠
⎟⎟⎞ 

 
(Les 𝑎\ peuvent ici être des fonctions à valeurs scalaires, a priori non constantes) 
 
Remarque : lorsque 𝐴 ∈ 𝐶0(𝐼, 𝔐+(𝕂)) n’est pas constante et que 𝑛 ≥ 2, il n’y a pas de méthode générale 
pour expliciter un système fondamental de 𝒮5 (ni a priori pour résoudre quoi que ce soit). 
Par exemple, la solution de l’ « équation d’Airy » 𝑦′′ = 𝑥𝑦 ne s’explicite pas à l’aide des fonctions usuelles. 
 
Exemple : équations scalaires d’ordre 2 : 𝑦′′ = 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 + 𝑐  : appliquer la méthode de variation de la 
constante au système résolvant et trouver les constantes à l’aide des formules de Cramer. 
 
Dérivée d’exponentielle matricielle : 
d
d𝑡 (𝑒−L5𝐹 (𝑡)) = −𝐴𝑒−L5𝐹 (𝑡) + 𝑒−L5𝐹 ′(𝑡) = 𝑒−L5(𝐹 ′(𝑡) − 𝐴𝐹 (𝑡)) 

Comme 𝑒−L5 = (𝑒L5)−1 ∈ 𝐺𝐿+(𝕂), 𝐹 ′ = 𝐴𝐹 ⟺ 𝑒−L5(𝐹 ′(𝑡) − 𝐴𝐹 (𝑡)) ⟺ 𝑒−L5𝐹 (𝑡) = 𝑐𝑠𝑡𝑒 = 𝑈 . 
Ainsi, les solutions de 𝑋′ = 𝐴𝑋 sont les 𝑒L5𝑈 , 𝑈 ∈ 𝕂+. 
De ce fait, pour un 𝑡0 ∈ 𝐼, { 𝒮 ⟶ 𝕂+

𝑒L5𝑈 ⟼ 𝑒L05𝑈
 est linéaire bijective car 𝑒L05𝑈 = 𝑉 ⟺ 𝑒−L05𝑉 = 𝑈 . 

Pour l’équation pas homogène, d
dL (𝑒−L5𝐹 (𝑡)) = 𝑒−L5𝐵(𝑡) donc 𝐹 (𝑡) = 𝑒L5 ∫ 𝑒−­5𝐵(𝑢)d𝑢L

L0
 et la solution avec 

comme CI 𝑋(𝑡0) = 𝑉  est donc 𝑡 ↦ 𝑒L5 ∫ 𝑒−­5𝐵(𝑢) + 𝑒(L−L0)5𝑉d𝑢L
L0

. 

 
Résolution pratique de systèmes différentiels : pour résoudre 𝑋′ = 𝐴𝑋 + 𝐵 : 
Réduire 𝐴. Si 𝐴 = 𝑃𝑅𝑃 −1 (avec 𝑅 diagonale, diagonale par blocs, scalaire + nilpotente, triangulaire, …), alors  
𝑋′ = 𝑃𝑅𝑃 −1𝑋 + 𝐵 ⟹ (𝑃 −1𝑋′) = 𝑅(𝑃 −1𝑋) + 𝑃 −1𝐵 et posant 𝑌 = 𝑃 −1𝑋, comme (𝑃 −1𝑋)′ = 𝑃 −1𝑋′, on se 
ramène au système (𝐸<�¯) ∶  𝑌 ′ = 𝑅𝑌 + 𝐶. 
• Si 𝑅 = diag(𝜆1,… , 𝜆+), 𝑌 = (𝑦1,… , 𝑦+) et 𝐶 = (𝑐1,… , 𝑐+), on se retrouve avec le système : ∀𝑘 ∈ ⟦1, 𝑛⟧,  
𝑦\

′ = 𝜆\𝑦\ + 𝑐\, soit 𝑛 équations différentielles scalaires d’ordre 1. 
• Si 𝑅 = [𝑚�,�] ∈ 𝒯+

≥, posant ∀𝑗 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, 𝜆� = 𝑚�,�, (𝐸<�¯) se résout en commençant par la dernière équation 
𝑦+

′ = 𝜆+𝑦+ + 𝑐+, puis en remontant à 𝑦+−1
′ = 𝜆+𝑦+−1 + 𝑚+−1,+𝑦+ + 𝑐+−1 avec 𝑦+ connu jusqu’à arriver à 𝑦1. 
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Dans les cas où 𝐴 ∈ 𝐶0(𝐼, 𝔐+(𝕂)) n’est pas constante : 
• Si on connait 𝑛 − 1  solutions (𝑋1,… , 𝑋+−1)  indépendantes de 𝑋′ = 𝐴𝑋 + 𝐵  : pour 𝑋 ∈ 𝒮  quelconque, 
posant 𝑊 = det[𝑋1,… , 𝑋+−1, 𝑋], 𝑊 ′ = (tr 𝐴)𝑊  permet parfois de trouver le 𝑋+ = 𝑋 manquant. 
• Si on connait une solution 𝜑  de 𝑦′′ + 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 = 0  ne s’annulant pas sur 𝐼 , alors pour 𝑦 ∈ 𝐶2(𝐼, 𝕂) 
quelconque, on pose 𝑧 = ´

µ. On a alors : 𝑦′ = 𝜑′𝑧 + 𝜑𝑧′ et 𝑦′′ = 𝜑′′ + 2𝜑′𝑧′ + 𝑧′′ et donc : 
𝑦′′ + 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 = 𝑧′′𝜑 + 𝑧′(2𝜑′ + 𝑎𝜑) + 𝑧 (𝜑′′ + 𝑎𝜑′ + 𝑏𝜑)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

=0

= 𝑧′′𝜑 + 𝑧′(2𝜑′ + 𝑎𝜑) que l’on sait résoudre.  

 
Recherche de solutions particulières de 𝑦′′ = 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 + 𝑐 : 
• Si 𝑎, 𝑏 ont des DSE agréables, sont des fractions rationnelles, on peut chercher les solutions sous forme de 
DSE ou polynômes. 
 
Exemples : (cf. exo 19) 

• 𝐴 = [
2 1 0

−3 −1 1
1 0 −1

]. On remarque que la somme des lignes vaut 0 donc 0 est valeur propre. 

On a de plus 𝐴2 = [
1 1 1

−2 −2 −2
1 1 1

] et 𝐴3 = 03,3. On résout 𝑋′ = 𝐴𝑋 : 

𝑋(𝑡) = 𝑒L5𝑈  avec 𝑈  constante. 𝑒L5𝑈 = (𝐼+ + 𝑡𝐴 + L252

2 )𝑈  
 

• 𝐴 = [
5 1 −4
3 3 −4
1 −1 2

] et le système 𝑋′′ = 𝐴𝑋. Si 𝑋 est solution, ( 𝑋
𝑋′)

′
= ( 𝑋′

𝑋′′) = ( 𝑋′

𝐴𝑋
) = (0 𝐼+

𝐴 0
) ( 𝑋

𝑋′). 

→ Cela amène à un système différentiel de taille (6,6). 
Si on la réduit et qu’on obtient 𝑃 −1𝐴𝑃 = diag(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3) = 𝐷 , on doit résoudre 𝑃 −1𝑋′′ = 𝐷𝑃 −1𝑋  soit  
𝑌 ′′ = 𝐷𝑋, c’est-à-dire 3 équations de la forme 𝑦′′ = 𝑎𝑦. 
 

• {𝑥′′ + 3𝑦′ − 4𝑥 + 6𝑦 = 0
𝑦′′ + 𝑥′ − 2𝑥 + 4𝑦 = 0 revient à résoudre 𝑋′′ + (0 3

1 0) 𝑋′ + (−4 6
−2 4

) 𝑋 = 0, ce qui se fait 

avec la méthode générale.  
 
Calculs d’exponentielles de matrices : on veut calculer 𝑒L¾  avec 𝑀 ∈ 𝔐+(𝕂)  et 𝑡 ∈ ℝ . On note 
𝐸� = ∑ ¿�

\!
�
\=0   

• Si 𝑀 = diag(𝜆1,… , 𝜆+), 𝑒¾ = diag(𝑒�1 ,… , 𝑒�Â). 
• Si 𝑃 ∈ 𝐺𝐿+(𝕂), 𝑒Ã −1¾Ã = 𝑃 −1𝑒¾𝑃 . 
• Si 𝑀 = 𝜆𝐼+ + 𝑁  avec 𝑁  nilpotente, 𝑒¾ = 𝑒�ÄÂ𝑒� = 𝑒�𝐼+𝑒� = 𝑒�𝑒� = 𝑒� ∑ ¿�

\!
+−1
\=0 . 

 
Calcul d’exponentielles de matrices de 𝐯𝐞𝐜𝐭 ⟨(𝟏 𝟎

𝟎 𝟏) , (𝟎 −𝟏
𝟏 𝟎 )⟩  : 

On pose 𝒞 = {(𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

) , (𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2}, 1Ï = (1 0
0 1) et 𝑖 = (0 −1

1 0 ), donc 𝒞 = {𝑎1Ï + 𝑖𝑏, (𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2}. 

𝜑: {ℂ ⟶ 𝒞
𝑧 ⟼ Re(𝑧)𝐼 + Im(𝑧) 𝐽  est un isomorphisme de ℝ-algèbres. 

Ainsi, 𝜑(𝑧+) = 𝜑(𝑧)+, 𝜑(∑ 𝜆\𝑧\) = ∑ 𝜆\𝜑(𝑧)\ et comme 𝜑 continue (linéaire en dimension 2), 𝜑(𝑒Ñ) = 𝑒µ(Ñ). 
Pour 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 : exp (𝑎 −𝑏

𝑏 𝑎
) = 𝜑(𝑒;(cos 𝑏 + 𝑖 sin 𝑏)) = (𝑒; cos 𝑏 −𝑒; sin 𝑏

𝑒; sin 𝑏 𝑒; cos 𝑏
) ! 

 
Remarque : si 𝑈 ∈ 𝐸�(𝐴), 𝜑(𝑡) = 𝑒�L𝑈  est solution de 𝑋′ = 𝐴𝑋. 


