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Applications linéaires et continuité 
 
(𝐸, 𝑁#) et (𝐹 , 𝑁% ) sont deux espaces vectoriels normés. 
On note 𝐿'(𝐸, 𝐹 ) = 𝐿(𝐸, 𝐹 ) ∩ 𝐶0(𝐸, 𝐹 ) les applications linéaires continues, qui est un espace vectoriel. 
 
Théorème : soit 𝑓 ∈ 𝐿(𝐸, 𝐹 ). Les propositions suivantes sont équivalentes : 
1 – 𝑓 est lipchitzienne 
2 – 𝑓 est uniformément continue 
3 – 𝑓 est continue 
4 – 𝑓 est continue en un point quelconque 
5 – 𝑓 est bornée sur 𝐵̅̅̅̅#(0,1) (ou sur une boule non-dégénérée de rayon quelconque) 
6 – 𝑓 est bornée sur 𝑆 = {𝑥 ∈ 𝐸 | 𝑁#(𝑥) = 1} (ou une sphère de rayon quelconque) 
 

Preuve : 1 ⟹ 2 ⟹ 3 ⟹ 4 est trivial.  
Si 4, alors puisque ∀𝜀 > 0, ∃𝛼 > 0 / 𝑁#(𝑥 − 0) < 𝛼 ⟹ 𝑁% (𝑓(𝑥) − 0) < 𝜀. 
On prend un 𝛼 > 0 tel que ∀𝑥 ∈ 𝐵(0, 𝛼), 𝑁% (𝑓(𝑥)) < 1. 
Alors, pour 𝑥 ∈ 𝐵̅̅̅̅#(0,1),  𝑁(;<

2 ) = ;
2 𝑁(𝑥) = ;

2 < 𝛼  donc 𝑁 (𝑓(;<
2 )) < 1  et 𝑁(𝑓(𝑥)) < 2

; , qui borne 
donc 𝑓 sur 𝐵̅̅̅̅#(0,1) et on a 4 ⟹ 5. 
Si 5, comme 𝑓 est bornée sur 𝐵̅̅̅̅#(0,1) qui contient {𝑥 ∈ 𝐸 | 𝑁#(𝑥) = 1}, alors elle est bornée sur cette 
sphère et donc 5 ⟹ 6. 
Si 6, soit 𝑘 ∈ ℝ+ / ∀𝑥 ∈ 𝑆, 𝑁(𝑓(𝑥)) ≤ 𝑘. 
Pour (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸2  quelconques, 𝑥 ≠ 𝑦 ⟹ <−E

F(<−E) ∈ 𝑆  donc 𝑁 (𝑓( <−E
F(<−E))) = F(I(<)−I(E))

F(<−E) ≤ 𝑘  donc tout 

majorant de 𝑁 ∘ 𝑓 est un rapport de lipchitz de 𝑓 , qui est donc lipchitzienne et 6 ⟹ 1. 
 
Définition : on définit par la norme subordonnée par : 

|||𝑓 ||| = sup
‖<‖L=1

‖𝑓(𝑥)‖%  

Si |||𝑓 ||| < ∞, 𝑓 est |||𝑓 |||-lipchitzienne. 
 
Remarque : on peut écrire 𝐿'(𝐸, 𝐹 ) = {𝑓 ∈ 𝐿(𝐸, 𝐹 ) | |||𝑓 ||| < ∞}, et la norme subordonnée est à valeurs 
dans ℝ+ (et pas ℝ+̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅).  
 
|||𝑓 ||| s’appelle norme subordonnée de 𝑓 car c’est une norme et elle dépend du choix des normes sur 𝐸 et 𝐹 . De 
plus, si on utilise des normes équivalentes sur 𝐸 et 𝐹 , alors les normes subordonnées correspondantes sont 
équivalentes. 
 
Théorème : pour 𝑓 ∈ 𝐿'(𝐸, 𝐹 ),  

sup
‖<‖=1

‖𝑓(𝑥)‖ = sup
‖<‖≤1

‖𝑓(𝑥)‖ 

               = min{𝑘 ∈ ℝ+ | ∀𝑥 ∈ 𝐸, ‖𝑓(𝑥)‖ ≤ 𝑘‖𝑥‖} 
               = min{𝑘 ∈ ℝ+ | ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸2 ‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)‖ ≤ 𝑘‖𝑥 − 𝑦‖} 

De plus, ||| ||| est une norme sur 𝐿'(𝐸, 𝐹 ) et |||Id#||| = 1 si 𝐸 et 𝐸 sont munis de la même norme au départ et 
à l’arrivée.  
Enfin, |||𝑔 ∘ 𝑓 ||| ≤ |||𝑓 ||| × |||𝑔||| 
 

Preuve : on note 𝑆 = {𝑥 ∈ 𝐸 | ‖𝑥‖ = 1} et 𝑈 = {𝑥 ∈ 𝐸 | ‖𝑥‖ ≤ 1}. 
Comme 𝑆 ⊂ 𝑈 , |||𝑓 ||| ≤ sup

<∈S
‖𝑓(𝑥)‖ = 𝛼. Comme ∀𝑥 ∈ 𝐸,  ‖𝑓(𝑥)‖ ≤ |||𝑓 ||| × ‖𝑥‖, on a sur la boule 𝑈  

‖𝑓(𝑥)‖ ≤ |||𝑓 ||| et donc |||𝑓 ||| majore et est donc plus grand que le sup, donc |||𝑓 ||| = sup
<∈S

‖𝑓(𝑥)‖. 
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Posons les ensembles suivants : 
ℋ = {𝑘 ∈ ℝ+ | 𝑓 𝑒𝑠𝑡 𝑘 − 𝑙𝑖𝑝}  
ℋ′ = {𝑘 ∈ ℝ+ | ∀𝑥 ∈ 𝐸 ‖𝑓(𝑥)‖ ≤ 𝑘‖𝑥‖}  
ℋ′′ = {𝑘 ∈ ℝ+ | ∀𝑥 ∈ 𝑆 ‖𝑓(𝑥)‖ ≤ 𝑘}  
Si 𝑘 ∈ ℋ, alors on a pour 𝑥 quelconque ‖𝑓(𝑥) − 𝑓(0)‖ ≤ 𝑘‖𝑥 − 0‖ donc 𝑥 ∈ ℋ′. Par linéarité de 𝑓 , on a 
l’inclusion réciproque donc ℋ = ℋ′. 
Pour ℋ′ = ℋ′′ , dans un sens c’est trivial et dans l’autre on normalise un vecteur et on utilise 
l’homogénéité de la norme. 
Enfin, puisque min ℋ est le plus petit majorant de {‖𝑓(𝑥)‖, 𝑥 ∈ 𝑆} , c’est son sup, soit la norme 
subordonnée. 
 
Montrons que la norme subordonnée est bien une norme. 
• Positivité trivial 
• Séparation triviale. 
• Homogénéité : soit 𝜆 ∈ ℝ.  
Si 𝜆 = 0 , |||0 × 𝑓 ||| = ∣∥0`(#,% )∥∣ = sup

‖<‖=1
0 = 0. 

Sinon, sup{‖𝜆𝑓(𝑥)‖, 𝑥 ∈ 𝑆} = sup{|𝜆|‖𝑓(𝑥)‖, 𝑥 ∈ 𝑆} = |𝜆| sup{‖𝑓(𝑥)‖, 𝑥 ∈ 𝑆} = |𝜆| × |||𝑓 ||| 
• Inégalité triangulaire : pour (𝑓 , 𝑔) ∈ 𝐿'(𝐸, 𝐹 )2, par inégalité triangulaire sur les normes de base, 
|||𝑓 ||| + |||𝑔||| majore {‖𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑥)‖, 𝑥 ∈ 𝑆}, donc |||𝑓 + 𝑔||| ≤ |||𝑓 ||| + |||𝑔|||. 

 
 
Remarque : oublions que l’on parle d’applications linéaires entre evns, et disons que ce sont des applications 

lipchitziennes entre espaces métriques {(𝑋, 𝑑) ⟶ (𝑌 , 𝑑′)
𝑥 ⟼ 𝑓(𝑥) . 

On pose ℋ = {𝑘 ∈ ℝ+ | 𝑓 𝑒𝑠𝑡 𝑘 − 𝑙𝑖𝑝}. Par hypothèse, ℋ ≠ ø et est minoré par 0, donc a une borne inférieure 
𝛾. De plus, si 𝑘 ∈ ℋ et 𝑘′ ≥ 𝑘, 𝑘′ ∈ ℋ. Ainsi, ℋ est un intervalle non-majoré. 
ℋ  contient ]𝛾, +∞[ . Mais en fait, comme 𝛾 + 1

2j ∈ ℋ , pour 𝑥, 𝑦  quelconques dans ℋ , et ∀𝑛 ∈ ℕ, 
 𝑑(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) ≤ (𝛾 + 1

2j)𝑑(𝑥, 𝑦). En passant à la limite, on a donc que 𝛾 ∈ ℋ, et donc ℋ = [𝛾, +∞[. 
 
Remarque : si 𝑓 ∈ 𝐿'(𝐸). Pour 𝜆 ∈ sp(𝑓) et 𝑥 ∈ 𝐸m(𝑓)\{0}, 𝜆𝑥 = 𝑓(𝑥) donne |𝜆| ‖𝑥‖ ≤ ∣∣|𝑓 |∣∣ × ‖𝑥‖, et donc 
|𝜆| ≤ |||𝑓 |||, qui majore donc le spectre. Ainsi, si une application linéaire a un spectre non-borné, elle est 
forcément non-continue.  
 
Exemple : de forme linéaire pas continue : sur (𝐶1([0,1], ℝ), ‖ ‖∞), 𝜑: 𝑓 ↦ 𝑓′(0) avec la norme 1 à l’arrivée. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 - 3 - 

Applications multilinéaires 
 
(𝐸1,… , 𝐸s) et 𝐹  sont des espaces vectoriels normés. 
On note 𝐿(𝐸1,… , 𝐸s × 𝐹 ) (≠ 𝐿(𝐸1 × … × 𝐸s, 𝐹 ) l’ensemble des applications multilinéaires de 𝐸1 × … × 𝐸s 
vers 𝐹 . On note aussi 𝐿(𝐸1, 𝐸2 × 𝐹 ) = 𝐵𝑖𝑙(𝐸1 × … × 𝐸s, 𝐹 ). 
Les preuves sont ici faites pour 𝑝 = 2, pour cause de lisibilité, mais s’adaptent sans soucis à 𝑝 quelconque. 
 
Définition : application multilinéaire : 

Pour 𝑓 : {
𝐸1 × … × 𝐸s ⟶ 𝐹
(𝑥1,… , 𝑥s) ⟼ 𝑓(𝑥1,… , 𝑥s) , 𝑓  est 𝑝 -linéaire si pour 𝑎 = (𝑎1,… , 𝑎s) ∈ 𝐸1 × … × 𝐸s , les 

applications partielles de 𝑓 en 𝑎, 𝑓w: {
𝐸w ⟶ 𝐹
𝑢 ⟼ 𝑓(𝑎1,… , 𝑎w−1, 𝑢, 𝑎w+1,… , 𝑎s) sont linéaires. 

 
Proposition : 𝑓 est continue ⟺ ∃𝑘 ∈ ℝ+ | ∀(𝑥1,… , 𝑥s) ∈ 𝐸1 × … × 𝐸s, ∥𝑓(𝑥1,… , 𝑥s)∥ ≤ 𝑘 ∏ ‖𝑥{‖

s
{=1 . 

Pour 𝜀 > 0, ∃𝛼 > 0 / ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸 × 𝐹 , ‖(𝑥, 𝑦)‖ = max{‖𝑥‖, ‖𝑦‖} < 𝛼 ⟹ ‖𝑓(𝑥, 𝑦)‖ < 𝜀. 
Mais pour (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸 × 𝐹  quelconques, ou bien 𝑥 = 0  ou 𝑦 = 0  et 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0  et donc  
0 = ‖𝑓(𝑥, 𝑦)‖ ≤ 𝑘‖𝑥‖‖𝑦‖ = 0 pour tous les 𝑘, ou bien (prenant 𝜀 = 1, par exemple) ∥;

2
<

‖<‖ ,
;
2

E
‖E‖∥ = ;

2 donc 
𝑓(;

2
<

‖<‖ ,
;
2

E
‖E‖) < 1 donne ;2

4‖<‖‖E‖ ‖𝑓(𝑥, 𝑦)‖ < 1 ⟹ ‖𝑓(𝑥, 𝑦)‖ ≤ 4
;2 ‖𝑥‖‖𝑦‖ et 𝑘 = 4

;2 convient.  
Réciproquement, si ∃𝑘 ∈ ℝ+ | ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸 × 𝐹 , ‖𝑓(𝑥, 𝑦)‖ ≤ 𝑘‖𝑥‖‖𝑦‖ , alors pour (𝑥�, 𝑦�) ∈ (𝐸 × 𝐹 )ℕ 
telle que lim

�∞
(𝑥�, 𝑦�) = (𝑥, 𝑦) quelconque, 

 ‖𝑓(𝑥�, 𝑦�) − 𝑓(𝑥, 𝑦)‖ = ‖𝑓(𝑥�, 𝑦�) − 𝑓(𝑥�, 𝑦) + 𝑓(𝑥�, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)‖ 
  ≤ ‖𝑓(𝑥�, 𝑦� − 𝑦)‖ + ‖𝑓(𝑥� − 𝑥, 𝑦�)‖≤ 𝑘‖𝑥�‖‖𝑦� − 𝑦‖  + 𝑘‖𝑦�‖‖𝑥� − 𝑥‖

�∞
→ 0 donc 𝑓  est continue en 

(𝑥, 𝑦) et 𝑓 est continue.  
 
Remarques : • On a vu au passage que la continuité en (0#, 0% ) entraine la continuité où on veut : 
Pour 𝑓 ∈ 𝐵𝑖𝑙(𝐸 × 𝐹 , 𝐺), 𝑓 continue ⟺  𝑓 continue en (0#, 0% ).  
• Si on munit 𝐸 × 𝐹  d’une norme équivalente à la norme produit standard, il suffit de multiplier 𝑘 par une 
constante.  
 
Proposition : pour 𝑓 ∈ 𝐵𝑖𝑙(𝐸 × 𝐹 , 𝐺), si dim 𝐸 = 𝑚 < ∞ et dim 𝐹 = 𝑛 < ∞, 𝑓 ∈ 𝐶0(𝐵𝑖𝑙(𝐸 × 𝐹 , 𝐺)). 

On a pour 𝐵# = (𝑒1,… , 𝑒�) base de 𝐸 et 𝐵% = (𝜀1,… , 𝜀�) base de 𝐹 : 
Pour (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸 × 𝐹  quelconque, posant (𝑥1,… 𝑥�) = 𝐵#

∗ (𝑥) et (𝑦1,… , 𝑦�) = 𝐵%
∗ (𝑦), on a : 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓 (∑ 𝑥w𝑒w

�

w=1
, ∑ 𝑦w𝜀w

�

w=1
) = ∑ 𝑥{𝑦�𝑓(𝑒{, 𝜀�)

({,�)∈⟦1,�⟧×⟦1,�⟧
 

Posant 𝐾 = max
({,�)∈⟦1,�⟧×⟦1,�⟧

‖𝑓(𝑒{, 𝜀�)‖, on obtient : 

‖𝑓(𝑥, 𝑦)‖ ≤ 𝐾 ∑ |𝑥{|∣𝑦�∣
({,�)∈⟦1,�⟧×⟦1,�⟧

= 𝐾 ∑|𝑥{|
�

{=1
∑∣𝑦�∣

�

�=1
= 𝐾‖𝑥‖1‖𝑦‖1 

Et donc 𝑓 est continue de 𝐸 × 𝐹  vers 𝐺 pour cette norme, et donc pour n’importe quelle norme de 
𝐸 × 𝐹 . 

 
Méditation : 𝐸, 𝐹  et 𝐺 sont des espaces normés. Pour 𝑓 ∈ 𝐵𝑖𝑙'(𝐸 × 𝐹 , 𝐺) (continue), notons : 

||||𝑓 |||| = inf{𝑘 ∈ ℝ+ | ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸 × 𝐹  ‖𝑓(𝑥, 𝑦)‖ ≤ 𝑘‖𝑥‖‖𝑦‖} 
Vérifier que c’est un minimum.  
Trouver le rapport avec les normes subordonnées qui donne immédiatement que |||| |||| est une norme sur 
𝐵𝑖𝑙'(𝐸 × 𝐹 , 𝐺), et trouver d’autres façons de caractériser |||| ||||. 
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Proposition : si (𝑓�) ∈ 𝐿(𝐸, 𝐹 )ℕ et (𝑓�)
�→∞
→→→→→
���

𝑓 , 𝑓 est linéaire. 

Preuve : soit (𝑥, 𝑦, 𝜆, 𝑛) ∈ 𝐸2 × 𝕂 × ℕ. Par unicité de la limite : 
𝑓�(𝜆𝑥 + 𝑦)

�→∞
→→→→→ 𝑓(𝜆𝑥 + 𝑦)

∥  ∥
𝜆𝑓�(𝑥) + 𝑓�(𝑦)

�→∞
→→→→→ 𝜆𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)

 

 
Proposition : dim 𝐸 < ∞. (𝑓�) ∈ 𝐿(𝐸, 𝐹 )ℕ et (𝑓�)

�→∞
→→→→→
���

𝑓 ⟹ (𝑓�)
�→∞
→→→→→
���

𝑓 pour 𝒩 une norme quelconque sur 

𝐿(𝐸, 𝐹 ). 
Preuve : soit 𝑝 = dim 𝐸 et 𝐵 = (𝑒1,… , 𝑒s) base de 𝐸. Soit 𝑥 ∈ 𝐸 et (𝑥1,… , 𝑥s) = 𝐵∗(𝑥). 

‖𝑓(𝑥) − 𝑓�(𝑥)‖ = ∥𝑓 (∑ 𝑥w𝑒w

s

w=1
) − 𝑓� (∑ 𝑥w𝑒w

s

w=1
)∥ = ∥∑ 𝑥w[𝑓(𝑒w) − 𝑓�(𝑒w)]

s

w=1
∥ ≤ ∑|𝑥w|‖𝑓(𝑒w) − 𝑓�(𝑒w)‖

s

w=1
 

Ainsi, pour chaque 𝑘 ∈ ⟦1, 𝑝⟧, ∃𝑁w | ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 𝑁w ⟹ ‖𝑓(𝑒w) − 𝑓�(𝑒w)‖ < 𝜀. 
On pose 𝑁 = max

w∈⟦1,s⟧
𝑁w, et on obtient ∀𝑛 ≥ 𝑁 , ‖𝑓(𝑥) − 𝑓�(𝑥)‖ ≤ 𝜀 ∑ |𝑥w|s

w=1 . 

Et on a bien un 𝑁  qui ne dépend pas de 𝑥. On a donc au final : 
∀𝑥 ∈ 𝐸, ∀𝑛 ≥ 𝑁 , ‖𝑓(𝑥) − 𝑓�(𝑥)‖ ≤ 𝜀‖𝑥‖1 

Si on munit 𝐸 de la norme 1 pour la base 𝐵, et 𝐿(𝐸, 𝐹 ) de la norme subordonnée associée,  
∀𝑥 ∈ 𝐸, ∀𝑛 ≥ 𝑁 , ‖𝑥‖1 ≤ 1 ⟹ ‖𝑓(𝑥) − 𝑓�(𝑥)‖ ≤ 𝜀 

Soit encore (𝑓�)
�→∞
→→→→→

�� |||  |||
𝑓 

Mais 𝐿(𝐸, 𝐹 ) étant de dimension finie, toutes les normes y sont équivalentes et donc (𝑓�)
�→∞
→→→→→
���

𝑓 pour 

𝒩 une norme quelconque sur 𝐿(𝐸, 𝐹 ). 
 
Remarque : cette démonstration utilise les normes subordonnées car elles apparaissent naturellement. Mais 
on peut aussi utiliser (par exemple) comme norme sur 𝐿(𝐸, 𝐹 )  : 𝑁(𝑓) = ∑ ‖𝑓(𝑒w)‖%

s
w=1  et reprendre la 

démonstration.  
 
Remarque : si dim 𝐸 < ∞ , 𝑆 = {𝑥 ∈ 𝐸 | ‖𝑥‖ = 1}  est compacte et donc pour 𝑓 ∈ 𝐿(𝐸, 𝐹 ) , 
 |||𝑓 ||| = sup

<∈�
‖𝑓(𝑥)‖ = max

<∈�
‖𝑓(𝑥)‖ car ‖‖ étant continue sur un compact, elle atteint ses bornes. En dimension 

infinie, c’est rarement le cas.  
 
Proposition : 𝑓 ∈ 𝐿(𝐸, 𝕂). ker 𝑓 ∈ 𝔽(𝐸) ⟺ 𝑓 ∈ 𝐿'(𝐸, 𝕂). 

Preuve : ⟸  est triviale. 
⟹  par contraposition : montrons que 𝑓 ∉ 𝐶0 ⟹ ker 𝑓 ∉ 𝔽(𝐸). 
𝑓 ∉ 𝐶0 ⟹ 𝑓 pas bornée sur 𝑆 = {𝑥 ∈ 𝐸 | ‖𝑥‖ = 1}, et pour chaque 𝑛 ∈ ℕ,  ∃𝑥� ∈ 𝑆/|𝑓(𝑥�)| > 𝑛. 
Posons 𝑦� = <j

I(<j). 𝑓(𝑦�) = 𝑓( <j
I(<j)) = I(<j)

I(<j) = 1. De plus, ‖𝑦�‖ = ‖<j‖
|I(<j)| < 1

�. 
On a donc ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑓(𝑦�) = 1 et lim

�∞
𝑦� = 0.  

Posons 𝑧� = 𝑦0 − 𝑦� �→∞
→→→→→ 𝑦0. 

𝑓(𝑧�) = 𝑓(𝑦0) − 𝑓(𝑦�) = 1 − 1 = 0 donc (𝑧�) ∈ ker 𝑓ℕ, or lim 𝑧� ∉ ker 𝑓 , qui est donc pas fermé 
 
Principe de raisonnement : quand il n’y a pas de min/max, mais seulement des inf/sup, prendre une suite 
minimisante/maximisante : ∃(𝑎�) ∈ 𝐴ℕ | lim

�→∞
𝑎� = inf 𝐴  ou sup 𝐴, au choix. 
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Proposition : si 𝜑 ∈ 𝐿(𝐸, 𝕂)  et ker 𝜑 ∈ 𝔽(𝐸)  (et donc 𝜑 ∈ 𝐿'(𝐸, 𝕂) ), alors |||𝜑||| = �(<)
�(<,ker �)  (pour 𝑥 ∉

ker 𝜑). 
Preuve via double inégalité : 
Soit 𝑎 ∉ ker 𝜑. 
Soit 𝑥 ∈ 𝐸. Ou bien 𝑥 ∈ 𝐻 = ker 𝜑 et 𝜑(𝑥) = 0 ≤ |�(£)|

�(£,ker �) ‖𝑥‖ et ça marche. 
Ou bien 𝑥 ∉ 𝐻 et 𝐸 = 𝐻 ⊕ 𝕂𝑥 et ∃𝜆 ∈ 𝕂, ℎ ∈ 𝐻 / 𝑎 = 𝜆𝑥 + ℎ. 
𝜑(𝑎) = 𝜆𝜑(𝑥) + 0 donc |𝜑(𝑎)| = |𝜆||𝜑(𝑥)| et |𝜆| = |�(£)|

|�(<)| 
𝜆𝑥 = 𝑎 − ℎ donc ‖𝜆𝑥‖ = 𝑑(𝑎, ℎ) ≥ 𝑑(𝑎, 𝐻) et |𝜆| = |�(£)|

|�(<)| ≥ �(£,¦)
‖<‖  

Au final, ∀𝑥 ∈ 𝐸, |𝜑(𝑥)| ≤ |�(£)|
�(£,¦) ‖𝑥‖, ce qui donne un 𝑘 ∈ ℝ+ tel que |𝜑(𝑥)| ≤ 𝑘‖𝑥‖ (on a au passage la 

continuité de 𝜑) et la norme subordonnée est le plus petit de ces 𝑘 (en parcourant uniquement les 
𝑥/‖𝑥‖ = 1). 
Dans l’autre sens : soit (ℎ�) ∈ 𝐻ℕ | lim

�∞
𝑑(𝑎, ℎ�) = 𝑑(𝑎, 𝐻). Posons 𝑥� = 𝑎 − ℎ�. Alors 𝜑(𝑥�) = 𝜑(𝑎). 

‖𝑥�‖ = ‖𝑎 − ℎ�‖ = 𝑑(𝑎, ℎ�)
�→∞
→→→→→ 𝑑(𝑎, 𝐻)  

Or |||𝜑||| ‖𝑥�‖ ≥ |𝜑(𝑥�)| donc |�(<j)|
‖<j‖ ≤ |||𝜑||| donne, avec |𝜑(𝑥�)| = |𝜑(𝑎)| (une suite constante). 

lim
�∞

|�(<j)|
‖<j‖ = lim

�∞
|�(£)|

�(£,ℎj) = |�(£)|
�(£,¦) ≤ |||𝜑|||  

 
Définition : Soit 𝐸 un evn. 𝐸 est espace complet si ∀(𝑥�) ∈ 𝐸ℕ, [∑|𝑥�|  converge ⟹ ∑ 𝑥�  converge]. 
 
Exemples : complets : 
• Tous les evn de dimension finie 

• Pour (𝐸, 𝑁) evn et 𝑋 ensemble. 𝐿∞(𝑋, 𝐸) = {𝑓 ∈ 𝐸¨ 𝐿 | ‖𝑓‖∞ = sup
<∈¨

𝑁(𝑓(𝑥)) < ∞} muni de ‖ ‖∞ est 

l’evn des fonctions bornées sur 𝑋 muni de la norme uniforme. Si 𝐸 est complet, 𝐿∞(𝑋, 𝐸) aussi. 
Preuve : soit (𝑓�) ∈ (𝐸¨)ℕ  telle que ∑ ‖𝑓�‖∞

∞
�=0 < ∞ . ∀𝑥 ∈ 𝑋 , on a 𝑁(𝑓�(𝑥)) ≤ ‖𝑓�‖∞  donc 

∑ 𝑁(𝑓�(𝑥))∞
�=0 ≤ ∑ ‖𝑓�‖∞

�=0 < ∞ et donc ∑ 𝑁(𝑓�(𝑥))�  converge simplement vers une fonction, que 
l’on va appeler 𝑓 . 
Posons 𝑆�: 𝑥 ↦ ∑ 𝑓w(𝑥)�

w=0  et 𝑅w: 𝑥 ↦ ∑ 𝑓w(𝑥)∞
w=�+1 . Alors (𝑆�)

���
→→→→ 𝑓  et ∀𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑓(𝑥) − 𝑆�(𝑥) =

𝑅�(𝑥)  donne 𝑁(𝑓(𝑥) − 𝑆�(𝑥)) = 𝑁(∑ 𝑓w(𝑥)∞
w=�+1 ) ≤ ∑ 𝑁(𝑓w(𝑥))∞

w=�+1  donc ‖𝑓 − 𝑆�‖∞ ≤

∑ ‖𝑓w‖∞
∞
w=�+1  et comme reste de série convergente, (𝑅�)

�→∞
→→→→→ 0 donc (𝑆�)

�� ‖ ‖∞
→→→→→→→→ 𝑓 . 

• (𝐸, ‖ ‖) complet et 𝐹  sev fermé de 𝐸. 𝐹  est complet. 
Preuve : soit (𝑥�)𝐹 ℕ absolument convergente. La suite est aussi dans 𝐸ℕ donc sa série converge, et 
comme 𝐹  est fermé, la limite est dans 𝐹  et donc 𝐹  est complet. 

• Pour 𝑋 espace métrique et (𝐸, ‖ ‖) complet alors 𝐿'
∞(𝑋, 𝐸) est complet comme sev fermé de 𝐿∞(𝑋, 𝐸). 

• Pour (𝐹 , ‖ ‖% ) complet, (𝐸, ‖ ‖#) evn quelconque ⟹ (𝐿'(𝐸, 𝐹 ), ||| |||) complet. 
Preuve : soit (𝑓�) ∈ 𝐿'(𝐸, 𝐹 )ℕ telle que 𝐴 = ∑ |||𝑓�|||∞

�=0 < ∞. Posons 𝑆�: 𝑥 ↦ ∑ 𝑓w(𝑥)�
w=0 . Soit 𝑥 ∈

𝐸, on a ‖𝑓w(𝑥)‖ ≤ ‖𝑥‖ ∗ |||𝑓w||| donc ∑ ‖𝑓w(𝑥)‖∞
w=0 ≤ ‖𝑥‖ ∗ 𝐴 < ∞, donc par complétude de 𝐹 , ∑ 𝑓w(𝑥)w  

converge dans 𝐹  vers 𝑆: 𝑥 ↦ ∑ 𝑓w(𝑥)∞
w=0 = lim

�→∞
𝑆�(𝑥). Reste à justifier que 𝑆 ∈ 𝐿'(𝐸, 𝐹 ) et que |||𝑆 −

𝑆�|||
�→∞
→→→→→ 0. Déjà, 𝑆 est linéaire comme limite simple des 𝑆� qui sont linéaires. Pour ‖𝑥‖ = 1, on a 

∥∑ 𝑓w(𝑥)
∞

w=0
∥ ≤ ∑‖𝑓w(𝑥)‖

∞

w=0
≤ ∑ |||𝑓w|||

∞

w=0
≤  𝐴 

Et donc sup
‖<‖=1

‖𝑆(𝑥)‖ ≤ 𝐴 donc 𝑆 est continue. Le même truc montre que |||𝑆 − 𝑆�||| ≤ ∑ |||𝑓w|||∞
w=�+1 , 

qui tend vers 0 donc (𝑆�)
�� ||| |||
→→→→→→→ 𝑆. 

• En particulier, 𝕂 est complet donc (𝐿'(𝐸, 𝕂), ||| |||) est complet.  
• 𝐼 ensemble quelconque, 𝑙1(𝐼, 𝕂) = {(𝑎{){∈® | ∑ |𝑎{|{∈® < ∞} muni de ‖ ‖1

®  est complet.  
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Preuve : c’est un ℂ − 𝑒𝑣, la norme 1 est bien une norme dessus… 
Pas complets : 
• Les sev non fermés d’evns. 

Preuve : soit (𝑥�) ∈ 𝐹 ℕ  / lim
�→∞

𝑥� = 𝑥 ∈ 𝐸\𝐹 .  Trouvons (𝑢�) ∈ 𝐹 ℕ / ∑ ‖𝑢�‖�  cv mais ∑ 𝑢�  ne 

converge pas dans 𝐹 . ∀𝜀 > 0, ∃𝑁 ∈ ℕ / ∀𝑛 ≥ 𝑁 , ‖𝑥 − 𝑥�‖ < 𝜀.  
Posons 𝜑(0) = min{𝑘 ∈ ℕ | ‖𝑥 − 𝑥w‖ < 1

2}.  
Si 𝜑(𝑛) défini, on pose 𝜑(𝑛 + 1) = min{𝑘 ≥ 𝜑(𝑛) + 1 | ‖𝑥 − 𝑥w‖ < 1

2j+2}. 𝜑 est bien une extractrice et 
on a : ∑ ‖𝑥�(�+1) − 𝑥�(�)‖

�
w=0 ≤ ∑ 1

2²
�
w=0 = 2 . Posant (𝑢�) = (𝑥�(�+1) − 𝑥�(�)) , cette suite converge 

absolument.  
Mais si (Σ𝑢�) = (∑ 𝑥�(�+1) − 𝑥�(�)

�
w=0 ) convergeait, ce serait vers 𝑥 − 𝑥�(0) qui est dans 𝐸 mais pas 

dans 𝐹  donc Σ𝑢� diverge dans 𝐹 . 
 
• Les evns de dimension dénombrable (cf. plus tard) pour la norme qu’on veut. 
 
Proposition : une limite uniforme de fonctions continues est continue.  

Preuve : (𝑋, 𝑑) métrique et (𝐸, ‖ ‖#) normé. Soit (𝑓�) ∈ (𝐸¨)ℕ  telle que (𝑓�)
��S
→→→→ 𝑓  et les 𝑓�  toutes 

continues sur 𝑋. Pour 𝜀 > 0, soit 𝑁 ∈ ℕ / ∀𝑛 ≥ 𝑁 , ‖𝑓 − 𝑓�‖∞
¨ = sup

<∈¨
‖𝑓(𝑥) − 𝑓�(𝑥)‖# < ´

3. 

Soit 𝑎 ∈ 𝑋. ‖𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑥)‖ = ‖𝑓(𝑎) − 𝑓�(𝑎) + 𝑓�(𝑎) − 𝑓�(𝑥) + 𝑓�(𝑥) − 𝑓(𝑥)‖ 
≤ ‖𝑓(𝑎) − 𝑓�(𝑎)‖ + ‖𝑓�(𝑎) − 𝑓�(𝑥)‖ + ‖𝑓�(𝑥) − 𝑓(𝑥)‖ ≤ 2´

3 + ‖𝑓�(𝑎) − 𝑓�(𝑥)‖  
En particulier, via continuité des 𝑓�, on majore ‖𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑥)‖ à souhait et donc 𝑓 est continue en 𝑎. 

 
Définition : 𝒟I ⊂ 𝐸. lim

<→£
<∈¨

𝑓(𝑥) = 𝑙 signifie : 

∀𝜀 > 0, ∃𝛼 > 0 | ∀𝑥 ∈ 𝑋 ∪ 𝒟I , 𝑑(𝑎, 𝑥) < 𝛼 ⟹ ‖𝑓(𝑥) − 𝑙‖ < 𝜀 
Mais en fait, il vaut mieux se restreindre à 

∀𝜀 > 0, ∃𝛼 > 0 | ∀𝑥 ∈ 𝑋 ∩ 𝒟I
̅̅̅ ̅̅̅ ̅̅, 𝑑(𝑎, 𝑥) < 𝛼 ⟹ ‖𝑓(𝑥) − 𝑙‖ < 𝜀 

Car sinon ça met un sacré bazar. 
 
Théorème de la double limite : (𝐸, ‖ ‖) evn, 𝐴 ⊂ 𝐸 et 𝐹  ev de dimension finie (complet suffit). 
Si (𝑓�) ∈ (𝐹 ¸)ℕ telle que (𝑓�)

��S
→→→→

¸
𝑓 . ∀𝑎 ∈ 𝐴,̅ si pour chaque 𝑛 ∈ ℕ, 𝑓� a une limite 𝛾� = lim

<→£
<∈¸

𝑓�(𝑥), alors 𝑓 a 

une limite en 𝑎 et 𝛾 = lim
<→£
<∈¸

𝑓(𝑥) = lim
�→∞

𝛾�  : 

lim
�→∞

( lim
<→£
<∈¸

𝑓�(𝑥)) = lim
<→£
<∈¸

( lim
�→∞

𝑓�(𝑥)) 

 
Preuve : on prend 𝑁  tel que ∀𝑛 ≥ 𝑁 , ‖𝑓 − 𝑓�‖∞

¸ ≤ 7 . On a pour 𝑛, 𝑝 ≥ 𝑁 , ‖𝑓s − 𝑓�‖ ≤ 14  donc 
∥𝛾� − 𝛾s∥ = lim

<→£
‖𝑓s − 𝑓�‖ ≤ 14  et donc ∀𝑛 ≥ 𝑁 ,  ‖𝛾�‖ ≤ ‖𝛾F‖ + 14  et (𝛾�)  est bornée, donc 

𝐴𝑑ℎ(𝛾�) ≠ ø. Si 𝜆, 𝜇  sont deux VA de (𝛾�), soient 𝜑 et 𝜓 les extractrices correspondantes. 
Soit 𝜀 > 0. ∃𝑁 ∈ ℕ | ∀𝑛 ≥ 𝑁 , ∣𝑓�(�)(𝑥) − 𝑓¾(�)(𝑥)∣ < 𝜀. (𝑓� est convergente donc de Cauchy). 

∥𝛾�(�) − 𝛾¾(�)∥ = ∥lim
<→£
<∈¸

𝑓�(�)(𝑥) − 𝑓¾(�)(𝑥)∥ < 𝜀  

Par conséquent, ∥𝛾�(�) − 𝛾¾(�)∥ �→∞
→→→→→ 0 donc (𝛾�) converge vers une limite, que l’on note 𝛾. 

𝛾 = lim
�→∞

𝛾�, donc pour 𝜀 > 0 quelconque, soit : 

𝑁1 tel que ∀𝑛 ≥ 𝑁1, ‖𝛾� − 𝛾‖ < ´
3 

𝑁2 tel que ∀𝑛 ≥ 𝑁1, ‖𝑓� − 𝑓‖∞
¸ < ´

3 
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𝛼 tel que ∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑑(𝑥, 𝑎) < 𝛼 ⟹ ‖𝑓�(𝑥) − 𝛾�‖ ≤ ´
3 

Pour 𝑛 = max{𝑁1, 𝑁2} et pour un tel 𝛼 : 
∀𝑥 ∈ 𝐴, ‖𝑓(𝑥) − 𝛾‖ ≤ ‖𝑓(𝑥) − 𝑓�(𝑥)‖ + ‖𝑓�(𝑥) − 𝛾�‖ + ‖𝛾� − 𝛾‖ ≤ 𝜀. 

 

Remarque : la composition ∘: {𝐿(𝐸)2 ⟶ 𝐿(𝐸)
(𝑓 , 𝑔) ⟼ 𝑓 ∘ 𝑔

 est continue car bilinéaire en dimension finie. Ou bien car 

elle est 1-lipchitzienne pour la norme subordonnée (à une norme de 𝐿(𝐸)): |||𝑢 ∘ 𝑣||| ≤ 1|||𝑢||| × |||𝑣|||, ce qui 
nous donne que ça marche même en dimension infinie.  
 
 


