Espaces Vectoriels

Votre maitre a tous : ‘une famille de n 4- 1 vecteurs dans un espace de dimension n est liée|.

E est un K — ewv.
Définition : f est une forme linéaire si f € L(FE,K).

Théoréme : si G et H sont des supplémentaires de F' dans E, G = H (G et H sont isomorphes).

Preuve :

Soit p la projection de G sur H parallelement a F. p € EF.

Soit ¢ = pﬁg € G est bien une application car p(G) C H et donc p'# = p.

Donc ¢ € L(G, H).

Tout élément de p(G) a un antécédent dans E, mais on doit justifier qu’il a un antécédent dans G.
(p'"™®) surjective # pgr:e(?)
Soit x € G.

¢(r) =0 < p(x) =0 <z € F et comme FNG = {0}

Donc Ker(¢) = {0} donc ¢ est injective.

De plus, pour y € H = Im(p) quelconque, y = p(y). Reste a montrer que y € G.

Y=Yet+Yr

py) =pye) +p(yr) =p(ye) =y € G

Donc y, est un antécédent de y par ¢ et ¢ est surjective, donc bijective, et c’est l'isomorphisme

surjective).

recherché.

Remarques : o Ainsi, si F' sev de E a un supplémentaire G de dimension finie, tous les supplémentaires de
F ont la méme dimension que G.

e On appelle codim (F') = dim (G) la codimension de F' dans E. Si F' n’a pas de supplémentaire de dimension
finie, codim (F') = 400 (soit un supplémentaire de dimension infinie, soit pas de supplémentaire).

Définition : application linéaire par ses restrictions a 2 supplémentaires :
SiF@®G=Fcet Hest un K — ev,

h\F =/

he=9

On note parfois h = f @ g = f o pl¥ + go¢l® avec p et ¢ les projecteurs sur F et sur G.

VfeL(F,H),Vge LG, H),'he L(E,H) | {

Théoréme du rang : pour f € L(E, F).
rg f + dim(ker(f)) = dim E

Preuve : soit H est un supplémentaire de ker(f) dans E. On donc dim H + dim ker f = dim E.
dim(H) = codim(ker(f)) (H existe forcément si on est en dimension finie). Montrons que H = Im(f).

_ pMm(H)
Pour cela, ¢ = frH
Bien stir, z € Ker¢ <= = € H Nker f = {0} donc = = 0 et ¢ est injective.
Et pour y € Im(f) quelconque soit z un antécédent de y par f. . = x5 + x .

est le candidat naturel.

y = f(x) = f(xy) donc x5 est un antécédent de y par f dans H, donc par ¢, donc ¢ est bijective et
H = Im(f).
En dimension infinie :
Sirg(f) = oo, on a 'alternative :
- Ker(f) a un supplémentaire H et on applique la preuve ci-dessus.

- Ker(f) n’a pas de supplémentaire et donc codim(Ker(f)) = oo




Proposition : soit n € N* et, E un espace vectoriel sur un corps infini.
Soient (Ey, ..., E,) tels que E =J_ Ej.
Alors 3k € [1,n] / E = E},.

Preuve : par récurrence sur n. Trivial pour n = 1.

Pour passerdenan+1:si E, C UZ:1 E,. et H, donne le résultat.

Sinon, supposons F # E,, soit x, € E,\ UZ:1 E, et y, € E\E,.

Soient (A, ..., A,yq) deux a deux distinets et (uy)pep ni1] = (Mo + Yo)kep1,nr1)- Soit & € [1,n + 1].
Alors uy, = A\yzy + y, n'appartient pas a E; sans quoi u, — A\ xy =y, € Ep.

Comme on a donc n + 1 vecteurs qui appartiennent a n ensembles (les E,, k # 0), il y en a un (£;) qui

contient deux uy, qu’on note u, et u,.

Alors (A, — \,)zy = u, —u, € E;, ce qui est contradictoire donc E = Ej,

Définition : sous espace vectoriel propre d’une fonction.

Soit E un K-ev et f € L(E).

Pour A € K, E\(f) :=ker(f — Adg) ={z € E| f(zr) = Az} est un sev de E.

C’est le sev « propre » de f par A. A dire vrai, il n’est propre que si E,(f) # {0} (id. est f — Aldy est non-
injective). Mais en général, ce n’est pas le cas.

Définition : sp(f) = spec(f) := {\ € K/E,(f) # {0}} est le spectre de f.
Définition : une valeur propre de f est un élément du spectre.

Un vecteur propre de f est un vecteur x non-nul tel que (I‘, f(:L’)) liée, soit AN € K/ f(z) = Az.

L’ensemble des vecteurs propres est

UE)\(f)\{OE}: U E)\(f)\{OE}

AeK AeSp(f)
Remarque : un vecteur propre n’est pas nul mais une valeur propre peut 1'étre.

Théoréme : des sevs propres sont toujours en somme directe.



Dualité

E* := L(E,K) est l'espace des formes linéaires sur E.
C’est le dual de E. En algebre linéaire, E* # E\{0}.

Théoréme : (Si H hyperplan de E. codim H = 1) Les propositions suivantes sont équivalentes :
e H hyperplan de E.

e Tout supplémentaire de H est une droite.

e Vue F\H, H®Ku=FE (et E\H # ¢).

e H est le noyau d’une forme linéaire non-nulle.

o H est un sev strict maximal pour U'inclusion. (si H C F, F = E)

e Yu¢ H, ¢ € E*/kerp = H et ¢(u) =1

Proposition : Pour f,g € E*Q\{OE*}7 f et g colinéaires <= ker f = kerg.

Remarque : « hyperplan <+ noyau d’une forme linéaire non-nulle » est un réflexe.

Formes linéaires sur KP

Par défaut, on identifie K a 9, ,(K) (on écrit les coordonnées d'un vecteur en colonne).
Au passage, pour pouvoir économiser du papier, on écrit & = (x, ... ,l‘p)T pour que ce soit quand méme une

colonne.

P
Proposition : les formes linéaires sur KP sont les {¢,,A €K’} , ou QSA:{[E(
5 { KP — (KP)* )
aq,...,Q T °
( Loees ") (xl,...,l'p)T = Zzzlakl‘k

p p\*
Plus encore : {IK — (k)
A = P,

est un isomorphisme.

Remarque : par conséquent, H est un hyperplan de KP < JA € W\{Op} J/H = ker ¢, soit :

Ty
: p _
S0 Ay) € KA(0,) tq H = { (g; ) K/ Y N = O}

P
Deux équations définissent le méme hyperplan <= elles sont proportionnelles.
Remarque : en dimension finie, tout sev a un supplémentaire donc pour un u € E\{0}, Ku a un
supplémentaire H qui est un hyperplan de E. Donc y’a une forme linéaire ¢ telle que ¢(u) = 1.
En dimension infinie, ¢’est moins évident (mais vrai quand méme) mais c’est inutile dans certains cas :
E —
T

« Si B =C%a,b],R), Vf € E non constante, ¢(g) = Lb fg est une forme linéaire telle que ¢(f) # 0.

R
e Si (| ) est un produit scalaire sur E, (u| ): { (ulz) est une forme linéaire non nulle.

.- . ’ E — KP o,
Proposition : soit (fi,..., fp) € E*P et h: {1: = (f (), ,fp(:t?))' F est linéaire.

h surjective <= (f, ..., f,) libre

Er - KP . ;
Fom (fl@y), e, f(z,) ot (zy,...,3,) € EP.

h surjective <= (x4, ...,,) libre

Version duale : h: {




Preuve (& connaitre) :

« Tout sev strict (en dimension finie) est contenu dans un hyperplan :
SidimE =n,dmF =p <n.

Alors si (eq, ...,ep) est une base de F, on la complete en (eq,...,e
vect(ey, ..., e, 1) = H est un hyperplan qui contient F.

,€,) base de E |

py e

e h non surjective <= Im h est un sev strict de KP <= 9H hyperplan de K? tel que Imh C H < Jdp €
P
KP* | H=kery et Imh C H <= JA € K? tel que notant ¢, : ke = K Imh C H =ker¢,.

X B ATX
Or Imh= {(fk(x)) | x € E} donc h mon surjective <= 3JA=(A,..,\,) |VzeE |
22:1 Arfe(x) =0

ke[l,p]

E KP
Remarque : V(¢;,...,¢,) formes linéaires de E , si gb:{fv : (&, (2) ¢ (z)) alors
(), 0,

ker ¢ = ﬂzzl ker ¢, qui est une intersection de p hyperplans.

Plus généralement, si F' est une intersection de p hyperplans, codim F' < p.

(Lorsque l'intersection de p hyperplans Hy, ..., H, est de codimension p exactement, ces hyperplans sont dits
en « position générale ».)

Si codim F' = p, F est l'intersection de p hyperplans en « position générale » et p hyperplans noyaux des

formes non-nulles (¢1,...,¢,).

Soit H(F') I'ensemble des hyperplans contenant F' et G = () Hen(F) H (qui est un sev contenant F.).

Siug_fF,y’aunHeH(F)tqugéHdoncu%GetGCF.:>F:ﬂH€H(F>H

Question subsidiaire : F' sev strict de E, (uq, ... ,up) € E\F.
Montrer que : y’a un hyperplan H qui contient F' et aucun u,. (Lemme d’évitement). (Est dans la feuille

d’exos).

Proposition : soit (Hy,..., H,) hyperplans de E. codim ﬂzz1 H,, < p avec égalité SSI Vk € [[2, p], ﬂi:ll H, ¢

H, (siles H, sont en position générale).

Preuve (manque des bouts...) (..des gros bouts, méme):

E KP
On prend Vk € [1,p] ¢, € E*/H; =ker ¢, et ¢ = {x : (1 (), "'7¢p<l‘>).

Donc codim ﬂzz1 H), =1g(¢) < p puisque Im ¢ C K?. Avec égalité SSI Im ¢ = K SSI (¢, ) ke, libre.

De plus, (¢k)ke[{1,p]] libre < (d)k)keﬂl,pfl]] libre et ¢, ¢ VeCt(‘ﬁk)ke[quﬂ-

Lorsque  (¢y,) libre, on a {E - ke surjective et  également :
kel T z o (G(@), By (@) g |
. —1

codim(}~ Hy=p—1.

Preuve manuelle : prendre un F' de codimension g, et montrer uniquement avec la définition des

codimensions et le fait que « H hyperplan <= codim H =1 », que :

Ou bien F' C H et codim F N H = codim F'.

Ou bien F ¢ H et codim FFN H = g+ 1 et ¢a récure.

Dans 'autre sens :



Soit F' de codimension p. Montrons que F' est l'intersection de p hyperplans bien choisis, qui sont donc
en position générale.

Soit B = (e, ..., ep) une base d’un supplémentaire G de F'.

Soit Gk = VeCt((ei)ieﬂLPH\{k}).
H, = F & G}, est un hyperplan de qui contient F. (G = G, & Ke,, donc F & G, ® Ke,, = F)
H

On a évidemment F' C (,_ H,.
Preuve fausse : si F’ = Zlek, ona F&@G=F @®&Get FCF donc F=F. (Attention : F' ne
contient aucun des e, => F' NG = {0} est faux a priori.)

Preuve juste : soit x € F.

P

x € H, donne x =xp + > i1 )\i,kei = Zfﬂ
ik

x € Hy, donne z =2’ + Zf,l Ai k€

Or F & G = E, par unicité de la décomposition de = sur F et G, 2 = o7 et Zle i g€ = Zle A k€

Ai’kei avec Ak,k - 0

Et comme (e, ... ,ep) libre, Vi, A; , = A; ,, F' ne contient aucun des e;.

i

Donc en fait la preuve fausse fonctionne en ayant justifié ' NG = {0}.

Proposition :si E =@  F,=E;® (@fl Ei>, posons F; = @i=1 E; et Vi € [1,n], posons
B i+ i#]
bi =PE,//F;
Les (p;);eq1,n) sont les projecteurs « associés a la décomposition de E en somme directe ».

On a alors : Z?:lpi = Idg et ¥(i,j) € [1,n]?* i # j=>p;op; = 0pp

Preuve :
V(i,j) € [1,n]? sii#j: E; =Imp; C F; =kerp; donne p; o p; = 0p,p
Va € E, soit (2;);ep1 ., le n-uplet de H:L:l E, tel que x = Z?:l x;.

x; € B, =Imp, & p,(z;) =z, et donc
> pix)=>p, (Z%) = Y biep)(x) =Y pyp(x;) ==
i=1 i=1 j=1 (i,5)€[1,n]? Jj=1

Donc Z:L:lpi = Idg

Réciproquement, si py,...,p, sont n projecteurs de E tels que Z:;l p; = Idp et ¥(i,7) € [1,n]?, i+
J=>p;°p; =0
Alors, posons Vi € [1,n] E; =Imp, et F; =kerp, (E; ® F, =FE).
Pourx € E, x = Z?lei(x) et Vi € [1,n],p;(x) € E; donc £ = Z?:l E,.
Montrons que cette somme est directe :
Posons : G; =Y j-1 E;
JFi
V(i,j) € [1,n]?,si i # j : Imp,; C kerp; = F; donc G; C F;.
G,NE; CF,NE; =kerp, NImp, = {0}
Donc E; & G, = E est directe donc E; @ F, = F = FE, ® G, et G, C F, donc F;, = G, et Vi, p,(z) € E,,
kerp; = Z;;Z Im p,

Rappel : Si FEG=FdG et GC G, G=G'
Preuve :
x € G’ s'écrit x = xp + v mais lors zp est nulle a cause de la deuxieme somme directe, donc x € G.
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Bases duales

FE est un K — ev de dimension n.
B = (eq,...,e,) est une base de E.

E — K o o s . .
Pour chaque k € [1,n], notons ;: {x () lapplication (linéaire) qui a x € E associe sa coordonnée

= (T

sur e;, dans B. Autrement dit, Vo € F,x = Z:Zl v (x)e, puisqu’il y a existence et unicité de 1'écriture de z
comme CL d’éléments de B.

De plus, pour k € [1,n], si

0p = Z T
0= (Z Hz%) €x) Z#z% er) = teVk(€r) = Hyey

Donc i =0
Ainsi, la famille des (7;);ep1 , est libre et dim E* = dim L(E, K) = dim E'dim K = dim £ donc c’est une base
de E* dite base duale de B et notée B* = (7;);eq1,n]-

E — K™

x — ses coordonnées dans
_>

que (frr e fu) (@) = (f1(2), o fo(x)). Ainsi, B°: {f - (71(:5)’[5‘,%@))

n—uplet appliqué
a4 un vecteur

Note : dans les polycopiés, on a noté B*: { mais c’est la méme chose si on considere

Remarque : lorsque B = (e, ..., e,) est une base de E, on note pour la k-ieme coordonnée v, dans B e}. Et

donc, B* = (e}, ..., €}), et e} (x) = coordonnée de x sur ey,.

Théoréme : soit B = (ey,...,€,) € E" et I' = (v, ...7,,) € (E*)" avec n = dim E.
Sans méme supposer B ou T libres ou génératrices, si V (4, j) € [1,n]?, ’yi(ej) = 4, ;, alors B est une base de E
et B*=T.

Preuve : si Z:;l Nie; =0g, Vj e [1,n], %_(Zn Aie;) = 0
Mais également : 'yj(Z:L €)= Z L ivs(e Z Ai0; ;= A; donc \; = 0 donv B est libre et de
cardinal n donc c’est une base de E. On a deJa vu que le méme argument donne I libre donc base de

FE*. Enfin, on montre mais pas le temps de copier que I' = B*.

Base anté-duale

Soit I' = (74, ...7,,) une base de E* (dim £ = dim E* = n).
Y-a-t-il et comment trouver une base B de F telle que B* =T 7 Oui, et elle est unique.

E — K"
Preuve : comme ¢: {x o (11(@), e s (@) est surjective (car (7y,...7,) libre) et dim F' = dim K",
¢ est un isomorphisme. On cherche donc B = (e, ..., ¢e,) € E™ telle que V(i,5) € [1,n]?, vi(e;) =
51‘7]‘, ld eSt V] € [[1,”]], ¢(6]) — (51'7]')]‘6[1’”]], ld eSt Bj — ¢71((5’i,j)j€ﬂl,nﬂ) — gb (C]( ))
Ainsi, B= (¢ *(C,(1 ient.
insi, (qf) (Cy( n))>i€H17nH convien




Cette preuve est conceptuelle et donc non-constructive. Voici une preuve constructive :

Preuve : dans le cas ou FF = K" :

P
Les formes linéaires sur K" sont les ¢, : [I;( : Agf X
a g
On a donc, pour (v, ...,7,) € (K")")"/ v, = ¢4, 00 4 = ( : ) e K".
an,k

Et (74,...,7,) libre & (A, ..., A,) libre <& (posant A = (A, ...|4,,) (la matrice des colonnes))
rg(A) =n & A e GL,(K).

Lk
On cherche alors | X, = ( : € (KM)™ tq V(i,j) € [1,n]*v(X;) = AT X; =6, ;.

L,k
" kel1,n]

Autrement dit, si X = (X,|...|X,,), V(i,7) € [1,n]?, C;(A)" « C;(X) =6, ;.

Bref, on cherche X tq (ATX), ; =46, ; ,soit ATX =1,

Il y en a une et une seule, A étant inversible : X = (A1)T

Si vy, = @4, , la base anté-duale est (C;(X));eq1,n]

Dans le cas ou E # K" : soit B, est une base de E. Si A, = Bj(7y;) et que A = (A,|...]4,,) et que M =
(A7H)T 1a base anté-duale de T = (7, ...,7,,) B = (ey,...e,) est celle donnée par Bj(e,) = Cp((A™1)T)
via le processus précédent.

Sous-corps et sur-corps

Définition : L est un sur-corps de K si K C L et L est un corps.

Proposition : soit L un sur-corps de K. Si £y = (E,+,x) est un L — ev, alors Ey = (E, +,X) est un K — ev.

De plus, L est un K — ew.

Proposition : soit L un sur-corps de K. Si dim; £ = m et dimy L = p, alors :
dimy F = dimy Ldim; £ = mp

Remarque : si E est un C — ev de dimension n, c’est un R — ev de dimension 2n. En effet : si (e, ..., e, ) est
une C-base de E, (eq,...,€,,1i€eq, ..., ie, ) est une R-base de F.




