Espaces préhilbertiens réels

Définition : un produit scalaire sur un R-ev F est une forme bilinéaire symétrique définie positive, i.e. toute
application ( | ): E? — R telle que :

« Bilinéarité : V(z,y,2) € E3 V(A u) € R: Az + pylz) = MNz|z) + plyl2).
o Symétrique : V(x,y) € E? : (z|y) = (y|z).
 Définie (= séparation) : Vo € E : (z|z) =
 Positivité : Vo € E : (z|z) > 0.

0<=2=0g

Définition : un espace préhilbertien (£, (| )) est un R espace vectoriel muni d'un produit scalaire ( | ).
Si, de plus, F est de dimension finie, ¢’est un espace Euclidien.

Proposition — définition : le produit scalaire canonique est défini par : VX = (z;);c,, ER", YV =
(Yi)icping € R”

(0l = 2y = XY

Définition : produit scalaire de Frobenius ( = produit scalaire canonique sur 9, . (R)).
. m,,.(R? — R
Frov 1 (A,B)  +— tr'AB
Proposition — définition : une base B = (e, ..., ¢,) est orthonormée si : V(i, j) € [1,n]?, (¢;|e;) =6, ;

Remarque : pour B = (e, ..., e,) une base quelconque, posant ( | )z: (z,y) = (B*(z)|B*(y)), B est une base
orthonormée pour ce produit scalaire — en choisissant le produit scalaire, toute base peut étre orthonormée.

Proposition — définition : soit I intervalle réel non-dégénéré.
o« L2(I,R)={f e C°(I,R) | f> € L'(I,R)} est un sev de C°(I,R)
¢ On le munit du produit scalaire :

L>(I,R) — R

(e (f9) +— /fg

Remarque : /!

alors : ||f| =0 < f1f2 =0 < f est nulle la ou elle est continue.

la séparation n’est pas vérifiée pour les fonctions uniquement continues par morceaux, car

Proposition — définition : soit I un index.
o P(I,R) ={(a;)ic; | (a?) € I*(I,R)} est un sev de RY
¢ On le munit du produit scalaire :

2(I,R) — R
L {((ai)ieb (0;)icr) Zaibi

il
Proposition : pour (z,y) € (E, (| ))?*:

crly=fz—y|=|z+y| Rectangle

szl =yl =r+y Lr—y Losange

o« lz+yl? + e —yl* = 2(|=* + y1*) Parallélogramme
o (zly) =52+ ol — |=I* = lwI*) = 3 (= + yI* — = — yl*) Polarisation




Théoréeme de Pythagore : si (z4,...,2,) € (E,(]))" sont deux a deux orthogonaux :
n 2 n

Yool =D lmlP+2 Y an\?

k=1 k=1

(i#5)€l1, nl]2 - VO
la réciproque et fausse lorsque n > 3!

Définition : 'orthogonal d'un sev A de (E, (| )) est :
t={zeE|VacAalzl={z€E|VYacAuxcker(a| )} = [)ker(a )

acA

Corollaire : on en déduit immédiatement que A* est un sev fermé de E car (a| ) est continue.

Remarques : o L en général, si dim E = oo, F*+ & F sinon on aurait F' systématiquement fermé en
dimension infinie, ce qui est faux.

« En revanche, on a toujours A C A+,

o Al = (vect A)L. Par conséquent, pour (e,,...,e, ) base de F', F+ = ﬂie[l,n]] ker(e;| ).

ef
Propositions : AJ_B<d:>V(:L’,y) €AxBxly<>ACB' < BcC A"
« En dimension finie, F @ F+ = F
« Soit p le projecteur orthogonal sur F. Soit € E : d(z, F) = d(z,p(x)) = |z — p(z)|

¢ Toute famille orthonormée de vecteurs non-nuls est libre.

E E*
: @|) est un isomorphisme de E dans E* (cf. infra théoréeme de Riesz).

Vee B,z = Zzzl@‘eﬁ i» s0it B*(x) = ((z|e;))ieq1ng
Soit f € L(E,F), B=(e,...,¢,) BONde E et C = (51,..., m) BON de F. Alors :
Mat f = [ (f(ej)>]

e En dimension finie, ¢: {

(i) el1,n]x [1,m el cpenspam

Théoréme : soit (E, ( | )) un espace euclidien.
3 base (e, ..., ¢,) de E | V(i,j) € [1,n]?, (e;|e;) = ;

’L?j.

La preuve est sans le procédé de Gram-Schmidt par récurrence sur n.

Méthode : orthonormalisation de Gram-Schmidt. Soit (E, ( | )) espace euclidien et (eq, ..., e, ) base de E.
Posant Vk € [1,n] :

k—1
€ — Zizo (u;le;)u;

Uy = 1
||€k - Zizo <Ui‘€z‘>“i||
Alors V(i,5) € [1,n]?, (e;]e;) = &, ; (orthonormée directe)
(Uyp, ... ,un) est I'unique base orthonormée directe de E telle que Vk € [1,n], vect(eq, ..., e;) = vect(uy, ..., uy,).

Théoréme de représentation de Riesz : soit E euclidien et ¢ € E*.
dlae E | Vo € E,¢(z) = (a|z)

Preuve : soit (e, ...,e,) BON de E. Soit a = Zk L p(€ex)e. On remarque que Vi € [1,7n] :
(ale;) = 22:1 oler){exle;) = Zk:l pler)0r; = ple;)

Par conséquent, x = (a|z) coincide avec ¢ sur une base et elles sont égales.

Si a et a’ sont tels que Va € E, p(x) = (a|r) = (a'|z) :

(a—dla—a') = (ala) — (@'[a) — (ala’) + (@'[a") = ¢(a) — $(a) + pla’) — pla’) =0 = a = @




Pré-théoréme de Parseval — Bessel : soit (E,( | )) préhilbertien et F' sev de dimension n de E. Soit
(éy,...,e,) une BON de F.

« FOF =FE

s Vo € E, ppip- (z) = Zzzl@k‘@ek

« Vo e F, Zzzl(ek\@z < ||| Inégalité de Bessel

« Vz € E, Y (epla)? =|z|* <=z € F Cas d’égalité de Parseval

Preuve : pour les 2 derniers points : soit € E. Les vecteurs Z:Zl(a:\ek>ek et v — Z:Zl(x\ek>ek sont
orthogonaux. Pythagore :
<ZZ 1(“"“% €k |$— ZZ 1<x‘€k>€k> = Zzzl@‘(x‘% €r) ||Zk 1 (zlex) ekH =0
|z|? = ||Zk (zler) Ve P+ o =X _(xley) Vel = Z:Zl(a:\ek + ||x—zzzl(z\ek)ek||2.
" )=F.

En particulier, Zkzl(:r\ek) < HJ:H27 avec égalité ssi x € vect(ey, ..., e,

Théoréeme de Parseval — Bessel : soit (E,( | )) préhilbertien. Soit I dénombrable et (e;),.; famille ON
(donc libre) de E. Soit F' = vect(e;);c;-

« Vz € B, ((e;]2)?)ser € 11(I)

« Vzx e F, Zkel<ek‘x>2 <||z|I? Inégalité de Bessel

e Ve B,y (efa)’ =|a]? =z eF Cas d’égalité de Parseval

(Bribe de) preuve : 3(I,), o € P,(I)N | Vne N, I, C 1, et I = U, cpIn (Par exemple pour I =
{iy, k € N}, prendre I, = {i;, k € [0,n]}). Soit une telle famille.

Pour chaque n, on pose F, = vect(e;,i € [,)). OnaVn e N, F, C F, ., et dimF,, < oc.

Pour z € F, 3(\,);c; € R telle que z = Do N€ =20 )\-ei avec J, ={iel |\ #0}.

Pour chaque i € J,,3In; € N [ i € I,, . Soit N = maxn,. A1n51 :

i€y
x = Zz‘er A = ZZ_GIN Ne;, € Fy
Par conséquent, Vo € E,IaN e N |z € Fy <= F = UHGNF

Remarque : on a toujours |p(z)|| < |z|| donc |||p||| < 1 et les projecteurs sont lipchitziens, continus...

Définition : on dit que la famille ON (e;),c; est totale/complete/une base hilbertienne de E
lorsque vect(e;),c; est dense dans F <=  Vz € E, Ziel(ei\x)Q = |z|? Parseval pour tous
<~ Vxz€E, ||:c — ZZ (:L’\ek>ek||2 —0
=0 n—oo

. Iz
<~ Vx€E, Zkzo(x\ek>ek — 0

Remarques : /! on ne peut écrire ZZ‘i 0($\ek)ek si le support de la famille n’est pas fini, car il n’existe de
combinaisons linéaires infinies. De méme que x = vect(e;,7 € N) n’a pas de sens.
Par exemple, lorsque I'on parle de polyndmes, on a une base (X*),., de R[X] mais un polyndme a un degré

fini ! II ne s’écrit jamais >.°° a, X™ avec a,, non presque-nulle. Sinon, ¢’est une série entiere.
n=0

Exemple : E = [?(N,R) est 'espace des suites de réels de carré sommable.

Soit ey, = (3 )ien € 2(N,R). Alors puisque (e, |e;) = > ien 0ik0ij = 0y 5 (€)) est ON.

Soit (Fy,) = (vect((e;)ic[1,n]))nen» suite d’ev de suites presques nulles a support de plus en plus grands, et F
leur « limite » ('ensemble de suites, quoi..).

(e;,) n'est pas une base de E, mais une famille totale/compleéte.



Définition : les polynomes de Legendre sont les (L,,),c, orthonormalisés de Schmidt de (X*), ., pour le
RX]? — R

produit scalaire {(P,Q) — fH’l]PQ'

Remarque : ¢ Le théoreme d’approximation polynémiale de Weierstrass donne que R[X] est dense dans

C°([—1,1]) pour la norme infinie. Mais puisque || f||3 = L11 < Lllﬂfﬂgodt = 2||f|%, alors R[X] est dense dans

C°([—1,1]) pour la norme définie ci-dessus.

12 oo

|
o En général, (Zzzo(f\Lk>Lk) —— f n’entraine pas (ZZ:()(f‘LQLk) — f, mais (sans démonstration) si

n— n—oo
f € C2, cest vrai.

Définition : on note E,, un espace euclidien orienté de dimension n. Les groupes orthogonaux sont :
0,(R)={MeM,(R) | ‘MM =1,}
O(E) :={f € E¥ | VY(z,y) € E? (f(2)|f(y)) = (z|y)} = {f € L(E) | Vz € E,|f(2)] = ||}

Proposition : soit F euclidien f € O(E) <= l'image de toute BON par f est une BON
<= pour toute BON 3B, Mzgxt feO,(R)

Proposition — définition : soit M € O,,(R). Alors det M = +1 car (det M)? = det 'MM =det I, = 1.
SOE):={f€O(F) |det f =1} et SO, (R) :={M € O,(R) |det M = 1}.
Ce sont les groupes spéciaux orthogonaux.

e (O(FE),0) est un sous-groupe de (GL(E),o)
e (0,,(R),x) est un sous-groupe de (GL, (R),x)

Remarque : on ne s’intéresse pas a l’ensemble des endomorphismes de déterminant —1 car n’étant pas stable
pas X (le produit de matrices de déterminant —1 a pour déterminant 1), il ne forme pas un groupe.

Théoréme :

50:0) = { (59 ooy ) 7<)

e (AR

Corollaire : SO,(R) est un groupe abélien (commutatif).

Soit B et B, deux BOND. On en déduit que pour f € SO(E,), soit My = 1\/2[3at fetM,= h%at B.
0 0

MBat f= M;lMqu, = M;leMg = M, — f a la méme matrice dans toutes les BOND.
L. Ceci est faux en dimension supérieure.

Proposition : soit f € O(E).
« spfC{-11}

o si F stabilise f, F* aussi.

« si F stabilise f, f|; € O(F).



Preuve : o siz # 0, f(z) =z = |A||z]| = ||f(z)]| = |z| = A = £1.

o pour y € FY Vo € F,(f(y)|f(x)) = (y|x) = 0 donne f(y) € f(F)*. Mais f(F) C F et f € GL(E)
donc dim F = dim f(F) donc f(F) = F et enfin Vy € F4, f(y) €*.

o si F'stable par f, Vo € F, | f(z)| = |z| donc frrg € O(F).

Corollaire : soit f € O(FE,,). 38 BOND de E,, telle que :

L, 0 0
0 —I, - :
Mpf= | My
. . . O
0 0 M,

Définition :

S(E):={f € L(E) | Y(z,y) € E? (f(2)ly) = (=|f(y))}
A(E) = {f € L(E) | Y(z,y) € B? (f(2)]y) = —(2|f(y)
S, (R)y:={MeMm, (R)|'M=DM}

A (Ry:=={MeM,(R) | "M =—-M}

)}

Proposition : pour B BON de E de dimension n :
f€O(F) = Mﬁtf € 0,(R)

fEeSE) <= Mgtf €S,(R)
feAFE) = Mgtf € A, (R)

Théoréme spectral : A € M, (R) est ortho diagonalisable <= A € S, (R) <= il y a une BON de vecteurs
propres de A. Les matrices symétriques réelles sont les matrices ortho-diagonalisables.

Preuve :
« Pour A€ S, (R), A€M, (C) donc elle a une valeur propre A € C et un vecteur propre X € ES(A).
AX =2AX = IXA='X'A=MX = XA=2X = X4 =2X = 'Xax =N'XX

— ANXX =NXXx
21

Notant X = ( : ), XX = Zzzl\zk\Q #0donc A=X= AR
Z?’L

On en conclut que spp A = spy A.

o« Soit f € S(E) et F stable par f. Alors F* est stable par f car pour y € F*, Vz € F, (f(y)|z) =
(y|f(z)) =0 car f(x) € F et donc f(y) € F*.

e On montre le théoreme spectral par récurrence sur n = dim F.

n =1 : trivial.

n > 1 : et supposons le résultat vrai en dimension n. Soit E de dimension n + 1.

Soit f € S(E), A € sp f et e, un vecteur propre de f pour A normé.

On a donc eyR stable par f donc F = (e,R)* aussi et dim F' =n. Soit donc (eq,...,e,) BON de F
constituée de vecteurs propres de f.

Puisque e, est orthogonal & tous les vecteurs de F' donc en particulier a ses vecteurs de base, (e, ..., €,,)
est une BON de E diagonalisant f.

Réciproquement : si f est ortho-diagonalisable, soit 5 une BON telle que D = Mzgxt f est diagonale. D

est symétrique donc f est symétrique.



Proposition — définition : (HP) Soit (£, (| )) euclidien et f € L(E).
dlg € L(E) | Y(z,y) € E* (2]f(y)) = (9(=)]y)

Ce g est dit adjoint de f et est noté f*.

Preuve : soit B = (e, ...,e,) BON de E et (f,g) € L(E)%.
On pose A = Mgtf et B= Mgatg.
V(z,y) € E? :
* * t * *

(zf(y) = {g(@)ly) = "B (x)AB*(y) = (BB (x))B"(y)

= 'B*(2)AB*(y) = 'B*(x)'BB*(y)
Cela équivaut a : V(X,Y) e M, (R), ' XAY = 'X'BY
En appliquant cela aux L;(I,,) = X et C;(I,,) =Y, on trouve que cela équivaut a ‘B = A.

L’adjoint est donc I'unique endomorphisme défini par M;t g= tMEat f dans une base B ON.

Exemples :

« Si f € S(E),V(x,y) € E*, (f(2)|y) = (x| f(y)) donc f* = f.

« Si f € A(E),¥(x,y) € B2, (f(x)ly) = ~{elfly >> donc f* = —f.

« Si f € O(E),¥(x,y) € B (x| f(y)) = (f(F7"(2))|f () = {7 (2)]y) donc f* = f.

Dans ces trois cas, on remarque que fo f* = f*o f.

Définition : ¢ f € L(FE) est normal si fo f* = f*o f.

o f€S(E) est positive si Vz € E,(f(x)|x) > 0. On note ST(E):={f € S(E) | Vz e E, (f(x)x) >0} et
S (B) = {f € S(E) | Yo € E, (f(x)|z) > 0},

e« A€ S, (R) est positive si VX € R", *XAX > 0. On note S,/ (R):={A €S, (R)| VX € R",’XAX > 0} et
SIT(R):={4€S,(R) | VX € R"\{0},"XAX >0} = S} NGL, (R).

Remarque : « Evidemment, f € S*(F) < Mgtf €SHR), fe STHE) = MBatf € S (R)
E?  — R

(z,y) — (z[f(y))

bilinéaire. Si de plus f € S(E), [ | ]; est symétrique. Si de plus f € S*(E), [| ] est positive. Si f € ST (E),

[ | ] est aussi séparée et donc f € STF(E) <= [| | est un produit scalaire sur .

L(E) — Bil(E%R)
o= [1]f

« En fait, pour (£, (|)) euclidien, et f € L(E), si on pose | | ]f:{ []]; est une forme

o Exercice : montrer que { est un isomorphisme de R-ev.

Exemple : soit (F,(|)) euclidien. Soit u € S(F) et v € ST (E). Montrons que u o v est diagonalisable.

E? — R . . . .
Soit { , qui est un produit scalaire. Soit (z,y) € E?.
L <xy>H<<>(=E<<>\>q b )
S

v
[w(v(@))ly], = (u(v(z))v(y) (@) ule()) = [u(o(y))]2],

u o v est symétrique pour [ | ], donc il est ortho-diagonalisable par le théoreme spectral.

Proposition : soit (E,(|)) euclidien et f € S(E).
e fESHE)<=spfCR,
s fESTH(E)<=spfCRL

* min(z|f(z)) € sp f

* max(z|f(z)) €spf

+ max A = max(zl f(@)) = Il

Aesp f ll=1



Preuve : o SiA€spfet fe ST(E), pour x € E\(f)\{0}, (z|f(x)) = (x| \z) = A|z|* > 0 donc A >0
et sp f C R,. Idem pour S**(E) avec des inégalités strictes.

Réciproquement, soit (e, ..., e, ) une BON de vecteurs propres de f (théoreme spectral). Vk € [1,n],
fler) = Apeset MBatf = diag(Ay, ...y A,)-

SispfCR,,pourz € E, z= ZZ:1 xpe, = f(z) = 22:1 x fley) = ZZ:1 ApTe. et done

(x|f(z)) = ZZ:1 A\72 >0 done f € ST(E).

On déduit les autres propriétés de (z|f(x)) = Y7 | Ao T3

Proposition — définition : racine carrée dans ST (FE), S} (R).
Pour f € ST(F) (resp. A € S} (R)) :
dlge ST(E) |g* = f
M e SHR) | M2 = A

Puisque cette racine carrée est unique dans S*, on peut noter g = v/f et M = /A.

Preuve :
o Existence : soit A € S} (R). Soit P € O, (R) | P"YAP = D = diag()\, ..., \,,). Comme A € S (R),
Vk € [1,n], A\, € R, et posant A = diag(\/)\T, s \/E) et M = PAP~!. D’une part :

e M?=PA’P1=A

« ‘M ="PAP)="P ' A'P = PAP™' = M donc M € S, (R). De plus, spM = {/A;,k €
[1,n]} C R, donc M € S} (R).

o Unicité : rappel général :
Si f est diagonalisable, notant pour A € sp f, m, le projecteur sur E, (f) parallelement aux autres :
Ve e E,x = Z/\Gspfw,\(x) = f(x) = Z/\espf)\m\(:z:) = f= ZAespf)m)\. Fin du rappel
Soit f € ST(E). Sige ST(E) tel que g2 = f, alors, pour A €spg et x € E,\(g), ¢°(z) = N2z = f(x)
donc E,(g) C E\2(f). Sur R,, A A? est bijective. Or sp f CR, et spg C R,.
On a donc :
E= @)\esng/\(g) = dim F = Z)\espgdimEx(g) <>
= Z)\ESpgdimE/\z(f) —dimE,(g) =0
>0
Comme on a déja une inclusion, pour tout A € spg, F,(g) = E\2(f).

gdimE/\z(f) =dimFE

AEsp

« Fin classique : on a donc sp f = {\?, A\ € spg} et spg = {/it, u € sp f}. Les projecteurs orthogonaux
sont donc les WLf ) = 7'('%.

Enfin : g =3 Aespg)ﬁr%\ = ZuGSp ; \/;_mibf Vet g est donc exprimé en fonction de f et est unique.

e Fin alternative trop oufdingue :

Soit L le polynéme d’interpolation qui pour A € sp f prend la valeur v/A.

Soit M une racine de A dans S, (R).

Alors A et M commutent donc sont simultanément diagonalisables et donc 3P | M = PDP~!, A =
PAP7'. E\(9) = E\2(f) donc A = diag()y, ..., A,) = D? avec D = diag(\/Aq, ..., /A,)-

L(A) = L(PAP') = PL(A)P~! = PDP' = M

M est donc défini de maniére unique comme L(A) (on aurait pu prendre un autre polyndéme

d’interpolation mais il aurait pris la méme valeur en A).

Décomposition QR : soit A € GL,(R) : 3(Q,T) € O,(R) x T, | A=QT.
(C’est 'interprétation matricielle de I'orthonormalisation de Gram-Schmidt).



Décomposition polaire inversible : soit A € GL,(R) : 31 (©,5) € O,(R) x S;*(R) | A=QS.

Preuve :

« Existence. ‘AA € S (R). Soit S = \/*AA € S, (R) son unique racine carrée. Comme A est inversible,
S Vest aussi.

ASTHHAS™) = ASTLIST1A = A(S?) 1A = A("AA) "M A =T, donc AS™! est orthogonale.

o Unicité. Si (©,5) € O(n) x SST(R) | A=QS, alors 'A = SQ ! donc 'AA = S? mais comme ‘AA

est symétrique positive, elle a une unique racine carrée dans S (R) qui est donc S.

Q= AS~! assure son unicité.
Décomposition polaire : soit A € M, (R) : I(2,S5) € O,,(R) x S} (R) | A=QS.

(Esquisse de) Preuve : O,(R) est compact et S;(R) fermé. On applique donc le résultat de la

décomposition polaire inversible & une suite de matrices inversibles tendant vers A. On a alors A =
lim A, =1im Q, S,
koo koo

On extrait de (£2;) une suite de matrices orthogonales qui converge vers {2 et on conclut avec S, =

', A, qui a donc une limite dans S;f (R). On a perdu l'unicité en devant prendre une suite extraite.
Décomposition Cholesky : soit S € SF :d3T e T= | S =

Preuve supposant 'existence de la racine carrée et la connaissance de la décomposition polaire :

Soit A € S+, Elle a une racine carrée. Soit M = /A € S+, Via QR, soit Q, T telles que M = QT.

M="'M.A=M?*="'MM ="QT)(QT) = 'T('QQ)T = 'TT.

Déterminant de Gram : Soit (E, (|)) préhilbertien et (x4, ...,z,) € E™. F, = {0} ; F}, = vect(zy, ..., x}).

(@y|zy) - (@]z,)
On note G(zq,...,x,) = [<xi|xj>](i7j)€H17nH2 et G =det §(zy,...,z,) = : B
o <$n‘x1> <l‘n‘xn>
G(xyy.yx,) = H d*(zy11, F),)
Preuve : en admettant que (x4, ..., z,) libre <= G(z4,...,x,) = 0.
Soit p le projecteur orthogonal sur vect(xy,...,x,_;)
La derniere colonne du déterminant de Gram s’écrit :
(21]2,) (21]2,) 0
(o) | T | ) | 0
., Ip(z,)]? e, = ()]
En utilisant la linéarité du déterminant par rapport a la derniere colonne :
(Tylzy) o (z]mny) (y|z,) <$1!~’C1> <5131|5?n—1> 0
G ) =l ) @anlwe) @le)| @) s okl 0
O N N (1 IO R N N R EO e

(Tylzy) o (zilTny) <$1|~"3n>
(xn,‘l|x1) <17nfli33n71> <$n71|xn> =G(zy,...,x, 1, p(x,)). Mais comme p(z,) € vect(zy,...,z, 1),

e o ale) eGP
le déterminant de Gram G(zy,...,z, |,p(z,)) est nul.
En développant par rapport a la derniére colonne et sachant que |z, — p(x,)|* = d(z,,, F,,_;)?, on obtient :
iy = (@, F)?




Inégalité de Hadamard : soit A € M, (R).
et A| < JTICw(A

k=1

Proposition : on sait que Mzgxt = tMEat f (dans une BON). Il en découle :

e (f+X9) = f"+ g
(feg) =g of

erg f=rgf"

VA € K, dim E, (f) = dim E, (f*)

o trf =tr f*

Proposition : Vf e L(E) : |||f|l| = |||f*]|| (pour la norme subordonnée & la norme euclidienne associée)
Preuve : Montrons que <[] = sup_(F(o)l)
] < V@l = 1] domme sup {01} < swpl o) = 1]

De plus, en dimension finie, la boule unité est compacte donc sup | f(x)|| = maXH f(2)]. Soit z, de norme

lz|=1 =1
1 tel que [[f(zo)] = [[Lf]]I-
Si f(xy) =0, alors f est nulle et c’est trivial.

Sinon, pour y = (245 ({(oly) = 7o)l = 171 done sup_ (7@)ly) > 11l
z||=|yl|=
Onconelut : [[Iflll = sup (f@)ly)= sup (f*(la) =]l
[z|=lyl=1 [z]=]y|=1

Proposition : soit f € L(E). ker f* = (Im f)* et Im f* = (ker f)*

Preuve :siz € ker f* et y € Im f*. 32 | f*(2) = ».

(ly) = (@ (2)) = (F(@)]2) = (0]) =

Par conséquent, ker f | Im f* (ce qui signifie ker f C (Im f*)*). Puisque rg f = rg f* :
dim(Im f*)* = codim Im f* = codim Im f = dimker f donc ker f = (Im f*)*.

Pour la seconde, on passe a ’adjoint et c¢’est la méme propriété.

Proposition : soit F stable par f € L(E). Alors F* stable par f*.
En passant a ’adjoint, on a la réciproque.

Proposition : soit f € L(E).
1IfIIl <1 = ker(f — Id) = Im(f — Id)*

Preuve : par égalité des dimensions, il suffit de montrer que ker(f — Id) L Im(f— Id) soit
ker(f — Id) C Im(f — Id)*.

Soit = € E(f) = ker(f — Id).

17 (@) — 2l = [ F[2 — 20" (@)]a) + o?

15 (2) == < AP J=® = 20 (@) |2) + )

|f*(2) — 2|* < 2(|=]* — (f(2)]z)) = 0 car f(x) =

Donc f*(z) = x et donc = € ker(f* — Id) = ker(f — Id)* = Im(f — Id)*.




