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Chapitre 1IntrodutionL'objetif de e mémoire est de présenter mes travaux de reherhe et notamment de montrer ommentles outils usuels de la déonvolution peuvent être utilisés pour l'estimation dans des modèles à variablesmal mesurées, ou mesurées ave erreur. Mes travaux ne sont pas présentés dans l'ordre hronologique,mais plut�t regroupés par thème. Par ailleurs, ertains artiles sont plus détaillés que d'autres et laprésentation des résultats dans e mémoire peut être légèrement di�érente des artiles originaux, ettenouvelle présentation tenant ompte d'améliorations ultérieures.Je me suis intéressée à des modèles reliant une variable expliquée à une variable expliative mesuréeave une erreur additive. Si Y (ou T ) est la variable expliquée et Z la variable expliative, on s'intéresseà la relation qui lie Y (ou T ) à Z dans un ontexte où la variable Z est mesurée ave une erreur additive.Plus préisément, Z n'est pas observée, mais on observe U liée à Z par la relation
U = Z + ε. (1.0.1)Je renvoie notamment à Fuller (1987), Carroll et. al. (1995) ou Shneeweiss et Augustin (2006) pour uneprésentation d'exemples et de méthodes.Les modèles que je vais présenter dans e mémoire sont : le modèle de onvolution (1.0.1), des modèlesde régression, et des modèles d'analyse de survie. Dans haun de es modèles la variable expliative Z(ou ovariable) sera non observée. À la plae on observe U = Z + ε et l'on souhaite estimer soit la loide Z, soit la relation qui lie la variable expliquée à Z, soit les paramètres qui régissent ette relation.La première idée qui vient à l'esprit est de onsidérer les proédures lassiques d'estimation, utiliséesquand Z est observée et de remplaer la valeur de Z, non disponible, par l'observation U . Cette idée trèssouvent appelée idée "naïve" ne fournit pas des estimateurs onsistants.Mes travaux peuvent être regroupés en deux atégories, l'une sur l'estimation non paramétrique etl'autre sur l'estimation semi-paramétrique. La partie sur l'estimation non paramétrique regroupe mestravaux sur la déonvolution et l'estimation dans un modèle de régression non paramétrique ave erreurssur les variables. La partie sur l'estimation semi-paramétrique regroupe mes travaux sur l'estimation dansles modèles de régression (régression et autorégressif) semi-paramétrique ave erreurs sur les variables etles modèles de survie ave ovariable mesurée ave erreur.Les modèles onsidérésPour tous les modèles étudié, la première étape va onsister à retrouver de l'information sur Z enutilisant l'observation U . C'est l'idée de la déonvolution. Je vais don ommener par présenter mes15



travaux en déonvolution.Le modèle de onvolutionCette partie présente les artiles Comte et al. (2006, 2007, 2008a, 2008b) ainsi que l'artile Matias etTaupin (2004). Considérons le modèle
Ui = Zi + εi, i = 1, · · · , n, (1.0.2)ave Ui l'observation, Zi indépendante de εi et εi admettant une densité onnue fε.Déonvolution On herhe à estimer la densité fZ des variables Z1, · · · , Zn en utilisant les observations

U1, · · · , Un. L'indépendane de Zi et εi implique que la densité de l'observation U est le produit deonvolution de fZ et fε. C'est pourquoi on parle d'estimation de densité par déonvolution ou plussimplement de déonvolution. L'hypothèse de onnaissane de fε, bien que sujette à ritique, est neéssairepour des raisons d'identi�abilité. Pour des résultats sur l'identi�abilité et l'estimation de la loi de l'erreur
ε je renvoie à Neumann (1997), Matias (2002), Meister (2004), Butuea et Matias (2005) ou Butuea,Matias et Pouet (2008).Dans e ontexte nous avons onsidéré plusieurs modèles. Le premier est un modèle i.i.d. 'est-à-dire où toutes les variables sont indépendantes et identiquement distribuées. Le seond est un modèledépendant où les εi sont i.i.d. et où la suite (Zi)i≥1 est stritement stationnaire et satisfait des onditionsde dépendane faible réemment introduites par Dedeker et Prieur (2005). Le troisième est un modèleARCH où ((Yt, σt))t∈N est une suite stritement stationnaire de R × R+ satisfaisant la relation

Yt = σtηt (1.0.3)où (ηt)t∈Z est une suite i.i.d. de variables entrées et de variane �nie et pour tout t ≥ 0, le veteuraléatoire (σi, ηi−1)0≤i≤t est indépendant de la suite (ηi)i≥t.Le modèle (1.0.3) est lassiquement réérit via une transformation logarithmique sous la forme
Ut = Zt + εt,où Ut = ln(Y 2

t ), Zt = ln(σ2
t ) et εt = ln(η2

t ). Dans le ontexte du modèle (1.0.3), Zt et εt sont indépendantespour un t �xé, mais les suites (Zt)t≥0 et (εt)t∈Z ne sont pas indépendantes.Dans es trois modèles, nous estimons fZ par séletion de modèles et proposons une nouvelle mé-thode d'estimation adaptative par déonvolution. Cette méthode d'estimation est nouvelle, tant par leonstrution du ritère d'estimation, que par le hoix de la olletion de modèles. Ces derniers assurent,omme étape préliminaire, que le meilleur estimateur de la olletion atteint la vitesse minimax (danstous les as où des minorations ont été établies), que la densité à estimer et la densité de l'erreur soit"ordinary smooth" ou "super smooth". La proédure de séletion de modèles assoiée à ette olletiond'estimateurs fournit un estimateur adaptatif qui atteint les vitesses de onvergene minimax dans tousles as où des minorations ont été établies, et qui atteint la vitesse du meilleur estimateur de la familleà un fateur (logarithmique) négligeable près sinon.Nous avons également montré que ette proédure d'estimation adaptative de la densité fZ fontionneaussi dans des ontextes dépendants variés, ave des onditions de dépendane faible. Plus préisément,dans les deux ontextes dépendants nous montrons que sous des onditions de dépendane faibles, l'es-timateur adaptatif a la même vitesse que dans le as i.i.d.. En partiulier, les oe�ients de dépendane16



n'interviennent pas dans le terme dominant de la variane, mais uniquement dans un terme additionnelnégligeable. De plus la pénalité ne dépend pas des oe�ients de dépendane. Ces deux derniers pointssont partiulièrement nouveaux et intéressants puisqu'ils permettent d'avoir une proédure d'estimationqui ne fait pas intervenir les oe�ients de dépendane.Estimation de fontionnelles linéaires Cette partie présente l'artile Matias et Taupin (2004).Considérons le modèle (1.0.2) ave ε ∼ N (0, 1), dans lequel on souhaite estimer des fontionnelleslinéaires intégrales de fZ de la forme
Γf (y) =

∫
f(z)fε(z − x)fZ(z)dz,pour une fontion f onnue. Quand f ≡ 1 on retrouve le densité de l'observation U , puisque fU = fZ⋆fε =

Γ1. L'intérêt pour es fontionnelles linéaires intégrales vient du modèle de régression semi-paramétrique(1.0.4) et plus préisément de l'estimation d'espéranes onditionnelles de la forme E(f(Z)|U) (voirles parties 3.2.3 et 3.3). Dans l'artile Matias et Taupin (2004), nous nous sommes onentrées sur lesfontionnelles Γf pour des fontions f polynomiales, exponentielles, ou trigonométriques ave un intérêttout partiulier pour f ≡ 1, 'est-à-dire pour l'estimation de fU .En utilisant des outils liés à la déonvolution j'ai proposé un estimateur onsistant de Γf (voir Taupin(2001)). Sa vitesse de onvergene dépend de la régulartité de f(x)fε(·−x) omme fontion de x omparéeà elle de fε.Notre objetif est d'établir des minorations pour des risques minimax assoiés à des fontions de pertevariées, et de montrer que l'estimateur (2.4.8) atteint es vitesses optimales quand f est polynomiale,trigonométrique ou exponentielle. Pour haun des types de fontions f , nous avons onsidéré plusieursrisques minimax : le risque quadratique pontuel, le risque par rapport à la norme Lp et en�n le risquerelié à la norme uniforme.Un point important à remarquer est que les vitesses (optimales) pour l'estimation de fU sont trèsdi�érentes des vitesses pour l'estimation de fZ . Cei vient du produit de onvolution fU = fZ ⋆ fε.Comme nous l'avons mentionné, quand fε est gaussienne, alors fU est très régulière, ave notammentune déroissane exponentielle de sa transformée de Fourier. Cei rend l'estimation de fU aisée ave desvitesses prohes de la vitesse paramétrique alors que l'estimation de fZ est di�ile ave des vitesses deonvergene logarithmiques. Par ailleurs, plus f est régulière et plus la vitesse pour l'estimation de Γf estrapide. Cependant, bien que les fontions f que nous avons onsidérées admettent toutes un prolongementanalytique sur le domaine omplexe, les vitesses pour l'estimation de Γf sont très di�érentes suivant lesas. Ce travail montre d'ores et déjà que l'utilisation d'outils liés à la déonvolution dans un ontextedi�érent de elui de la déonvolution, permet d'obtenir des vitesses optimales bien plus rapides.Modèles de régressionModèle non paramétrique Cette partie orrespond à l'artile Comte et Taupin (2007) sur le modèlede régression non paramétrique
{
Yi = f(Zi) + ξi,
Ui = Zi + εi,ave εi indépendante de Zi, et de densité fε onnue. Dans e modèle, l'objetif est d'estimer la fontionde régression f en utilisant les observations (Y1, U1), · · · , (Yn, Un), et sans onnaître sa régularité. Le17



point de départ de notre proédure d'estimation est l'idée lassique que la fontion de régression en unpoint x peut s'érire sous la forme
f(z) = E(Y |Z = z) =

∫
yfZ,Y (z, y)dy

fZ(z)
=

(ffZ)(z)

fZ(z)
,ave fZ,Y le densité jointe de (Z, Y ). Nous proposons d'estimer la fontion de régression par le ratio dedeux estimateurs adaptatifs, 'est-à-dire par f̃ = ℓ̃/f̃Z , où ℓ̃ est un estimateur adaptatif de ℓ = ffZet f̃Z est un estimateur adaptatif de fZ . Ces deux estimateurs vont être obtenus par minimisation deontrastes pénalisés bien hoisis. La méthode d'estimation est en partie basée sur les idées de l'estimationde densité par déonvolution. Nous montrons alors que le risque quadratique intégré de l'estimateur de

f est majoré par la somme des risques quadratiques intégrés des estimateurs adaptatifs ℓ et fZ . Nousavons don proposé une proédure d'estimation de la fontion de régression, adaptative dans le sensoù elle ne requiert pas la onnaissane de la régularité de la fontion de régression et avons étudié lesvitesses de onvergene pour f et fε dans deux lasses de régularité inluant toutes les deux les fontions"ordinary smooth" et "super smooth". Cet estimateur atteint les vitesses minimax dans tous les as oùdes minorations ont été établies 'est-à-dire dans le adre d'hypothèses dérit dans Fan et Truong (1993).Modèle semi-paramétrique Cette partie orrespond aux artiles Taupin (1998, 2001) et Butuea etTaupin (2008) sur le modèle de régression semi-paramétrique suivant
{
Yi = fθ0(Zi) + ξi,
Ui = Zi + εi,

(1.0.4)ave εi de densité fε onnue et indépendante de Zi et ave ξi de loi inonnue. Dans e modèle, la fontionde régression appartient à une famille paramétrique
F = {fθ, θ ∈ Θ ompat de R

d}.L'objetif est alors d'estimer le paramètre θ0, en utilisant les observations (Y1, U1), · · · , (Yn, Un). J'aiétudié e problème dans les deux artiles Taupin (2001) et Butuea et Taupin (2008). Les deux artilesprésentent des méthodes d'estimation basées sur une minimisation de deux ritères empiriques liés auritère des moindres arrés et qui utilisent des outils liés à la déonvolution.Dans Taupin (2001), je onsidère le as partiulier ou ε est gaussienne et ξi de loi inonnue. Le pointde départ de la proédure d'estimation est le ritère des moindres arrés E[(Y − E(fθ(Z)|U))2W (U)].L'estimateur onstruit est onsistant et je fournis une majoration de sa vitesse de onvergene pourune fontion de régression générale. L'estimateur ainsi onstruit onverge à la vitesse √
n dans le asd'une fontion de régression polynomiale ou exponentielle. Je fournis des majorations de sa vitessede onvergene pour d'autres exemples de fontions de régression. Cet artile est le premier, à maonnaissane, à fournir un estimateur onsistant pour un modèle non linéaire général.Dans Butuea et Taupin (2008), εi est de loi onnue générale et ξi de loi inonnue. Le point dedépart de la proédure d'estimation est le ritère des moindres arrés E[(Y −fθ(Z))2W (Z)]. L'estimateurest onstruit par minimisation d'une version empirique du ritère i-dessus qui utilise des outils liés àla déonvolution. On montre que et estimateur est onsistant, ave une vitesse de onvergene quidépend de la régularité de wfθ omparée à elle de fε. Nous montrons de plus qu'il est √n-onsistant etasymptotiquement gaussien pour des modèles de régression lassiques sans restrition sur la densité fε.Cette méthode d'estimation de θ0 permet de onsidérer des modèles non linéaires généraux, des densités18



fε générales et ne requiert pas d'hypothèses à priori sur la loi de Z. Elle présente aussi l'avantage defournir, sous des hypothèses plus générales, un estimateur plus simple ave des vitesses plus expliiteset souvent plus rapides que dans Taupin (2001). En partiulier elle permet d'expliiter les vitesses deonvergene pour des fontions de régression et des loi d'erreur ε appartenant à des lasses de régularitélassiques.Modèle autorégressif Cette partie orrespond à l'artile Comte et Taupin (2001) sur le modèleautorégressif ave erreurs sur les variables suivant
{
Zi = fθ0(Zi−1) + ξi,
Ui = Zi + εi,ave εi de densité fε onnue et indépendante de Zi et ave ξ de loi inonnue. Dans e modèle, la fontionde régression appartient à une famille paramétrique

F = {fθ, θ ∈ Θ ompat de R
d}.L'objetif est alors d'estimer le paramètre θ0, en utilisant les observations U1, · · · , Un. On suppose que lesvariables ξi et εi sont i.i.d. et que les suites (ξi)i∈Z et (εi)i∈Z sont mutuellement indépendantes. On supposeégalement que les suites (Zi)i∈Z et (εi)i∈Z sont mutuellement indépendantes. Ce modèle autorégressif aveerreurs sur les variables est un as partiulier de haîne de Markov ahée, à espae d'état ontinu etnon ompat et dont la loi n'est pas omplètement paramétrique du fait de la non onnaissane de laloi de ξi. La proédure d'estimation est basée sur le ritère E[W (Ui−1)(Ui − E(fθ(Zi−1)|Ui−1))

2]. Nousproposons une estimateur de θ0 obtenu en minimisant un version empirique de e ritère onstruite avedes outils liés à la déonvolution. Nous montrons que sous des onditions de stationarité et d'absoluerégularité, et estimateur est onsistant pour des fontions de régression générales et pour une densité
fε onnue générale. Sa vitesse de onvergene est la même que elle obtenue dans un adre i.i.d. dansTaupin (2001).Modèles d'analyse de données de survieCette partie fait l'objet de l'artile Martin-Magniette et Taupin (2008). Le modèle onsidéré est unmodèle d'analyse de survie où la relation entre un temps de survie T et une ovariable Z ∈ R est déritepar le risque instantané onditionnel à Z de la forme

R(t|z) = lim
∆t↓0

1

∆t
P(t ≤ T < t+ ∆t|T ≥ t, Z = z) où R(t|Z) = ηγ0(t)rβ0(Z), (1.0.5)ave η0 le risque de base et rβ0 le risque relatif. Pour i = 1, · · · , n on observe Xi = min(Ti, Ci) et

Di = 1ITi≤Ci
. La ovariable Zi n'est pas observée et à la plae on observe

Ui = Zi + εiave εi indépendante de Zi, et de densité fε onnue. Dans e modèle l'objetif est d'estimer le paramètre
θ0 = (γ0, β0)T en utilisant les observations i.i.d. (Xi, Di, Ui), i = 1, · · · , n. Nous proposons d'estimer
θ0 par minimisation d'une version modi�ée du ritère des moindres arrés qui utilise des outils liés àla déonvolution. On montre alors que et estimateur est onsistant et que sa vitesse de onvergene19



dépend de la régularité de la Wrβ omparée à elle de fε. Nous montrons de plus qu'il est √n-onsistantet asymptotiquement gaussien pour les risques instantanés lassiques omme eux du modèle de Coxou du modèle d'exès de risque. Cette méthode d'estimation permet d'obtenir un estimateur onsistantdans des modèles ave des risques relatifs généraux, une densité fε onnue générale et sans hypothèses àpriori sur la loi de Z.Lien ave la déonvolutionPour tous es modèles la première étape onsiste à retrouver de l'information sur Z en utilisant l'ob-servation U . C'est l'idée de la déonvolution. Le lien entre déonvolution et estimation non paramétriquedans un modèle ave erreurs sur les variables avait déjà été mis en évidene par Fan et. al. (1991), Fan etTruong (1993) et Truong (1995). Par ontre le lien entre déonvolution et estimation semi-paramétriquedans les modèles (1.0.4) et (1.0.5) est nouveau. Il est maintenant bien onnu qu'en déonvolution deuxfateurs interviennent pour la vitesse d'estimation : la régularité de la fontion à estimer et la régula-rité du bruit. Les vitesses les plus lentes sont ainsi obtenues pour les densités fε les plus régulières. Parexemple, si on herhe à estimer fZ de régularité "lassique" quand ε est gaussienne, la vitesse (minimax)est d'ordre logarithmique. Ce résultat est souvent onsidéré omme déourageant pour l'utilisation de ladéonvolution même dans d'autres ontextes.Outre les solutions que mes travaux de reherhe apportent dans des modèles réputés déliats, mestravaux montrent que les outils de la déonvolution peuvent être utilisés pour l'estimation de paramètrede Rd, souvent à la vitesse√n. Quand ette vitesse n'est pas atteinte, les vitesses obtenues sont néanmoinsbien plus rapides que les vitesses usuelles de la déonvolution.L'une des raisons de e phénomène est la suivante. Toutes les méthodes d'estimation présentées iisont liées à l'estimation de fontionnelles linéaires intégrales de fZ de la forme E(Φ(Z)) =< Φ, fZ > . Lavitesse d'estimation pour es fontionnelles linéaires va être donnée par la régularité de Φ omparée àelle de fε. Le point essentiel qui est que si la fontion Φ est plus régulière que fε alors es fontionnelless'estiment à la vitesse paramétrique √n et il en est alors de même pour l'estimation du paramètre θ0.
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Chapitre 2Déonvolution
2.1 Estimation adaptative de la densité par déonvolution : adrei.i.d.Cette partie présente les deux artiles érits en ollaboration ave Fabienne Comte et Yves Rozenhol,Comte et al. (2006, 2007). Le premier, plus théorique, présente la proédure d'estimation et les propriétésde l'estimateur. Le deuxième est un travail de simulation et d'illustration des propriétés pratiques del'estimateur onstruit dans Comte et al. (2006). Les programmes et boîtes à outilsMatlab sont disponiblessur la page web de Yves Rozenhol : http ://www.math-info.univ-paris5.fr/ rozen/.2.1.1 IntrodutionConsidérons que l'on herhe à estimer la densité fZ de Z dans le modèle

U = Z + ε, (2.1.1)où Z et ε sont des variables indépendantes, ave ε admettant une densité onnue fε. On dispose de nobservations U1, · · · , Un, i.i.d., opies de U . Dans e modèle on herhe à estimer la densité inonnue
fZ , sans onnaissane à priori sur sa régularité, en utilisant les observations U1, · · · , Un et en utilisant laonnaissane de fε.Quand on herhe à estimer la densité fZ par déonvolution, deux fateurs in�uenent la vitesse deonvergene. Le premier fateur est la régularité de la densité à estimer fZ . Le seond fateur est larégularité de la densité de l'erreur fε, ave les vitesses de onvergene les plus lentes obtenues pour lesdensités fε les plus régulières. Cei vient de l'indépendane entre Z et ε qui implique que la densité del'observation U s'érit omme la onvolution fU = fZ ∗fε. Or l'opérateur de onvolution est régularisant.Ainsi plus fε est régulière, plus fU est régulière, et fZ devient don d'autant plus di�ile à estimer. Parexemple si ε est gaussienne, alors quelque soit fZ (même une masse de dira), fU admet un prolongementanalytique sur tout le domaine omplexe. Cela se traduit sur la vitesse d'estimation. Par exemple, si fεest la densité gaussienne, et fZ est de régularité standard, de type Sobolev, ave une transformée deFourier à déroissane polynomiale, alors la vitesse optimale (au sens minimax) pour l'estimation de fZest onnue et d'ordre logarithmique (voir Fan (1991)). Dans e ontexte deux types de lois d'erreurs sontlassiquement onsidérées : les densités d'erreur "ordinary smooth", ave une déroissane polynomiale21



de leur transformée de Fourier et les densités d'erreur dites "super smooth", ave une déroissaneexponentielle de leur tranformée de Fourier.Les premiers travaux en déonvolution onsidèrent l'estimation non adaptative de fZ par noyau dedéonvolution quand fZ est de régularité "ordinary smooth" onnue et que fε est "ordinary smooth" ou"supersmoth". On peut iter entre autres Carroll et Hall (1988), Devroye (1992), Fan (1991), Liu et Taylor(1989), Zhang (1990), et plus réemment Koo (1999), ou Cator (2001). Parmi les artiles réents qui ontapporté un élairage nouveau sur la déonvolution, on peut iter l'artile de Pensky et Vidakovi (1999).Ils ont tout d'abord mis en évidene que les vitesses de onvergene étaient en fait beauoup plus rapidesquand la densité à estimer est elle même plus régulière, de type "super smooth". Un autre aspet del'artile de Pensky et Vidakovi (1999) est qu'il est le premier à onsidérer l'estimation adaptative. Leurestimateur onstruit en utilisant des ondelettes atteint la vitesse minimax dans un ertain nombre de as.Par ontre il n'atteint pas la vitesse minimax quand fZ et fε sont toutes les deux de type "super smooth".À e sujet, je renvoie à Butuea (2004), Butuea et Tsybakov (2007a, 2007b) qui ont étudié les vitessesminimax pour l'estimation de fZ "super smooth" et proposent également un estimateur adaptatif dansun as partiulier.D'autres travaux onsidèrent la déonvolution par noyau ave hoix automatique de paramètre delissage omme eux de Hesse (1999), Delaigle et Hall (2006), Delaigle et Gijbels (2002, 2004b, 2004a,2006). Ces derniers n'établissent pas d'inégalité de type orale permettant d'étudier l'optimalité desestimateurs onstruits.Notre objetif est don triple : proposer un estimateur adaptatif de fZ , dont la onstrution ne requiertpas la onnaissane de la régularité de fZ , établir une inégalité orale qui montre que l'estimateur a lavitesse de onvergene optimale au sens minimax et e aussi bien pour les deux types de lois d'erreursque pour fZ dans une large lasse de régularité ontenant les deux lasses de régularité "ordinary" et"super smooth".Notre estimateur est onstruit par séletion de modèles, et plus préisément par minimisation d'unontraste pénalisé. Cet estimateur f̃Z est adaptatif au sens où sa onstrution ne néessite pas de onnaîtrela régularité de fZ . Nous établissons une majoration non asymptotique du risque quadratique intégréde f̃Z , qui assure un ompromis automatique entre le biais et une pénalité, qui ne dépend que desobservations et de fε. Sa vitesse de onvergene est la vitesse minimax dans tous les as où la vitesseminimax optimale est onnue, 'est-à-dire dans la plupart des as. Dans les autres as, il atteint la vitessedu meilleur estimateur de la olletion d'estimateurs, à un fateur logarithmique négligeable près. Enpartiulier notre estimateur possède une meilleure vitesse que elui de Pensky et Vidakovi (1999) ; dansle as où la densité à estimer fZ et la densité de l'erreur fε sont toutes les deux "super smooth".2.1.2 Estimateurs non adaptatifsLe point de départ pour l'estimation de fZ dans le modèle U = Z + ε est le ritère des moindresarrés en remarquant que
fZ = arg min ‖ t− fZ ‖2

2= arg min[‖ t ‖2
2 −2 < t, fZ >].Quand les (Zi)1≤i≤n sont observées, le ritère d'estimation est le ritère des moindres arrés lassique

γ̃n(t) =‖ t ‖2
2 −

1

n

n∑

i=1

t(Zi), ave E(γ̃n(t)) =‖ t− fZ ‖2
2 + ‖ fZ ‖2

2 .22



Les (Zi)1≤i≤n n'étant pas observées nous avons proposé un ritère empirique, qui estime ‖ t ‖2
2 −2 <

t, fZ > en utilisant les observations U1, · · · , Un. En partant de l'ériture
< t, fZ >=

1

2π
< t∗, f ∗

Z >=
1

2π

〈
t∗,

f ∗
U

f ∗
ε

〉
,et en estimant la transformée de Fourier des observations f ∗

U(x) par son estimateur empirique naturel
n−1

∑n
k=1 e

ixUk , on propose le ontraste suivant :
γn(t) =

1

n

n∑

k=1

[
‖t‖2 − 2u∗t (Uk)

]
, ave ut(x) =

1

2π

(
t∗(−x)
f ∗

ε (x)

) et E [u∗t (U)] = 〈t, fZ〉.Assoié à e ritère d'estimation, on onsidère Sm engendré par ϕ(x) = sin(πx)/(πx), dont la transforméede Fourier est à support ompat. Notons ϕm,j(x) =
√
mϕ(mx − j), m ∈ Mn = {1, · · · , mn}. Lesfontions {ϕm,j}j∈Z forment une base orthonormale de l'espae Sm des fontions de arré intégrableayant une transformée de Fourier à support inlus dans [−πm, πm]. Ainsi

Sm = {
∑

j∈Z

am,jϕm,j, am,j ∈ R} = {f ∈ L2(R), ave supp(f ∗) ⊂ [−mπ,mπ]}.Notons (S
(n)
m )m∈Mn

la olletion de modèles ave S(n)
m =

{∑
|j|≤kn

am,jϕm,j , am,j ∈ R

} où kn est un entierà hoisir.Pour un m arbitraire, un estimateur de fZ appartenant à S(n)
m est dé�ni par

f̂ (n)
m = arg min

t∈S
(n)
m

γn(t) (2.1.2)
=
∑

|j|≤Kn

âm,jϕm,j où âm,j = n−1

n∑

i=1

u∗ϕm,j
(Ui) et E(âm,j) = am,j . (2.1.3)Pour ette onstrution, on suppose que fε satisfaitIl existe κ′0 ≥ κ0 > 0 et γ ≥ 0, µ ≥ 0, δ ≥ 0 (ave γ > 0 si δ = 0) tels que

κ0(x
2 + 1)−γ/2 exp{−µ|x|δ} ≤ |f ∗

ε (x)| ≤ κ′0(x
2 + 1)−γ/2 exp{−µ|x|δ}. (Aε

1)Pour tout x ∈ R, f ∗
ε (x) 6= 0. (Aε

2)Quand δ = 0 dans (Aε
1), les erreurs sont appelées "ordinary smooth". Quand δ > 0 (ave la onventionque δ > 0 si et seulement si µ > 0), les erreurs sont dites "super smooth". En e�et les densités quisatisfont (Aε

1) ave δ > 0 et µ > 0 sont in�niment dérivables.Ainsi, nous disposons d'une olletion d'estimateurs (f̂
(n)
m )m assoiée à la olletion de modèles (S

(n)
m )m.2.1.3 Estimateur adaptatifNotre objetif est de trouver le meilleur modèle m̂ dansMn, sans onnaissane à priori sur la régularitéde fZ , tel que f̂m̂ ait un risque du même ordre que f̂ (n)

m̆fZ
ave m̆fZ

satisfaisant
m̆fZ

= arg min
m∈Mn

E ‖ f̂ (n)
m − fZ ‖2

2 . (2.1.4)23



Ce modèle m̂ va être onstruit en minimisant le ritère pénalisé
f̃Z = f̂

(n)
m̂ ave m̂ = arg min

m∈Mn

[
γn(f̂

(n)
m ) + pen(m)

]
, (2.1.5)où la pénalité pen(m) est une fontion des observations qui dépend de fε au travers de la quantité

∆(m) =
1

2π

∫ πm

−πm

1

|f ∗
ε (x)|2dx. (2.1.6)Plus préisément, pour ̟ > 1 et a > 1, pen(m) est dé�nie par

pen(m) =






4a̟
∆(m)

n
si 0 ≤ δ < 1/3,

4aλ(fε)(πm)min((3δ/2−1/2)+ ,δ) ∆(m)

n
si δ ≥ 1/3,

(2.1.7)ave λ(fε) une onstante expliite et onnue qui dépend de fε. A�n de s'assurer que la pénalité esttoujours bornée on ne va onsidérer que des modèles S(n)
m où 1 ≤ m ≤ mn ave

πmn ≤






n1/(2γ+1) si δ = 0[
ln(n)

2µ
+

2γ + 1 − δ

2δµ
ln

(
ln(n)

2µ

)]1/δ si δ > 0.
(2.1.8)2.1.4 Borne de risque pour les estimateurs non adaptatifsNous ommençons par donner une majoration du risque quadratique intégré des estimateurs de laolletion, sans nous préouper pour l'instant de l'adaptation. Cette première étape justi�e le hoix dela olletion de modèles engendré par φ(x) = sin(x)/(πx), en établissant l'optimalité, au sens minimax,du meilleur estimateur de la olletion. Supposons que fZ satisfaitLa densité fZ ∈ L2(R) et il existe M2 > 0, telle que ∫ x2f 2

Z(x)dx < M2 <∞. (AZ
3 )Proposition 2.1.1 Sous les hypothèses (Aε

2) et (AZ
3 ),

E‖fZ − f̂ (n)
m ‖2

2 ≤ ‖fZ − fm‖2
2 +

m2(M2 + 1)

kn
+

2∆(m)

n
,où fm est la projetion orthogonale de fZ sur Sm.Préisons la vitesse obtenue pour une lasse de régularité lassique, dé�nie pour s, r, b des nombrespositifs, par

Ss,r,b(C1) =
{
ψ tel que ∫ +∞

−∞
|ψ∗(x)|2(x2 + 1)s exp{2b|x|r}dx ≤ C1

}
. (2.1.9)Par onvention r = 0 si b = 0. Ces lasses de régularité sont lassiquement onsidérées en estimationnon paramétrique, ave ou sans erreurs. Quand r = 0, on retrouve les lasses Sobolev. Les densitésdans Ss,r,b(C1) dé�nie par (2.1.9) ave r > 0 et b > 0 sont in�niment dérivables. Elles admettent une24



prolongement analytique sur une bande de largeur �nie si r = 1 et sur tout le domaine omplexe si r = 2.On déduit alors de la proposition 2.1.1 que sous les onditions (Aε
1), (Aε

2), (AZ
3 ), et si kn ≥ n2, le risquequadratique intégré est d'ordre

(m2π2 + 1)−s exp{−2bπrmr} +
(πm)2γ+1−δ exp

{
2µπδmδ

}

n
. (2.1.10)Les hoix optimaux de m et les vitesses qui en résultent sont présentés dans le tableau 2.1.4. Remarquonsque le hoix de kn ne requiert pas de alul de ompromis et don ne dépend pas de fZ .Tab. 2.1 � Choix m̆ et vitesses orrespondantes sous (Aε

1)-(Aε
2) et (2.1.9).

fε

δ = 0 δ > 0ordinary smooth supersmooth
fZ

r = 0Sobolev(s) πm̆ = O(n1/(2s+2γ+1))rate = O(n−2s/(2s+2γ+1))vitesse minimax πm̆ = [ln(n)/(2µ + 1)]1/δrate = O((ln(n))−2s/δ)vitesse minimax
r > 0
C∞

πm̆ = [ln(n)/2b]1/rrate = O

(
ln(n)(2γ+1)/r

n

)minimax rate m̆ solution de
m̆2s+2γ+1−r exp{2µ(πm̆)δ + 2bπrm̆r}

= O(n)vitesse minimax si r < δ et s = 0minorations non établies dans les autres asLe meilleur estimateur de la olletion, f (n)
m̆ atteint don la vitesse minimax dans tous les as où desminorations ont été établies (voir Fan (1991), Butuea (2004), Butuea et Tsybakov (2007a, 2007b) pourles minorations).2.1.5 Estimation adaptativeThéorème 2.1.1 Supposons que fε satisfait (Aε

1), que fZ satisfait (AZ
3 ), et que mn satisfait (2.1.8).Soit f̂ (n)

m dé�ni par (2.1.3) ave kn ≥ n2 et 1 ≤ m ≤ mn. Soit pen(m) dé�nie par (2.1.7). L'estimateur
f̃Z = f̂

(n)
m̂ dé�ni par (2.1.5) satisfait

E(‖fZ − f̃Z‖2
2) ≤ Ca inf

m∈{1,··· ,mn}

[
‖fZ − fm‖2

2 + pen(m) +
m(M2 + 1)

n

]
,où Ca est une onstante qui dépend de a et C est une onstante qui dépend de fε, ̟ et a.Deux as peuvent se produire suivant l'ordre de grandeur de la penalité pen(m). Soit ette pénalitéest du même ordre de grandeur que la variane ∆(m)/n et dans e as f̃Z atteint la vitesse optimaledonnée par l'inégalité (2.1.4). Soit la penalité pen(m) est légèrement supérieure à la variane ∆(m)/n.Dans e as la vitesse de onvergene de l'estimateur adaptatif est donnée par le ompromis entre le25



biais et la pénalité. Si dans e ompromis, 'est le biais qui reste le terme dominant, alors la vitesse deonvergene de f̃Z reste la vitesse optimale. Si dans e ompromis, 'est la pénalité qui domine alors lerisque quadratique intégré est d'ordre légèrement supérieur au risque quadratique du meilleur estimateurdonné par l'inégalité orale (2.1.4). Dans e as la perte due à l'adaptation est d'ordre logarithmique.Cei ne se produit que quand r ≥ δ > 1/3.La vitesse de onvergene de f̃Z est la vitesse minimax dans les as où les minorations ont été établies.Sa vitesse de onvergene est en partiulier plus rapide que elle de l'estimateur adaptatif de Pensky etVidakovi (1999) quand (r > 0, δ > 0) En e�et e dernier n'atteint la vitesse minimax que dans les as
(δ = 0, r = 0), (δ = 0, r > 0), et (δ > 0, r = 0), mais pas quand (r > 0, δ > 0).2.1.6 Étude par simulationJe présente ii une partie de l'étude par simulation que nous avons e�etuée. Cette partie se trouvedétaillée dans l'artile Comte et al. (2006). Je renvoie à l'artile Comte et al. (2007) pour une étudepar simulation beauoup plus détaillée et approfondie. Les programmes Matlab orrespondants sontdisponibles sur la page web de Yves Rozenhol à l'adresse : http ://www.math-info.univ-paris5.fr/ rozen/.L'erreur intégrée ISE(f̂

(n)
m̂ ) = ‖f̂ (n)

m̂ − f‖2
2 est alulée en utilisant des approximations d'intégrales. Lerisque quadratique intégré noté MISE (Mean Integrated Squared Error), ave

MISE(f̂
(n)
m̂ ) = E‖f̂ (n)

m̂ − f‖2
2est alulé omme la moyenne sur 500 simulations des ‖f̂ (n)

m − f‖2
2. Nous illustrons notre méthode surplusieurs exemples de densité à estimer et pour deux types de densité d'erreur fε.Lois d'erreurs et pénalités assoiées

• Cas 1 : ε Laplae (ou Double exponentielle). Dans e as, fε(x) = e−
√

2|x|/
√

2, et f ∗
ε (x) =

(1 + x2/2)−1. La pénalité proposée est la suivante
pen(m) =

6πm

n

(
1 +

(ln(m))2.5

m
+
π2

3
σ2m2 +

π4

20
σ4m4

)
.

• Cas 2 : ε Gaussienne. Dans e as fε(x) = 1/
√

2πe−x2/2, et f ∗
ε (x) = e−x2/2 et la pénalité est

pen(m) =
6πm

n

(
1 +

(ln(m))2.5

m
+
π2σ2m2

3

)(∫ π

0

exp(σ2m2x2)dx/π

)
,où l'intégrale est approhée numériquement.Densités fZ à estimerOn onsidère les densités fZ suivantes :(a) Chi2(3)-type distribution, Z = 1/

√
6U , U ∼ χ2(3) où U ∼ Γ(3

2
, 1

2
).(b) Densité de la loi de Laplae.() Mélange de lois Gamma, Z = 1/

√
5.48W ave W ∼ 0.4Γ(5, 1) + 0.6Γ(13, 1).(d) Loi de Cauhy, fZ(x) = (1/π)(1/(1 + x2)), f ∗

Z(x) = e−|x|.(e) Gaussienne, Z ∼ N (0, σ2) ave σ = 1. 26



(f) Mélange de lois gaussiennes : Z ∼
√

2V ave V ∼ 0.5N (−3, 1) + 0.5N (2, 1).On a hoisi kn = 28. À part pour la densité de la loi de Cauhy qui a une variane in�nie, les variables
Z sont de variane 1. De telle sorte que s2n = 1/σ2 représente le ratio de la variane de Z sur elle dubruit ε et que une grande valeur de s2n revient à onsidérer qu'il y a très peu de bruit.Résultats

Fig. 2.1 � Graphe de l'estimateur (pointillé) et de la vraie densité χ2(3) (a) (trait plein) - ε Laplae -
n = 750, s2n=10, quand m = 1 (gauhe), m = 2 (milieu), m = 3 (droite). L'algorithme hoisit m̂ = 2.Cette �gure 2.1 ompare les estimateurs f̂ (n)

m obtenus ave m = 1, 2 et 3, et justi�e le hoix m̂ = 2 del'algorithme. Le tableau 2.2 presente les MISE pour les deux types d'erreurs, pour les di�érentes densitésà estimer , pour di�érents s2n et pour di�érentes tailles d'éhantillons. Clairement le MISE est d'autantplus faible que le niveau de bruit est faible.Le tableau 2.3 ompare les performanes de l'estimateur adaptatif f̃Z ave elui présenté dans Delaigleet Gijbels (2004b). Cette omparaison est faite pour les densités (a), (), (e) et (f) orrespondantes auxdensités #2, #6, #1 et #3 dans l'artile de Delaigle et Gijbels (2004b).2.2 Déonvolution adaptative pour une suite faiblement dépen-danteCette partie fait l'objet de l'artile Comte et al. (2008a) érit en ollaboration ave Fabienne Comteet Jér�me Dedeker.On onsidère le modèle 2.1.1, ave les mêmes notations que dans la partie 2.1, mais sous des onditionsde dépendane. Plus préisément, on souhaite estimer la densité fZ de Z dans le modèle 2.1.1, quand les27



Tab. 2.2 � Moyenne des MISE ×100 obtenue ave N = 500 éhantillons, n = 100, 250, 500, 1000, 2500 et
s2n = 2, 4, 10, 100, 1000. Densités (a) : Chi2(3), (b) : Laplae, () : Mélange de Gamma, (d) : Cauhy,(e) Gaussienne, (f) : Mélange de gaussiennes.

×10−2 n = 100 n = 250 n = 500 n = 1000 n = 2500

fZ s2n Lap. Gaus. Lap. Gaus. Lap. Gaus. Lap. Gaus. Lap. Gaus.(a) 2 2.02 4.15 1.39 2.37 1.18 1.72 1.06 1.36 1.03 1.124 1.52 1.79 1.21 1.27 1.07 1.13 1.04 1.04 0.654 0.99610 1.31 1.31 1.13 1.11 1.01 1.03 0.505 0.995 0.345 0.974
102 1.22 1.23 0.72 0.884 0.409 0.411 0.327 0.335 0.179 0.232
103 1.22 1.21 0.651 0.638 0.391 0.382 0.293 0.298 0.157 0.157(b) 2 3.7 10.6 2.17 5.2 1.61 3.03 1.41 2.07 1.2 1.484 2.5 2.99 1.66 1.93 1.33 1.46 1.26 1.25 0.817 1.1210 1.9 1.97 1.43 1.42 1.35 1.22 0.723 1.12 0.441 1.06
102 1.69 1.64 0.883 1.06 0.607 0.538 0.453 0.385 0.343 0.211
103 1.68 1.65 0.814 0.79 0.593 0.561 0.411 0.379 0.284 0.24() 2 1.32 3.96 0.547 1.88 0.292 1.01 0.148 0.533 0.06 0.2244 0.79 1.05 0.316 0.453 0.151 0.224 0.0815 0.116 0.0361 0.049710 0.495 0.524 0.194 0.215 0.103 0.11 0.0543 0.0565 0.024 0.0246
102 0.369 0.384 0.152 0.149 0.0789 0.0785 0.0409 0.0412 0.0194 0.0186
103 0.364 0.353 0.149 0.15 0.0762 0.0767 0.0404 0.0406 0.0184 0.0185(d) 2 2.72 9.09 1.22 4.26 0.645 2.3 0.353 1.25 0.158 0.5134 1.66 2.27 0.716 0.967 0.364 0.514 0.205 0.28 0.138 0.12710 1.15 1.13 0.437 0.46 0.249 0.257 0.215 0.142 0.219 0.0764
102 0.815 0.783 0.373 0.351 0.351 0.271 0.206 0.201 0.147 0.0962
103 0.783 0.78 0.366 0.355 0.34 0.331 0.189 0.189 0.121 0.118(e) 2 2.74 9.21 1.1 4.08 0.605 2.14 0.296 1.06 0.143 0.4464 1.59 2.23 0.591 0.878 0.362 0.457 0.229 0.227 0.463 0.089410 0.885 1.02 0.397 0.42 0.372 0.21 0.515 0.112 0.229 0.046
102 0.711 0.713 0.565 0.432 0.396 0.394 0.279 0.195 0.171 0.15
103 0.739 0.705 0.606 0.592 0.352 0.355 0.259 0.246 0.167 0.145(f) 2 2.97 9.98 1.26 4.45 0.693 2.31 0.328 1.26 0.132 0.5094 1.73 2.37 0.709 1.02 0.375 0.478 0.185 0.257 0.0751 0.10510 1.14 1.21 0.463 0.466 0.237 0.242 0.118 0.122 0.0468 0.0515
102 0.851 0.817 0.359 0.352 0.166 0.167 0.0866 0.0867 0.034 0.0351
103 0.823 0.828 0.344 0.327 0.169 0.163 0.0845 0.0839 0.0334 0.0336
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Tab. 2.3 � Médiane des ISE obtenues par Delaigle et Gijbels (2004) ave un noyau de déonvolutionet ave 4 stratégies di�érentes de hoix de paramètre de lissage. Comparaison ave f̃Z , estimateur parprojetion pénalisé. On donne la médiane et la moyenne des risques. .
n = 100 n = 250density fZ method ε Lap. ε Gaus. ε Lap. ε Gaus.(a) or #2

χ2(3)(s2n=4) DG, lower median 0.015 0.018 � �DG, higher median 0.018 0.022 � �Proj. : median 0.014 0.016 � �Proj. : mean 0.015 0.018 � �() or #6Mix.Gamma(s2n=10) DG, lower median � � 0.0021 0.0023DG, higher median � � 0.0024 0.0026Proj. : median � � 0.0017 0.0020Proj., mean � � 0.0019 0.0021(e) or #1Gauss(s2n=4) DG, lower median 0.0071 0.0080 0.0041 0.0051DG, higher median 0.011 0.012 0.0059 0.0072Proj. : median 0.012 0.017 0.0049 0.0066Proj. : mean 0.016 0.022 0.0059 0.0088(f) or #3Mix.Gauss(s2n=4) DG, lower median 0.018 0.027 0.011 0.020DG, higher median 0.031 0.034 0.023 0.028Proj. : median 0.016 0.022 0.0063 0.0088Proj. : mean 0.017 0.024 0.0071 0.010variables aléatoires Z1, · · · , Zn sont identiquement distribuées et satisfont les onditions de dépendanefaible introduites par Dedeker et Prieur (2005). Les erreurs ε1, · · · , εn sont indépendantes et identique-ment distribuées et on suppose également que la suite (εi)1≤i≤n est indépendante de la suite (Zi)1≤i≤n.Des résultats d'estimation de densité par déonvolution ont déjà été obtenus sous des onditions plusrestritives de mélange fort au sens de Rosenblatt (1956) (voir notamment Masry (1991, 1993, 1993a,1994, 2003)).Quand on s'intéresse à l'estimation de la densité fZ dans un ontexte lassique sans erreur ((Zi)1≤i≤nobservées) et dépendant (voir par exemple Viennet (1997) ou Dedeker et Prieur (2005)), la vitessed'estimation est la même que dans le adre i.i.d. et les oe�ients de mélange apparaissent dans laonstante devant le terme de variane. La vitesse de onvergene n'est ertes pas hangée, mais laonstante peut être très di�érente.De même, quand on s'intéresse à l'estimation adaptative de la densité fZ dans un ontexte las-sique sans erreur ((Zi)1≤i≤n observées) et dépendant, les oe�ients de mélange apparaissent lors de laproédure d'estimation adaptative. Par exemple, le niveau de seuillage proposé dans Tribouley et Vien-net (1998) aussi bien que la pénalité dans Comte et Merlevède (2002) dépendent tous les deux de lasomme des oe�ients de β-mélange (forts) des (Zi)i≥1. Or ette somme des oe�ients de mélange estonnue pour être di�ilement estimable.Dans e ontexte, notre objetif est d'estimer par déonvolution la densité fZ de façon adaptativequand les (Zi)1≤i≤n sont faiblement dépendantes. L'apport de notre travail est don multiple. Toutd'abord nous envisageons des onditions de dépendane faible dans un ontexte de déonvolution adap-tative e qui est omplètement nouveau, à la fois du point de vue de la déonvolution, mais aussi du29



point de vue de l'adaptation. Cei permet d'envisager des exemples de modèles plus généraux que lesmodèles mélangeants au sens du β-mélange fort. Ensuite, par une proédure d'estimation adaptative de
fZ analogue à elle dérite dans la partie 2.1, et ave une pénalité qui ne dépend pas des o�ients dedépendane, nous établissons une inégalité de type orale qui montre que le risque quadratique intégréde notre estimateur adaptatif est le même que elui obtenu dans le adre i.i.d. (ave les propriétés d'op-timalité mentionnées dans la partie 2.1) plus un terme additionnel négligeable. Ainsi, ontrairement auas lassique sans erreur, les oe�ients de dépendane n'interviennent pas dans la proédure adaptatived'estimation et n'interviennent dans la vitesse qu'au travers d'un terme suplémentaire négligeable.2.2.1 Mesures de dépendaneSoit (Ω,A,P) un espae de probabilité. Soit Y une variable aléatoire à valeur dans un espae deBanah (B, ‖ · ‖B). Notons Λκ(B) l'ensemble des fontions κ-Lipshitziennes de (B, ‖ · ‖B) dans R, 'est-à-dire telles que |f(x) − f(y)| ≤ κ ‖ x − y ‖B. Soit M une σ-algèbre de A. Soit PY |M la distributionoditionnelle de Y sahant M, PY la distribution de Y , et soit B(B) la σ-algèbre borélienne de (B, ‖ · ‖B).Dé�nissons

β(M, σ(Y )) = E

(
sup

A∈B(B)

|PY |M(A) − PY (A)|
)
,et si E(‖Y ‖) <∞, τ(M, Y ) = E

(
sup

f∈Λ1(B)

|PY |M(f) − PY (f)|
)
.Les oe�ients β(M, σ(Y )) sont les oe�ients de mélange lassique introduits par Rozanov et Volkonskii(1960). Le oe�ient τ(M, Y ) a été introduit par Dedeker et Prieur (2005).Soit X = (Xi)i≥1 une suite stritement stationnaire de variables aléatoires réelles. Pour tout k ≥ 0,les oe�ients βX,1(k) et τX,1(k) sont dé�nis par

βX,1(k) = β(σ(X1), σ(X1+k)), (2.2.1)et si E(|X1|) <∞, τX,1(k) = τ(σ(X1), X1+k). (2.2.2)Sur Rl, on onsidère la norme ‖x − y‖Rl = l−1(|x1 − y1| + · · · + |xl − yl|). Soit Mi = σ(Xk, 1 ≤ k ≤ i).Les oe�ients βX,∞(k) et τX,∞(k) sont dé�nis par
βX,∞(k) = sup

i≥1,l≥1
sup {β(Mi, σ(Xi1, . . . , Xil)), i+ k ≤ i1 < · · · < il} ,et si E(|X1|) <∞, τX,∞(k) = sup

i≥1,l≥1
sup {τ(Mi, (Xi1, . . . , Xil)), i+ k ≤ i1 < · · · < il} .2.2.2 Exemples de suites faiblement dépendantesLes exemples de suites β-mélangeants sont maintenant bien onnus (voir les livres de Doukhan (1994)et Bradley (2007)). Néanmoins de nombreux proessus, même markoviens, ne sont pas β-mélangeants.Par exemple onsidérons (ǫi)i≥1 une suite i.i.d. telle que P(ǫ1 = 1) = P(ǫ1 = 0) = 1/2. Alors la solutionstationnaire (Zi)i≥0 de l'équation Zn = 0.5(Zn−1 + ǫn) où Z0 est indépendante de (ǫi)i≥1 n'est pas β-mélangeante. Par ontre dans et exemple partiulier τX,∞(k) ≤ 2−k. Je renvoie à Comte et. al (2008a) etsurtout à Dedeker et Prieur (2005) pour une présentation de nombreux exemples de suites τ -dépendantesmais non β-mélangeantes. 30



2.2.3 EstimateursLes estimateurs sont les mêmes que eux présentés dans la partie 2.1 onsarée au adre i.i.d.. Pluspréisément, la olletion d'estimateurs (non adaptatifs) est elle dé�nie par (2.1.3) et l'estimateur adap-tatif est elui dé�ni par (2.1.5) ave une pénalité qui sera préisée.2.2.4 Borne de risque pour les estimateurs non adaptatifsLa proposition suivante montre que le risque quadratique intégré d'un estimateur de la olletion estdu même ordre que dans le as i.i.d. ave un terme suplémentaire dû à la dépendane.Proposition 2.2.1 Sous les onditions (Aε
2) et (AZ

3 ),
E‖fZ − f̂ (n)

m ‖2
2 ≤ ‖fZ − fm‖2

2 +
m2(M2 + 1)

kn
+

2∆(m)

n
+

2Rn,m

n
,où ∆(m) est dé�ni par (2.1.6) et

Rn,m =
1

π

n∑

k=2

∫ πm

−πm

∣∣Cov
(
eixZ1, eixZk

)∣∣ dx. (2.2.3)De plus, Rn,m ≤ min(Rn,m,β, Rn,m,τ ), où Rn,m,β = 4m

n−1∑

k=1

βZ,1(k) et Rn,m,τ = πm2

n−1∑

k=1

τZ,1(k) .Si∑k>0 βZ,1(k) <∞, et kn > n2, le risque est du même ordre que dans le as i.i.d., borné par l'inégalité(2.1.10). Si ∑k>0 τZ,1(k) < ∞, kn > n2 et si γ > 1/2 quand δ = 0 dans (Aε
1), le risque est du mêmeordre que dans le as i.i.d., borné par l'inégalité (2.1.10).En onlusion, sous des onditions de dépendane très faibles, l'estimateur non pénalisé a le mêmerisque que l'estimateur non pénalisé dans le as i.i.d. plus un terme suplémentaire négligeable. Cei està relier aux résultats onnus pour l'estimation d'une densité dans un adre lassique dépendant (voirpar exemple Viennet (1997) ou Dedeker et Prieur (2005)). En e�et, quand les (Zi)1≤i≤n sont observées('est-à-dire εi = 0), les oe�ients de mélanges des (Zi)i≥1 interviennent devant le terme de varianedominant. Ii ils n'interviennent que dans un terme additionnel négligeable.2.2.5 Bornes de risque pour l'estimateur adaptatifNous établissons une première majoration du risque de l'estimateur adaptatif f̃Z valable sous desonditions de dépendane faibles.Théorème 2.2.1 Supposons que fε satisfait (Aε

1), que fZ satisfait (AZ
3 ), et que mn satisfait (2.1.8).Soit f̂ (n)

m dé�ni par (2.1.3) ave kn ≥ n2 et 1 ≤ m ≤ mn. Soit pen(m) dé�nie par (2.1.7). L'estimateur
f̃Z = f̂

(n)
m̂ dé�ni par (2.1.5) satisfait
E(‖fZ − f̃Z‖2

2) ≤ Ca inf
m∈{1,··· ,mn}

[
‖fZ − fm‖2

2 + pen(m) +
m(M2 + 1)

n

]
+
C(Rn,mn

+mn)

n
,où Rn,m est dé�ni par (2.2.3), Ca est une onstante qui dépend de a, et C est une onstante qui dépendde fε, ̟ et a. 31



Comparons le risque f̃Z obtenu ii ave elui obtenu dans le théorème 2.1.1 dans le adre i.i.d.. Le terme
infm∈{1,··· ,mn}[‖fZ −m ‖2

2 + pen(m) + m(M2 + 1)/n] est le risque de f̃Z quand toutes les variables sonti.i.d.. La struture de dépendane des (Zi)i≥1 amène don un terme suplémentaire n−1(Rn,mn
+mn) quipeut être relié aux oe�ients de dépendane faible βZ,1(k) et τZ,1(k) dé�nis dans (2.2.1)-(2.2.2) via la�n de la proposition 2.2.1.Si es oe�ients de dépendane sont sommables et si la densité de l'erreur fε est "super smooth"alors le terme n−1(Rn,mn

+mn) est négligeable et le risque de f̃Z est elui du ontexte indépendant.Par ontre si fε est "ordinary smooth", le terme mn/n peut ne pas être négligeable. Dans e as lethéorème 2.2.1 ne permet pas de retrouver la vitesse du adre i.i.d. Pour la retrouver il est néessaire deonsidérer des onditions de dépendane plus restritives.2.2.6 Estimation adaptative pour fε "super smooth".Comme onséquene direte du théorème 2.2.1, nous avons le orollaire suivant.Corollaire 2.2.1 Supposons que fε satisfait (Aε
1) ave δ > 0, que fZ satisfait (AZ

3 ), et que mn satisfait(2.1.8). Soit pen(m) dé�nie par (2.1.7). Soit f̂ (n)
m dé�ni par (2.1.3) ave kn ≥ n2 et 1 ≤ m ≤ mn.1. Si ∑k>0 βZ,1(k) <∞,alors f̃Z = f̂

(n)
m̂ dé�ni par (2.1.5) satisfait

E(‖fZ − f̃Z‖2
2) ≤ Ca inf

m∈{1,··· ,mn}

[
‖fZ − fm‖2

2 + pen(m) +
m(M2 + 1)

n

]
+
C(ln(n))1/δ

n
,où Ca est une onstante qui dépend de a et C est une onstante qui dépend de fε, ̟, a et de∑

k>0 βZ,1(k).2. Si ∑k>0 τZ,1(k) <∞, alors f̃Z = f̂
(n)
m̂ dé�nie par (2.1.5) satisfait

E(‖fZ − f̃Z‖2
2) ≤ Ca inf

m∈{1,··· ,mn}

[
‖fZ − fm‖2

2 + pen(m) +
m(M2 + 1)

n

]
+
C(ln(n))2/δ

n
,ù Ca est une onstante qui dépend de a et C est une onstante qui dépend de fε, a et de∑k>0 τZ,1(k).Les termes qui dépendent de des puissanes de ln(n) sont négligeables par rapport aux autres. Paronséquent le risque de l'estimateur f̃Z onstruit ave la même pénalité que dans le as i.i.d. est d'ordre

infm∈{1,··· ,mn}[‖fZ − fm‖2
2 + pen(m)], 'est-à-dire du meilleur ordre de grandeur possible, omme dans leas i.i.d. Notons que e théorème est établi sous des onditions de dépendane très faibles. Ce résultat està relier aux résultats onnus en estimation de densité dans un adre lassique mélangeant (sans erreurs).En e�et quand les (Zi)1≤i≤n sont observées (εi = 0), le niveau de seuillage proposé dans Tribouley etViennet (1998) aussi bien que la pénalité dans Comte et Merlevède (2002) dépendent tous les deux dela somme des oe�ients de β-mélange (forts) des (Zi)i≥1, onnue pour être di�ilement estimable.2.2.7 Estimation adaptative pour fε "ordinary smooth".Nous établissons maintenant un résultat d'adaptation quand fε est "ordinary smooth", sous desonditions de dépendane plus restritives que dans le théorème 2.2.1, mais permettant d'avoir une32



majoration du risque de f̃Z omme dans le as i.i.d., et toujours ave une pénalité qui ne dépend pas desoe�ients de dépendane. Pour a > 1 et ̟ > 1, on dé�nit pen(m) par
pen(m) = 4a̟

∆(m)

n
. (2.2.4)Théorème 2.2.2 Supposons que fε satisfait (Aε

1) ave δ = 0, que fZ satisfait (AZ
3 ), et que mn satisfait(2.1.8). Soient pen(m) dé�nie (2.2.4) et f̂ (n)

m dé�ni par (2.1.3) ave kn ≥ n2 et 1 ≤ m ≤ mn.1. Si βZ,∞(k) = O(k−(1+θ)) pour un θ > (2γ + 3)/(2γ + 1), alors f̃Z = f̂
(n)
m̂ dé�ni par (2.1.5) satisfait

E(‖fZ − f̃Z‖2
2) ≤ Ca inf

m∈{1,··· ,mn}

[
‖fZ − fm‖2

2 + pen(m) +
m(M2 + 1)

n

]
+
C

n
, (2.2.5)où Ca est une onstante qui dépend de a et C est une onstante qui dépend de fε, a, ̟ et∑

k>0 βZ,∞(k).2. Si γ > 1/2 dans (Aε
1) et τZ,∞(k) = O(k−(1+θ)) pour θ > (2γ + 5)/(2γ + 1), alors f̃Z = f̂

(n)
m̂ dé�nipar (2.1.5) satisfait (2.2.5), où C est une onstante qui dépend de fε, a, ̟ et ∑k>0 τZ,∞(k).Pour des erreurs "ordinary smooth", l'estimateur f̃Z onstruit dans le adre i.i.d. a le même risque dansle adre i.i.d. que dans le ontexte dépendant. Mais ei n'est vrai que sous des onditions de dépendanelégèrement plus restritives que elles du théorème 2.2.1. En e�et nous faisons maintenant intervenir lesoe�ients βZ,∞(k) et τZ,∞(k), ave des onditions sur leur déroissane.2.3 Estimation adaptative dans un modèle ARCH généralCette partie présente l'artile Comte et al. (2008b), érit en ollaboration ave Fabienne Comte etJér�me Dedeker.2.3.1 IntrodutionConsidérons ((Yt, σt))t∈N une suite stritement stationnaire de R × R+ satisfaisant la relation

Yt = σtηt (2.3.6)où (ηt)t∈Z est une suite i.i.d. de variables entrées et de variane �nie et pour tout t ≥ 0, le veteuraléatoire (σi, ηi−1)0≤i≤t est indépendant de la suite (ηi)i≥t.De tels modèles sont usuellement utilisés en �nane, où (σ2
t )t∈Z, est la volatilité, que l'on herhe àétudier et qui n'est pas observée. Une grande variété de modèles paramétriques ont été proposés depuisle premier modèle ARCH(1) de Engle (1982). On peut notamment iter les modèles GARCH(p, q) deBollerslev (1986), et leurs extensions dérites dans Duan (1997). Il n'est en général pas possible dealuler la densité stationnaire de σt, même pour es modèles paramétriques. C'est l'une des raisons pourlesquelles il est intéressant de l'estimer, sans à priori sur sa régularité.Nous proposons une méthode d'estimation adaptative de la densité ln(σ2

t ) à partir des observations
(Yt)1≤t≤n. Puis nous dérivons une méthode permettant de remonter à l'estimation adaptative de ladensité de σ2

t . 33



Le modèle (2.3.6) est lassiquement réérit via une transformation logarithmique sous la forme
Ut = Zt + εt, (2.3.7)où Ut = ln(Y 2

t ), Zt = ln(σ2
t ) et εt = ln(η2

t ). Dans le ontexte du modèle (2.3.6), les variables Zt et εt sontindépendantes pour un t �xé, mais les suites (Zt)k≥0 et (εk)k∈Z ne sont pas indépendantes.L'objetif est alors d'estimer la densité de Zt = ln(σ2
t ), quand la densité fε de l'erreur εt = ln(η2

t ) estonnue. On va en partiulier herher un estimateur adaptatif de fZ onstruit sans onnaissane à prioride sa régularité, onstruit à partir des observations Ut = ln(Y 2
t ) et de la onnaisssane de fε. Puisque

Zt et εt sont indépendantes pour haque t, la densité ommune fU de l'observation Ut est le produit deonvolution fU = fZ ∗ fε.Ce problème est don lié au problème de la déonvolution que nous avons dérit dans les parties(2.1) et 2.2. Dans le adre i.i.d. dérit dans la partie 2.1, les variables (Zt)t≥0 et (εt)t≥0 sont i.i.d. et paronséquant les suites (Zt)t≥0 et (εt)t≥0 sont indépendantes. Dans la partie 2.2, la suite (Zt)t≥0 n'était pasi.i.d., mais la suite (εt)t≥0 l'était. Quand on onsidère le modèle (2.3.6), l'indépendane entre (Zt)t≥0 et
(εt)t∈Z n'est plus véri�ée, même si à t �xé on garde l'indépendane entre Zt et εt.Il existe d'autres travaux qui onsidèrent e modèle. On peut iter par exemple l'artile de van Eset al. (2005) qui étudie e problème mais sous des onditions moins générales. Ils onsidèrent le mêmemodèle ave ηt est gaussienne, la densité fZ de Zt est deux fois dérivable et le proessus (Ut, Zt) est
α-mélangeant.Notre travail s'insrit dans un ontexte plus général que eux des travaux antérieurs. Tout d'abord,nous onsidérons le problème de l'estimation adaptative de la densité de Zt = ln(σ2

t ) sans onnaissaneà priori de sa régularité. Ensuite, nos hypothèses de dépendane sont des hypothèses de dépendanefaible nettement moins restritives que elles qui ont été onsidérées auparavant. Elles permettent no-tamment d'étudier des modèles ARCH généraux, omme les modèles ARCH(∞) dérits dans Giraitiset al. (2000). En�n, nous ne nous restreignons pas à une loi d'erreur donnée, mais onsidérons des loisd'erreur générales.Ave une proédure d'estimation adaptative de fZ analogue à elle dérite dans la partie 2.1, etave une pénalité qui ne dépend pas des o�ients de dépendane, nous établissons une inégalité detype orale qui montre que le risque quadratique intégré de notre estimateur adaptatif est le même queelui obtenu dans le adre i.i.d. (ave les propriétés d'optimalité mentionnées dans la partie 2.1) plusun terme additionnel négligeable. Ainsi, omme dans le as dépendant et ontrairement au as lassiquesans erreur, les oe�ients de dépendane n'interviennent pas dans la proédure adaptative d'estimationet n'interviennent dans la vitesse qu'au travers d'un terme suplémentaire, négligeable sous ertainesonditions ou au pire du même ordre que le terme de variane prinipal. La proédure d'estimationadaptative est la même dans le as i.i.d, dans le as dépendant et dans le as ARCH, e qui la rendpartiulièrement robuste et don attrative. Le modèle ARCH est un modèle qui du fait de sa struturefait appel à des hypothèses de dépendane partiulières qui néessitent des outils spéi�ques notammentpour les majorations des risques des estimateurs. Nous onluons notre travail par une présentationd'exemples de modèles ARCH et des onditions de dépendane qu'ils satisfont.2.3.2 Proédure d'estimationLa proédure d'estimation est elle dérite dans la partie 2.1. On onsidère don (f̂
(n)
m )1≤m≤mn

laolletion d'estimateurs dé�nis par (2.1.3), obtenu par mimimisation de ontraste sur un modèle S(n)
m .De la même façon on dé�nit l'estimateur adaptatif de fZ par (2.1.5) ave une pénalité du type (2.1.7).34



Avant d'établir les bornes de risque, je préise les onditions de dépendane sous lesquelles les résultatssont valides, en utilisant les notations et les dé�nitions de la partie 2.2.1.2.3.3 Hypothèses de dépendaneAprès la transformation logarithmique (Ut = ln(Y 2
t ), Zt = ln(σ2

t )), le proessus d'intérêt est
(Wt)t∈Z = ((Ut, Zt))t∈Z. (2.3.8)Préisons les dé�nitions de la partie 2.2.1 pour un proessus dans R2. Soit (Wt)t≥0 une suite stritementstationnaire à valeurs dans R2. Considérons la norme ‖x− y‖R2 = |x1 − y1|+ |x2 − y2| sur R2. Pour tout

k ≥ 0, on dé�nit les oe�ientssi E(‖W0‖R2) <∞, τ1(k) = τ(σ(W0),Wk). (2.3.9)On onsidère également la norme ‖x − y‖(R2)l = l−1(‖x1 − y1‖R2 + · · · + ‖xl − yl‖R2) sur (R2)l. Soit
Mi = σ(Wk, 0 ≤ k ≤ i). Si E(‖W1‖R2) <∞, les oe�ients τ∞(k) sont dé�nis par

τ∞(k) = sup
i≥0

sup
l≥1

{τ(Mi, (Wi1, . . . ,Wil)), i+ k ≤ i1 < · · · < il} . (2.3.10)On dit que le proessus (Wt)t≥0 est τ -dépendant si les oe�ients τ∞(k) tendent vers zéro quand ktend vers l'in�ni. On dit qu'il est géométriquement τ -dépendant si il existe a < 1 et C > 0 tels que
τ∞(k) ≤ Cak pour tout k ≥ 1. Considérons dorénavant les oe�ients de dépendane dé�nis ommedans (2.3.9) et (2.3.10) ave (Wt)t∈Z = ((Ut, Zt))t∈Z.Les hypothèses de dépendane pour le modèle (2.3.7) sont résumées par :






- les variables εi sont i.i.d.,- Le veteur aléatoire (Zi, εi−1)0≤i≤t est indépendant de la suite (εi)i≥t,- Le proessus (Wt)t∈Z est stritement stationnaire et τ -dependant. (2.3.11)2.3.4 Borne de risque pour l'estimateur non adaptatifProposition 2.3.1 Soit ∆(m) dé�ni par (2.1.6). Si fε satisfait (Aε
1) et si fZ satisfait (AZ

3 ), alors f̂ (n)
mdé�ni par (2.1.3) satisfait

E‖fZ − f̂ (n)
m ‖2

2 ≤ ‖fZ − fm‖2
2 +

m2(M2 + 1)

n
+

2∆(m)

n
+

2Rm

n
,où Rm =

1

π

n∑

k=2

∫ πm

−πm

∣∣∣
Cov

(
eixU1, eixZk

)

f ∗
ε (−x)

∣∣∣dx.De plus, Rm ≤ Rm,τ , où
Rm,τ = πm∆1/2(m)

n−1∑

k=1

τ1(k),ave τ1 dé�ni par (2.3.9), et où ∆1/2(m) =
1

2π

∫ πm

−πm

1

|f ∗
ε (x)|dx.35



Comme dans le as dépendant dérit dans la partie 2.2, le risque quadratique intégré de f̂ (n)
m est le risquedu as i.i.d. plus un terme suplémentaire 2Rm/n. Ce terme additionnel fait intervenir les oe�ientsde dépendane et la quantité ∆1/2(m) spéi�que au modèle ARCH. Sous ertaines onditions, le terme

∆1/2(m)/n est négligeable ou au pire du même ordre que ∆(m)/n. Plus préisément, si δ = 0, et γ > 1ou si δ > 0 dans (Aε
1), et si ∑k≥1 τ1(k) < +∞, alors f̂ (n)

m dé�ni par (2.1.3) satisfait
E‖fZ − f̂ (n)

m ‖2 ≤ C1

2π
(m2π2 + 1)−s exp{−2bπrmr} +

2λ1(fε, κ0)Γ(m)

n
+
C2

n
Γ(m)om(1), (2.3.12)ave C1 et C2 des onstantes �nies. La onstante C2 dépend de ∑k≥1 τ1(k). L'estimateur f̂ (n)

m a don unrisque quadratique du même ordre que dans le as i.i.d..2.3.5 Borne de risque pour l'estimateur adaptatifPour a > 1, onsidérons la pénalité pen(m) dé�nie par
pen(m) =






48a
∆(m)

n
if 0 ≤ δ < 1/3,

16aλ3
∆(m) (πm)min((3δ/2−1/2)+ ,δ))

n
si δ ≥ 1/3,

(2.3.13)où ∆(m) est dé�ni par (2.1.6) et λ3(fε) est une onstante qui dépend de fε. La pénalité est don dumême ordre que elle du modèle i.i.d. à des onstantes près.Théorème 2.3.1 Supposons (2.3.8)-(2.3.11), que fε satisfait (Aε
1), que fZ satisfait (AZ

3 ) et que mnsatsifait (2.1.8). Soit f̂ (n)
m dé�ni par(2.1.3) ave 1 ≤ m ≤ mn et pen(m) dé�nie par (2.3.13). Supposonsde plus que l'une des deux onditions suivantes a lieu :1. δ = 0, γ ≥ 3/2 dans (Aε

1) et τ∞(k) = O(k−(1+θ)) pour un θ > 3 + 2/(1 + 2γ)2. δ > 0 dans (Aε
1) et τ∞(k) = O(k−(1+θ)) pour un θ > 3,où τ∞ est dé�ni par (2.3.10). Alors, l'estimateur f̃Z = f̂

(n)
m̂ dé�ni par (2.1.5) satisfait

E(‖fZ − f̃Z‖2
2) ≤ Ca inf

m∈{1,··· ,mn}

[
‖fZ − fm‖2

2 + pen(m) +
m2(M2 + 1)

n

]
+
C

n
, (2.3.14)où Ca est une onstante qui dépend de a et C est une onstante qui dépend de fε, a, et ∑k≥1 τ∞(k).L'estimateur f̃Z est onstruit ave une pénalité qui ne dépend pas de la somme des oe�ients dedépendane et qui est la même que dans le as i.i.d.. Cei est d'un intérêt tout partiulier ar la sommedes oe�ients de dépendane est onnue pour être di�ilement estimable.L'estimateur f̃Z est don adaptatif dans le sens où sa onstrution ne requiert pas de onnaître larégularité de fZ et que son risque quadratique est du même ordre de grandeur que le meilleur des risquesdes estimateurs de la olletion. Il n'y a pas pas à ma onnaissane de résultats d'optimalité (au sensminimax) dans un tel modèle. Nous ne pouvons don pas a�rmer qu'il atteint ou non la vitesse minimax,mais nous établissons qu'il a exatement la même vitesse que dans le as i.i.d., où des minorations ontété établies. 36



2.3.6 Estimation de la densité de σ2
t .La proédure proposée permet d'estimer la densité de Zt = ln(σ2

t ). Je déris maintenant omment onobtient un estimateur de la densité de σ2
t ainsi qu'une majoration de son risque quadratique intégré.Pour u > 0, si fσ est la densité de σ2

t , on a la relation fσ(u) = fZ(ln(u))/u. On estime don fσ par
f̂σ(u) =

f̃(ln(u))

u
, pour u > 0.Le risque quadratique intégré de f̂σ sur [a,∞[, ave a > 0, est du même ordre que E(‖f̃Z − fZ‖2). Ene�et nous avons les relations

E

(∫ ∞

0

|f̂σ(t) − fσ(t)|2tdt
)

= E(‖f̃Z − fZ‖2) et E

( ∫ ∞

a

|f̂σ(t) − fσ(t)|2dt
)
≤ 1

a
E(‖f̃Z − fZ‖2

2) .2.3.7 Exemples et illustration pratiqueExemples de modèles ARCH satisfaisant les onditions de dépendaneDans ette partie nous présentons des exemples de modèles ARCH (2.3.6) pour lequels le théorème2.3.1 s'applique. Parmi es exemples de modèles, on peut iter notamment deux grandes familles.Une première famille de modèles est omposée des modèles (2.3.1) dérits par
Yt = σtηt, ave σt = f(ηt−1, ηt−2, . . .). (2.3.1)où f est une fontion mesurable. Une deuxième famille est omposée des modèles dérits par

Yt = σtηt, ave σt = f(σt−1, ηt−1) et σ0 indépendant de (ηt)t≥0. (2.3.2)Dans e as σt est une haîne de Markov stationnaire et on supposera pour simpli�er que E(η2
0) = 1.Le modèle ARCH a été introduit par Engle (1982) et généralisé par Bollerslev (1986) ave la lassedes modèles GARCH(p, q) dé�nis par Yt = σtηt et

σ2
t = a+

p∑

i=1

aiY
2
t−i +

q∑

j=1

bjσ
2
t−j (2.3.3)où les oe�ients a, ai, i = 1, . . . , p et bj , j = 1, . . . , q sont des réels positifs. Sous la ondition∑p

i=1 ai +∑q
j=1 bj < 1, le modèle admet une unique solution stationnaire de la forme (2.3.1) (voir Bougerol etPiard (1992a, 1992b) et Ango Nzé (1992)).Un exemple de modèle linéaire général ARCH(∞) dérit par Giraitis et al. (2000) est :

σ2
t = a +

∞∑

j=1

ajY
2
t−j, (2.3.4)où a ≥ 0 et aj ≥ 0. Si∑j≥1 aj < 1, alors il existe une unique solution stritement stationnaire au modèle(2.3.4), qui est de la forme (2.3.1).Pour les modèles satisfaisant (2.3.2), on peut iter les modèles dits GARCH(1, 1) "augmentés" intro-duits par Duan (1997) :

Λ(σ2
t ) = c(ηt−1)Λ(σ2

t−1) + h(ηt−1), (2.3.5)37



où Λ est une fontion ontinue et oissante de R+. D'autres modèles satisfaisant (2.3.2) sont les modèlesARCH non linéaires (voir Doukhan (1994), p. 106-107), pour lesquels :
σt = f(σt−1ηt−1). (2.3.6)Il existe une solution stationnaire au modèle (2.3.6) dès que la densité de η0 est stritement positive auvoisinnage de 0 et que lim sup|x|→∞ |f(x)/x| < 1.La proposition suivantes fournit des onditions générales su�santes assurant que les onditions dedépendane du théorème 2.3.1 sont véri�ées.Proposition 2.3.2 Soit Yt et σt satisfaisant (2.3.1) ou (2.3.2). Supposons que σ2

0 et η2
0 admettent desdensités bornées et que E(η2

0) = 1.1) Pour le modèle ARCH(∞) (2.3.4), nous avons� si aj = 0, pour j ≥ J , alors ((Zt, Ut))t≥0 est géométriquement τ -dépendant.� Si aj = O(bj) pour un b < 1 alors τ∞(n) = O(κ
√

n) pour un κ < 1.� Si aj = O(j−b) pour un b > 1 alors τ∞(n) = O(n−b/2(ln(n))b+2).2) Pour le modèle (2.3.2), si il existe κ < 1 tel que
E(|(f(x, η0))

2 − (f(y, η0))
2|) ≤ κ|x2 − y2| , (2.3.7)alors ((Zt, Ut))t>0 est géométriquement τ -dépendant ave τ∞(n) = O(n(

√
κ)n).Un exemple de haîne de Markov satisfaisant (2.3.7) est le modèle autorégressif σ2

t = h(σ2
t−1) + r(ηt−1)pour une fontion h κ-lipshitzienne.Illustration pratiqueLes programmes Matlab sont disponibles sur la page de Yves Rozenhol à l'adresse :http ://www.math-info.univ-paris5.fr/∼rozen/.Soit εt ; ln[(N (0, 1))2] et la pénalité

pen(m) =
(
1 +

ln(πm)2.5

(1 + σ2
ε)πm

+ πm
)∫ πm

−πm

dx

|f ∗
ε (x)|2Considérons les trois modèles dépendants suivantsM1 modèle GARCH(1,1) (i.e. p = q = 1 dans (2.3.3))ave paramètres a = 1, a1 = 0.7, b1 = 0.2 (ommedans van Es et al. (2005)),M2 modèle GARCH(1,1) (p = q = 1 dans (2.3.3)) ave paramètres a = 5, a1 = 0.79 et b1 = 0.2.M3 Yt = σtηt et σ2

t = τ 2σ2
t−1 + 1/η2

t−1, ave des variables ηt, i.i.d. N (0, 1) et τ 2 = 0.5 ou τ 2 = 0.8 (voirl'exemple de de Vries (1991), équation (10)).Dans es modèles, la vraie densité stationnaire à estimer n'est pas onnue. Nous allons don omparerl'estimateur onstruit par déonvolution ave l'estimateur adaptatif obtenu par histogramme optimalet onstruit ave les observations diretes ln(σ2
t ), dérit dans Birgé et Rozenhol (2006). On utiliseet histogramme omme référene pour l'allure de la vraie densité stationnaire. Cette démarhe n'estévidemment valable que dans un ontexte de simulation où les Zt sont aussi disponibles. Le niveau debruit apparaît au travers de s2n = v̂ar(U)/σ2

ε − 1, où v̂ar(U) est la variane empirique des observations.38
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Fig. 2.2 � Deonvolution de deux modèles ARCH (haut) et de deux modèles de de Vries (bas). Courbesestimées et histogramme optimal sur l'observation direte de ln(σ2
t ) pour n = 1000 données simulées.Pour le modèle M1, on obtient de bons résultats. La partie en haut à gauhe de la Figure 2.2 montrel'estimateur basé sur l'observation des (Ut)1≤t≤n ave Ut = ln(Y 2
t ). On peut remarquer que le pi estlégèrement oupé. Le résultat est meilleur dans la partie en haut à droite de la Figure 2.2 (modèle M2),quand s2n augmente (il arrive à 0.35 au lieu de 0.13 dans le as péédent). Pour le modèle M3, on hoisit

τ 2 = 0.5 (Figure 2.2-en bas à gauhe) et τ 2 = 0.8 (Figure 2.2-en bas à droite). On a alors s2n=0.6(gauhe) et 1.34 (droite) dans le bas de la Figure 2.2. Ii la proédure donne de bons résultats, ave unepénalité bien alibrée.2.4 Estimation de fontionnelles linéaires dans le modèle de onvo-lutionCette partie dérit brièvement l'artile Matias et Taupin (2004). J'ai hoisi de ne pas détailler plusette présentation a�n de ne pas rendre e mémoire trop tehnique. Considérons le modèle
Ui = Zi + εi, i = 1, · · · , n,ave Ui l'observation, Zi indépendante de εi et εi ∼ N (0, 1). On souhaite estimer des fontionnelleslinéaires intégrales de fZ de la forme

Γf (y) =

∫
f(z)fε(z − x)fZ(z)dz,39



pour une fontion f onnue. Quand f ≡ 1 on retrouve le densité de l'observation U , puisque fU =
fZ ⋆ fε ≡ Γ1. En utilisant des outils liés à la déonvolution j'ai proposé dans Taupin (2001) d'estimer Γfpar

Γ̂f,n(y0) =

∫
f(x)fε(y0 − x)f̂Z(x)dx, ave f̂Z(x) =

1

n

n∑

i=1

Kn,Cn
(x− Ui), (2.4.8)

Cn étant une suite qui tend vers l'in�ni, Kn,Cn
étant un noyau de déonvolution dé�ni par sa transforméede Fourier via

K∗
n,Cn

(t) =
K∗

n(t)

f ∗
ε (t)

=
K∗(t/Cn)

f ∗
ε (t)

, (2.4.9)ave K un noyau à hoisir, ayant une tranformée de Fourier à support ompat. Cet estimateur estonsistant (voir Taupin (2001)), ave une vitesse qui dépend de la régulartité de f(x)fε(· − x) ommefontion de x omparée à elle de fε.Dans l'artile Matias et Taupin, nous établissons des minorations pour des risques minimax assoiésà des fontions de perte variées. Pour haun des types de fontions f , nous avons onsidéré plusieursrisques : le risque quadratique pontuel, le risque par rapport à la norme Lp et en�n le risque relié à lanorme uniforme. Les minorations des risques minimax assoiés montrent que l'estimateur (2.4.8) atteintla vitesse optimale quand f est polynomiale, trigonométrique ou exponentielle.
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Chapitre 3Modèles de régression ave erreurs sur lesvariables
3.1 Estimation non paramétrique dans un modèle de régressionave erreurs sur les variablesCette partie présente les résultats de l'artile Comte et Taupin (2007).3.1.1 Introdution, modèle et résultats antérieursOn observe (Yi, Ui)1≤i≤n un n-éhantillon de variables aléatoires i.i.d. satisfaisant

{
Yi = f(Zi) + ξi, E(ξi) = 0,
Ui = Zi + εi,

(3.1.1)où les Zi, ξi, εi sont indépendantes. L'objetif est d'estimer la fontion de régression f à partir desobservations (Yi, Ui)i=1,··· ,n. Les variables aléatoires (Zi)i=1,··· ,n ne sont pas observées et ont une densitéommune fZ inonnue. Dans e modèle, les variables ξi sont entrées de densité inonnue, tandis que leserreurs (εi)i=1,··· ,n ont une densité ommune onnue fε.Comme en déonvolution, deux fateurs interviennent sur la vitesse d'estimation de la fontion derégression dans un modèle ave erreurs sur les variables : la régularité de la fontion de régression maisaussi la régularité de la densité du bruit fε. Et omme en déonvolution, plus fε est régulière, plus il estdi�ile de retrouver de l'information sur Z et don d'estimer la fontion de régression. Les vitesses deonvergene les plus lentes sont don obtenues pour les fε les plus régulières (ε gaussienne par exemple).Les premiers résultats d'estimation non paramétrique dans le modèle (3.1.1) ont été obtenus par Fanet. al. (1991), Fan et Truong (1993). Ils ont proposé un estimateur du type Nadaraya-Watson, onstruitomme le ratio de deux estimateurs à noyaux par déonvolution. Parmi les auteurs qui ont étudié eproblème, on peut iter Fan et Masry (1992), Masry (1993b), Ioannides et Alevizos (1997). Ces artilesonsidèrent di�érentes approhes (risques Lp, normalité asymptotique...) sous des hypothèses variées(mélange, régularité,...). En partiulier quand la fontion de régression et la densité fZ admettent toutesles deux des dérivées jusqu'à l'ordre k, Fan et Truong (1993) étudient l'optimalité pour l'estimation de
f . Quand la densité fε est soit "ordinary" soit "super smooth", ils établissent des majorations et desminorations pour le risque quadratique pontuel et pour le risque Lp restreint à un ensemble ompat.41



En utilisant une approhe di�érente, Koo et Lee (1998) ont proposé une méthode d'estimation baséesur les B-splines. Leurs résultats ne s'appliquent que pour une densité d'erreur fε "ordinary smooth".Dans les travaux mentionnés i-dessus, la fontion de régression et la densité de Z appartiennent à lamême lasse de régularité onnue de type "ordinary smooth". Nous proposons une méthode d'estimationadaptative de la fontion de régression, dans le sens ou sa onstrution ne requiert pas la onnaissane àpriori de sa régularité. De plus nous établissons une inégalité de type orale pour le risque quadratiqueintégré sur un ompat de l'estimateur adaptatif et nous étudions les vitesses de onvergene pour f et
fε dans deux lasses de régularité inluant toutes les deux les fontions "ordinary smooth" et "supersmooth". Notre estimateur atteint les vitesses minimax dans tous les as où des minorations ont étéétablies.3.1.2 Méthode d'estimationNous proposons une méthode d'estimation de la fontion de régression f , qui ne requiert auuneonnaissane à priori sur sa régularité, ni sur elle de la densité fZ .Notre méthode d'estimation est basée sur l'idée lassique que la fontion de régression peut s'érire

f(z) = E(Y |Z = z) =

∫
yfZ,Y (z, y)dy

fZ(z)
=

(ffZ)(z)

fZ(z)
,ave fZ,Y le densité jointe de (Z, Y ). Par onséquent la fontion de régression peut être estimée par leratio de deux estimateurs, 'est-à-dire par f̃ = ℓ̃/f̃Z , où ℓ̃ est un estimateur adaptatif de ℓ = ffZ et f̃Z estun estimateur adaptatif de fZ . Ces deux estimateurs vont être obtenus par minimisation de ontrastespénalisés bien hoisis. La méthode d'estimation reprend les idées et les notations de la partie 2.1 surl'estimation de la densité par déonvolution dans un adre i.i.d. .Estimateurs non adaptatifsComme pour l'estimation de densité par déonvolution, on part du fait que

ℓ = arg min
t

‖t− ℓ‖2
2 = arg min

t
‖t‖2

2 − 2〈ℓ, t〉 = arg min
t

[‖t− ℓ‖2
2 − ‖ℓ‖2

2].On remarque ensuite que 〈ℓ, t〉 = E(f(Z)t(Z)) = E(Y t(Z)). Nous avons don besoin d'estimer E(Y t(Z))en utilisant les observations U1, · · · , Un. Pour un m arbitraire, et ave les notations de la partie 2.1, ononsidère un estimateur de ℓ sur S(n)
m dé�ni par

ℓ̂(n)
m = arg min

t∈S
(n)
m

γn,ℓ(t), (3.1.2)où, pour t ∈ S
(n)
m ,

γn,ℓ(t) = ‖t‖2
2 − 2n−1

n∑

i=1

(Yiu
∗
t (Ui)) ave ut(x) = (2π)−1t∗(−x)/f ∗

ε (−x) et E(Y1u
∗
t (U1)) = 〈t, ℓ〉.La olletion d'estimateurs non adaptatifs f̂ (n)

mfZ
de fZ est dé�nie par (2.1.3) dans la partie (2.1).42



Les estimateurs non adaptatifs de f sont dé�nis par f̂mℓ,mfZ
= ℓ̂mℓ

/f̂mfZ
où mℓ et mfZ

sont donnéspar les ompromis entre arré du biais et variane de hauns des estimateurs. La onstrution et l'étudede es estimateurs requièrent de se restreindre à un ompat A et de onsidérer les hypothèses suivantes.
f ∈ FG = {φ telle que sup

x∈G
|φ(x)| ≤ κ∞,G <∞}, où G est le support de la densité fZ . (A1)Il existe des onstantes positives g0, g1 telles que pour tout x ∈ A, g0 ≤ g(x) ≤ g1. (A2)Estimateurs adaptatifsL'estimateur adaptatif de fZ est f̃Z dé�ni dans la partie (2.1). L'estimateur adaptatif de ℓ est dé�nide façon analogue par

ℓ̃ = ℓ̂
(n)
m̂ℓ

ave m̂(n)
ℓ = arg min

m∈Mn,ℓ

[
γn,ℓ(ℓ̂

(n)
m ) + penℓ(m)

]
, (3.1.3)où pour κ′ une onstante numérique,

penℓ(m) = κ′[1 + m̂2(Y )]∆(m)/n et m̂2(Y ) =
1

n

n∑

i=1

Y 2
i .Pour r ∈ R et d > 0, on note r(d) = sign(r) min(|r|, d). Pour an bien hoisie, l'estimateur adaptatif de fest f̃ de f dé�ni par

f̃ = (ℓ̃/f̃Z)(an). (3.1.4)3.1.3 Bornes de risque pour les estimateurs non adaptatifsProposition 3.1.1 Notons ℓm la projetion orthogonale de ℓ sur Sm. Soit ℓ̂m dé�ni par (3.1.2). Si ℓ et
fZ satisfont (AZ

3 ), alors
E(‖ℓ̂(n)

m − ℓ‖2
2) ≤ ‖ℓ− ℓm‖2

2 + 2E(Y 2
1 )∆(m)/n+ (κL+ ‖ ℓ ‖2

1)(πm)2/knEn ombinant ette borne pour l'estimation de ℓ et la proposition 2.1.1 pour l'estimation de fZ on obtientla borne de risque suivante pour l'estimateur de la fontion de régression.Proposition 3.1.2 Soit fε satisfaisant (Aε
1), fZ satisfaisant (A2) et fZ appartenant à SsfZ

,rfZ
,bfZ

(κfZ
)ave sfZ

> 1/2 si rfZ
= 0. Notons f̂mℓ,mfZ

= ℓ̂mℓ
/f̂Z,mfZ

l'estimateur de f non adaptatif dé�ni par
f̂mℓ,mfZ

= ℓ̂mℓ
/f̂Z,mfZ

ave mℓ et mfZ
qui réalisent le meilleur ompromis biais-variane pour haun desdeux estimateurs de ℓ et fZ. Si an = nk ave k > 0 et kn ≥ n3/2, alors pour n assez grand

E‖(f̂mℓ,mfZ
− f)1IA‖2

2 ≤ C0[E(‖ℓ− ℓ̂mℓ
‖2

2) + E(‖fZ − f̂Z,mfZ
‖2

2)] + o(n−1),où C0 est une onstante qui dépend de fZ .On onstate don que le risque quadratique intégré de fmℓ,mfZ
est majoré par la somme des risquesquadratiques intégrés ℓ̂mℓ

et f̂mfZ
. Cei vient très probablement de la méthode d'estimation. En e�et,dans le ontexte de l'estimation lassique d'une fontion de régression, l'estimateur de Nadaraya-Watsonprésente déjà la partiularité de faire intervenir la régularité de fZ pour l'estimation de la fontion derégression. Dans le adre lassique, sans erreurs, il existe d'autres méthodes qui ne présentent pas etinonvénient, omme par exemple les méthodes d'estimation par polyn�mes loaux ou par projetion.43



3.1.4 Une inégalité de type oraleThéorème 3.1.1 Supposons que fε satisfait (Aε
1), fZ et ℓ satisfont (AZ

3 ). Soient ℓ̂m et f̂m les estimateursdé�nis par (3.1.2) et (2.1.3) ave kn > n, mn,ℓ ≤ mn, mn,g ≤ mn et mn omme dans (2.1.8).Estimation adaptative de ℓ. Sous (A1), si E|ξ1|8 <∞, ℓ̃ = ℓ̂m̂ℓ
dé�ni par (3.1.3) satisfait

E(‖ℓ− ℓ̃‖2
2) ≤ K ′ inf

m∈Mn,ℓ

[
‖ℓ− ℓm‖2

2 + (πm)2(κL+ ‖ ℓ ‖2
1)/n+ E(penℓ(m))

]
+ c′/n,où K ′est une onstante numérique et où c′ est une autre onstante qui dépend de fε et de ℓ.Estimation adaptative de f . Notons fZ,m la projetion orthogonale de fZ sur Sm. Soit fZ satis-faisant (A2)et appartenant à SsfZ

,rfZ
,bfZ

(κfZ
) dé�ni par (2.1.9) ave sfZ

> 1/2 si rfZ
= 0. Supposonsque E|ξ1|8 <∞. Soit f̃ dé�nie par (3.1.4). Si kn ≥ n3/2, an = nk ave k > 0, alors pour n assez grand

E(‖(f − f̃)1IA‖2
2) ≤ C0 inf

m∈Mn,ℓ

[‖ℓ− ℓm‖2
2 + (πm)2(κL+ ‖ ℓ ‖2

1)/n+ E(penℓ(m))]

+C1 inf
m∈Mn,fZ

[‖fZ − fZ,m‖2
2 + (πm)2(κG + 1)/n+ penfZ

(m)] + c/noù C0, C1 sont des onstantes qui dépendent de ℓ et fZ respetivement et c est une onstante qui dépendde fε, f et fZ.On onstate que le risque quadratique intégré de l'estimateur adaptatif de f est majoré par la sommedes risques des estimateurs adaptatifs de ℓ et de fZ . Si la densité fZ est plus régulière que la fontion derégression, alors l'estimateur a pour risque le plus petit risque possible pour estimer f .On peut montrer que si f et fZ admettent toutes les deux des dérivées jusqu'à l'ordre k, alorsl'estimateur adaptatif f̃ atteint la vitesse minimax établie par Fan (1991) et Fan et Truong (1993).3.1.5 Illustration par des simulationsLes programmes Matlab sont disponibles sur la page de Yves Rozenhol à l'adresse :http ://www.math-info.univ-paris5.fr/ rozen/.Les graphiques qui suivent représentent les estimateurs et les fontions à estimer dans di�érentsontextes. Pour haque groupe de graphiques, le graphique en haut à gauhe représente la vraie fontionde régression est les observations Y assoiées. Le graphique en haut à droite représente la vraie densité fZet l'estimateur optimal, hoisi par la proédure d'estimation. Le graphique du bas représente la fontionde régression et l'estimateur hoisi par la proédure d'estimation.Régression uniforme On onsidère f(x) = I[−1,1](x), ave Z ∼ symexp, n = 1000,
ε ∼ (1/

√
500)symexp, et ξ ∼ (1/10)N (0, 1).Régression exponentielle On onsidère f(x) = exp(−x), ave Z ∼ N (0, 1), n = 1000,

ε ∼ (1/
√

2)symexp, et ξ ∼ (1/2)N (0, 1).Exponentielle tronquée On onsidère f(x) = exp(−x)Ix≥0, ave Z ∼ N (0, 1), n = 1000,
ε ∼ (1/

√
2)symexp, et ξ ∼ (1/2)N (0, 1).Régression Gamma f(x) = 0.4x4e−x/Γ(5) + 0.6x12e−x/Γ(13), ave Z ∼ X (12), n = 1000, ε ∼

(1/10)N (0, 1), ξ ∼ (1/
√

1000)N (0, 1). 44
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3.1.6 PerspetivesLa méthode d'estimation adaptative que nous avons proposé est basée sur un estimateur par quotientdont la vitesse de onvergene fait intervenir à la fois la régularité de fZ et la régularité de la fontion derégression. Dans le ontexte lassique d'estimation de fontion de régression (sans erreurs), des méthodesalternatives à l'estimateur de Nadaraya-Watson existent. Elles permettent notamment de s'a�ranhir deette dépendane de la régularité de fZ . Il serait très intéressant d'obtenir des méthodes d'estimationalternatives de f qui ne dépendent pas de la régularité de fZ .
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3.2 Estimation semi-paramétrique dans un modèle de régressionave erreurs sur les variablesCette partie présente les résultats des artiles Taupin (2001, 1998) et Butuea et Taupin (2008). Lesdeux premiers sont présentés rapidement tandis que l'artile Butuea et Taupin est plus détaillé. En e�ete dernier est plus réent et améliore les résultats ontenus dans Taupin (2001, 1998).
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3.2.1 Le modèleConsidérons que l'on observe n opies i.i.d. de (Y, U) satisfaisant
{
Y = fθ0(Z) + ξ
U = Z + ε.Les variables Z, ξ, ε sont indépendantes et non observées. La fontion de régression fθ0 appartient à unefamille paramétrique et θ0, le paramètre inonnu appartient à l'intérieur d'un sous-ensemble ompat de

Θ ⊂ Rd. Les densités marginales des Zi et des ξi sont inonnues ave E(ξ) = 0. Par ontre la densité deserreurs εi est supposée omplètement onnue.Dans e ontexte l'objetif est d'estimer le paramètre inonnu θ0 en utilisant les observations (Yi, Ui)pour i = 1, · · · , n. Le modèle est un modèle semi-paramétrique, ave θ0 ∈ Rd le paramètre d'intérêt et
fZ le paramètre de nuisane qui appartient à un espae fontionnel.3.2.2 Résultats antérieursCe modèle a éte largement étudié depuis les premiers résultats qui datent des années 1950 (voir parexemple Reiersøl (1950) ou Kiefer et Wolfowitz (1956). Parmi les artiles antérieurs on peut iter eux(les plus nombreux) qui onsidèrent le as linéaire, eux qui onsidèrent le as des mesures répétées ouave des hypothèses suplémentaires (observations suplémentaires, fZ dans une famille paramétrique,...).Commençons par présenter les résultats antérieurs obtenus dans le as linéaire. Le modèle s'érit alors

{
Yi = θ0

0 + θ0
1Zi + ξi

Ui = Zi + εi.La littérature onernant l'estimation de θ0 = (θ0
0, θ

0
1) dans le as linéaire est très abondante. Citonsnotamment Reiersøl (1950), Kiefer et Wolfowitz (1956), Gleser (1981, 1985), Anderson (1984), Bikelet Ritov (1987) et Cheng et Van Ness (1994). Une méthode d'estimation repose sur le maximum devraisemblane obtenu quand Z, ξ et ε sont des variables aléatoires gaussiennes ave di�érentes hypothèsesd'identi�abilité. Par exemple, si le rapport des varianes λ = σ2

ε/σ
2
ξ est onnu, alors et estimateur dumaximum de vraisemblane est dé�ni par

θ̂ = arg min
θ∈Θ

n∑

i=1

[Yi − θ0 − θ1Ui]
2

σ2
ε(1 + λθ1

2)
.Quand Z, ξ et ε sont des variables aléatoires gaussiennes, et estimateur θ̂ est √n-onsistant, asympto-tiquement gaussien de θ0 et e�ae. Quand Z, ξ et ε ne sont plus des variables aléatoires gaussiennes ilreste un estimateur √n-onsistant, asymptotiquement gaussien de θ0. Je renvoies notamment à Gleser(1981), Bikel et Ritov (1987), van der Vaart (1988), van der Vaart (1996) et Murphy et van der Vaart(1996) pour plus de détails.Le alul de la borne d'information ainsi que les méthodes de onstrution des estimateurs reposentfortement sur la linéarité en Z. Parmi les résultats plus réents sur le modèle linéaire on peut iter no-tamment Cui (2004), Davidov (2005), Liu et Chen (2005), Kim et Saleh (2005), Kukush et. al. (2005),Ma (2005), Cheng et Riu (2006), You et Zhou (2007), Zhou et You (2007), Davidov et Griskin (2008).Les méthodes utilisés dans le as linéaire ne s'appliquent pas dans le as non linéaire.47



Le as non linéaire a été lui aussi largement étudié, mais généralement sous des hypothèses plusrestritives que elles que nous avons onsidérées. Pour le modèle ave mesures répétées on peut no-tamment iter Fuller (1987), Wolter et Fuller (1982b), (1982a). Pour des résultats ave des hypothèsessuplémentaires on peut iter Hsiao (1989), Gleser (1990), Hauman et. al. (1991, 1995), Li (2002), Shen-nah (2004), Kukush et Shneeweiss (2005a), (2005b), Kukush et. al. (2005), Shneeweiss et Augustin(2006), Shklyar et. al. (2007). Il existe également des résultats obtenus par simulation notamment surl'algorithme SIMEX omme dans Carroll et. al. (1996), Hsiao et al. (2000), (1997), Li (2000), Carroll etStefanski (1990), Stefanski et Carroll (1993), Cook et Stefanski (1994).De nombreuses variantes de "la méthode naïve" ont été proposées. Par exemple Gleser (1990) onsi-dère le ritère des moindres arrés modi�é où Zi est remplaée par une estimation de E(Zi|Ui). L'esti-mateur ainsi obtenu est onsistant dans le as linéaire mais ne l'est pas pour une fontion de régressiongénérale.À ma onnaissane le premier estimateur onsistant onstruit dans un modèle non linéaire est eluique j'ai proposé pendant ma thèse. Ce travail fait l'objet de l'artile Taupin (2001) et de la note Taupin(1998) que je vais détailler dans le paragraphe suivant.Plus réemment, Hong et Tamer (2003) ont proposé un estimateur onsistant de θ0 pour des fontionsde régression non linéaires générales, dans le as spéi�que où la transformée de Fourier de la densité deserreurs ε est de la forme f ∗
ε (t) = 1/(1 + σ2t2), 'est-à-dire pour des erreurs ε de loi Laplae (ou doubleexponentielle). Leur méthode d'estimation dépend fortement de la forme partiulière de f ∗

ε et l'extensionde leur méthode d'estimation pour d'autres lois d'erreurs ne semble pas aquise.3.2.3 Première méthode d'estimationCette partie présente les résultats de l'artile Taupin (2001) et de la note Taupin (1998). Le modèleonsidéré est le modèle (3.2.5) dans lequel ε est une gaussienne N (0, σ2
ε) ave σ2

ε onnue. La méthoded'estimation est basée sur le ritère des moindres arrés modi�é
E
[
(Y − E(fθ(Z)|U))2W (U)

]où W est une fontion de poids à support ompat et en remarquant que sous des hypothèses standards,
θ0 = arg min E

[
(Y − E(fθ(Z)|U))2W (U)

]
.J'ai proposé d'estimer l'espérane onditionnelle E(fθ(Z)|U))2W (U) en utilisant les observations U1, · · · , Unet en utilisant des outils liés à a la déonvolution. Plus préisément, en érivant l'espérane onditionnellesous la forme

IE(fθ(Z)|U) =
Γfθ

(U)

fU(U)
, ave Γf(u) =

∫
f(z)fZ(z)fε(u− z)dz , pour u ∈ R,j'ai proposé l'estimateur suivant

θ̂ = arg min
θ∈Θ

Sn(θ) ave Sn(θ) = n−1
n∑

i=1

W (Ui)[Yi − Γ̂fθ
(Ui)/f̂U(Ui)]

2,où
Γ̂f,n(y0) =

∫
f(x)fε(y0 − x)f̂Z(x)dx, ave f̂Z(x) =

1

n

n∑

i=1

Kn,Cn
(x− Ui),48



Kn,Cn
étant un noyau de déonvolution dé�ni par (2.4.9) et Cn une suite qui tend vers l'in�ni.Dans l'artile Taupin (2001), je montre que et estimateur est onsistant et que sa vitesse de onver-gene qui n'a pas de forme expliite dépend de la régularité de fε et de elle de la fontion de régression(omme fontion de z) au travers du ratio

(fθfε(z − ·))∗(t)/f ∗
ε (t), quand t tend vers l'in�ni .La vitesse paramétrique est atteinte pour ertaines fontions de régression omme la régression polyno-miale ou exponentielle.Cette méthode a l'avantage onsidérable de fournir un estimateur onsistant dans un adre général,e qui n'existait pas avant. Elle fournit également une majoration de la vitesse de onvergene dansun ertain nombre d'exemples lassiques. Elle présente néanmoins le défaut d'être un peu omplexe etsurtout de ne pas fournir de vitesse de onvergene expliite pour des lasses de fontions de régression.3.2.4 Deuxième méthode d'estimationLa méthode d'estimation que je présente ii est elle de l'artile Butuea et Taupin (2008) érit enollaboration ave Cristina Butuea. Les résultats qui suivent sont issus de et artile également.Le point de départ de notre méthode d'estimation est le ritère des moindres arrés en remarquantque sous des hypothèses raisonnables

θ0 = arg minSθ0,fZ
(θ) ave Sθ0,fZ

(θ) = E[((Y − fθ(Z))2w(Z)],où w est une fontion de poids positive hoisie de telle façon que pour tout θ dans Θ, wfθ, wf 2
θ et leurdérivées jusqu'à l'ordre 2 par rapport à θ soient intégrables.Quand les variables (Zi)1≤i≤n sont observées, on peut estimer θ0 par

arg min
θ∈Θ

1

n

n∑

k=1

(Yk − fθ(Zk))
2w(Zk).Autrement dit on estime θ0 par l'argument minimum d'un estimateur onsistant de E[(Y −f(Z))2w(Z)].On va don estimer e ritère en utilisant les observations (Y1, U1), · · · , (Yn, Un). Cei passe par l'estima-tion de fontionnelles linéaires intégrales de fZ , de la forme

E(Φ(Z)) =

∫
Φ(z)fZ(z)dz ou E(Ψ(Y )Φ(Z)) =

∫∫
Ψ(y)Φ(z)fY,Z(y, z)dydz.Nous proposons d'injeter un estimateur de fZ onstruit ave le noyau de déonvolution et dé�ni par

f̂Z(x) =
1

n

n∑

k=1

Kn,Cn
(x− Ui),où Kn,Cn

est un noyau de déonvolution dé�ni par (2.4.9) ave K∗ à support ompat. Ainsi
̂E(Φ(Z)) =< Φ, f̂Z > et ̂E(Ψ(Y )Φ(Z)) =

1

n

n∑

k=1

Ψ(Yk)

∫
Φ(x)Kn,Cn

(x− Uk)dx.49



Dès que pour tout x ∈ R, f ∗
ε (x) 6= 0, on a que pour toute fontion intégrable Φ,

lim
n→∞

n−1

n∑

i=1

Φ ⋆ Kn,Cn
(Ui) = E(Φ(Z)).En e�et l'étude de la partie biais nous permet dérire que

lim
n→∞

E
[
n−1

n∑

i=1

Φ ⋆ Kn,Cn
(Ui)

]
= lim

n→∞

1

2π

∫

|t|≤Cn

Φ∗(t)f ∗
Z(−t)dt = E(Φ(Z)).De la même façon, pour toute ψ telle que E(|ψ(Y )|) <∞ et Φ ∈ L1(R),

lim
n→∞

n−1
n∑

i=1

ψ(Yi)Φ ⋆ Kn,Cn
(Ui) = E(ψ(Y )Φ(Z)).Le ritère Sθ0,fZ

(θ) est estimé par
Sn(θ) =

1

n

n∑

k=1

∫
(Yk − fθ(x))

2 w(x)Kn,Cn
(x − Uk)dx =

1

n

n∑

k=1

(
(Yk − fθ)

2w
)
⋆ Kn,Cn

(Uk).Sous des hypothèses raisonnables Sn(θ)
P−→

n→∞
Sθ0,fZ

(θ) pour tout θ ∈ Θ et on estime θ0 par
θ̂ = arg min

θ∈Θ
Sn(θ).Pour ette onstrution il est néessaire de supposer quela densité fε appartient à L2(R) ∩ L∞(R) et que pour tout x ∈ R, f ∗

ε (x) 6= 0. (N1)3.2.5 Propriétés asymptotiquesSous des hypothèses lassiques de régularité, d'identi�abilité et de moments et pour une fontion depoids judiieusement hoisie, θ̂ est un estimateur onsistant de θ0. En e�et on montre que
θ̂ = arg min

θ∈Θ
Sn(θ)

P−→
n→∞

arg min
θ∈Θ

Sθ0,fZ
(θ) = θ0.Sa vitesse de onvergene dépend de la régularité de fε et de elle de (fθw)(z) omme fontion de z autravers du omportement des ratios des transformées de Fourier (fθw)∗(t)/f ∗

ε (−t) et (f 2
θw)∗(t)/f ∗

ε (−t)quand t tend vers l'in�ni. Plus préisément, on établit la majoration du risque quadratique suivante
E(‖ θ̂ − θ0 ‖2

ℓ2) = O(ϕ2
n) ave ϕn = ‖(ϕn,j)‖ℓ2, ϕ2

n,j = B2
n,j(θ

0) + Vn,j(θ
0)/n, j = 1 . . . , d, où

Bn,j(θ) = min
{
B

[1]
n,j(θ), B

[2]
n,j(θ)

} et Vn,j(θ)=min
{
V

[1]
n,j(θ), V

[2]
n,j(θ)

}et pour q = 1, 2

B
[q]
n,j(θ) =

∥∥∥∥
(
∂(wfθ)

∂θj

)∗
(K∗

Cn
− 1)

∥∥∥∥
2

q

+

∥∥∥∥
(
∂(wf 2

θ )

∂θj

)∗
(K∗

Cn
− 1)

∥∥∥∥
2

q

,50



et
V

[q]
n,j(θ) =

∥∥∥∥
(
∂(wfθ)

∂θj

)∗K∗
Cn

f ∗
ε

∥∥∥∥
2

q

+

∥∥∥∥
(
∂(wf 2

θ )

∂θj

)∗K∗
Cn

f ∗
ε

∥∥∥∥
2

q

.Les termes B2
n,j et Vn,j/n sont respetivement le arré du biais et la variane. Comme en déonvolution,le terme de variane Vn,j est d'autant plus gros que la densité de l'erreur ε est régulière. Et le biais estlui omme d'habitude, d'autant plus petit que (wfθ) est régulière.On onstate don que la vitesse de onvergene pour estimer θ0 est régie par la régularité de fε etpar elle de fθw, ave les vitesses de onvergene les plus lentes obtenues pour les lois d'erreur ε lesplus régulières, par exemple pour ε gaussienne. Ces vitesses vont être améliorées par un hoix judiieuxde la fontion de poids w. Le hoix de la fontion de poids est don ruial. En e�et la fontion depoids assure l'existene de l'estimateur au travers de l'hypothèse d'intégrabilité de wfθ. Mais elle permetaussi d'améliorer la vitesse de onvergene en rendant wfθ plus régulière que fθ seule. En partiulierl'estimateur θ̂ est un estimateur √

n-onsistant et asymptotiquement gaussien de θ0, dès qu'on peuttrouver une fontion de poids w telle que wfθ est plus régulière que fε au sens où les fontions wfθ et
wf 2

θ , ainsi que leurs dérivées jusqu'à l'ordre 2 par rapport à θ soient telles que
sup

θ
w∗/f ∗

ε , sup
θ

(fθw)∗/f ∗
ε , et sup

θ
(f 2

θw)∗/f ∗
ε appartiennent à L1(R) ∩ L2(R). (3.2.5)Pour les fontions de régression qui satisfont (3.2.5), il n'est pas forément judiieux d'utiliser un noyau dedéonvolution puisque les fontionnelles linéaires s'estiment diretement. Pour de nombreuses fontions derégression, il est faile d'exhiber une fontion de poids w telle que (3.2.5) soit véri�ée. Ce sera notammentle as des fontions de régression lassiques polynomiales, exponentielles,....Néanmoins, pour ertaines fontions de régression omme fθ(z) = θ exp(−|z|) il semble di�ile detrouver une fontion de poids w qui assure que la vitesse de onvergene paramétrique soit atteinte pourtoutes les lois d'erreur fε. Pour es dernières, nous établissons la onsistane de l'estimateur et fournissonsun ordre de grandeur du risque quadratique pour des lasses de régularité lassiques.3.2.6 Vitesses de onvergene pour des lasses de régularitéPréisons les vitesses de onvergene pour des lasses de régularité usuelles, omme elles dérites par(Aε

1) et (2.1.9).Soit fε telle queil existe des onstantes stritement positives C(fε), C(fε), et positives δ, α, u0 et ρ ≤ 2 (N2)telles que C(fε) ≤ |f ∗
ε (u)| |u|α exp (δ |u|ρ) ≤ C(fε) pour tout |u| ≥ u0.Considérons Wrβ (et ses dérivées) satisfaisant la ondition (R1) suivante.Une fontion f satisfait (R1) si f appartient à L1(R ∩ L2(R) et si il existe a, d, (R1)

u′0, r ≥ 0 tels que 0 < L(f) ≤ |f ∗(u)||u|a exp(d|u|r) ≤ L(f) <∞ pour tout |u| ≥ u′0,ave la onvention que d = 0 si et seulement si r = 0.On obtient alors le tableau de vitesses de θ̂ − θ0 :51



fε

ρ = 0 dans (N2) ρ > 0 dans (N2)ordinary smooth super smooth
wfθ0

d = r = 0(R1)Sobolev a < α + 1/2 n− 2a−1
2α

a ≥ α + 1/2 n−1 (log n)−
2a−1

ρ

r > 0dans (R1)
C∞

n−1

r < ρ (logn)A(a,r,ρ) exp
{
−2d

(
log n
2δ

)r/ρ
}

r = ρ
d < δ (log n)A(a,r,ρ)+2αd/(δr)n−d/δ

d = δ, a < α + 1/2 (log n)(2α−2a+1)/rn−1

d = δ, a ≥ α + 1/2 n−1

d > δ n−1

r > ρ n−1où A(a, r, ρ) = (−2a+ 1 − r + (1 − r)−)/ρ.Tab. 3.1 � Vitesses ϕ2
n3.2.7 ExemplesL'objetif de e paragraphe est d'illustrer sur quelques exemples les propriétés asymptotiques del'estimateur θ̂. Dans tous les exemples la loi de ε est onnue. Ces exemples illustrent omment trouverune fontion de poids w qui assure que θ̂ onverge vers θ0 à la vitesse paramétrique.Exemple 1 Régression polynomiale. Soient fθ de la forme fθ(x) =

∑p
k=1 θkx

k et w(x) = exp{−x2/(4β)}.Alors θ̂ est un estimateur √n-onsistant et asymptotiquement gaussien de θ0.Dans le as linéaire, il existe d'autres estimateurs qui onvergent à la vitesse paramétrique vers θ0.(voir l'introdution de ette partie pour les référenes). Dans le as polynomial la √
n-onsistane étaitdéjà onnue (voir Taupin (2001), Comte et Taupin (2001), Kukush et. al. (2005), Shklyar et. al. (2007)ou aussi dans le modèle dit "fontionnel" ou les (Zi)1≤i≤n sont �xes et non plus aléatoires (voit Hausmanet al. (1995), (1991) ou Chan et Mak (1985)).Exemple 2 Régression exponentielle. Soient fθ de la forme fθ(x) = exp(θx) et w(x) = exp{−x2/(4β)}.Alors θ̂ est un estimateur √n-onsistant et asymptotiquement gaussien de θ0.Exemple 3 Combinaison linéaire de osinus. Soient fθ de la forme fθ(x) =
∑d

j=1 θj cos(jx) et
w(x) = exp{−x2/(4β)}. Alors θ̂ est un estimateur √n-onsistant et asymptotiquement gaussien de θ0.Ii la vitesse de onvergene de θ̂ est plus rapide que elle obtenue dans Taupin (2001).Exemple 4 Régression Cauhy Soient fθ(x) = θ/(1 + x2) et w(x) = (1 + x2)4 exp{−x2/(4β)}. Avee hoix de w, θ̂ est un estimateur √n-onsistant et asymptotiquement gaussien de θ0.Cet exemple souligne l'importane du hoix de la fontion de poids. En e�et sans la fontion de poids('est-à-dire en prenant w ≡ 1), pour ε gaussienne, la vitesse de onvergene prédite est exp(−√

log n) aulieu de la vitesse √n que nous obtenons. Cet exemple est à relier aux onditions données dans Fazekas etKukush (1998), Fazekas et al. (1999) et Baran (2000) dans un ontexte légèrement di�érent. Il onsidèrent52



le modèle "fontionnel" où les variables (Zi)1≤i≤n ne sont pas aléatoires et onstruisent un estimateur√
n-onsistant sous l'hypothèse qu'il existe deux fontions φ1 et φ2 telles que

E(φ1(x+ ε, θ)) = fθ(x) et E(φ2(x+ ε, θ)) = f 2
θ (x). (3.2.1)Nos onditions pour assurer que la vitesse paramétrique est atteinte sont nettement moins restritivesdu fait de la présene de la fontion de poids w. En e�et dans l'exemple i-dessus, les onditions (3.2.1)ne sont pas satisfaites et don l'estimateur qu'ils proposent n'est pas valide ii, alors que notre méthodefournit un estimateur √n-onsistant.Exemple 5 Fontion de régression exponentielle symétrique Soit fθ(x) = θ exp(−|x|/2).

• Si ε satisfait (N2) ave 0 ≤ ρ < 1 alors on peut trouver une fontion de poids w telle que θ̂ soit unestimateur √n-onsistant et asymptotiquement gaussien de θ0.
• Si ε satisfait (N2) ave ρ ≥ 1, alors E ‖ θ̂ − θ0 ‖2

ℓ2= O(1) (log n)
1−2a−r

ρ exp{−2d(log n/(2β))r/ρ},ave r aussi prohe que l'on veut de 1. Il est important de noter que dans et exemple, la vitesse obtenueest nettement plus rapide que la vitesse logarithmique obtenue par Taupin (2001).3.2.8 PerspetivesLa proédure d'estimation repose sur un "lissage" de la fontion de régression en la multipliant parune fontion de poids. Or pour ertaines fontions de régression, on ne peut pas exhiber de fontion depoids qui rende wfθ plus régulière que fε. Pour es fontions de régression, la vitesse de onvergenepour l'estimation de θ0 est plus lente que la vitesse paramétrique. Néanmoins ette vitesse est nettementaméliorée par rapport aux méthodes existantes et e grâe à la fontion de poids. La question qui resteouverte est don de savoir si la vitesse paramétrique est atteignable pour toutes les fontions de régression,sous des onditions raisonnables . Une étude des propriétés pratiques de l'estimateur fait l'objet d'unetravail en ours ave Cristina Butuea et Jean-Mihel Marin. Elle montre déjà les bonnes propriétés desestimateurs dans des adres variés.3.3 Estimation dans un modèle autorégressif ave erreurs sur lesvariables3.3.1 Le modèle, les résultats antérieursCette partie présente les résultats de l'artile Comte et Taupin (2001). Considérons le modèle auto-régressif suivant
{
Zi = fθ0(Zi−1) + ξi,
Ui = Zi + εi,

(3.3.2)ave εi de densité fε onnue et indépendante de Zi et ave ξ admettant une densité inonnue. Dans emodèle, la fontion de régression appartient à une famille paramétrique
F = {fθ, θ ∈ Θ ompat de R

d}.L'objetif est d'estimer le paramètre θ0, en utilisant les observations U1, · · · , Un. On suppose que lesvariables ξi et εi sont i.i.d. et que les suites (ξi)i∈Z et (εi)i∈Z sont mutuellement indépendantes. On suppose53



également que les suites (Zi)i∈Z et (εi)i∈Z sont mutuellement indépendantes. Ce modèle autorégressif aveerreurs sur les variables est un as partiulier de haîne de Markov ahée, à espae d'état ontinu et nonompat, dont la loi n'est pas omplètement paramétrique du fait de la non onnaissane de la loi de ξi.Quand la haîne de Markov est à espae d'états ompat ave une transition paramétrique, Leroux(1992), Bikel et. al. (1998), Jensen et Petersen (1999), Dou et Matias (2001), Dou et. al. (2004)obtiennent des résultats de √
n-onsistane et de normalité asymptotique. Ces résultats ne s'appliquentpas au modèle (3.3.2) ar la non onnaissane de la loi de ξ implique que la transition de la haîne (Zi)i∈Nn'est pas omplètement paramétrique et que la haîne n'est pas forément à espae d'états ompat.Des résultats plus réents omme eux de Genon-Catalot et Laredo (2006) onsidèrent un espaed'état non ompat.Quand le fontion de régression est linéaire, on peut iter les travaux de Hannan (Hannan 1963) ;Nowak (Nowak 1985), Anderson et Deistler (Anderson and Deistler 1984) ou Chanda (Chanda 1995). Iln'y a pas à ma onnaissane d'estimateur onsistant dans le modèle (3.3.2). Notre objetif est don deproposer un estimateur onsistant de θ0, pour une fontion de régression générale, ave ξ de loi inonnueet pour une loi de ε onnue générale.3.3.2 Proédure d'estimationLa proédure d'estimation est basée sur le ritère

E
[
(Ui − E(fθ(Zi−1)|Ui−1))

2W (Ui−1)
] (3.3.3)où W est une fontion de poids à support ompat et en remarquant que sous des hypothèses standards,

θ0 = arg min E
[
(Ui − E(fθ(Zi−1)|Ui−1))

2W (Ui−1)
]
.Si fZ était onnue, on pourrait estimer θ0 par

arg min

[
1

n

n∑

i=1

W (Ui−1) (Ui − E(fθ(Zi−1)|Ui−1))
2

]
. (3.3.4)Comme la densité fZ est inonnue et que les variables (Zi)1≤i≤n ne sont pas observées nous proposonsd'estimer l'espérane onditionnelle E(fθ(Zi−1)|Ui−1))

2W (Ui−1) en utilisant des outils liés à a la déon-volution et des idées analogues à elles dérites dans la partie 3.2.3. Plus préisément, θ0 est estiméepar
θ̂ = arg min

θ∈Θ

[
n−1

n∑

i=1

W (Ui−1)[Ui − Γ̂fθ
(Ui−1)/f̂U(Ui−1)]

2

]
,où

Γ̂f,n(Ui−1) =

∫
f(x)fε(Ui−1 − x)f̂Z(x)dx, ave f̂Z(x) =

1

n

n∑

k=1

Kn,Cn
(x− Ui),

Kn,Cn
étant un noyau de déonvolution dé�ni par (2.4.9) et Cn une suite qui tend vers l'in�ni et où lessommes portent sur les j 6= i− 1. 54



3.3.3 RésultatsNous montrons que l'estimateur ainsi onstruit est onsistant et que sa vitesse de onvergene estla même que elle obtenue dans Taupin (2001), dans le as i.i.d. Les hypothèses sous lesquelles nousdémontrons es résultats sont des hypothèses lassiques de moments, de régularité et d'identi�abilité,auxquelles nous ajoutons des hypothèses assurant la stationnarité de la suite (Zi)i∈Z, l'existene d'unesolution stationnaire unique et assurant que la suite (Zi)i∈Z est β-mélangeante au sens de Rozanov etVolkonskii (1960).3.3.4 PerspetivesCette méthode a l'avantage onsidérable de fournir un estimateur onsistant dans un adre autoré-gressif général, e qui n'existait pas avant dans e modèle qui a des appliations évidents notammenten pharmaoinétique. Elle présente néanmoins l'inonvénient d'être un peu ompliquée et assez peuexpliite, surtout au niveau de l'expression des vitesses de onvergene. Il serait don intéressant deproposer une méthode plus direte, qui fournisse des vitesses plus expliites et ei sous des onditionsde dépendane plus faibles.
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Chapitre 4Modèles de survie ave erreurs sur lesvariablesCe hapitre présente l'artile en ollaboration Martin-Magniette et Taupin (2008).4.1 Introdution, résultats antérieurs et modèle onsidéréIntrodutionOn s'intéresse à la relation entre un temps de survie (ou durée de vie) T et une ovariable Z ∈ R.On appelle usuellement durée de vie ou temps de survie la durée qui s'éoule depuis un instant donnéjusqu'à la survenue d'un évènement partiulier. Cet évènement partiulier peut être la mort, la guérison,la rémission, . . . L'instant de départ peut être le début de l'étude, le début du traitement, le débutde la maladie, la date de diagnosti de la maladie,. . . Cette durée de vie, notée T , est une variablealéatoire ontinue et positive. En analyse de survie sa loi est souvent dérite soit par la fontion desurvie, par exemple quand on fait de l'estimation non paramétrique, soit par le risque instantané. Cerisque instantané, aussi appelé taux d'inidene ou fontion de hasard est la probabilité que l'évènementsurvienne dans un petit intervalle de temps après t, onditionnellement au fait qu'il n'ait pas eu lieujusqu'à l'instant t. Il est formellement dé�ni par
R(t) = lim

∆t→0

1

∆t
IP(t ≤ T < t+ ∆t|T ≥ t) =

fT (t)

S(t)
=

fT (t)

1 − FT (t)
,où S désigne la fontion de survie et FT et fT désignent respetivement la fontion de répartition et ladensité de T . La relation entre le temps de survie T et la ovariable Z est souvent dérite par le risqueinstantané onditionnel à la valeur de la ovariable Z. On peut l'érire formellement sous la forme

R(t|z) = lim
∆t↓0

1

∆t
P(t ≤ T < t+ ∆t|T ≥ t, Z = z).Modèles à risque proportionnel Dans e hapitre je m'intéresse à l'estimation des paramètres dansun modèle à risque proportionel 'est-à-dire où le risque instantané s'érit omme le produit d'un risquede base et d'un risque relatif :

R(t|Z) = α0(t)rβ(Z).56



Le risque de base α0 ne dépend que du temps et il orrespond au risque pour un individu dansles onditions "standards". Le risque relatif rβ(Z) ne dépend lui pas du temps, mais uniquement de laovariable Z et d'un paramètre inonnu β. Pour assurer que α0 est le risque de base, on impose que
rβ(0) = 1. Dans e ontexte α0(t) représente don le risque intantané de T onditionnellement à Z = 0.Pour assurer que le risque instantané est positif on impose que rβ(z) ≥ 0 pour tous les z appartenant ausupport de la loi de Z et pour tout β dans un ertain ompat B.Citons en partiulier deux modèles à risque proportionnel lassiquement utilisés en analyse de survie.Le premier est le modèle de Cox, introduit par Cox (1972)(voir aussi Kalb�eish et Prentie (1973) ouPrentie et Kalb�eish (1979)). Ce modèle s'érit R(t|Z) = α0(t) exp(β0Z). La struture exponentielledu modèle de Cox assure la positivité du risque instantané sans hypothèse suplémentaire. De plus, lerapport des risques instantanés ne fait intervenir que l'éart Z − Z ′.Le deuxième modèle est le modèle d'exès de risque relatif. Il s'érit R(t|Z) = α0(t)(1 + β0Z). Pourle modèle d'exès de risque relatif, il est néessaire de faire une hypothèse suplémentaire. On va imposerque (1 + β0z) ≥ 0 pour tout β dans un ompat de R et pour tous les z dans le support de la loi de Z.L'intérêt des modèles à risque proportionel est de séparer l'in�uene du temps de l'in�uene desovariables. Ainsi pour deux individus de veteurs de ovariables respetifs Z et Z ′, le rapport desrisques instantanés ne dépend pas du temps et est égal au ratio des risques relatifs.La ensure Notons i = 1, · · · , n et Ti le temps de survie de l'individu i. Il est très fréquent que lestemps de survie des n individus ne soient pas tous disponibles. On parle alors de données ensurées. Ilexiste plusieurs types de ensure, mais nous nous entrerons ii sur le type de ensure le plus lassique :la ensure aléatoire à droite. Pour dérire mathématiquement ette ensure aléatoire à droite, on peutintroduire une variable Ci représentant le temps de ensure de l'individu i. Pour i = 1, · · · , n on observe

Xi = min(Ti, Ci) et Di = 1ITi≤Ci
.Ainsi, pour un individu i, soit Ci ≥ Ti, et on observe son temps de survie Ti et Di = 1 ; la donnéen'est pas ensurée. Soit Ti > Ci, la ensure est arrivée avant l'evènement d'intérêt et on n'observe passon temps de survie, mais uniquement son temps de ensure Ci. L'indiateur de ensure Di vaut alors

Di = 0 ; la donnée i est alors dite ensurée. Dans e as là, on sait juste que son temps de survieest d'au moins Ci. Les auses de ensure aléatoires à droite sont multiples. Si T représente la duréejusqu'au déès d'une maladie préise, on peut iter par exemple : les patients perdus de vue ou sortisde l'étude, les patients déédés d'une autre ause que la maladie onsidérée, et les patients qui ne sontpas déédés à la �n de l'étude. On suppose souvent, que la ensure est non informative. Autrement ditque le proessus de ensure n'est pas lié à l'évènement d'intérêt. Cette hypothèse faite pour simpli�er lemodèle a évidemment ses limites. Malgré ette réserve, nous allons onsidérer ii une ensure aléatoire àdroite, et non informative.La première idée qui vient à l'esprit est d'enlever les données ensurées et de ne onsidérer que lesdonnées non ensurées 'est-à-dire les données telles que Di = 1. Or il ne faut pas enlever les donnéesensurées, et e pour plusieurs raisons. La première raison est une éventuelle perte onsidérable d'infor-mation. La deuxième raison est que l'on risque de sous ou surévaluer l'e�et d'une ovariable. La troisièmeraison est une raison plus tehnique qui renfore les deux premières raisons : les estimateurs onstruitsuniquement à partir des données non ensurées sont biaisés. Par exemple on peut montrer que si SC est
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la fontion de survie de la variable "ensure" C,
Ŝb(t) =

1∑n
i=1Di

n∑

i=1

1ITi>t,Di=1 −→
n→∞

∫ ∞

t

fT (x)SC(x)dx 6= S(t).Cas ou les ovariables sont observées Supposons que l'on observe Z1, · · · , Zn, i.i.d. sur un intervalled'étude [0, τ ] ave τ <∞. L'objetif est alors d'estimer α0 et β0 en utilisant les observations
(Xi, Di, Zi) = (min(Ti, Ci), 1ITi≤Ci

, Zi), i = 1, · · · , n.Quand le risque de base α0 appartient à une famille paramétrique, on peut estimer tous les paramètresdu risque instantané par maximum de vraisemblane. Quand on ne s'intéresse qu'à l'estimation duparamètre du risque relatif β0 ou que le risque de base n'a pas de forme paramétrique onnue, on utilisela vraisemblane partielle de Cox, appelée aussi pseudo-vraisemblane. En notant Z(n) = (Z1, . . . , Zn),ette vraisemblane partielle s'érit
Ln(β, Z(n)) = Πn

i=1

(
rβ(Zi)∑

j:Xj≥Xi
rβ(Zj)

)Di

.Et la log-vraisemblane partielle s'érit
ℓn(β, Z(n)) =

n∑

i=1

Di ln(rβ(Zi)) −
n∑

i=1

Di ln[
∑

j:Xj≥Xi

rβ(Zj)]

=

n∑

i=1

ln

(
rβ(Zi)

Sn(β,Xi)

)
Ni(τ) =

n∑

i=1

∫ τ

0

ln

(
rβ(Zi)

Sn(β, s)

)
dNi(s), (4.1.1)ave Ni(t) = 1IXi≤t,Di=1, Yi(t) = 1IXi≥t, et pour 0 ≤ s ≤ τ, Sn(β, s) = n−1

∑n
j=1 rβ(Zj)Yj(s). Le paramètre

β0 peut être estimé par
β̂ = arg max

β∈Rp
ℓn(β, Z(n)),et sous des onditions standards de régularité, on peut montrer que β̂ est solution de ℓ(1)n (β̂, Z(n)) = 0,ave ℓ(1)n (β, Z(n)) =

∂

∂β
ℓn(β, Z

(n)) =
1

n

n∑

i=1

∫ τ

0

(
r
(1)
β (Zi)

rβ(Zi)
−
∑n

j=1 Yj(t)r
(1)
β (Zj)∑n

j=1 Yj(t)rβ(Zj)

)
dNi(t), (4.1.2)où r

(1)
β est la dérivée première de rβ par rapport à β. L'estimateur ainsi onstruit est √

n-onsistant,asymptotiquement gaussien et e�ae. Je renvoie à Gill et Andersen (1982) et Andersen et. al. (1993)pour plus de détails.La vraisemblane partielle permet don de séparer l'estimation de β0 de elle du risque de base (oudes paramètres dont il dépend) en fournissant une ritère d'estimation de paramètre β0 dans lequel lerisque de base n'intervient pas.
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Le modèleConsidérons le problème de l'estimation de θ0 = (β0, γ0)⊤ dans un modèle de risque instantanéparamétrique de la forme
Rθ0(t|Z) = ηγ0(t)rβ0(Z),quand les ovariables Z1, · · · , Zn sont mesurées ave erreurs. Plus préisément, on observe U1, · · · , Un où

Zi et Ui sont liées par la relation
Ui = Zi + εi,ave ε de densité fε onnue. L'objetif est alors d'estimer les paramètres en utilisant les observations

(Xi, Di, Ui) = (min(Ti, Ci), 1ITi≤Ci
, Ui), ave Ui = Zi + εi.La ovariable Z, non observée et indépendante du temps est de densité fZ inonnue. Nous allons supposerii que les fontions ηγ et rβ appartiennnent toutes les 2 à des familles paramétriques et que θ0 = (β0, γ0)⊤appartient à l'intérieur d'un ompat Θ = B×Γ ⊂ Rm+p. Pour assurer la positivite du risque instantanéon suppose que ηγ(t) ≥ 0 pour tout γ ∈ Γ et tous t ∈ [0, τ ], τ < ∞, et aussi que rβ(Z) ≥ 0 pourtous β ∈ B et Z de densité fZ . La modélisation paramétrique du risque instantané présente ertainsavantages. En partiulier elle permet d'avoir une interprètation de la valeur des oe�ients.Parmi les modèles paramétriques les plus onnus, on peut iter les modèles exponentiels où Rθ(t|Z) =

γr(β⊤Z), les modèles de Weibull ave Rθ(t|Z) = γ1γ2t
γ2−1r(β⊤Z), les modèles ave risque de baseonstants par moreaux et les modèles de Gomperz-Makeham ave Rθ(t|Z) = (γ1 + γ2(γ3)

t)r(β⊤Z). Cedernier est souvent utilisé dans les analyses de ause de mortalité (voir Tyurin et. al. (1995)). On renvoieà Andersen et. al. (1993), Cox et Oakes (1984) et Hosmer et Lemeshow (1999) pour des disussions surles modèles paramétriques et leurs avantages en analyse de survie.Résultats antérieursL'intérêt pour les modèles de survie quand les ovariables sont mesurées ave erreurs est plus réentque pour le modèle de régression. La littérature sur le sujet est néanmoins relativement abondante. Maisil n'y a pas à ma onnaissane de résultat de onsistane pour l'estimation des paramètres dans un modèleà risque relatif paramétrique général quand les ovariables sont mesurées ave erreur, que le risque debase soit paramétrique ou non paramétrique. Tous les résultats antérieurs dans e domaine onernentle modèle de Cox semi-paramétrique.La première idée qui vient à l'esprit pour prendre en ompte que Z est observée ave erreur onsisteà remplaer Z(n) par U (n) dans la vraisemblane partielle (4.1.1) ou dans sa dérivée (4.1.2). Cette idée,analogue de la méthode naive en régression fournit un estimateur biaisé non onsistant (voir par exempleNakamura (1990, 1992)). On peut également iter Li et Ryan (2004) qui ont étudié le biais dans leas de ovariables hétérogènes mesurées ave erreurs. Une seond idée prohe de la alibration est deproposer des orretions du ritère d'estimation (4.1.1) (ou de sa dérivée) obtenues en remplaçant Zi parune approximation de E(Zi|Ui). Une troisième idée proposée par Prentie (1982), Tsiatis (1995) et Xieet. al. (2001) est d'approximer la vraisemblane partielle liée à la �ltration générée par les observations
Et = σ{U,N(s), 1IX>s, 0 ≤ s ≤ t}. Toutes es méthodes fournissent des estimateurs biaisés et nononsistants, à la fois dans le modèle de Cox, mais aussi dans des modèles plus généraux. On peutégalement iter des résultats obtenus dans le modèle de Cox, sous des hypothèses di�érentes (répétitions,loi de Z paramétrique,...). Parmi eux là itons Hu et. al. (1998) et Dupuy (2004).59



Une dernière idée a été beauoup utilisée dans le modèle de Cox semi-paramétrique. Elle onsiste àorriger la fontion de sore partielle (4.1.2) dans laquelle on a remplaé Zi par Ui. L'estimateur β̃ tel que
ℓ
(1)
n (β̃, U (n)) = 0 n'est pas onsistant mais, dans le modèle de Cox, on peut onstruire des orretions de
ℓ(1)(β, U (n)) permettant d'avoir la onsistane. Parmi les travaux basés sur ette idée, on peut iter Kong(1999), Buzas (1998), Stefanski (1989), Nakamura (1990, 1992), Kong et Gu (1999), Hu et Lin (2002,2004), Huang et Wang (2000), Augustin (2004), Song et Huang (2005), et plus réemment Li et Ryan(2006). Toutes es orretions sont très liées à la forme exponentielle du risque relatif dans le modèle deCox. En e�et quand U = Z + ε, ave Z indépendante de ε, alors limn→∞ E[ℓ

(1)
n (β, Z(n))] ne dépend quede E(Z) et de E[exp(βZ)], ave E(Z) = E(U) et E[exp(βU)] = E[exp(βZ)]E[exp(βε)]. Ces méthodesadaptées au modèle de Cox, néessitent que ε admette une transformée de Laplae et ne peuvent àpriori pas s'étendre à des risques relatifs généraux. Par exemple, si on onsidère le modèle d'exès derisque relatif, rβ(Z) = (1 + βZ), on peut montrer que limn→∞ E[ℓ

(1)
n (β, Z(n))] dépend de E[Z/(1 + βZ)]tandis que limn→∞ E[ℓ

(1)
n (β, U (n))] dépend de E[U/(1 + βU)]. Or le modèle U = Z + ε ne fournit pasd'expression de E[Z/(1 + βZ)] en fontion de E[U/(1 + βU)]. Par onséquent une orretion analogue àelle proposée dans le modèle de Cox ne semble pas pouvoir être mise en évidene. En d'autres termes, ilne semble pas possible d'exhiber une fontion Ψn(β, U) indépendante de la densité de Z et qui satisfasse

limn→∞ E(Ψn(β, U)) = E[Z/(1 + βZ)].Les méthodes existantes qui fournissent des estimateurs onsistants sont basées sur des orretions dela vraisemblane partielle qui n'imposent don pas de forme partiulière au risque de base, mais qui nefontionnent que dans le modèle de Cox et ave une hypothèse assez ontraignante sur la loi des erreurs.Nous proposons une méthode d'estimation de θ0 = (β0, γ0)⊤ quand le risque relatif et le risque debase appartiennent à des familles paramétriques, quand fZ est inonnue et que la densité fε est onnuemais générale. Comme je l'ai mentionné, le ritère d'estimation usuel est la pseudo-vraisemblane, enpartiulier pare qu'il présente l'avantage de séparer l'estimation du risque de base de elle du paramètrede régression β0. Néanmoins d'autres ritères d'estimation existent et nous proposons d'utiliser le ritèredes moindres arrés. Notre méthode d'estimation, relativement inhabituelle en survie puisqu'elle utilise àla fois le ritère des moindres arrés et des outils liés à la déonvolution, fournit un estimateur onsistantpour un modèle à risque proportionel paramétrique général ave fε générale onnue, et sans restrition sur
fZ . Cet estimateur est √n-onsistant et asymptotiquement gaussien pour des risques relatifs lassiquesomme dans le modèle de Cox ou le modèle d'exès de risque relatif. Dans les autres as, nous fournissonsune majoration du risque quadratique de l'estimateur pour un risque relatif et une densité fε appartenantà des lasses de régularité lassiques. Un tel résultat dans e modèle est nouveau et ne semble paspouvoir être obtenu par les méthodes qui ont été développées antérieurement dans le modèle de Cox aveovariable mesurée ave erreur.4.2 Proédure d'estimationLe point de départ de notre proédure d'estimation est le ritère des moindres arrés

Sθ0,fZ
(θ) = E

(
(r2

βW )(Z)

∫ τ

0

Y (t)η2
γ(t)dt

)
− 2E

(
(rβW )(Z)

∫ τ

0

ηγ(t)dN(t)
)ave W une fontion de poids positive à hoisir, N(t) = 1IX≤t,D=1 et Y (t) = 1IX≥t. Comme l'intensité duproessus ensuré N(t) par rapport à Ft = σ{Z,U,N(s), 1IX≥s, 0 ≤ s ≤ t ≤ τ} est égale à λ(t, θ0, Z) =60



ηγ0(t)Y (t)rβ0(Z), on peut réérire Sθ0,fZ
(θ) omme

Sθ0,fZ
(θ) =

∫ τ

0

{
E

[(
ηγ(t)rβ(Z) − ηγ0(t)rβ0(Z)

)2
Y (t)W (Z)

]
− E

[(
ηγ0(t)rβ0(Z)

)2
Y (t)W (Z)

]}
dt.Cei établit que sous des hypothèses raisonnables, Sθ0,fZ

(θ) est minimum quand θ = θ0 dès que W estpositive. Ce ritère a été, bien que rarement, utilisé en analyse de survie ou dans des domaines prohes.Voir notamment Reynaud-Bouret (2003) pour l'estimation de l'intensité d'un proessus de Poisson.Quand les (Zi)1≤i≤n sont observées, on peut estimer θ0 par
arg min

{
−2

n

n∑

i=1

(rβW )(Zi)

∫ τ

0

ηγ(t)dNi(t) +
1

n

n∑

i=1

(r2
βW )(Zi)

∫ τ

0

η2
γ(t)Yi(t)dt

}
. (4.2.3)On peut don estimer θ0 par l'argument minimum d'un estimateur onsistant de Sθ0,fZ

(θ).L'étape suivante onsiste don à onstruire un estimateur de Sθ0,fZ
(θ) en utilisant les observations

(Xi, Di, Ui), pour i = 1, · · · , n. En utilisant des outils liés à la déonvolution nous proposons d'estimer
Sθ0,fZ

par
Sn(θ) =

1

n

n∑

i=1

[
(r2

βW ) ⋆ Kn,Cn
(Ui)

∫ τ

0

η2
γ(t)Yi(t)dt− 2(rβW ) ⋆ Kn,Cn

(Ui)

∫ τ

0

ηγ(t)dNi(t)
]ave Kn,Cn

(·) = CnKn(Cn·) dé�ni par (2.4.9), K∗ à support ompat, et Cn une suite qui tend versl'in�ni. La fontion de poids W sera hoisie de telle sorte que pour tout β dans B, Wrβ, Wr2
β et leurdérivées jusqu'à l'ordre 2 par rapport à β soient intégrables. Pour ette onstrution on suppose que fεsatisfait (N1).Sous des hypothèses raisonnables Sn(θ)

P−→
n→∞

Sθ0,fZ
(θ) pour tout θ ∈ Θ et on estime θ0 est par

θ̂ = (β̂, γ̂)⊤ = arg min
θ=(β,γ)⊤∈Θ

Sn(θ). (4.2.4)4.3 Propriétés asymptotiquesSous des hypothèses lassiques de régularité, d'identi�abilité et de moments et pour une fontion depoids judiieusement hoisie, θ̂ est un estimateur onsistant de θ0. En e�et on montre que
θ̂ = (β̂, γ̂)⊤ = arg min

θ∈Θ
Sn(θ)

P−→
n→∞

arg min
θ∈Θ

Sθ0,fZ
(θ) = θ0.Sa vitesse de onvergene dépend de la régularité de fε et de elle de (rβW )(z) omme fontion de z.Plus préisément, la vitesse de onvergene de θ̂ dépend du omportement du ratio des transformées deFourier (rβW )∗(t)/f ∗

ε (−t) et (r2
βW )∗(t)/f ∗

ε (−t) quand t tend vers l'in�ni. Nous établissons une bornesupérieure du risque quadratique E ‖ θ̂ − θ0 ‖2
ℓ2 de la forme

E(‖ θ̂1 − θ0 ‖2
ℓ2) = O(ϕ2

n) ave ϕ2
n = ‖(ϕn,j)‖2

ℓ2, ϕ2
n,j = B2

n,j(θ
0) + Vn,j(θ

0)/n,

B2
n,j(θ

0) = min{B[1]
n,j(θ

0), B
[2]
n,j(θ

0)}, Vn,j(θ
0) = min{V [1]

n,j(θ
0), V

[2]
n,j(θ

0)}, j = 1, · · · , m61



où B
[q]
n,j(θ

0)=
∥∥(r2

β0W )∗(K∗
Cn

− 1)
∥∥2

q
+
∥∥(rβ0W )∗(K∗

Cn
− 1)

∥∥2

q
+
∥∥(r(1)

β0,jW
)∗

(K∗
Cn

− 1)
∥∥2

q

+
∥∥(r(1)

β0,jrβ0W
)∗

(K∗
Cn

− 1)
∥∥2

q
,et V

[q]
n,j(θ

0)=
∥∥(r2

β0W )∗
K∗

Cn

f ∗
ε

∥∥2

q
+
∥∥(rβ0W )∗

K∗
Cn

f ∗
ε

∥∥2

q
+
∥∥
(
r
(1)

β0,jW
)∗K∗

Cn

f ∗
ε

∥∥2

q
+
∥∥(r(1)

β0,jrβ0W
)∗K∗

Cn

f ∗
ε

∥∥2

q
.Les termes B2

n,j et Vn,j sont le arré du biais et la variane. Comme dans un ontexte d'estimation nonparamétrique, le biais est d'autant plus petit que (Wrβ)(z) et ∂(rβW )(z)/∂β sont régulières ommefontion de z. Comme en déonvolution la variane est d'autant plus importante que la densité deserreurs ε est régulière. Par onséquent, les vitesses de onvergene les plus lentes vont être obtenues pourles densité de bruit les plus régulières, par exemple pour ε gaussienne. Par ontre un hoix judiieux dela fontion de poids W va permettre d'améliorer la vitesse de onvergene de θ̂.4.4 Choix de la fontion de poids et √
n-onsistaneLe hoix de W est ruial, mais elle doit au minimum satisfaire les onditions suivantes

sup
β∈B

(Wrβ), W et sup
β∈B

(Wr2
β) appartient à L1(R). (A3)

sup
β∈B

(Wr
(1)
β ) et sup

β∈B

(Wrβr
(1)
β ) appartient à L1(R). (A4)Ces onditions assurent l'existene de l'estimateur. En réalité la fontion de poids W va être hoisie defaçon à e queWrβ soit plus régulière que la fontion de régression seule rβ. En partiulier, l'estimateur θ̂est un estimateur √n-onsistant et asymptotiquement gaussien de θ0 dès qu'on peut trouver une fontionde poids qui assure que Wrβ est plus régulière que fε au sens que Wrβ, Wr2

β et leurs dérivées jusqu'àl'ordre 2 par rapport à θ soient telles que
sup
β∈B

(rβW )∗/f ∗
ε et sup

β∈B

(r2
βW )∗/f ∗

ε appartiennnent à L1(R) ∩ L2(R).Pour ertains risques relatifs, on peut aisément trouver une fontion de poids assurant que la vitesseparamétrique est atteinte. Cei est notamment véri�é pour les risques relatifs usuels, omme le risquerelatif exponentiel (modèle de Cox), le risque relatif linéaire (modèle d'exès de risque relatif) ou lesrisques relatifs polynomiaux, et e quelque soit la densité fε. Cei est partiulièrement intéressant etnouveau. Rappelons notamment que dans le modèle d'exès de risque relatif, auun estimateur onsistantn'avait été onstruit. Alors que notre proédure d'estimation fournit un estimateur onsistant, √n-onsistant et asymptotiquement gaussien. Ces exemple de risques relatifs polynomiaux sont d'un intérêtpratique partiulier puisqu'ils orrespondent aux risques relatifs onsidérés dans les modèles qui étudientl'in�uene de la dose de rayons ionisants mesurée ave erreur (voir par exemple Prentie (1982), Prestonet al. (2004) et Martin-Magniette (2005)).Néanmoins il reste des risques relatifs pour lesquels on ne sait pas exhiber de fontion de poids assurantque la vitesse paramétrique est atteinte. Pour eux là nous établissons la onsistane de l'estimateur etfournissons un ordre de grandeur du risque quadratique pour des lasses de régularité lassiques.
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4.5 Vitesses de onvergene pour des lasses de régularité las-siquesComme pour le modèle de régression semi-paramétrique, on peut préiser la vitesse de onvergeneen quanti�ant la déroissane des transformées de Fourier. Pour fε satisfaisant (N2) et pour Wrβ (et sesdérivées) satisfaisant (R1), on obtient les vitesses dérites dans le tableau (3.1).4.6 ExemplesL'objetif de e paragraphe est d'illustrer sur quelques exemples les propriétés asymptotiques desestimateurs que nous avons onstruits. Dans tous les exemples, le risque de base est paramétrique, deforme non spéi�ée et la densité fε arbitraire onnue.Exemple 6 Risque relatif exponentiel (modèle de Cox). Soient rβ(z) = exp(βz) et W (z) =

exp{−z2/(4δ)} ave δ omme dans (N2). Alors θ̂ est un estimateur √n-onsistant et asymptotiquementgaussien de θ0.L'objetif de et exemple est de montrer que notre méthode d'estimation fournit un estimateurqui atteint la vitesse paramétrique. Ce résultat est à relier aux résultats antérieurs, notamment eux deNakamura (1992), Kong et Gu (1999) et Augustin (2004). Ces derniers avaient déjà proposé un estimateuronvergeant à la vitesse paramétrique, dans un modèle légèrement di�érent. En e�et dans les artilesmentionnés, le risque de base n'avait pas de forme paramétrique, et ε est supposée gaussienne.Exemple 7 Modèle d'exès de risque relatif. Soit rβ de la forme rβ(z) = 1 + βz ave β et fZ dans
B et G tels que pour Z ∼ g, 1 + βZ est positif ou nul. Soit W (z) = exp{−z2/(4δ)} ave δ omme dans(N2). Alors θ̂ est un estimateur √n-onsistant et asymptotiquement gaussien de θ0. Comme nous l'avonsdéjà mentionné, il n'existait pas d'estimateur onsistant dans le modèle d'exès de risque relatif aveovariables mesurées ave erreurs.Exemple 8 Risque relatif polynomial. Soit rβ de la forme rβ(z) = 1 +

∑m
k=1 βkz

k ave m ≥ 1, etave β et fZ dans B et G tels que rβ(Z) est positive pour Z ∼ g. Soit W (z) = exp{−z2/(4δ)} ave δomme dans (N2). Alors θ̂ est un estimateur √n-onsistant et asymptotiquement gaussien de θ0.Exemple 9 Risque relatif Cauhy. Soit rβ de la forme rβ(z) = 1− β + β/(1 + z2) ave β et fZ dans
B et G tels que rβ(Z) est positive pour Z ∼ g. Soit W (z) = (1 + z2)2 exp{−z2/(4δ)} ave δ omme dans(N2). Alors θ̂ est un estimateur √n-onsistant et asymptotiquement gaussien de θ0.Ce dernier exemple illustre l'importane du hoix de la fontion de poids. En e�et siW ≡ 1, la vitesseprédite par le tableau des vitesses est nettement plus lente. Par exemple si ε est gaussienne, le hoix
W ≡ 1 nous donne une vitesse d'ordre exp(−2

√
log n) .4.7 Une étude par simulationJ'ai hoisi d'illustrer les propriétés de l'estimateur au travers d'une étude par simulation. Cette partieest extraite de l'artile "Estimation of the hazard funtion in semi-parametri models with mismeasuredovariates", qui je vais soumettre prohainement. 63



Loi des erreurs Dans e jeu de simulation je onsidère deux lois d'erreurs ε :
• Cas 1 : ε Double exponentielle (ou Laplae). La densité de ε est alors

fε(x) =
σε√
2

exp
(
−

√
2

σε

|x|
)
, et f ∗

ε (x) =
1

1 + σ2
εx

2/2
.

• Cas 2 : ε gaussienne.
fε(x) =

1

σε

√
2π

exp
(
− x2

2σ2
ε

)
, et f ∗

ε (x) = exp(−σ2
εx

2/2).Risques instantanés onsidérés :
• Modèle de Cox ave risque de base onstant : R(t|Z) = λ0 exp(θ0Z), θ = (β, λ)T .
• Modèle de Cox ave risque de base Weibull : R(t|Z) = λ0γ0tγ

0−1 exp(θ0Z), θ = (β, λ, γ)T .Estimateurs omparés Les estimateurs omparés sont θ̂ onstruit par notre méthode et dé�ni par(4.2.4), l'estimateur naif, l'estimateur onstruit quand la ovariable Z est observé et l'estimateur onstruiten utilisant une orretion de la pseudo-vraisemblane. Plus préisément, β̂naif est obtenu en minimisantla pseudo-vraisemblane ℓn(U (n)) dé�ni par (4.1.1). Les estimateurs naifs des paramètres du risque debase sont obtenus en mimisant le ritère des moindres arrés S̃n(θ) dé�ni par (4.2.3)où Zi est remplaéepar Ui. L'estimateur θ̂ssbruit est obtenu par minimisation de la pseudo-vraisemblane (4.1.1) tandis que lesestimateurs (sans bruit) du risque de base sont obtenus par minimisation du ritère des moindres arrés(4.2.3). Nous omparons notre estimateur de β0 à elui obtenu par orretion de la pseudo-vraisemblanede Nakamura (voir (1992), Kong et Gu (1999) et Augustin (2004)) pour des erreurs ε gaussiennes. Cetestimateur β̂Nakamura est obtenu en mimisant le ritère
1

n

n∑

K=1

∫ τ

0

(
βUk + β2σ2

ε/2 −
∑n

j=1 Yj(t)Uj exp(βUj)∑n
j=1 Yj(t) exp(βUj)

)
dNi(t).Les tableaux suivants présentent la moyenne des estimations sur Ne = 100 éhantillons de tailles

n = 1000 et n = 5000, le risque quadratique estimé sur es 100 éhantillons ainsi que le arré du biais :
m(Tn) =

1

Ne

Ne∑

k=1

T (k)
n , MSE(Tn) =

1

Ne

Ne∑

k=1

(T (k)
n − θ0)2, et Biais2(Tn) = (m(Tn) − θ0)2,ave T (k)

n l'estimation de θ0 obtenue sur l'éhantillon k. Pour haun des as onsidérés, la ovariable Zest hoisie omme Z ∼ N (2, 1). Ainsi σ2
ε indique bien la quantité de bruit sur Z.Résultats pour le modèle de Cox ave risque de base onstantDans les deux tableaux suivants, nous présentons les résultats quand le risque de base est onstant etpour deux tailles d'éhantillon n = 1000 et n = 5000. Les simulations sont e�etuées sous les onditionssuivantes : Z ∼ N (2, 1) ; σ2

ε = 0.5 ; Ne = 100 et θ0 = (β0, λ0) = (0.55, 2).

•Résultats pour le modèle de Cox ave risque de base onstant- n = 100064



ε Laplae σ2
ε = 0.5 θ̂ θ̂naif θ̂ssbruit θ̂Nakamura

m(β̂) 0.5483 0.33 0.5514 -
MSE(β̂) 0.009 0.0457 0.0014 -Bias2 3.10−6 0.0447 2.1564e-06 -
m(λ̂) 2.0261 2.9809 1.9738 -

MSE(λ̂) 0.1028 1.0354 0.0516 -Bias2 6.8153e− 04 0.9621 6.8521e-04 -
ε ∼ N (0; 0.5) θ̂ θ̂naif θ̂ssbruit θ̂Nakamura

m(β̂) 0.5519 0.3514 0.5441 0.5539
MSE(β̂) 0.0374 0.0413 0.0023 0.0065Bias2 3.5228e-06 0.0395 3.4246e-05 1.5343e-05
m(λ̂) 2.0941 3.0154 2.0248 -

MSE(λ̂) 0.4679 1.2158 0.1048 -Bias2 0.0089 1.0309 6.1377e-04 -
• Résultats pour le modèle de Cox ave risque de base onstant- n = 5000

ε Laplae σ2
ε = 0.5 θ̂ θ̂naif θ̂ssbruit θ̂Nakamura

m(θ̂) 0.5480 0.3350 0.5572 -
MSE(θ̂) 0.0045 0.0469 0.0011 -Bias2 3.82e-06 0.0462 5.24e-05 -
m(λ̂) 2.0173 3.1539 1.9707 -

MSE(λ̂) 0.0560 1.3718 0.0274 -Bias2 3e-04 1.3314 8.55e-04 -
ε ∼ N (0; 0.5) θ̂ θ̂naif θ̂ssbruit θ̂Nakamura

m(β̂) 0.5506 0.3451 0.5535 0.5559
MSE(β̂) 0.0024 0.042 0.00032 7.7500e-04Bias2 3.2517e-07 0.041 1.3e-05 3.4390e-05
m(λ̂) 2.0067 2.20 2.0002 -

MSE(λ̂) 0.0262 0.65 0.0091 -Bias2 4.4572e-05 0.646 <1e-7 -L'estimateur θ̂Nakamura est basé sur des orretions de la pseudo-vraisemblane dans le as de εgaussienne. Il n'existe pas dans le as d'erreur Laplae.
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Résultats pour le modèle de Cox ave risque de base Weibull - n = 2000Il est lair que la variane du bruit ε a une in�uene. Plus ette variane est importante plus il y adu bruit sur la ovariable. Cette in�uene est mise en évidene par les résultats suivants, dans le modèlede Cox, ave les deux types de loi d'erreur et ave deux valeurs pour la variane de ε, σ2
ε = 0.1 et

σ2
ε = 0.5. Dans et exemple, le risque de base est un risque de Weibull. Les simulations sont faites sousles onditions suivantes : Z ∼ N (2, 1) ; n = 2000, Ne = 100, θ0 = (β0, λ0, γ0) = (0.55, 1, 2).

ε Laplae σ2
ε = 0.5 θ̂ θ̂naif θ̂ssbruit θ̂Nakamura

m(β̂) 0.5613 0.3395 0.5531 -
MSE(β̂) 0.0071 0.0447 6.2390e-04 -Bias2 1.2768e-04 0.0443 9.5033e-06 -
m(λ̂) 0.9929 1.3015 0.9964 -

MSE(λ̂) 0.0119 0.0893 0.0037 -Bias2 5.0759e-05 0.0875 1.2984e-05 -
m(γ̂) 2.0288 1.8803 2.0082 -

MSE(γ̂) 0.0108 0.0207 0.0025 -Bias2 8.2975e-04 0.0143 6.7005e-05 -
ε ∼ N (0; 0.5) θ̂ θ̂naif θ̂ssbruit θ̂Nakamura

m(β̂) 0.5581 0.3421 0.5533 0.5577
MSE(β̂) 0.0178 0.0436 5.0209e-04 0.0016Bias2 6.6277e-05 0.0432 1.1051e-05 5.9700e-05
m(λ̂) 0.9988 1.2908 1.0034 -

MSE(λ̂) 0.0259 0.0889 0.0040 -Bias2 1.4234e-06 0.0846 1.1652e-05 -
m(γ̂) 2.0614 1.8950 2.0055 -

MSE(γ̂) 0.0221 0.0163 0.0026 -Bias2 0.0038 0.0110 2.9819e-05 -
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ε Laplae σ2
ε = 0.1 θ̂ θ̂naif θ̂ssbruit θ̂Nakamura

m(β̂) 0.5449 0.4896 0.5520 -
MSE(β̂) 0.0477 0.0042 5e-04 -Bias2 2e-05 0.0036 4e-06 -

m(λ̂) 1.0047 1.0715 0.9936 -
MSE(λ̂) 0.0203 0.0165 0.0040 -Bias2 2e-05 0.0051 4e-05 -

m(γ̂) 2.0625 2.0072 2.0108 -
MSE(γ̂) 0.0325 0.0237 0.0022 -Bias2 0.0039 5e-05 1e-04 -

ε ∼ N (0; 0.1) θ̂ θ̂naif θ̂ssbruit θ̂Nakamura

m(β̂) 0.5693 0.4872 0.5463 0.5485
MSE(β̂) 0.0847 0.0045 5e-04 7e-04Bias2 3e-04 0.0039 1e-05 2e-06

m(λ̂) 0.9853 1.0653 1.0021 -
MSE(λ̂) 0.0305 0.0159 0.0040 -Bias2 2e-04 0.0043 4e-06 -

m(γ̂) 2.1162 2.0268 2.0172 -
MSE(γ̂) 0.0658 0.0249 0.0033 -Bias2 0.0135 7e-04 3e-04 -CommentairesCes tableaux nous permettent de onstater les propriétés de onsistane de l'estimateur que nousavons onstruit. On onstate sans ambiguité la non onsistane de l'estimateur naïf. En e�et dès quela variane σ2

ε augmente, on onstate que l'estimateur naif ne onverge pas vers la vraie valeur θ0. Cetableau met aussi en évidene l'in�uene du niveau de bruit et que la loi des erreurs a peu d'in�uenesur la qualité de notre estimateur. On onstate ensuite que les propriétés de l'estimateur que nous avonsproposé sont très omparables à elles de l'estimateur proposé par Nakamura (1990, 1992), lorsque edernier existe 'est-à-dire pour des erreurs ε gaussiennes. Plus préisément le biais (arré) de θ̂ est plut�tplus faible que elui de θ̂nakamura mais la variane est elle plus élevée. Cei vient de l'utilisation de ladéonvolution, notamment dans le as où ε est gaussienne.
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Chapitre 5Projets de reherheDans le doument de synthèse qui préède, j'ai mentionné quelques questions ouvertes ou extensionspossibles. Dans e hapitre, je présente mes projets de reherhe de façon plus préise. Certains travauxfont l'objet d'artiles qui seront soumis prohainement, d'autres sont des travaux en ours et les autressont plus des projets.Mes projets de reherhe s'artiulent autour de plusieurs axes.Le modèle de régression ave erreurs sur les variablesMême si le modèle de régression ave erreurs sur les variables a déjà été largement étudié, il resteporteur de nombreuses questions.Dans e modèle, un premier travail fait l'objet d'un artile en ollaboration ave Cristina Butueaet Jean-Mihel Marin. Il porte sur l'illustration pratique par simulations des résultats obtenus dans lemodèle de régression ave erreurs sur les variables. Cette illustration met déjà en évidene les bonnespropriétés de onvergene de l'estimateur. Nous la poursuivons par une omparaison des propriétés denotre estimateur ave elles d'estimateurs obtenus par d'autres méthodes pour les modèles dans lesquelsdes estimateurs alternatifs existent omme dans le as linéaire, polynomial ou basés sur l'algorithmeSIMEX,....Dans le modèle que nous avons onsidéré ave Cristina Butuea, la variable expliative était réelle.Une extension de es travaux au as de variable expliatives dans Rd ave éventuellement ertainesoordonnées orretement observées m'intéresse partiulièrement.Un autre projet porte sur l'extension des résultats obtenus en régression dans Butuea et Taupin(2008) à des ontextes markoviens ou dépendants. La méthode d'estimation proposée dans le modèlede régression dans un adre i.i.d. ave Cristina Butuea devrait s'étendre au adre dépendant, sous desonditions de dépendane faibles, omme elles onsidérées dans Comte et. al. (2008a, 2008b). Cetteméthode devrait améliorer les résultats de Comte et Taupin (2001), aussi bien pour les vitesses deonvergene que pour les onditions de dépendane. Ce modèle onsidéré dans un adre autorégressif estune haîne de Markov ahée partiulière à espae d'états non ompat, qui a de nombreuses appliationsnotamment en pharmaoinétique.L'estimation non paramétrique de la fontion de régression dans un modèle ave erreurs sur les va-riables laisse une question importante ouverte. Notre méthode d'estimation par un ratio induit que lerisque pour l'estimation de f dépend du risque pour l'estimation de la densité fZ des variables explia-tives. La question est don de savoir si e�etivement la vitesse d'estimation de f dépend de elle pour68



l'estimation de fZ ou si, omme dans le as sans erreurs, ette dépendane n'est induite que par la mé-thode d'estimation. En e�et l'estimateur de Nadaraya-Watson est onnu pour avoir e défaut alors quedans le as sans erreurs, d'autres méthodes existent (projetion, polyn�mes loaux,...) qui ne l'ont pas.La question est don de développer des méthodes analogues dans le as ave erreurs.Estimation du risque instantané dans un modèle ave ovariables mesuréesave erreurLes travaux sur modèles d'analyse de données de survie ave ovariables mesurées ave erreurs portentessentiellement sur le modèle de Cox. Dans e domaine, de nombreuses questions assoiées à des modèlesvariés restent ouvertes.Je travaille atuellement sur l'illustration pratique des propriétés de l'estimateur onstruit dans l'ar-tile Martin-Magniette et Taupin (2008) pour l'estimation du risque instantané dans un modèle où laovariable est mesurée ave erreur. Les résultats obtenus par simulation montrent d'ores et déjà les bonnespropriétés pratiques de onvergene de l'estimateur que nous avons onstruit. Ce travail fait l'objet d'unartile qui sera soumis prohainement.Dans l'artile Martin-Magniette et Taupin (2008) le modèle ne onsidère qu'une ovariable Z réelle. Ilme semble partiulièrement intéressant d'étendre la méthode proposée au as d'un risque instantané deforme général faisant intervenir une ovariable de Rp dont ertaines oordonnées seraient orretementobservées et d'autres seraient mesurées ave erreur. Par exemple onsidérons le temps de survie T , depuisl'explosion de la bombe sur Hiroshima jusqu'au déès par aner "solides" (aner du sein, prostate,et..., par opposition par exemple à la leuémie). On note T e temps de survie et on observe (Xi, Di) =
(min(Ti, Ci), 1ITi≤Ci

). Les ovariables sont typiquement Z = (Z, S,A) = (dose, sexe, age). Un des modèleonsidéré est le suivant
Rθ0(t|Z) = η0(t)

[
1 + rβ0(Z) exp(µ0

11IS=2 + µ2
2(A− 30))

]
. (5.0.1)Il est maintenant aquis que la dose de rayonnement reçue est observée ave erreur. Par ontre l'âgeet le sexe sont des ovariables qui vont être orretement observées. L'un des objetifs est d'estimer

(η0, β0, µ0
1, µ

0
2) en utilisant (Xi, Di, Ui, Si, Ai), i = 1, · · · , n ave

Ui = Zi + εi ou log(Ui) = log(Zi) + εi.La littérature sur l'analyse de survie pour des personnes soumises à des rayons ionisants, notammentles personnes resapées de la bombe Hiroshima est très abondante. Je renvoie notamment à Prentie(1982), Preston et al. (2004) et Martin-Magniette (2005), pour la modélisation. Dans e modèle (5.0.1),il n'existe pas à ma onnaissane d'estimateur onsistant des paramètres (η0, β0, µ0
1, µ

0
2).Un des mes travaux en ours porte sur l'estimation du risque instantané dans un modèle ave plusieursovariables dont ertaines sont observées et d'autre sont observées ave erreur. Dans e ontexte je proposeune version modi�ée du ritère des moindres arrés qui utilise des outils liés à la déonvolution et quifournit un estimateur onsistant des paramètres.Toujours dans e ontexte de survie, je n'ai mentionné jusque là que des modèles où le risque debase est paramétrique. Il serait intéressant d'avoir une méthode d'estimation qui séparer l'estimation duparamètre de régression β0 de l'estimation du risque de base α0.Tous es modèles et leurs extensions ont des appliations évidentes dans le domaine biomédial. Suiteà ma nouvelle intégration au laboratoire MAP5 de l'Université Paris Desartes, des disussions sont enours pour l'appliation de es méthodes sur des données réelles.69



Optimalité des vitesses et e�aitéD'un point de vue plus théorique, pour haun des deux modèles mentionnés i-dessus, deux ques-tions au moins restent ouvertes. La première onerne la vitesse de onvergene pour l'estimation duparamètre θ0. Plus préisément, la vitesse paramétrique √n est-elle atteignable pour toutes les fontionsde régression (respetivement tous les risques relatifs) ? Le deuxième porte sur la question de l'e�aitépour l'estimation de θ0. Il est lair que le hoix du ritère des moindres arrés pour l'estimation nefournira probablement pas un estimateur e�ae. Ce hoix du ritère des moindres arrés a été guidéavant tout par le souis de la vitesse de onvergene. En e�et la vitesse de onvergene étant régie par larégularité de wfθ (ou Wrβ) omparée à elle de fε, il semble plus simple d'exhiber une fontion de poidsqui assure des bonnes propriétés de régularité wfθ (ou Wrβ) que de elles de fontions qui apparaîtraitdans une vraisemblane. L'étape suivante serait de onstruire une borne d'e�aité dans es modèlessemi-paramétriques puis de onstruire un estimateur e�ae par une méthode à un pas.Modèles de mélange disretsTous les modèles que j'ai onsidéré jusqu'à présent peuvent ètre vus omme des modèles de mélangeontinus. Cei est dû au modèle de onvolution ave l'hypothèse que le bruit et le signal admettentune densité et que les variables sont indépendantes. Quand l'une ou l'autre des variables est disrète, lemodèle de onvolution fait apparaître un modèle de mélange disret. Les outils sont alors omplètementdi�érents.L'un de mes projets, en ollaboration ave Catherine Matias (CR, CNRS Evry), porte sur l'estimationdans les modèles de mélange disrets et plus préisément sur des minorations pour l'estimation dans unmodèle de mélange disret.Le modèle "single-index�Un autre de mes projets, en ollaboration ave Cristina Butuea et Marian Hristahe (MCF, EN-SAI) onerne le modèle "single-index". Dans e modèle "single index", très utilisé en éonométrie, onmodélise la fontion de régression m(z) = E(Y |Z = z) sous la forme m(z) = r0(z
T )θ0 où θ0 appartientà Rd est le paramètre à estimer et où r0(·), est un paramètre de nuisane fontionnel. Les travaux an-térieurs sur e modèle onsidère le problème de l'estimation de θ0, basée sur n ouples d'observations

(Y1, Z
T
1 ), · · · , (Yn, Z

T
n ))T où (Y, ZT )T est un veteur de Rd+1. Nous proposons de onstruire un estimateurde θ0 quand Z n'est pas omplètement observé, pare que ertaines variables expliatives sont mesuréesave erreurs. Ce problème est lié à la déonvolution ave la di�érene qu'il s'agit de veteurs, que er-taines variables expliatives sont par nature des variables disrètes et que ertaines sont orretementobservées.Estimation de densité dans un adre faiblement dépendantJe mentionnerai un dernier projet en ollaboration ave Jér�me Dedeker. Il onerne l'estimationadaptative d'une densité dans des ontextes de dépendane faible. On onsidère le problème de l'estima-tion de la densité de variables X1, · · · , Xn quand la suite (Xi)i≥0 satisfait des onditions de dépendanefaible omme elles introduites dans la partie 2.2. L'estimation adaptative d'une densité dans un ontextemélangeant a déjà fait l'objet de plusieurs travaux. L'objetif serait d'avoir une proédure adaptative nedépendant pas des oe�ients de dépendane, dans un ontexte de dépendane faible.70
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