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Le contexte général

De quoi s’agit-il ? D’où vient la question ? Quels sont les travaux déjà accomplis dans ce do-
maine dans le monde ?

Un gène peut être soit actif soit inactif, quand il est actif il produit des protéines qui peuvent
soient aider d’autres gènes à s’activer soit les en empêcher. C’est ainsi que certains gènes se ré-
gulent entre eux, en formant une sorte de réseau. Ce stage consistait à modéliser cette régulation,
en utilisant un modèle thermodynamique. Les réseaux de régulation de gènes sont étudiés par
beaucoup de biologistes, afin de comprendre leur fonctionnement et leur rôle dans l’organisme
des individus. De plus, le modéle thermodynamique a déjà été étudié dans plusieurs papiers, et
a permis de comprendre le fonctionnement de certains gènes.

Le problème étudié

Quelle est la question que vous avez résolue ? Pourquoi est-elle importante, à quoi cela sert-il
d’y répondre ? Pourquoi êtes-vous le premier chercheur de l’univers à l’avoir posée ?

La question générale est : Comment étudier efficacement les propriétés dynamiques de ces ré-
seaux ? Étudier ces réseaux de gènes est important car les gènes sont à l’origine de presque tous
les processus des cellules, et, de plus, ces réseaux sont un point clef pour comprendre l’évolution,
car les mutations d’un individu peuvent se voir au niveau de ces réseaux. Le modèle thermody-
namiqe a déjà été utilisé pour analyser les gènes, mais seulement sur des gènes isolés et non sur
des réseaux de gènes. De plus, ce modèle n’a été utilisé que pour analyser l’activité stationnaire
des gènes, et non leur activité dynamique.

La contribution proposée

Qu’avez vous proposé comme solution à cette question ? Attention, pas de technique, seule-
ment les grandes idées ! Soignez particulièrement la description de la démarche scientifique.

Pour étudier un réseau, on a écrit un algorithme qui, étant donné un réseau et une propriété
de ce réseau (propriété liée à la dynamique du réseau), renvoie des conditions sur les paramètres
du réseau sous lesquelles la propriété est satisfaite. Plus exactement l’algorithme renvoit une
formule logique dont les propositions atomiques sont des conditions, de telle sorte que chaque
modèle de cette formule représente une conjonction de conditions sous lesquelles la propriété est
satisfaite.



Les arguments en faveur de sa validité

Qu’est-ce qui montre que cette solution est une bonne solution ? Des expériences, des corol-
laires ? Commentez la stabilité de votre proposition : comment la validité de la solution dépend-
elle des hypothèses de travail ?

Dans un premier temps on a simulé la dynamique de certains réseaux, qui avaient été étudiés
expérimentalement, pour vérifier que le modèle utilisé donnait des résultats cohérents avec la
réalité, ce qui fut le cas. Ensuite on a comparé les conditions données par notre algorithme avec
les conditions des expériences liées à ces réseaux, on a constaté des résultats très satisfaisants.
Comme notre approche du problème dépendait d’une hypothèse, on a pensé à une généralisation
de cette approche pour supprimer cette hypothèse. L’idée semblait donner quelques résultats
intéressants mais nous n’avons pas eu suffisamment de temps pour la formaliser entièrement.

Le bilan et les perspectives

Et après ? En quoi votre approche est-elle générale ? Qu’est-ce que votre contribution a ap-
porté au domaine ? Que faudrait-il faire maintenant ? Quelle est la bonne prochaine question ?

Nous avons introduit une syntaxe général permettant de représenter beaucoup de réseaux de
gènes. En résumé, on a développé un "outil" permettant d’étudier les propriétés de ces réseaux.
Il y a plusieurs choses que l’on pourrait faire :

— étendre la syntaxe pour modéliser plus de réseaux de régulation, en gardant une syntaxe
"propre"

— changer l’approche du problème pour supprimer les hypothèses simplificatrices de la mo-
délisation

— modéliser les conséquences de l’évolution sur les réseaux (ie les mutations)
— trouver une application concrète en biologie
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▲✬❆❘◆ ♠❡##❛❣❡) ❝♦♥(✐❡♥( ❧✬✐♥❢♦)♠❛(✐♦♥ ♥.❝❡##❛✐)❡ J ❧❛ #②♥(❤3#❡ ❞✬✉♥❡ ♣)♦(.✐♥❡✳

✸



✖  !❛❞✉❝ ✐♦♥ ✿ ❧❡$ %✐❜♦$♦♠❡$ ♣♦✉%%♦♥- ✜♥❛❧❡♠❡♥- ❝%1❡% ✉♥❡ ♣%♦-1✐♥❡ 2 ♣❛%-✐% ❞❡ ❧✬❆❘◆ ♠❡$✲

$❛❣❡%✳

✷✳✸ ❘$❣✉❧❛)✐♦♥

▲❡$ ♣%♦-1✐♥❡$ $♦♥- ❝❛♣❛❜❧❡$ ❞❡ $✬❛❝❝%♦❝❤❡% 2 ❧✬❆❉◆✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐- ❧✬❆❘◆ ♣♦❧②♠1%❛$❡✳ ❈❤❛B✉❡

♣%♦-1✐♥❡ ❛✉%❛ ✉♥❡ ❝❡%-❛✐♥❡ ❛✣♥✐-1 ❛✈❡❝ ❝❤❛B✉❡ $1B✉❡♥❝❡ ❞❡ ❜❛$❡$ ♥✉❝❧1✐B✉❡$✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉%

❝❤❛B✉❡ ♣%♦-1✐♥❡✱ ❞❡$ $✐-❡$ $✉% ❧✬❆❉◆ ♦F ❧❛ ♣%♦-1✐♥❡ ♣❡✉- $❡ ✜①❡%✳ ❈❡ $♦♥- ❞❡$ $✐-❡$ ♦♣1%❛-❡✉%$✳ ❙✐

✉♥❡ ♣%♦-1✐♥❡ ❛ ✉♥ $✐-❡ ♦♣1%❛-❡✉% ♣%♦❝❤❡ ❞✉ $✐-❡ ♣%♦♠♦-❡✉% ❞✬✉♥ ❣I♥❡✱ ❛❧♦%$ ❝❡--❡ ♣%♦-1✐♥❡ ♣❡✉-

✐♥✢✉❡♥❝❡% ❧✬❡①♣%❡$$✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❣I♥❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐I%❡$ ✿ ✉♥❡ ♣%♦-1✐♥❡ ♣❡✉- K-%❡ ✉♥ %1♣%❡$$❡✉% ♦✉ ✉♥

❛❝-✐✈❛-❡✉% ❞✬✉♥ ❣I♥❡✳

▲❛ %1♣%❡$$✐♦♥ ❡$- ✉♥ ♣%♦❝❡$$✉$ $✐♠♣❧❡ ✿ ✐❧ $✉✣- ❞✬✐♠❛❣✐♥❡% ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉%❛-✐♦♥ ❞❛♥$ ❧❛B✉❡❧❧❡ ✉♥

$✐-❡ ♦♣1%❛-❡✉% ❡- ✉♥ $✐-❡ ♣%♦♠♦-❡✉% $❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♥-✱ ❞❡ -❡❧❧❡ $♦%-❡ B✉✬✐❧ $♦✐- ✐♠♣♦$$✐❜❧❡ B✉❡ ❧❡$

♣%♦-1✐♥❡$ ❛$$♦❝✐1❡$ 2 ❝❡$ $✐-❡$ $♦✐❡♥- ❧✐1❡$ ❡♥ ♠K♠❡ -❡♠♣$✳ ❆✉-%❡♠❡♥- ❞✐-✱ ❧❛ ♣%♦-1✐♥❡ ❛$$♦❝✐1❡ 2

❝❡ $✐-❡ ♦♣1%❛-❡✉% ♣❡✉- ❡♠♣K❝❤❡% ❧✬❆❘◆ ♣♦❧②♠1%❛$❡ ❞❡ $❡ ❧✐❡% ❛✉ $✐-❡ ♣%♦♠♦-❡✉% ❞✉ ❣I♥❡✱ ❡- ❛✐♥$✐

❡♠♣K❝❤❡% ❧❡ ❣I♥❡ ❞❡ ♣%♦❞✉✐%❡ ❞❡$ ♣%♦-1✐♥❡$✳ ❈❡❝✐ ❡$- ✐❧❧✉$-%1 $✉% ❧❛ ✜❣✉%❡ ✷ ♦F ❞❡✉① $✐-❡$ ♦♥- ✉♥❡

❜❛$❡ ♥✉❝❧1✐B✉❡ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✳

❚ ❚ ❆ ● ❚ ● ❆ ❈

$✐-❡ ♣%♦♠♦-❡✉%$✐-❡ %1♣%❡$$❡✉%

❋✐❣✉$❡ ✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢%❛❣♠❡♥- ❞✬❆❉◆ ❛✈❡❝ ✉♥❡ %1♣%❡$$✐♦♥

Q♦✉% ❝♦♠♣%❡♥❞%❡✱ ❧✬❛❝-✐✈❛-✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉- $❛✈♦✐% B✉❡ ❧❡$ ❣I♥❡$ ♣❡✉✈❡♥- $❡ ❧✐❡% ❡♥-%❡ ❡✉①✱ ❡♥ ♣❧✉$

❞❡ $❡ ❧✐❡% 2 ❧✬❆❉◆✳ ❆✐♥$✐✱ $✐ ✉♥ $✐-❡ ♦♣❡%❛-❡✉% ❡$- -%I$ ♣%♦❝❤❡ ❞✬✉♥ $✐-❡ ♣%♦♠♦-❡✉%✱ ❛❧♦%$ B✉❛♥❞

❧❡$ ♣%♦-1✐♥❡$ ✈♦♥- $❡ ❧✐❡% $✉% ❧❡$ ❞❡✉① $✐-❡$✱ ❡❧❧❡$ ✈♦♥- ❛✉$$✐ $❡ ❧✐❡% ❡♥-%❡ ❡❧❧❡$✳ Q❛% ❝♦♥$1B✉❡♥-✱ ❧❛

♣%♦-1✐♥❡ ❛$$♦❝✐1❡ ❛✉ $✐-❡ ♦♣1%❛-❡✉% ♣❡✉- ❛✐❞❡% ❧❡ ❣I♥❡ 2 ♣%♦❞✉✐%❡ ❞❡$ ♣%♦-1✐♥❡$✱ ♣✉✐$B✉❡ $✐ ❡❧❧❡ $❡ ❧✐❡

❛✉ $✐-❡ ♦♣1%❛-❡✉%✱ ❛❧♦%$ ❧✬❆❘◆ ♣♦❧②♠1%❛$❡ ❛✉%❛ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉%❡ ❛✣♥✐-1 ❛✈❡❝ ❧❡ $✐-❡ ♣%♦♠♦-❡✉% ❝❛%✱

❡♥ ♣❧✉$ ❞❡$ ❧✐❛✐$♦♥$ ❛✈❡❝ ❧✬❆❉◆✱ ✐❧ ❛✉%❛ ❞❡$ ❧✐❛✐$♦♥$ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣%♦-1✐♥❡✳ ▲❡ $✐-❡ ♦♣1%❛-❡✉% ❞♦✐- ❞♦♥❝

K-%❡ $✉✣$❛♠♠❡♥- ♣%♦❝❤❡ ❞✉ $✐-❡ ♣%♦♠♦-❡✉% ♣♦✉% B✉❡ ❧❡$ ♣%♦-1✐♥❡$ ♣✉✐$$❡♥- $❡ ❧✐❡% ❡♥-%❡ ❡❧❧❡$✱ ♠❛✐$

❝❡$ $✐-❡$ ❞♦✐✈❡♥- K-%❡ $✉✣$❛♠♠❡♥- 1❧♦✐❣♥1$ ♣♦✉% B✉❡ ❧❡$ ♣%♦-1✐♥❡$ ♥❡ $❡ ❣I♥❡♥- ♣❛$ ♠✉-✉❡❧❧❡♠❡♥-

❝♦♠♠❡ ❧♦%$ ❞✬✉♥❡ %1♣%❡$$✐♦♥✳

❖♥ ✈✐❡♥- ❞❡ ❞1❝%✐%❡ ❧✬❛❝-✐✈❛-✐♦♥ ❡- ❧❛ %1♣%❡$$✐♦♥ ❞✉ $✐-❡ ♣%♦♠♦-❡✉%✱ ♠❛✐$ ✐❧ ❡$- ❛✉$$✐ ♣♦$$✐❜❧❡ ❞❡

❞✬❛❝-✐✈❡% ❡- ❞❡ %1♣%✐♠❡% ❞❡$ $✐-❡$ ♦♣1%❛-❡✉%$ ❞❡ ❧❛ ♠K♠❡ ❢❛S♦♥✱ ❝❡ B✉✐ ♣❡✉- ❝♦♥❞✉✐%❡ 2 ❞❡$ %1❣✉❧❛-✐♦♥$

❝♦♠♣❧❡①❡$✳

▲❡$ ♠✉-❛-✐♦♥$ ❞✬✉♥ ♦%❣❛♥✐$♠❡ ♠♦❞✐✜❡♥- ❝❡%-❛✐♥❡$ ❜❛$❡$ ♥✉❝❧1✐B✉❡$✱ ❡- ❞♦♥❝ ♣❡✉✈❡♥- ♠♦❞✐✜❡%

❧❡$ %1$❡❛✉① ❞❡ %1❣✉❧❛-✐♦♥ ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥- ❧❡$ ❛✣♥✐-1$ ❞❡$ ♣%♦-1✐♥❡$ $✉% ❧❡$ $✐-❡$ ♦♣1%❛-❡✉%✳ ❆✉-%❡♠❡♥-

❞✐-✱ ❧❡$ ♠✉-❛-✐♦♥$ ♣❡✉✈❡♥- ❡♥❧❡✈❡% ♦✉ ❝%1❡% ❞❡$ %1❣✉❧❛-✐♦♥$✳

✹



✸ ▼♦❞$❧❡ '❤)♦*✐,✉❡

✸✳✶ ❙②♥&❛①❡

❖♥ ♠♦❞%❧✐(❡ ❝❡( +%❣✉❧❛/✐♦♥( (♦✉( ❧❛ ❢♦+♠❡ ❞✬✉♥ ❣+❛♣❤❡ ♦+✐❡♥/% ✉♥ ♣❡✉ (♣%❝✐❛❧✳ ▲❡( ♥6✉❞( +❡♣+%✲

(❡♥/❡♥/ /♦✉( ❞❡( ❣8♥❡(✱ (❛✉❢ ✉♥✱ ♥♦/% P ✱ :✉✐ +❡♣+%(❡♥/❡ ❧✬❆❘◆ ♣♦❧②♠%+❛(❡✳ ▲❡( ❛+❝( +❡♣+%(❡♥/❡♥/ ❧❡(
+%❣✉❧❛/✐♦♥( ❞✉ +%(❡❛✉✱ ✐❧ ② ❡♥ ❛ ❞❡✉① /②♣❡( ✿ ❧✬❛❝/✐✈❛/✐♦♥✱ ♥♦/%❡ →✱ ❡/ ❧❛ +%♣+❡((✐♦♥✱ ♥♦/%❡

⊤

✳ ■❝✐ ❧❡(

❛+❝( (♦♥/ ❞❡( +❡❧❛/✐♦♥( ❡♥/+❡ ❧❡( ♥6✉❞( ❡/ ❞✬❛✉/+❡( ❛+❝(✱ ❝❛+ ❝❡ :✉❡ ❢♦♥/ ❧❡( +%❣✉❧❛/✐♦♥( ❡(/ ❡♥ ❢❛✐/

❞✬❛✐❞❡+ ♦✉ ❞✬❡♠♣C❝❤❡+ ❞✬❛✉/+❡( +%❣✉❧❛/✐♦♥(✳ ❈❤❛:✉❡ ❛+❝ ❝♦++❡(♣♦♥❞ E ✉♥ (✐/❡ ♦♣%+❛/❡✉+ ♦✉ ✉♥ (✐/❡

♣+♦♠♦/❡✉+ ❞❡ ❧✬❆❉◆✳ ❆♣♣❡❧❧♦♥( ❝❡( ❣+❛♣❤❡( ♣❛+/✐❝✉❧✐❡+(✱ ❞❡( ❣+❛♣❤❡( ❞❡ +%❣✉❧❛/✐♦♥ ❡/ ❞%✜♥✐((♦♥(

❧❡( +✐❣♦✉+❡✉(❡♠❡♥/✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶ ✭●*❛♣❤❡ ❞❡ *!❣✉❧❛%✐♦♥✮

❯♥ ❣#❛♣❤❡ ❞❡ #)❣✉❧❛,✐♦♥ ❡/, ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (G ⊔ {P}, R) ,❡❧ 1✉❡ ✿
✖ G ❡/, ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ ❣7♥❡/ ❞✉ #)/❡❛✉ ❡, P ❞)/✐❣♥❡ ❧✬❆❘◆ ♣♦❧②♠)#❛/❡

✖ R = (R+, R−) ❡/, ✉♥ ❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡ #)❣✉❧❛,✐♦♥/ ❛//♦❝✐) < (G,P ) ♦= R+
❡/, ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/

#❡❧❛,✐♦♥/ ❞✬❛❝,✐✈❛,✐♦♥ ❡, R− ❡/, ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ #❡❧❛,✐♦♥/ ❞❡ #❡♣#❡//✐♦♥

H♦✉+ ❞%✜♥✐+ ❧❡( +%❣✉❧❛/✐♦♥( ♣+♦♣+❡♠❡♥/✱ ♦♥ ❧❡( ❞%✜♥✐/ ♣❛+ ♥✐✈❡❛✉✳ ▲❡( +%❣✉❧❛/✐♦♥( ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✵

(♦♥/ ❡①❛❝/❡♠❡♥/ ❧✬❛❝/✐✈❛/✐♦♥ ❞❡( ❣8♥❡( ♣❛+ ❧✬❆❘◆ ♣♦❧②♠%+❛(❡✱ ❧❡( +%❣✉❧❛/✐♦♥( ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✶ (♦♥/

❝❡❧❧❡( :✉✐ +%❣✉❧❡♥/ ❝❡❧❧❡( ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✵✱ ❡/ ❛✐♥(✐ ❞❡ (✉✐/❡✳ ▲❡( ❡♥(❡♠❜❧❡( ❞❡ +%❣✉❧❛/✐♦♥( (♦♥/ ❞%✜♥✐(

+✐❣♦✉+❡✉(❡♠❡♥/ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐8+❡ (✉✐✈❛♥/❡ ✿

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✷ ✭❊♥6❡♠❜❧❡ ❞❡ *!❣✉❧❛%✐♦♥6✮

❯♥ ❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡ #)❣✉❧❛,✐♦♥ R = (R+, R−) ❛//♦❝✐) < (G,P ) ♣❡✉, /✬)❝#✐#❡ /♦✉/ ❧❛ ❢♦#♠❡

R+ =
+∞⋃

n=0

R+
n ❡, R− =

+∞⋃

n=0

R−n

❡♥ ✈)#✐✜❛♥, ❧❡/ ❝♦♥❞✐,✐♦♥/ /✉✐✈❛♥,❡/ ✿

✖ R+
0 =

⋃

g∈G

{(P, g)}

✖ R−0 = ∅

✖ ∀n ∈ N, R+
n+1 ⊆ G× (R+

n ∪R
−
n )

✖ ∀n ∈ N, R−n+1 ⊆ G× (R+
n ∪R

−
n )

✖

+∞⋃

n=0
R+

n ❡,

+∞⋃

n=0
R−n /♦♥, ✜♥✐/

▲❛ ✜❣✉+❡ ✸ ♠♦♥/+❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣+❛♣❤❡ ❞❡ +%❣✉❧❛/✐♦♥✳ ❉❛♥( ❝❡ ❣+❛♣❤❡✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❣8♥❡( A
❡/ B✳ ▲❛ (❡✉❧❡ +%❣✉❧❛/✐♦♥ :✉❡ (✉❜✐/ A ❡(/ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❆❘◆ ♣♦❧②♠%+❛(❡✱ ❛✉/+❡♠❡♥/ ❞✐/✱ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡

+%❣✉❧❛/✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❣8♥❡ (❡ +%(✉♠❡ E ✉♥ (✐/❡ ♣+♦♠♦/❡✉+ :✉✐ ♥✬❡(/ ♥✐ +%♣+✐♠% ♥✐ ❛✐❞%✳ ▲❛ +%❣✉❧❛/✐♦♥ ❞❡

B ❡(/ ♣❧✉( ❝♦♠♣❧✐:✉%❡✱ ❝❛+ (♦♥ (✐/❡ ♣+♦♠♦/❡✉+ ❡(/ +%♣+✐♠% ♣❛+ ✉♥ (✐/❡ ♦N ❧❡( ♣+♦/%✐♥❡( ❞❡ A ♣❡✉✈❡♥/
(❡ ❧✐❡+✱ ❡/ ❝❡ (✐/❡ ❡(/ ❧✉✐✲♠C♠❡ ❛❝/✐✈% ♣❛+ ✉♥ ❛✉/+❡ (✐/❡ ♦N ❧❡( ♣+♦/%✐♥❡( ❞❡ B ♣❡✉✈❡♥/ (❡ ❧✐❡+✱ ❝♦♠♠❡
✐❧❧✉(/+% E ❧❛ ✜❣✉+❡ ✹✳

✺



P

A

B

❋✐❣✉$❡ ✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣*❛♣❤❡ ❞❡ *-❣✉❧❛/✐♦♥

▲❡4 ❛*❝4 ✈❡*/4 *❡♣*-4❡♥/❡♥/ ❧❡4 *-❣✉❧❛/✐♦♥4 ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✵✱ ❧❡ ❜❧❡✉ ❧❛ *-❣✉❧❛/✐♦♥ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✶ ❡/ ❧❡ *♦✉❣❡

❝❡❧❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✷✳

❋✐❣✉$❡ ✹ ✕ ❩♦♥❡ ❞❡ *-❣✉❧❛/✐♦♥ ❞❡ B ❞❛♥4 ❧❡ ❣*❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉*❡ ✸

▲❡4 ❝♦✉❧❡✉*4 ❞❡4 ③♦♥❡4 4♦♥/ ❧❡4 ♠A♠❡4 B✉❡ ❝❡❧❧❡4 ❞❡4 *-❣✉❧❛/✐♦♥4 ❞✉ ❣*❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉*❡ ✸✳ ▲❛ ③♦♥❡

✈❡*/❡ ❡4/ ❧❡ 4✐/❡ ♣*♦♠♦/❡✉*✱ ❧❛ ❜❧❡✉❡ ❡4/ ❧❡ 4✐/❡ B✉✐ *-♣*✐♠❡ ❧❡ ♣*♦♠♦/❡✉* ❡/ ❧❛ *♦✉❣❡ ❡4/ ❝❡❧❧❡ B✉✐

❛❝/✐✈❡ ❧❛ *-♣*❡44✐♦♥✳ ■❝✐ ♦♥ 4✉♣♣♦4❡ B✉❡ ❧❛ ③♦♥❡ *♦✉❣❡ ❡4/ 4✉✣4❛♠♠❡♥/ -❧♦✐❣♥-❡ ❞❡ ❧❛ ❜❧❡✉❡ ♣♦✉* ♥❡

♣❛4 ❧❛ *-♣*✐♠❡* ✭✐❡ ❞❡✉① ♣*♦/-✐♥❡4 ♣❡✉✈❡♥/ 4❡ ❧✐❡* ❡♥ ♠A♠❡ /❡♠♣4 ❛✉① ❞❡✉① 4✐/❡4✮✱ ♠❛✐4

4✉✣4❛♠♠❡♥/ ♣*♦❝❤❡ ♣♦✉* ❧✬❛✐❞❡* ✭✐❡ B✉❛♥❞ ❞❡✉① ♣*♦/-✐♥❡4 4❡ ❧✐❡♥/ ❛✉① ❞❡✉① 4✐/❡4✱ ❡❧❧❡4 4❡ ❧✐❡♥/

❛✉44✐ ❡♥/*❡ ❡❧❧❡4✮✳

✸✳✷ ❙$♠❛♥(✐*✉❡ (❤❡.♠♦❞②♥❛♠✐*✉❡

▲❡ ♠♦❞H❧❡ /❤❡*♠♦❞②♥❛♠✐B❡ ❡4/ 4/♦❝❤❛4/✐B✉❡✳ ▲❡ ♣*✐♥❝✐♣❡ ❡4/ ❧❡ 4✉✐✈❛♥/ ✿ -/❛♥/ ❞♦♥♥- ✉♥ ❣H♥❡ g✱
♦♥ ❡①❛♠✐♥❡ /♦✉/❡4 ❧❡4 ❝♦♥✜❣✉*❛/✐♦♥4 ♣♦44✐❜❧❡4 ❞❡ 4❛ ③♦♥❡ ❞❡ *-❣✉❧❛/✐♦♥ ❡♥ ❧❡✉* ❞♦♥♥❛♥/ ✉♥ ♣♦✐❞4✱

❡/ ♦♥ ❞✐4/✐♥❣✉❡ ❧❡4 ❝❛4 ♦K g ❡4/ ❛❝/✐❢ ✭✐❡ ♦K ✉♥ ❆❘◆ ♣♦❧②♠-*❛4❡ ❡4/ ❧✐- ❛✉ 4✐/❡ ♣*♦♠♦/❡✉* ❞❡ g✮ ❞❡4
❝❛4 ♦K ✐❧ ❡4/ ✐♥❛❝/✐❢ ✭❝❢ ✜❣✉*❡ ✺✮✳ ❊♥ ♥♦/❛♥/ Zon(g) ❧❛ 4♦♠♠❡ ❞❡4 ♣♦✐❞4 ❞❡4 ❝♦♥✜❣✉*❛/✐♦♥4 ♦K g ❡4/

❛❝/✐❢ ❡/ Zoff (g) ❧❛ 4♦♠♠❡ ❞❡4 ♣♦✐❞4 ❞❡4 ❛✉/*❡4 ❝♦♥✜❣✉*❛/✐♦♥4✱ ♦♥ ♣❡✉/ ❝❛❧❝✉❧❡* ❧❛ ♣*♦❜❛❜✐❧✐/- Pon(g)
❞✬❛❝/✐✈❛/✐♦♥ ❞❡ g ♣❛* ❧❛ ❢♦*♠✉❧❡ ✿

Pon(g) =
Zon(g)

Zon(g) + Zoff (g)

❖♥ ♣❡✉/ *❡♠❛*B✉❡* B✉❡ Pon(g) ❞♦✐/ ❡♥ ❢❛✐/ ❞-♣❡♥❞*❡ ❞✉ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ♣*♦/-✐♥❡4 ♣*-4❡♥/❡4 ❞❛♥4

❧❡ 4②4/H♠❡ ✭✐❡ ❧❡4 ♣*♦/-✐♥❡4 ♣*♦❞✉✐/❡4 ♣❛* ❝❤❛❝✉♥ ❞❡4 ❣H♥❡4 B✉✐ ♥✬♦♥/ ♣❛4 ❡♥❝♦*❡ -/- ❞-❣*❛❞-❡4✮✱

♣✉✐4B✉❡✱ ♣❧✉4 ✐❧ ② ❛ ❞❡ ♣*♦/-✐♥❡4 ❞✬✉♥ ❝❡*/❛✐♥ /②♣❡✱ ♣❧✉4 ❧❛ ♣*♦❜❛❜✐❧✐/- B✉✬✉♥❡ ♣*♦/-✐♥❡ ❞❡ ❝❡ /②♣❡ 4❡

❧✐❡ 4✉* ✉♥ 4✐/❡ ❡4/ ❣*❛♥❞❡✳ ❖♥ ♥♦/❡*❛ ❞♦♥❝ ♣❧✉/R/ P
σ
on(g) ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ Pon(g)✱ ♦K σ ❡4/ ✉♥ -❧-♠❡♥/ ❞❡

N
G

✭✐❡ σ ✐♥❞✐B✉❡ ♣♦✉* ❝❤❛B✉❡ ❣H♥❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ♣*♦/-✐♥❡4 B✉❡ ❝❡ ❣H♥❡ ❛ ❝*--❡4✮✳ ❊/ ♦♥ ♥♦/❡*❛ ❞❡

❧❛ ♠A♠❡ ❢❛S♦♥ Zσ
on(g) ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ Zon(g) ❡/ Z

σ
off (g) ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ Zoff (g)✳

❖♥ ♣❡✉/ ❞♦♥❝ *❡♣*-4❡♥/❡* ❧❛ ❞②♥❛♠✐B✉❡ ❞✬✉♥ *-4❡❛✉ ❞❡ *-❣✉❧❛/✐♦♥ ❞❡ ❣H♥❡4 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❤❛T♥❡ ❞❡

▼❛*❦♦✈ W /❡♠♣4 ❝♦♥/✐♥✉❡ ✭❝❢ ❛♥♥❡①❡✮ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜*❡ ✐♥✜♥✐ ❞✬-/❛/4✱ ❡♥ ❞-✜♥✐44❛♥/ ❧❡4 -/❛/4 ❝♦♠♠❡

-/❛♥/ ❧❡4 -❧-♠❡♥/4 ❞❡ N
G
✳ X♦✉* ❞-✜♥✐* ❧❡4 /❛✉① ❞❡4 /*❛♥4✐/✐♦♥4 ❞❡ ❧❛ ❝❤❛T♥❡ ❞❡ ▼❛*❦♦✈✱ ✐❧ ❢❛✉/ 4❡

❞♦♥♥❡* ♣♦✉* ❝❤❛B✉❡ ❣H♥❡ g✱ ✉♥ /❛✉① ❞❡ ♣*♦❞✉❝/✐♦♥ ❞❡ ♣*♦/-✐♥❡ λg ✭✐❡ ❧❡ /❛✉① ❛✈❡❝ ❧❡B✉❡❧ ✉♥ ❣H♥❡

✻



♣!♦❞✉✐& ✉♥❡ ♣!♦&)✐♥❡ *✉❛♥❞ ✉♥ ❆❘◆ ♣♦❧②♠)!❛2❡ 2✬❡2& ❧✐) 4 2♦♥ 2✐&❡ ♣!♦♠♦&❡✉!✮✱ ❡& ✉♥ &❛✉① ❞❡

❞)❣!❛❞❛&✐♦♥ ❞❡ ♣!♦&)✐♥❡ γg✳ ❖♥ ❞)✜♥✐& ❞❡✉① &②♣❡2 ❞❡ &!❛♥2✐&✐♦♥2 ✿

✖ ❈❡❧❧❡2 *✉✐ ✈♦♥& ❞✬✉♥ )&❛& σ = (σg)g∈G ✈❡!2 (σg + δgg′)g∈G ♣♦✉! ✉♥ ❝❡!&❛✐♥ g′ ∈ G ✭♦B δgg′
✈❛✉& ✶ 2✐ g = g′ ❡& ✵ 2✐♥♦♥✮✳ ▲❡ &❛✉① ❞❡ ❝❡&&❡ &!❛♥2✐&✐♦♥ ❡2& λg′ × P

σ
on(g

′)✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❝❡&&❡

&!❛♥2✐&✐♦♥ ❝♦!!❡2♣♦♥❞ 4 ❧❛ !)❛❝&✐♦♥ ❞❡ ♣!♦❞✉❝&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣!♦&)✐♥❡✱ ✐❧ ❢❛✉& ❞♦♥❝ ♣!❡♥❞!❡ ❡♥

❝♦♠♣&❡ ❧❡ &❛✉① ❞❡ ♣!♦❞✉❝&✐♦♥ ❡& ❧❛ ♣!♦❜❛❜✐❧✐&) *✉✬✉♥ ❆❘◆ ♣♦❧②♠)!❛2❡ 2❡ ❧✐❡✳

✖ ❈❡❧❧❡2 *✉✐ ✈♦♥& ❞✬✉♥ )&❛& σ = (σg)g∈G ✈❡!2 (σg − δgg′)g∈G ♣♦✉! ✉♥ ❝❡!&❛✐♥ g′ ∈ G &❡❧ *✉❡

σg′ > 0✳ ▲❡ &❛✉① ❞❡ ❝❡&&❡ &!❛♥2✐&✐♦♥ ❡2& σg′ × γg′ ✳
J♦✉! )♥✉♠)!❡! &♦✉&❡2 ❧❡2 ❝♦♥✜❣✉!❛&✐♦♥2 ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ !)❣✉❧❛&✐♦♥✱ ✐❧ 2✉✣& ❞❡ ❝❤♦✐2✐! ♣♦✉! ❝❤❛❝✉♥❡

❞❡ ❝❡2 !)❣✉❧❛&✐♦♥2 2✐ ❡❧❧❡ ❡2& ❡✛❡❝&✐✈❡ ✭✐❡ 2✐ ❧❛ ♣!♦&)✐♥❡ ❛22♦❝✐)❡ 4 ❧❛ !)❣✉❧❛&✐♦♥ 2✬❡2& ❧✐)❡ ♦✉ ♥♦♥ ❛✉

2✐&❡ ❞❡ ❧❛ !)❣✉❧❛&✐♦♥✮✳ ▲❛ 2❡✉❧❡ !❡2&!✐❝&✐♦♥ ❡2& *✉❡ 2✐ ♦♥ ❝♦♥2✐❞N!❡ ✉♥❡ !)♣!❡22✐♦♥ A

⊤

r✱ ❛❧♦!2 ✐❧ ❡2&
✐♠♣♦22✐❜❧❡ *✉❡ ❧❡2 !❡❧❛&✐♦♥2 A

⊤

r ❡& r 2♦✐❡♥& ❡✛❡❝&✐✈❡2 ❡♥ ♠O♠❡ &❡♠♣2✳ ❈❡&&❡ ♠)&❤♦❞❡ ❞✬)♥✉♠)!❛&✐♦♥

❡2& ✐❧❧✉2&!)❡ 4 ❧❛ ✜❣✉!❡ ✺✳

◆♦&♦♥2 c ∈ {0, 1}R
+∪R−

✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉!❛&✐♦♥ ✭✐❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ *✉✐ ❞)❝✐❞❡ ♣♦✉! ❝❤❛*✉❡ !❡❧❛&✐♦♥ 2✐

❡❧❧❡ ❡2& ❡✛❡❝&✐✈❡ ♦✉ ♥♦♥✮✱ ❡& ❡①♣❧✐*✉♦♥2 ❝♦♠♠❡♥& ❝❛❧❝✉❧❡! ❧❡ ♣♦✐❞2 p(c) ❞❡ ❝❡&&❡ ❝♦♥✜❣✉!❛&✐♦♥✳ ❖♥
♣❡✉& 2)♣❛!❡! ❝❡ ♣♦✐❞2 ❡♥ ❞❡✉① ♣❛!&✐❡2 ✿

p(c) =
∏

(A,r)∈R+⊔R−

c(A,r)=1

[A]eεAr/kBT ×
∏

(A,(B,r))∈R+

c(A,(B,r))=1
c(B,r)=1

eεAB/kBT

♦B εAr ❡2& ❧✬)♥❡!❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐2♦♥ ♣!♦&)✐♥❡✲❆❉◆ ❡♥&!❡ ❧❡2 ♣!♦&)✐♥❡2 ♣!♦❞✉✐&❡2 ♣❛! A ❡& ❧❡ 2✐&❡ ♦♣)✲

!❛&❡✉! ❞❡ ❧❛ !)❣✉❧❛&✐♦♥ (A, r)✱ εAB ❡2& ❧✬)♥❡!❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐2♦♥ ♣!♦&)✐♥❡✲♣!♦&)✐♥❡ ❡♥&!❡ ❧❡2 ♣!♦&)✐♥❡2

♣!♦❞✉✐&❡2 ♣❛! A ❡& ❝❡❧❧❡2 ♣!♦❞✉✐&❡2 ♣❛! B✱ kB ❡2& ❧❛ ❝♦♥2&❛♥&❡ ❞❡ ❇♦❧&③♠❛♥♥ ❡& T ❡2& ❧❛ &❡♠♣)!❛✲

&✉!❡✱ *✉❡ ❧✬♦♥ 2✉♣♣♦2❡!❛ ❝♦♥2&❛♥&❡ ❡& ✜①)❡ ❞❛♥2 &♦✉&❡ ❧❛ 2✉✐&❡✳ ▲✬✐♥&)!O& ❞❡ ❞✐✈✐2❡! ❧❡2 )♥❡!❣✐❡2 ♣❛!

kBT ❞❛♥2 ❧❛ ❢♦!♠✉❧❡✱ ❡2& ❞❡ !❡♥❞!❡ ❧❡2 ❛!❣✉♠❡♥&2 ❞❡2 ❡①♣♦♥❡♥&✐❡❧❧❡2 ❛❞✐♠❡♥2✐♦♥♥)2✳

❉❛♥2 ❧❛ ❢♦!♠✉❧❡ ♣!)❝)❞❡♥&❡✱ ♦♥ ❝♦♥2✐❞N!❡ *✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞2 ❞❡ ❧✬)✈)♥❡♠❡♥& ✧✉♥❡ ♣!♦&)✐♥❡ ♣❛!&✐❝✉❧✐N!❡

❞❡ A 2❡ ✜①❡ 2✉! ❧❡ 2✐&❡ ♦♣)!❛&❡✉! (A, r)✧ ❡2& ✉♥❡ ❡①♣♦♥❡♥&✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬)♥❡!❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐2♦♥ ❡♥&!❡ ❝❡&&❡

♣!♦&)✐♥❡ ❡& ❝❡ 2✐&❡ ❞❡ ❧✬❆❉◆ ✭♣❧✉2 ❝❡&&❡ )♥❡!❣✐❡ ❡2& )❧❡✈)❡✱ ♣❧✉2 ❧❛ ♣!♦&)✐♥❡ ❛✉!❛ &❡♥❞❛♥❝❡ 4 2❡ ❧✐❡! 4 2❡

2✐&❡✮✱ ✐❧ 2✬❛❣✐& ❞✬✉♥ ♣♦✐❞2 ❞❡ ❇♦❧&③♠❛♥♥✳ ❉♦♥❝ ❧❡ ♣♦✐❞2 ❞❡ ❧✬)✈)♥❡♠❡♥& ✧✉♥❡ ♣!♦&)✐♥❡ *✉❡❧❝♦♥*✉❡ ❞❡

A 2❡ ✜①❡ 2✉! ❧❡ 2✐&❡ ♦♣)!❛&❡✉! (A, r)✧ ✭✐❡ ❧❛ !)❣✉❧❛&✐♦♥ (A, r) ❡2& ❛❝&✐✈❡✮ ❞♦✐& O&!❡ ❝❡ ♣♦✐❞2 ♠✉❧&✐♣❧✐)
♣❛! ❧❛ ❝♦♥❝❡♥&!❛&✐♦♥ ❞❡ ♣!♦&)✐♥❡2 ♣!♦❞✉✐&❡2 ♣❛! A✳ ❖♥ ♥♦&❡!❛ [A] ❧❛ ❝♦♥❝❡♥&!❛&✐♦♥ ❞❡ ♣!♦&)✐♥❡2

♣!♦❞✉✐&❡2 ♣❛! A ❡♥❝♦!❡ ♣!)2❡♥&❡2 ❞❛♥2 ❧❡ 2②2&N♠❡✳ ❊♥ !)❛❧✐&) [A] ❡2& ✉♥ ❛❜✉2 ❞❡ ♥♦&❛&✐♦♥✱ ❝❛! ✐❧

❢❛✉& *✉❡ ❝❡&&❡ *✉❛♥&✐&) 2♦✐& ❛❞✐♠❡♥2✐♦♥♥)❡ ♣♦✉! *✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✐& ✉♥ 2❡♥2✱ ❞❛♥2 ♥♦2 ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥2

♥✉♠)!✐*✉❡2 [A] ♥❡ ❞)2✐❣♥❡ ♣❛2 NA/V ✱ ♠❛✐2 ♣❧✉&U& NA/(NS × exp(εA/kBT )) ✭♦B NA ❡2& ❧❡ ♥♦♠❜!❡

❞❡ ♣!♦&)✐♥❡2 ♣!♦❞✉✐&❡2 ♣❛! A✱ V ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ 2②2&N♠❡✱ NS ❡2& ❧❡ ♥♦♠❜!❡ ❞❡ 2✐&❡2 ❞❡ ❧✬❆❉◆ ♦B ❧❡2

♣!♦&)✐♥❡2 ❞❡ A ♣❡✉✈❡♥& 2❡ ❧✐❡! ❡& εA ❡2& ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡2 )♥❡!❣✐❡2 ❞❡ ❧✐❛✐2♦♥ ❡♥&!❡ ❝❡2 ♣!♦&)✐♥❡2 ❡& ❝❡2

2✐&❡2✮✳ ❖♥ ♣❡✉& &!♦✉✈❡! ♣❧✉2 ❞❡ ❞)&❛✐❧2 2✉! ❝❡ ♠♦❞N❧❡ ❞❛♥2 ❬❇✐♥&✉ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳

J♦✉! ❧❡ 2❡❝♦♥❞ ♣!♦❞✉✐& ❞❡ ❧❛ ❢♦!♠✉❧❡ ❞❡ p(σ)✱ ♦♥ ♣!❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣&❡ ❧✬)♥❡!❣✐❡ ❛♣♣♦!&)❡ ♣❛! ❧❡2 ❧✐❛✐✲

2♦♥2 ♣!♦&)✐♥❡2✲♣!♦&)✐♥❡2 ❞❡2 ❛❝&✐✈❛&✐♦♥2✱ *✉✐ ❞♦✐✈❡♥& ❛✉❣♠❡♥&❡! ❧✬)♥❡!❣✐❡ &♦&❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉!❛&✐♦♥✱

❡& ❞♦♥❝ ❛✉22✐ 2♦♥ ♣♦✐❞2✳ ❯♥❡ )♥❡!❣✐❡ ❞❡ ❧❛✐2♦♥ ♣!♦&)✐♥❡✲♣!♦&)✐♥❡ 2❡!❛ &♦✉❥♦✉!2 ♣♦2✐&✐✈❡✳

❙✐ ♦♥ !❡♣!❡♥❞ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉!❡ ✸✱ ❞❛♥2 ❧❡*✉❡❧ ♦♥ 2✉♣♣♦2❡ *✉❡ ❧✬)&❛& ❞✉ 2②2&N♠❡ σ ❞)✜♥✐&

❧❡2 ❝♦♥❝❡♥&!❛&✐♦♥2 ❞❡ ♣!♦&)✐♥❡2 ♣!♦❞✉✐&❡2 [A] ❡& [B]✱ ♦♥ ❛

Zσ
on(B) = [ARNP ]eεARNP /kBT + [ARNP ]eεARNP /kBT [B]eεB/kBT

✐❡ ❧❛ 2♦♠♠❡ ❞❡2 )♥❡!❣✐❡2 ❞❡2 ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉!❛&✐♦♥2 ♦B ✉♥ ❆❘◆ ♣♦❧②♠)!❛2❡ ❡2& ❧✐)✳

✼



p = 1

B

p = [B]eεB/kBT

ARNP

p = [ARNP ]eεARNP /kBT

ARNPB

p = [ARNP ]eεARNP /kBT [B]eεB/kBT

A

p = [A]eεA/kBT

AB

p = [A]eεA/kBT [B]eεB/kBT eεA−B/kBT

❋✐❣✉$❡ ✺ ✕ ▲❡$ %♥❡'❣✐❡$ ❛$$♦❝✐%❡$ - ❝❤❛/✉❡ ❝♦♥✜❣✉'❛2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ '%❣✉❧❛2✐♦♥ ❞✉ ❣6♥❡ B ❞❛♥$

❧❡ ❣'❛♣❤❡ ✸

❖♥ $✉♣♣♦$❡ /✉❡ ❧❡ $②$26♠❡ ❡$2 ❞❛♥$ ❧✬%2❛2 σ /✉✐ ❞%✜♥✐2 ❧❡$ ❝♦♥❝❡♥2'❛2✐♦♥$ ❞❡ ♣'♦❞✉2✐♦♥ ❞❡

♣'♦2%✐♥❡$ [A] ❡2 [B]✳

✽



Zσ
off (B) = 1 + [B]eεB/kBT + [A]eεA/kBT + [A]eεA/kBT [B]eεB/kBT eεA−B/kBT

✐❡ ❧❛ $♦♠♠❡ ❞❡$ (♥❡*❣✐❡$ ❞❡$ ,✉❛.*❡ ❝♦♥✜❣✉*❛.✐♦♥$ ♦1 ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛$ ❞✬❆❘◆ ♣♦❧②♠(*❛$❡ ❧✐(✳

❊. ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

P
σ
on(B) =

[ARNP ]eεARNP /kBT + [ARNP ][B]e(εARNP+εB)/kBT

1 + [B]eεB/kBT + [A]eεA/kBT + [A][B]e(εA+εB+εA−B)/kBT + [ARNP ]eεARNP /kBT + [ARNP ][B]e(εARNP+εB)/kBT

▲❛ .❛✐❧❧❡ ❞❡$ ❡①♣*❡$$✐♦♥$ P
σ
on(g) ❝*♦<. ❡①♣♦♥❡♥.✐❡❧❧❡♠❡♥. ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ *(❣✉❧❛.✐♦♥$ ❞✉ ❣*❛♣❤❡✱

♣✉✐$,✉❡ ❝❤❛,✉❡ *(❣✉❧❛.✐♦♥ ❝♦**❡$♣♦♥❞ A ✉♥ $✐.❡ ♦♣(*❛.❡✉* ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ *(❣✉❧❛.✐♦♥✱ ❡. ,✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

❞❡$ Zσ
on(g) ❡. Zσ

off (g) ❝♦**❡$♣♦♥❞ A ✉♥❡ (♥✉♠(*❛.✐♦♥ ❞❡$ ❝♦♥✜❣✉*❛.✐♦♥$ ♣♦$$✐❜❧❡$ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡✳ ■❧ ❡$.

❞♦♥❝ ✐♥.(*❡$$❛♥. ❞❡ ❞(✈❡❧♦♣♣❡* ✉♥ ♦✉.✐❧ ♣♦✉* ❛♥❛❧②$❡* ❛✉.♦♠❛.✐,✉❡♠❡♥. ❝❡$ ❡①♣*❡$$✐♦♥$✳

✸✳✸ ❙✐♠✉❧❛(✐♦♥

❚♦✉. ❞✬❛❜♦*❞✱ ♣♦✉* ✈(*✐✜❡* $✐ ❧❡ ♠♦❞E❧❡ .❤❡*♠♦❞②♥❛♠✐,✉❡ ❞(❝*✐. ❜✐❡♥ ❧❛ *(❛❧✐.(✱ ♦♥ ❛ $✐♠✉❧( $❛

❞②♥❛♠✐,✉❡✳ F♦✉* ❝❡❧❛ ♦♥ ❛ ✉.✐❧✐$( ❧✬❛❧❣♦*✐.❤♠❡ ❞❡ ●✐❧❧❡$♣✐❡✳ ❈❡. ❛❧❣♦*✐.❤♠❡ ♣*❡♥❞ ❡♥ ❡♥.*(❡ ❧✬(.❛.

✐♥✐.✐❛❧ ❞✬✉♥ $②$.E♠❡✱ ✉♥ ❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡ *(❛❝.✐♦♥$ ❝❤✐♠✐,✉❡$ ,✉✐ ♣❡✉✈❡♥. $❡ ♣*♦❞✉✐*❡ ❞❛♥$ ❝❡ $②$.E♠❡✱

❛✐♥$✐ ,✉✬✉♥ .❛✉① ❞❡ *(❛❝.✐♦♥ ♣♦✉* ❝❤❛,✉❡ *(❛❝.✐♦♥✱ ❡. ♣❡*♠❡. ❞❡ $✐♠✉❧❡* ❧❛ ❞②♥❛♠✐,✉❡ ❞✉ $②$.E♠❡✳

▲✬❛❧❣♦*✐.❤♠❡ ❡$. ❡①♣❧✐❝✐.( ❝✐✲❛♣*E$✳

❆❧❣♦$✐&❤♠❡ ✶ ✿ ❧✬❛❧❣♦*✐❤♠❡ ❞❡ ●✐❧❧❡$♣✐❡

❉♦♥♥.❡/ ✿ ✉♥ $②$.E♠❡ S ❞❛♥$ ✉♥ (.❛. σ
❘./✉❧&❛& ✿ ❧❛ ♠✐$❡ A ❥♦✉* ❞✉ $②$.E♠❡

❊♥&$.❡/ ✿ (Ri)i∈I ✭❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡ *(❛❝.✐♦♥$✮✱ (λσi )i∈I ✭ .❛✉① ❞❡ *(❛❝.✐♦♥$ ❞(♣❡♥❞❛♥. ❞❡ ❧✬(.❛.

❞✉ $②$.E♠❡✮✱ T ✭❞✉*(❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ $✐♠✉❧❛.✐♦♥✮

t← 0❀

&❛♥& 4✉❡ t < T ❢❛✐$❡
λσ ←

∑

i∈I λ
σ
i ❀

t← t+ E(λσ)❀
❝❤♦✐$✐* ✉♥❡ *(❛❝.✐♦♥ Ri ❛✈❡❝ ♣*♦❜❛❜✐❧✐.( λσi /λ

σ
❀

♠❡..*❡ A ❥♦✉* σ ♣❛* *❛♣♣♦*. A Ri❀

♠❡..*❡ A ❥♦✉* λσi ♣♦✉* .♦✉$ ❧❡$ i ∈ I
✜♥

❘❡♠❛*,✉❡ ✿ E(λ) ❞($✐❣♥❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥.✐❡❧❧❡ ❞❡ ♣❛*❛♠E.*❡ λ✳ t ← t + E(λ) ❡$. ✉♥ ❛❜✉$ ❞❡

♥♦.❛.✐♦♥✱ ❝❡❧❛ $✐❣♥✐✜❡ ,✉✬A ❝❤❛,✉❡ ✐.(*❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ♦♥ ❞(✜♥✐. ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛*✐❛❜❧❡ ❛❧(❛.♦✐*❡

t′ ,✉✐ $✉✐. E(λ)✱ ❡. ♦♥ *❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉* ❞❡ t ♣❛* t+ t′✳
❉❛♥$ ♥♦.*❡ ❝❛$✱ ❧❡$ (.❛.$ ❞✉ $②.E♠❡$ $♦♥. N

G
✱ ❡. ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① *(❛❝.✐♦♥$ ❝❤✐♠✐,✉❡$ ♣❛* ❣E♥❡ g✱

❧❛ *(❛❝.✐♦♥ ❞❡ ♣*♦❞✉❝.✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣*♦.(✐♥❡ ❞❡ .❛✉① λg × P
σ
on(g) ❡. ❧❛ *(❛❝.✐♦♥ ❞❡ ❞(❣*❛❞❛.✐♦♥ ❞✬✉♥❡

♣*♦.(✐♥❡ ❞❡ .❛✉① σg × γg✳

❖♥ ❛ $✐♠✉❧( ❧❛ ❞②♥❛♠✐,✉❡ ❞❡ ❞❡✉① *($❡❛✉① ❞❡ *(❣✉❧❛.✐♦♥ ❡. ❞❡ ❞❡✉① ❞❡ ❧❡✉*$ ✈❛*✐❛♥.❡$ ✭✜❣✉*❡$ ✻

❡. ✼✮✱ ,✉✐ ♦♥. (.( (.✉❞✐($ ❡①♣(*✐♠❡♥.❛❧❡♠❡♥. ❞❛♥$ ❬●❛*❞♥❡* ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ❡. ❬❊❧♦✇✐.③ ❡. ▲❡✐❜❧❡*✱ ✷✵✵✵❪✳

F♦✉* ❝❤❛,✉❡ $✐♠✉❧❛.✐♦♥ ♦♥ .*❛❝❡ ✉♥ ❣*❛♣❤❡ ♠♦♥.*❛♥. ❧✬(✈♦❧✉.✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣*❡$$✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛,✉❡ ❣E♥❡✱

$✉* ❧❡$ ✜❣✉*❡$ ✽ ❡. ✾✳ F♦✉* ❧❡$ ♦*❞*❡$ ❞❡ ❣*❛♥❞❡✉* ❞❡$ ♣❛*❛♠E.*❡$✱ ♦♥ ✉.✐❧✐$❡ ❧❡$ ✈❛❧❡✉*$ ♦❜.❡♥✉❡$
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▲❡ 29)❡❛✉ ❞✉ ♣❛♣✐❡2 ❬●❛2❞♥❡2 ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ❡)% ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❞2♦✐%❡✳

P

A B

C

P

A B

C

❋✐❣✉$❡ ✼ ✕ ▲❡ ✧2❡♣2❡))✐❧❛%♦2✧ ❞❡ ❬❊❧♦✇✐%③ ❡% ▲❡✐❜❧❡2✱ ✷✵✵✵❪✳

▲❡ 29)❡❛✉ ❞✉ ♣❛♣✐❡2 ❬❊❧♦✇✐%③ ❡% ▲❡✐❜❧❡2✱ ✷✵✵✵❪ ❡)% ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✳

❡①♣92✐♠❡♥%❛❧❡♠❡♥% ❞❛♥) ❬❇✐♥%✉ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳ ❖♥ )✉♣♣♦)❡ E✉❡ ❧✬♦2❞2❡ ❞❡ ❣2❛♥❞❡✉2 ❞✉ ♣❛2❛♠G%2❡

e−ε/kBT
✈❛✉% I ♣❡✉ ♣2G) ✺✵ )✐ ε ❞9)✐❣♥❡ ❧✬9♥❡2❣✐❡ ❞❡ ❧❛✐)✐♦♥ ♣2♦%9✐♥❡)✲❆❘◆ ♣♦❧②♠92❛)❡✱ ✶✵✵ ♣♦✉2

✉♥❡ ❧✐❛✐)♦♥ ♣2♦%9✐♥❡✲♣2♦%9✐♥❡✱ ✵✳✶ ♣♦✉2 ✉♥ ❧✐❛✐)♦♥ ♣2♦%9✐♥❡✲❆❉◆ ❡% 0.67 ♣♦✉2 ✉♥❡ ❧✐❛✐)♦♥ ❆❘◆

♣♦❧②♠92❛)❡✲❆❉◆✳ ❖♥ )✉♣♣♦)❡ ❛✉))✐ E✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥%2❛%✐♦♥ ❞✬❆❘◆ ♣♦❧②♠92❛)❡ ❡)% ❝♦♥)%❛♥%❡ ❡% ✈❛✉%

I ♣❡✉ ♣2G) ✺✳ Q❧✉)✐❡✉2) ♣❛2❛♠G%2❡) ♦♥% 9%9 %❡)%9)✱ ❝❛2 ❝❡) ✈❛❧❡✉2) ❞9♣❡♥❞❡♥% ❞❡) ❣G♥❡) ❝♦♥)✐❞929)✳

❉❡ ♣❧✉) ❝♦♥)✐❞92❡2 ♣❧✉)✐❡✉2) ♣❛2❛♠G%2❡) ♣❡2♠❡% ❞❡ ✈92✐❢❡2 ❧❛ 2♦❜✉)%❡))❡ ❞✉ ♠♦❞G❧❡✳

▲❛ ♣2❡♠✐G2❡ ❝❤♦)❡ E✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉% ♥♦%❡2 ❡)% E✉✬❛❥♦✉%❡2 ✉♥❡ ❛✉%♦✲❛❝%✐✈❛%✐♦♥ ❞❡) 29♣2❡))✐♦♥) 2❡✈✐❡♥%

❡①❛❝%❡♠❡♥% I ❛✉❣♠❡♥%❡2 ❧❛ ❢♦2❝❡ ❞❡) 29♣2❡))✐♦♥)✱ ❝❡ E✉✐ ❡)% ♥❛%✉2❡❧✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ )✉2 ❧❡) ✜❣✉2❡) ✽ ❡% ✾✱

❧❡) ❝♦✉2❜❡) ❞❡) ❣2❛♣❤✐E✉❡) A2 ❡% B1 ♦♥% ❧❡ ♠X♠❡ ❝♦♠♣♦2%❡♠❡♥% ✭♣♦✉2 ❧❛ ✜❣✉2❡ ✽✱ ❧❡) ❞❡✉① ❣G♥❡)

♦♥% ❛✉ ❞9❜✉% ❧❛ ♠X♠❡ ❡①♣2❡))✐♦♥✱ ♣✉✐) ❧✬✉♥ ❞❡✉① )✬❡①♣2✐♠❡ ❛✉ ❞9%2✐♠❡♥% ❞❡ ❧✬❛✉%2❡✮✱ ❛✐♥)✐ E✉❡

❧❡) ❝♦✉2❜❡) B2 ❡% C1 ✭♣♦✉2 ❧❛ ✜❣✉2❡ ✽✱ ✉♥ ❣G♥❡ )✬❡①♣2✐♠❡ ❢♦2%❡♠❡♥% %2G) 2❛♣✐❞❡♠❡♥%✱ ♣✉✐) ❝❡%%❡

❡①♣2❡))✐♦♥ ♦)❝✐❧❧❡✮✳

❖♥ ♣❡✉% ❛✉))✐ 2❡♠❛2E✉❡2 E✉❡ ❞❛♥) ❧❡) ❝❛) ♦[ ❧❡) 29♣2❡))✐♦♥) )♦♥% ❢❛✐❜❧❡)✱ ❧❡) 29)❡❛✉① ♦♥% ❧❡ ♠X♠❡

❝♦♠♣♦2%❡♠❡♥%✱ %♦✉) ❧❡) ❣G♥❡) )✬❡①♣2✐♠❡♥% I ♣❡✉ ♣2G) ❞❡ ❧❛ ♠X♠❡ ❢❛\♦♥✳ ❈❡❧❛ ❡)% ❧♦❣✐E✉❡ ♣✉✐)E✉❡✱

)✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛) ❞❡ 29❣✉❧❛%✐♦♥✱ ❧❡) ❣G♥❡) ✈♦♥% )✐♠♣❧❡♠❡♥% ♣2♦❞✉✐2❡ ❧❡✉2 ❝♦♥❝❡♥%2❛%✐♦♥ ❞❡ )❛%✉2❛%✐♦♥ ❞❡

♣2♦%9✐♥❡)✳

▲❛ ❞②♥❛♠✐E✉❡ ❞✉ ✧%♦❣❣❧❡ )✇✐%❝❤✧ ❞9❝2✐%❡ ♣❛2 ❬●❛2❞♥❡2 ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ❡)% ❧❛ )✉✐✈❛♥%❡ ✿ )✐ ❧❡) 29♣2❡)✲

)✐♦♥) )♦♥% )✉✣)❛♠♠❡♥% ❢♦2%❡)✱ ❛❧♦2) ❧❡ )②)%G♠❡ ❡)% )%❛❜❧❡ ❞9) E✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡) ❣G♥❡) )✬❡①♣2✐♠❡ ❢♦2%❡♠❡♥%
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Temps [unité arbitraire]

N
o
m
b
re

d
e
p
ro
té
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Temps [unité arbitraire]

N
o
m
b
re

d
e
p
ro
té
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é]

B1

0 1
0

2
0

3
0

4
0

5
0

0

100

200

300

400

500

600

700

800

900

1,000

Temps [unité arbitraire]
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❋✐❣✉$❡ ✽ ✕ ❚♦❣❣❧❡ '✇✐*❝❤

▲❡' ❣.❛♣❤❡' ❞✉ ❤❛✉* ✭A1✱ B1 ❡* C1✮ ❝♦..❡'♣♦♥❞❡♥* ❛✉ .7'❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣❛.*✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉.❡ ✻✱

❝❡✉① ❞✉ ❜❛' ✭A2✱ B2 ❡* C2✮ < ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♣❛.*✐❡ ❞.♦✐*❡✳ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ < ❞.♦✐*❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉. ❞✉ ♣❛.❛♠A*.❡

eε/kBT
✭♦B ε ❞7'✐❣♥❡ ❧✬7♥❡.❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐'♦♥ ♣.♦*7✐♥❡'✲❆❉◆✮ ✈❛✉* ✵✳✵✵✶✱✵✳✶✱✶✵✳

♣❛. .❛♣♣♦.* < ❧✬❛✉*.❡✱ ❡* ❝❡❧❛ ❛..✐✈❡ .❛♣✐❞❡♠❡♥*✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥*.❡♥* ❧❡' ❣.❛♣❤✐I✉❡'✳ ■❧ ❡'* *♦✉*❡❢♦✐'

♣♦''✐❜❧❡ ❡♥ ♣.❛*✐I✉❡ I✉❡ ❧❡' ❡①♣.❡''✐♦♥' ❞❡' ❣A♥❡' '✬✐♥✈❡.'❡♥* ✭✐❡ ✉♥ ❣A♥❡ ❡'* ❢♦.*❡♠❡♥* ❡①♣.✐♠7✱

♣✉✐' ❝❡**❡ ❡①♣.❡''✐♦♥ ❢❛✐❜❧✐* ❡♥ ❢❛✈❡✉. ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛✉*.❡ ❣A♥❡✮✱ ❞✬♦B ❧❡ ♥♦♠ ✧*♦❣❣❧❡ '✇✐*❝❤✧✱ ❡* ❝✬❡'*

❛✉''✐ I✉❡❧I✉❡ ❝❤♦'❡ I✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉* ✈♦✐. ❞❛♥' ❞❡' '✐♠✉❧❛*✐♦♥' ♣❧✉' ❧♦♥❣✉❡' I✉❡ ❝❡❧❧❡' ❞❡ ❧❛ ✜❣✉.❡ ✽✱

❡* I✉❡ ❧✬♦♥ ✈♦✐* ♣.❡'I✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡' ♣✐❝' ❞❡ ❞7❝.♦✐''❛♥❝❡ ❞✉ ❣.❛♣❤❡ C1✳
M♦✉. ❧❡ .7'❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉.❡ ✼✱ '❡❧♦♥ ❬❊❧♦✇✐*③ ❡* ▲❡✐❜❧❡.✱ ✷✵✵✵❪✱ '✐ ❧❡' .7♣.❡''✐♦♥' '♦♥* ❡✣❝❛❝❡'✱

❧❡ .7'❡❛✉ ❞♦✐* ❛✈♦✐. ✉♥ ❝♦♠♣♦.*❡♠❡♥* ♦'❝✐❧❧❛*♦✐.❡✱ ❝✬❡'*✲<✲❞✐.❡ I✉❡ ❧❡' ❣A♥❡' ✈♦♥* < *♦✉. ❞❡ .U❧❡

'✬❡①♣.✐♠❡. ❢♦.*❡♠❡♥* ❛✉ ❞7*.✐♠❡♥* ❞❡' ❛✉*.❡'✳ ❈❡❝✐ ❝♦..❡'♣♦♥❞ ❜✐❡♥ < ❝❡ I✉❡ ❧✬♦♥ ✈♦✐* ❞❛♥' ❧❡

❣.❛♣❤✐I✉❡ C2 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉.❡ ✾✳

❖♥ ♣❡✉* ❞♦♥❝ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉.❡ I✉❡ ❧❡ ♠♦❞A❧❡ *❤❡.♠♦❞②♥❛♠✐I✉❡ ❛ ❧✬❛✐. ❞❡ ❜✐❡♥ .❡♣.7'❡♥*❡. ❧❛ ❞②♥❛✲

♠✐I✉❡ ❞❡' .7'❡❛✉① ❞❡ .7❣✉❧❛*✐♦♥✳
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❋✐❣✉$❡ ✾ ✕ ❘❡♣%❡&&✐❧❛*♦%

▲❡& ❣%❛♣❤❡& ❞✉ ❤❛✉* ✭A1✱ B1 ❡* C1✮ ❝♦%%❡&♣♦♥❞❡♥* ❛✉ %6&❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣❛%*✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉%❡ ✻✱

❝❡✉① ❞✉ ❜❛& ✭A2✱ B2 ❡* C2✮ ; ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♣❛%*✐❡ ❞%♦✐*❡✳ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ ; ❞%♦✐*❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉% ❞✉ ♣❛%❛♠@*%❡

eε/kBT
✭♦A ε ❞6&✐❣♥❡ ❧✬6♥❡%❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐&♦♥ ♣%♦*6✐♥❡&✲❆❉◆✮ ✈❛✉* ✵✳✵✵✶✱✵✳✶✱✶✵✳

✹ ❙②♥$❤&'❡ ❞❡ ♣❛,❛♠&$,❡' .✉❛❧✐$❛$✐❢'

▲❡ ♣%♦❜❧@♠❡ H✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉* %6&♦✉❞%❡ ❛✈❡❝ ❝❡ ♠♦❞@❧❡ ❡&* ❧❡ &✉✐✈❛♥* ✿

{
INPUT : ✉♥ %6&❡❛✉ ❞❡ %6❣✉❧❛*✐♦♥ ❞❡ ❣@♥❡& ❡* ✉♥❡ ♣%♦♣%✐6*6 &✉% ❝❡ %6&❡❛✉

OUTPUT : ❞❡& ❝♦♥*%❛✐♥*❡& &✉% ❧❡& ♣❛%❛♠@*%❡& &♦✉& ❧❡&H✉❡❧❧❡& ❧❛ ♣%♦♣%✐6*6 ❡&* &❛*✐&❢❛✐*❡

❊♥ ♣%❛*✐H✉❡ ✉♥❡ ♣%♦♣%✐6*6 ❞✬✉♥ %6&❡❛✉ ❡&* ✉♥ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ *%❛♥&✐*✐♦♥& ❞❡ ❧❛ ❝❤❛L♥❡ ❞❡ ▼❛%✲

❦♦✈✱ ❞♦♥* ♦♥ ✈❡✉* &♣6❝✐✜❡% ❞❡& ❝♦♥❞✐*✐♦♥& &✉% ❧❡✉%& ♣%♦❜❛❜✐❧✐*6& ❝♦♠♠❡ ✿ ❧❛ ♣%♦❜❛❜✐❧✐*6 ❡&* ♥✉❧❧❡✱

&*%✐❝*❡♠❡♥* ♣♦&*✐✈❡✱ &*%✐❝*❡♠❡♥* ♣❧✉& ♣❡*✐*❡ H✉✬✉♥ ♦✉ 6❣❛❧ ; ✉♥✳

O♦✉% ✈6%✐✜❡% ❝❡ *②♣❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐*✐♦♥& &✉% ❧❡& ♣%♦❜❛❜✐❧✐*6&✱ ✐❧ ❢❛✉* ❣6♥6%❡% ❞❡& ❝♦♥*%❛✐♥*❡& ❛&②♠♣✲

*♦*✐H✉❡&✳ ❈❡ H✉❡ ♥♦✉& ❛✈♦♥& ❝❤♦✐&✐✱ ❝✬❡&* ❞❡ %❡♣%6&❡♥*❡% ❝❡& ❝♦♥*%❛✐♥*❡& &♦✉& ❢♦%♠❡ ❞✬✐♥6❣❛❧✐*6&

❛&②♠♣*♦*✐H✉❡& ❡♥*%❡ ❧❡& ♣❛%❛♠@*%❡& ❞✉ %6&❡❛✉ ❞❡ %6❣✉❧❛*✐♦♥ ✭✉♥❡ ✐♥6❣❛❧✐*6 ❛&②♠♣*♦*✐H✉❡ ♣❡%♠❡* ❞❡

❞✐%❡ H✉✬✉♥ ♣❛%❛♠@*%❡ ❡&* ♥6❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛%6 ; ✉♥ ❛✉*%❡✮✳

❘6&♦✉❞%❡ ❧❡ ♣%♦❜❧@♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡& ✐♥6❣❛❧✐*6& ❛&②♠♣*♦*✐H✉❡& ❡&* ✐♥*6%❡&&❛♥*✱ ❝❛% ✐❧ ❡&* ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉&

&✐♠♣❧❡ ❞❡ ♠❡**%❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡& ❡①♣6%✐❡♥❝❡& ❡♥ ❞❡♠❛♥❞❛♥* &❡✉❧❡♠❡♥* H✉❡❧& ♣❛%❛♠@*%❡& ❞♦✐✈❡♥* R*%❡

♠❡✐❧❧❡✉%& H✉❡ H✉❡❧& ❛✉*%❡&✱ ♣❧✉*S* H✉✬❡♥ ❞❡♠❛♥❞❛♥* ❞❡& ✈❛❧❡✉%& ❡①❛❝*❡& ♣♦✉% ❝❤❛H✉❡ ♣❛%❛♠@*%❡✳ ❉❡

✶✷



♣❧✉#✱ ❞❛♥# ✉♥ ()#❡❛✉ ❞❡ ()❣✉❧❛,✐♦♥ ❞❡ ❣/♥❡#✱ ❞✐(❡ 0✉✬✉♥❡ ()❣✉❧❛,✐♦♥ ❡#, ❡✣❝❛❝❡ (❡✈✐❡♥, ❡♥ ❢❛✐, 6 ❞✐(❡

0✉✬❡❧❧❡ ❡#, ♣❧✉# ❡✣❝❛❝❡ 0✉❡ ❞✬❛✉,(❡#✳ ■❧ ❡#, ❞♦♥❝ ♣❧✉# ✐♥,)(❡##❛♥, ❞✬❛✈♦✐( ❞❡# ❝♦♥,(❛✐♥,❡# (❡❧❛,✐✈❡#

❡♥,(❡ ❧❡# ♣❛(❛♠/,(❡#✳

:♦✉( ❢❛✐(❡ ❝❡,,❡ ♠♦❞)❧✐#❛,✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ❜❡#♦✐♥ ❞❡ #✐♠♣❧✐✜❡( ❧❡ ♠♦❞/❧❡✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♥#✐❞)(❡( ❝♦♠♠❡

),❛,# ❧❡# )❧)♠❡♥,# ❞❡ N
G
♦♥ ✈❛ #✐♠♣❧❡♠❡♥, ❝♦♥#✐❞)(❡( ❧❡# )❧)♠❡♥,# ❞❡ {0, 1}G✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♠♣,❡(

❧❡# ♣(♦,)✐♥❡# ♣♦✉( ❝❤❛0✉❡ ❣/♥❡✱ ♦♥ ✈❛ #❡✉❧❡♠❡♥, (❡❣❛(❞❡( ♣♦✉( ❝❤❛0✉❡ ❣/♥❡✱ #✬✐❧ ❡#, ❛❝,✐❢ ♦✉ ♥♦♥✳

▲✬❤②♣♦,❤/#❡ ❞❡ ♠♦❞)❧✐#❛,✐♦♥ 0✉❡ ❧✬♦♥ ✉,✐❧✐#❡ ✐❝✐ ❡#, ❧❛ #✉✐✈❛♥,❡ ✿ 0✉❛♥❞ ✉♥ ❆❘◆ ♣♦❧②♠)(❛#❡ #❡ ❧✐❡

❛✉ #✐,❡ ♣(♦♠♦,❡✉( ❞✬✉♥ ❣/♥❡✱ ❝❡ ❣/♥❡ ♣(♦❞✉✐, (❛♣✐❞❡♠❡♥, #❛ 0✉❛♥,✐,) ❞❡ #❛,✉(❛,✐♦♥ ❞❡ ♣(♦,)✐♥❡#✱

❡, 0✉❛♥❞ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛# ❞✬❆❘◆ ♣♦❧②♠)(❛#❡ ❧✐)✱ ❧❛ 0✉❛♥,✐,) ❞❡ ♣(♦,)✐♥❡# ♣()#❡♥,❡# ,♦♠❜❡ ✈✐,❡ 6 ③)(♦✳

❈❡,,❡ ❤②♣♦,❤/#❡ ♥✬❡#, ♣❛# ❛❜#✉(❞❡✱ ❡♥ ♣(❛,✐0✉❡ ❝❡(,❛✐♥# ()#❡❛✉① ♣❡✉✈❡♥, ❛✈♦✐( ✉♥ ,❡❧ ❝♦♠♣♦(,❡♠❡♥,✱

❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉, ❧❡ ✈♦✐( ❞❛♥# ❧❡# ❣(❛♣❤❡# C2 ❞❡# ✜❣✉(❡ ✽ ❡, ✾✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ♦♥ ✈❛ ❛✉##✐ #✉♣♣♦#❡( 0✉❡

❧✬)❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ,❡♠♣# ❡#, ❞✐#❝(/,❡ ❡, 0✉❡ ❧❡# ),❛,# ❞❡# ❣/♥❡# #❡ ♠❡,,❡♥, 6 ❥♦✉( ❞❡ ♠❛♥✐/(❡ #②♥❝❤(♦♥❡✳

❆✐♥#✐ ♦♥ ♣❡✉, (❡♣()#❡♥,❡( ❧❛ ❞②♥❛♠✐0✉❡ ❞✬✉♥ ()#❡❛✉ ❞❡ ()❣✉❧❛,✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❤❛K♥❡ ❞❡ ▼❛(❦♦✈ 6

,❡♠♣# ❞✐#❝(❡, ✭❝❢ ❛♥♥❡①❡✮ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜(❡ ✜♥✐ ❞✬),❛,#✳ ▲❡# ),❛,# #♦♥, ❧❡# )❧)♠❡♥,# ❞❡ {0, 1}G✱ ❡, ♦♥
❞)✜♥✐, ❧❛ ♣(♦❜❛❜✐❧✐,) ❞❡ ❧❛ ,(❛♥#✐,✐♦♥ σ → σ′ ♣❛( ✿

∏

g∈G

P
′
on

σ(g)

❛✈❡❝ P
′
on

σ(g) =

{
P
σ
on(g) #✐ σ′(g) = 1

1− P
σ
on(g) #✐♥♦♥

❉)✜♥✐##♦♥# ♠❛✐♥,❡♥❛♥, ❧❡# ♣❛(❛♠/,(❡# ✉,✐❧❡# 6 ❧✬❛❧❣♦(✐,❤♠❡ ✿

:♦✉( ❝❤❛0✉❡ ❣/♥❡ A✱ ♦♥ ✐♥,(♦❞✉✐, ❧❡ ♣❛(❛♠/,(❡ PA = [ARNP ] × eεARNP−A/kBT
✭✐❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥✲

,(❛,✐♦♥ ❡♥ ❆❘◆ ♣♦❧②♠)(❛#❡ ♠✉❧,✐♣❧✐)❡ ♣❛( ❧✬❛✣♥✐,) ❞❡ ❧✐❛✐#♦♥ ❡♥,(❡ ❧✬❆❘◆ ♣♦❧②♠)(❛#❡ ❡, ❧❡ #✐,❡

♣(♦♠♦,❡✉( ❞❡ A✮✱ ❛✈❡❝ εARNP−A ❧✬)♥❡(❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐#♦♥ ❡♥,(❡ ❧✬❆❘◆ ♣♦❧②♠)(❛#❡ ❡, ❧❡ #✐,❡ ♣(♦♠♦,❡✉(

❞❡ A✳
:♦✉( ❝❤❛0✉❡ ()❣✉❧❛,✐♦♥ ✭❛❝,✐✈❛,✐♦♥ ♦✉ ()♣(❡##✐♦♥✮ r = (A, r′)✱ ♦♥ ✐♥,(♦❞✉✐, Ar = [A]× eεAr/kBT

✭✐❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥,(❛,✐♦♥ ❞❡ ♣(♦,)✐♥❡# ♣(♦❞✉✐,❡ ♣❛( ❧❡ ❣/♥❡ A ♠✉❧,✐♣❧✐)❡ ♣❛( ❧✬❛✣♥✐,) ❞❡ ❧✐❛✐#♦♥ ❡♥,(❡ ❝❡#

♣(♦,)✐♥❡# ❡, ❧❡ #✐,❡ ♦♣)(❛,❡✉( ❞❡ r✮✳
:♦✉( ❝❤❛0✉❡ ❛❝,✐✈❛,✐♦♥ (A, (B, r))✱ ♦♥ ✐♥,(♦❞✉✐, ❧❡ ♣❛(❛♠/,(❡ AB = eεA−B/kBT

✭✐❡ ❧✬❛✣♥✐,) ❞❡

❧✐❛✐#♦♥ ❡♥,(❡ ❧❡# ♣(♦,)✐♥❡# ♣(♦❞✉✐,❡# ♣❛( A ❡, ❝❡❧❧❡# ♣(♦❞✉✐,❡# ♣❛( B✮✳

✹✳✶ ❆❧❣♦'✐)❤♠❡

▲✬✐❞)❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦(✐,❤♠❡ ♥✬❡#, ♣❛# ❞❡ ❣)♥)(❡( ❞✐(❡❝,❡♠❡♥, ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥)❣❛❧✐,)# ❛#②♠♣,♦,✐0✉❡#✱

♠❛✐# ❞❡ ❣)♥)(❡( ✉♥❡ ❢♦(♠✉❧❡ ❧♦❣✐0✉❡ ❞♦♥, ❧❡# ♣(♦♣♦#✐,✐♦♥# ❛,♦♠✐0✉❡# #♦♥, ❞❡# ✐♥)❣❛❧✐,)# ❛#②♠♣✲

,♦,✐0✉❡# ❡♥,(❡ ❧❡# ♣❛(❛♠/,(❡#✱ ❡, ❞♦♥, ❧❡# ♠♦❞/❧❡# #♦♥, ❧❡# ❝♦♥❞✐,✐♦♥# #♦✉# ❧❡#0✉❡❧❧❡# ❧❛ ♣(♦♣(✐),)

),✉❞✐)❡ ❡#, #❛,✐#❢❛✐,❡✳

✹✳✶✳✶ ❊♥❝♦❞❛❣❡

:♦✉( ❝❤❛0✉❡ ,(❛♥#✐,✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥,()❡ ❞✉ ♣(♦❜❧/♠❡ ✭❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❢♦(♠❡ (σg)g∈G → (σ′g)g∈G✮✱ ❡, ♣♦✉(

❝❤❛0✉❡ ❣/♥❡ g✱ ♦♥ ❝♦♥#✐❞/(❡ ❧❛ ♣(♦❜❛❜✐❧✐,) P = P
σ
on(g) = Zon

Zon+Zoff
= 1

1+x/y ♦Q x ❡, y #♦♥, ❞❡#

❡①♣(❡##✐♦♥# ♠❛,❤)♠❛,✐0✉❡# #✉( ❧❡# ♣❛(❛♠/,(❡# ❞✉ ()#❡❛✉ ❞❡ ()❣✉❧❛,✐♦♥ ✭x = Zoff ❡, y = Zon✮✳ ❈❡

0✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉, ❢❛✐(❡✱ ❝✬❡#, ❝♦♥#,(✉✐(❡ ❞❡# ❢♦(♠✉❧❡# ❧♦❣✐0✉❡# 6 ♣❛(,✐( ❞❡# ❝♦♥❞✐,✐♦♥# ✿ P ,❡♥❞ ✈❡(# ✶ ❡,

P ,❡♥❞ ✈❡(# ✵✳ ▲✬✐❞)❡ ♣♦✉( ❢❛✐(❡ ❝❡❧❛✱ ❡#, ❞❡ ❞✐(❡ ✿

✖ ✧P ,❡♥❞ ✈❡(# ✶✧ #✐❣♥✐✜❡ y ≫ x ✭✐❡ y ❡#, ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉# ❣(❛♥❞ 0✉❡ x✮

✶✸



✖ ✧P "❡♥❞ ✈❡'( ✵✧ (✐❣♥✐✜❡ x≫ y ✭✐❡ x ❡(" ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉( ❣'❛♥❞ 5✉❡ y✮
■❧ ♥❡ '❡("❡ ♣❧✉( 5✉✬9 ❞:❝♦♥("'✉✐'❡ ❧❡( ❡①♣'❡((✐♦♥( ❞❡ x ❡" y ♣♦✉' ♦❜"❡♥✐' ❞❡( ❢♦'♠✉❧❡( ❧♦❣✐5✉❡( ♦>

❧❡( ✈❛'✐❛❜❧❡( (♦♥" ❞❡( ✐♥:❣❛❧✐":( ❡♥"'❡ ❧❡( ♣❛'❛♠?"'❡(✱ ❡" ♥♦♥ ❡♥"'❡ ❞❡( (♦♠♠❡( ❡"✴♦✉ ❞❡( ♣'♦❞✉✐"( ❞❡

♣❛'❛♠?"'❡(✳ C♦✉' ♣❧✉( ❞❡ ❝❧❛'":✱ ♦♥ ✐♥"'♦❞✉✐" ❧❛ ♥♦"❛"✐♦♥ x & y ≡ ¬(x≪ y) ❝❡ 5✉✐ (✐❣♥✐✜❡ 5✉❡ x ❡"
y (♦♥" ❞✉ ♠D♠❡ ♦'❞'❡ ♦✉ 5✉❡ x ❡(" ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉( ❣'❛♥❞ 5✉❡ y✳ ▲✬✐❞:❡ ❡(" (✐♠♣❧❡♠❡♥" ❞✬❛♣♣❧✐5✉❡'
':❝✉'(✐✈❡♠❡♥" ❧❡( '?❣❧❡( (✉✐✈❛♥"❡( ✭❧❡( '?❣❧❡( (♦♥" ❞♦♥♥:❡( ♣❛' ♦'❞'❡ ❞❡ ♣'✐♦'✐":✱ ❧❛ ♣'❡♠✐?'❡ ❡("

♣'✐♦'✐"❛✐'❡✮ ✿

✖ (x+ y ≪ z)→ (x≪ z) ∧ (y ≪ z)
✖ (x≪ y + z)→ (x≪ y) ∨ (x≪ z)
✖ (x+ y)z ≪ w → xz + yz ≪ w
✖ x≪ (y + z)w → x≪ yw + zw

✖ p1p2 . . . pn ≪ q1q2 . . . qn →
∨

σ∈Sn

n∨

i=1

[

(pi ≪ qσ(i)) ∧
∧

j 6=i

(pj . qσ(j)))

]

✖ p1p2 . . . pn ≪ q1q2 . . . qm → p1p2 . . . pn ≪ q1q2 . . . qm. 1.1...1︸ ︷︷ ︸

n−m

(✐ n > m

✖ p1p2 . . . pn ≪ q1q2 . . . qm → p1p2 . . . pn. 1.1...1︸ ︷︷ ︸

m−n

≪ q1q2 . . . qm (✐ n < m

▲❡( '?❣❧❡( ❝♦♥❝❡'♥❛♥" ❧❡( (♦♠♠❡( (♦♥" (✐♠♣❧❡(✱ ❝❛' ❧❛ (♦♠♠❡ ❡(" ❝♦♥(✐❞:':❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦♣:'❛"❡✉'

max✱ ♣✉✐(5✉✬♦♥ ❢❛✐" ❞❡( ✧❝❛❧❝✉❧( ❛(②♠♣"♦"✐5✉❡(✧✳ ▲❛ '?❣❧❡ ❞✉ ♣'♦❞✉✐" ❡(" ♣❧✉( ❝♦♠♣❧✐5✉:❡✱ ❡❧❧❡ ❞✐" ❧❛
❝❤♦(❡ (✉✐✈❛♥"❡ ✿ ♣♦✉' ❞✐'❡ 5✉✬✉♥ ♣'♦❞✉✐" p1p2 . . . pn ❡(" ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉( ♣❡"✐" 5✉✬✉♥ ❛✉"'❡ q1q2 . . . qn✱
✐❧ ❢❛✉" ❢❛✐'❡ ❝♦''❡(♣♦♥❞'❡ ❞❡✉①✲9✲❞❡✉① ❧❡( "❡'♠❡( ❞❡ ❝❤❛5✉❡ ♣'♦❞✉✐" ✭✐❡ "'♦✉✈❡' ✉♥ :❧:♠❡♥" σ ❞❡ S✮
❞❡ "❡❧❧❡ (♦'"❡ 5✉❡✱ ♣♦✉' ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ i ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❣'❛♥❞❡ ✐♥:❣❛❧✐": pi ≪ qσ(i)✱ ❡" "❡❧ 5✉✬❛✉❝✉♥ ❛✉"'❡ ✐♥❞✐❝❡
j ♥❡ '❡♥✈❡'(❡ ❧✬✐♥:❣❛❧✐": ✭✐❡ pj . qσ(j)✮✳
❈♦♠♠❡ ❧❛ '?❣❧❡ ❞✉ ♣'♦❞✉✐" ❡(" ♣❧✉( ❝♦♠♣❧✐5✉:❡✱ ❡❧❧❡ ❡(" ❛✉((✐ ♠♦✐♥( (K'❡✱ ❝❛' ♦♥ ❡①✐❣❡ ❞❡( "❡'♠❡(

5✉✬✐❧( ❝♦''❡(♣♦♥❞❡♥" ❞❡✉①✲9✲❞❡✉①✱ ❛❧♦'( 5✉✬✐❧ ❡(" ❡♥✈✐(❛❣❡❛❜❧❡ ❡♥ ♣'❛"✐5✉❡ 5✉❡ ❧❡ ♣'♦❞✉✐" ❞❡ ❞❡✉①

"❡'♠❡( (♦✐" ❞✉ ♠D♠❡ ♦'❞'❡ 5✉✬✉♥ "❡'♠❡ ❞❡ ❧✬❛✉"'❡ ♣'♦❞✉✐"✳ ❆✐♥(✐ ♣♦✉' :✈✐"❡' ❞❡ ♣'♦♣❛❣❡' ✉♥❡ ❡''❡✉'

❢❛✐"❡ ❛✉ ❞:❜✉" ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ♦♥ ♥✬❛♣♣❧✐5✉❡ ❧❛ '?❣❧❡ ❞✉ ♣'♦❞✉✐" 5✉✬9 ❧❛ ✜♥✱ (✉' ❞❡( ♣'♦❞✉✐"( ❞♦♥" "♦✉( ❧❡(

"❡'♠❡( (♦♥" ❞✐'❡❝"❡♠❡♥" ❞❡( ♣❛'❛♠?"'❡(✱ ❡" ♥♦♥ ❞❡( ❡①♣'❡((✐♦♥( ❞:♣❡♥❞❛♥" ❞❡ ♣❧✉(✐❡✉'( ♣❛'❛♠?"'❡(✳

❈❡❧❛ ❡(" ❢❛✐" 9 ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ "'♦✐(✐?♠❡ '?❣❧❡ ❡" ❞❡ ❧❛ 5✉❛"'✐?♠❡ '?❣❧❡✳

❊♥ ':(✉♠:✱ ❧❛ '?❣❧❡ ❞✉ ♣'♦❞✉✐" ❡(" ♠♦✐♥( (K'❡ ❝❛' ❧❛ ❢♦'♠✉❧❡ 5✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜"✐❡♥" ♥✬❡(" ♣❛( :5✉✐✈❛❧❡♥"❡

9 ❧❛ ❢♦'♠✉❧❡ ❞❡ ❞:♣❛'"✳ ❚♦✉"❡❢♦✐( ❧❛ ❢♦'♠✉❧❡ ❞✬❛''✐✈:❡ ✐♠♣❧✐5✉❡ ❧❛ ❢♦'♠✉❧❡ ❞❡ ❞:♣❛'"✳ ❉♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥"✱

❧❛ ❢♦'♠✉❧❡ ♦❜"❡♥✉❡ 9 ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦'✐"❤♠❡ ✈❛ ❜✐❡♥ ✐♠♣❧✐5✉❡' ❧❛ ❢♦'♠✉❧❡ ❝♦''❡(♣♦♥❞❛♥" 9 ❧❛ ♣'♦♣'✐:":

❞❡ ❞:♣❛'"✳ ❆✉"'❡♠❡♥" ❞✐"✱ ❧❡( ♠♦❞?❧❡( ❞❡ ❧❛ ❢♦'♠✉❧❡ ✜♥❛❧❡ ✈♦♥" ❜✐❡♥ '❡♣':(❡♥"❡' ❞❡( ❡♥(❡♠❜❧❡( ❞❡

❝♦♥"'❛✐♥"❡( (♦✉( ❧❡(5✉❡❧❧❡( ❧❛ ♣'♦♣'✐:": (♣:❝✐✜:❡ ❡♥ ❡♥"':❡ ❡(" ✈❛❧✐❞❡✱ ♠❛✐( ✐❧ '✐(5✉❡ ❞✬② ❛✈♦✐' ❞❡(

❡♥(❡♠❜❧❡( ❞❡ ❝♦♥"'❛✐♥"❡( 5✉✐ ♥❡ ❝♦''❡(♣♦♥❞❡♥" 9 ❛✉❝✉♥ ♠♦❞?❧❡ ❞❡ ❝❡""❡ ❢♦'♠✉❧❡✳

❉❛♥( ❧❡( ❞❡✉① ❞❡'♥✐?'❡( '?❣❧❡(✱ ❧❡( ♣❛'❛♠?"'❡( ✧✶✧ 5✉❡ ❧✬♦♥ ❛❥♦✉"❡ ♦♥" ❜✐❡♥ ✉♥ (❡♥( ❡♥ ♣'❛"✐5✉❡✱

♣✉✐(5✉✬✐❧ (✬❛❣✐" ❞✉ ♣♦✐❞( ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉'❛"✐♦♥ ✈✐❞❡ ❞✉ ♠♦❞?❧❡ "❤❡'♠♦❞②♥❛♠✐5✉❡✳

▲✬❛❧❣♦'✐"❤♠❡ 5✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❢♦'♠✉❧❡ ❧♦❣✐5✉❡ ❛((♦❝✐:❡ 9 ✉♥ ❡♥(❡♠❜❧❡ S ❞❡ "'❛♥(✐"✐♦♥( ❡(" ❞:❝'✐"
❝✐✲❞❡((♦✉( ✿

✖ ➱"❛♥" ❞♦♥♥: ✉♥❡ "'❛♥(✐"✐♦♥ σ → σ′ ❡" ✉♥ ❣?♥❡ g✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ϕg
σ,σ′ ❧❛ ❢♦'♠✉❧❡ ❛((♦❝✐:❡ 9

❧❛ ❝♦♥❞✐"✐♦♥ (Pσ
on(g) → 1) (✐ σ′(g) = 1✱ ❡" ❛((♦❝✐:❡ 9 (Pσ

on(g) → 0) (✐♥♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉" ❛✉((✐
❞❡♠❛♥❞❡' (Pσ

on(g) > 0) ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ (Pσ
on(g) → 1)✱ ❡♥ ❞:✜♥✐((❛♥" (Pσ

on(g) > 0) ≡ ¬(Pσ
on(g) →

0)✱ ❡" ❞❡ ♠D♠❡ ❛✈❡❝ (Pσ
on(g) < 1) ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ (Pσ

on(g)→ 0)✳
✖ C♦✉' "♦✉"❡( ❧❡( "'❛♥(✐"✐♦♥( t = (σ → σ′)✱ ♦♥ ❞:✜♥✐" ψt =

∧

g∈G

ϕg
σ,σ′

✶✹



✖ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥(✱ ❧❛ ❢♦,♠✉❧❡ ❛..♦❝✐0❡ 1 ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡ (,❛♥.✐(✐♦♥ S ❡.( ✿

∧

t∈S

ψt

✹✳✶✳✷ ❚❤&♦(✐❡

❙✐ ♦♥ ❝♦♥.✐❞7,❡ .✐♠♣❧❡♠❡♥( ❧❛ ❢♦,♠✉❧❡ ♣,0❝0❞❡♥(❡✱ ♦♥ ♣❡✉( ❛✈♦✐, ❞❡. ♠♦❞7❧❡. :✉✐ ♥✬♦♥( ♣❛. ❞❡

.❡♥.✳ <❛, ❡①❡♠♣❧❡✱ .✐ x ❡( y .♦♥( ❞❡. ♣❛,❛♠7(,❡.✱ ❛❧♦,. (x ≪ y) ❡( (y ≪ x) .♦♥( ❞❡. ✈❛,✐❛❜❧❡.
❧♦❣✐:✉❡.✱ ♠❛✐. ❧❡. ❛..✐❣♥❛(✐♦♥. ❞❡ ✈❛❧❡✉,. ❞❡ ✈0,✐(0. :✉✐ ,❡♥❞❡♥( ✈,❛✐❡. ❝❡. ❞❡✉① ✈❛,✐❛❜❧❡. ❡♥ ♠?♠❡

(❡♠♣. ♥✬♦♥( ♣❛. ❞❡ .❡♥.✳ ❈✬❡.( ♣♦✉, ❝❡❧❛ :✉✬✐❧ ❢❛✉( ❛✉..✐ ❣0♥0,❡, ✉♥❡ ❢♦,♠✉❧❡ :✉✐ ,❡♣,0.❡♥(❡ ❧❛ (❤0♦,✐❡

♠❛(❤0♠❛(✐:✉❡ ❞✬✉♥ ♦,❞,❡✳ ❈❡((❡ (❤0♦,✐❡ ❡.( ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝(✐♦♥ ❞❡. ❢♦,♠✉❧❡. .✉✐✈❛♥(❡. ✿

✖ ¬((x≪ y) ∧ (y ≪ x)) ∀x, y ♣❛,❛♠7(,❡.
✖ ¬(x≪ x) ∀x ♣❛,❛♠7(,❡.
✖ ((x≪ y) ∧ (y ≪ z))⇒ (x≪ z) ∀x, y, z ♣❛,❛♠7(,❡.
✖ ((x≪ y) ∧ (y . z))⇒ (x≪ z) ∀x, y, z ♣❛,❛♠7(,❡.
✖ ((x . y) ∧ (y ≪ z))⇒ (x≪ z) ∀x, y, z ♣❛,❛♠7(,❡.
✖ ((x . y) ∧ (y . z))⇒ (x . z) ∀x, y, z ♣❛,❛♠7(,❡.
✖ (AB & 1) ∀A,B ❣7♥❡.
▲❛ ❞❡,♥✐7,❡ ,7❣❧❡ ✈✐❡♥( ❞✉ ❢❛✐( :✉❡ AB ❡.( ✉♥❡ ❡①♣♦♥❡♥(✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ 0♥❡,❣✐❡ ♣♦.✐(✐✈❡✳

✹✳✷ ❊①♣&'✐❡♥❝❡,

❆✜♥ ❞✬❡①❛♠✐♥❡, ❧❛ ♣❡,(✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐(❤♠❡✱ ♦♥ ❛ ❝♦♠♣❛,0 .❡. ,0.✉❧(❛(. ❛✈❡❝ ❞❡. ,0.✉❧(❛(.

♦❜(❡♥✉. ❡①♣0,✐♠❡♥(❛❧❡♠❡♥(✳

✹✳✷✳✶ ■♥-❡(♣(&-❛-✐♦♥ ❞❡1 ❝❛1 ❞❡ ❜❛1❡

❚♦✉( ❞✬❛❜♦,❞✱ ♦♥ ✈❛ ❡①❛♠✐♥❡, ❞❡. ,0.❡❛✉① ❞❡ ,0❣✉❧❛(✐♦♥ .✐♠♣❧❡.✱ ♣♦✉, ♠✐❡✉① ❝♦♠♣,❡♥❞,❡ ❧❡

.❡♥. ❞❡. ❢♦,♠✉❧❡. ❧♦❣✐:✉❡.✳ ❉❛♥. ❧❛ .✉✐(❡✱ :✉❛♥❞ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡,❛ ❞❡. ♣,♦❜❛❜✐❧✐(0. ❞✬❛❝(✐✈❛(✐♦♥ Pon✱ ♦♥

❝❛❧❝✉❧❡,❛ ❧❛ ♣,♦❜❛❜✐❧✐(0 ❞❛♥. ❧✬0(❛( ♦H (♦✉. ❧❡. ❣7♥❡. .♦♥( ❛❝(✐❢. ✭✐❡ ♦♥ 0❝,✐( Pon ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ P
σ
on✱ ❛✈❡❝

σg = 1 ♣♦✉, (♦✉( ❣7♥❡ g✮✳
❙✐ ✉♥ ❣7♥❡ A ♥✬❡.( ,0❣✉❧0 ♣❛, ❛✉❝✉♥ ❣7♥❡ ✭❝❢ ✜❣✉,❡ ✶✵✮✱ ❛❧♦,. ♦♥ ❛ ✿

Pon(A)→ 1⇔ PA ≫ 1

❡(

Pon(A)→ 0⇔ PA ≪ 1

P A

❋✐❣✉$❡ ✶✵ ✕ ❛❜.❡♥❝❡ ❞❡ ,0❣✉❧❛(✐♦♥

❖♥ ✈♦✐( ❞♦♥❝ :✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉( .♣0❝✐✜❡, ❧❛ ❢♦,❝❡ ❞✬✉♥ ♣,♦♠♦(❡✉, .❛♥. ,0❣✉❧❛(✐♦♥✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛,❛♥( PA

❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛,❛♠7(,❡ ✶✳

✶✺



P B

A

❋✐❣✉$❡ ✶✶ ✕ "#♣"❡&&✐♦♥ &✐♠♣❧❡

❙✐ ♠❛✐♥.❡♥❛♥.✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ❣2♥❡ B "#❣✉❧# ♣❛" ✉♥❡ "#♣"❡&&✐♦♥ r = (A, (P,B)) ∈ R− ✭❝❢ ✜❣✉"❡ ✶✶✮✱ ♦♥

❛ ❛❧♦"& ✿

Pon(B)→ 1⇔ (1≪ PB) ∧ (Ar ≪ PB)

▲❛ &✐❣♥✐✜❝❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦"♠✉❧❡ ❡&. ❧❛ &✉✐✈❛♥.❡ ✿ ♣♦✉" <✉❡ ❧❡ ❣2♥❡ B &♦✐. &=" ❞✬?."❡ ❛❝.✐✈# ♠❛❧❣"#

❧❛ "#♣"❡&&✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉. <✉❡ <✉❡ ❧❡ ♣"♦♠♦.❡✉" ❞✉ ❣2♥❡ &♦✐. ♥❛.✉"❡❧❧❡♠❡♥. ❡✣❝❛❝❡ ✭✐❡ 1≪ PB✮ ❡. <✉✬✐❧

&♦✐. ♠❡✐❧❧❡✉" <✉❡ ❧❛ "#♣"❡&&✐♦♥ ✭✐❡ AB ≪ PB✮✳

❖♥ ."♦✉✈❡ ✉♥❡ ❢♦"♠✉❧❡ &✐♠✐❧❛✐"❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛✉."❡ ❝♦♥❞✐.✐♦♥ ✿

Pon(B)→ 0⇔ (1≫ PB) ∨ (Ar ≫ PB)

■❝✐✱ ♦♥ ✈♦✐. <✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐.✐♦♥ ❡&. ✧♣❧✉& &✐♠♣❧❡✧ E "#❛❧✐&❡" ♣✉✐&<✉✬✐❧ &✉✣. <✉❡ ❧❡ ♣"♦♠♦.❡✉" &♦✐.

♥❛.✉"❡❧❧❡♠❡♥. ❢❛✐❜❧❡ ♦✉ ♣❧✉& ❢❛✐❜❧❡ <✉❡ ❧❛ "#♣"❡&&✐♦♥✳

❙✐ ♠❛✐♥.❡♥❛♥.✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ❣2♥❡ B "#❣✉❧# ♣❛" ✉♥❡ ❛❝.✐✈❛.✐♦♥ r = (A, (P,B)) ∈ R+
✭❝❢ ✜❣✉"❡ ✶✷✮✱ ♦♥

❛ ❛❧♦"& ✿

Pon(B)→ 1⇔ (PB ≫ 1) ∨ [(PB & 1) ∧ (Ar & 1) ∧ (AB ≫ 1)]

P B

A

❋✐❣✉$❡ ✶✷ ✕ ❛❝.✐✈❛.✐♦♥ &✐♠♣❧❡

▲❛ &✐❣♥✐✜❝❛.✐♦♥ ❞❡ ❝❡..❡ ❢♦"♠✉❧❡ ❡&. ✿ &♦✐. B ❡&. &=" ❞❡ &✬❛❝.✐✈❡" ♠?♠❡ &❛♥& ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ A ✭✐❡

PB ≫ 1✮ &♦✐. B ♣❡✉. ♣❧✉& ♦✉ ♠♦✐♥& ?."❡ ❛❝.✐❢ &❡✉❧ ✭✐❡ PB & 1✮ ❡. ❧❡& ♣"♦.#✐♥❡& ❞❡ A ♣❡✉✈❡♥.

♣❛".✐❝✐♣❡" E ❧❛ "#❣✉❧❛.✐♦♥ ✭✐❡ Ar & 1✮ ❡. ❝❡..❡ ♣❛".✐❝✐♣❛.✐♦♥ ❡&. ."2& ❡✣❝❛❝❡ ✭✐❡ AB ≫ 1✮✳
❖♥ ❛ ❛✉&&✐ ✿

Pon(B)→ 0⇔ (PB ≪ 1) ∧ [(Ar ≪ 1) ∨ [(Ar . 1) ∧ (AB . 1)]]

▲❛ &✐❣♥✐✜❝❛.✐♦♥ ❞❡ ❝❡..❡ ❢♦"♠✉❧❡ ❡&. ✿ B ❡&. ."2& ❢❛✐❜❧❡ &❛♥& ❛✐❞❡ ✭✐❡ PB ≪ 1✮✱ ❡. &♦✐. A ♥❡ ♣❡✉.

♣❛& ♣❛".✐❝✐♣❡" E ❧❛ "#❣✉❧❛.✐♦♥ ✭✐❡ Ar ≪ 1✮✱ &♦✐. ✐❧ ❡&. ♣♦&&✐❜❧❡ <✉❡ A ♣❛".✐❝✐♣❡ ✉♥ ♣❡✉ ✭✐❡ Ar . 1✮
♠❛✐& ❝❡..❡ "#❣✉❧❛.✐♦♥ ♥✬❡&. ♣❛& ❡✣❝❛❝❡ ✭✐❡ AB . 1✮✳

✹✳✷✳✷ ❘❡♣&❡''✐❧❛+♦&

H♦✉" .❡&.❡" ♥♦."❡ ❛❧❣♦"✐.❤♠❡✱ ♥♦✉& ❛✈♦♥& ❝♦♠♣❛"# ♥♦& "#&✉❧.❛.& ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡ ❬❊❧♦✇✐.③ ❡. ▲❡✐❜❧❡"✱ ✷✵✵✵❪✱

❝♦♥❝❡"♥❛♥. ❧❡ "#&❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉"❡ ✶✸✳ ❉❛♥& ❝❡ ♣❛♣✐❡"✱ ✐❧ ❡&. #❝"✐. <✉❡ ❧❡ ❝✐"❝✉✐. ♣❡✉. ♦&❝✐❧❧❡"✱ ❡. <✉❡

❝❡ ❝♦♠♣♦".❡♠❡♥. ❡&. ❢❛✈♦"✐&# ♣❛" ❧❡& ❝♦♥❞✐.✐♦♥& &✉✐✈❛♥.❡& ✿

✶✻



P

A B

C

❋✐❣✉$❡ ✶✸ ✕ #❡♣#❡&&✐❧❛*♦#

✖ ❞❡& ♣#♦♠♦*❡✉#& ❢♦#*& ✭✐❡ (PA ≫ 1) ∧ (PB ≫ 1) ∧ (PC ≫ 1)✮
✖ ❞❡& #3♣#❡&&✐♦♥& 3❧❡✈3❡& ♣❛# #❛♣♣♦#* ❛✉① ♣#♦♠♦*❡✉#& ✭✐❡ (PA ≪ Cc)∧(PB ≪ Aa)∧(PC ≪ Bb)✮
❘❡♠❛#8✉❡ ✿ ♦♥ ♥♦*❡ a ❧❛ #3♣#❡&&✐♦♥ (A, (P,B))✱ b ❧❛ #3♣#❡&&✐♦♥ (B, (P,C)) ❡* c ❧❛ #3♣#❡&&✐♦♥

(C, (P,A))✳
❆♣♣❡❧♦♥& H ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❝❡& ❝♦♥❞✐*✐♦♥& ❡* T ❧❛ ❢♦#♠✉❧❡ #❡♣#3&❡♥*❛♥* ❧❛ *❤3♦#✐❡ ♠❛*❤3♠❛✲

*✐8✉❡✳

❈❡ 8✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥❡ ♦&❝✐❧❧❛*✐♦♥ ❡&* ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐8✉❡ ❞✉ #3&❡❛✉ ❞❛♥& ❧❛8✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛ ✿

100→∗ 001→∗ 010→∗ 100

❘❡♠❛#8✉❡ ✿ ♦♥ ♥♦*❡ ❧❡& 3*❛*& ❛✈❡❝ ❞❡& ♥♦♠❜#❡ E *#♦✐& ❜✐*&✱ ❝♦♠♠❡ 100✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ (A = 1, B =
0, C = 0)✳

▲❛ ❢❛G♦♥ ❧❛ ♣❧✉& ♥❛*✉#❡❧❧❡ ❞✬❛✈♦✐# ✉♥❡ ♦&❝✐❧❧❛*✐♦♥ ❞❛♥& ❧❛ *♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ✧#❡♣#❡&&✐❧❛*♦#✧ ❡&* ❛✈❡❝ ❧❡

❝❤❡♠✐♥ &✉✐✈❛♥* ✿

100→ 101→ 001→ 011→ 010→ 110→ 100

❈❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡&* ♥❛*✉#❡❧❧❡✱ ❝❛# &♦✉& ❧❡& ❤②♣♦*❤J&❡& H✱ ✉♥ ❣J♥❡ ♥♦♥✲#3♣#✐♠3 &❡#❛ ❛❝*✐❢ ❞❛♥& ❧❡

♣#♦❝❤❛✐♥ 3*❛*✱ ❡* ✉♥ ❣J♥❡ #3♣#✐♠3 &❡#❛ ✐♥❛❝*✐❢✳

❆♣♣❡❧♦♥& ϕ ❧❛ ❢♦#♠✉❧❡ 8✉❡ ♥♦✉& ❞♦♥♥❡ ♥♦*#❡ ❛❧❣♦#✐*❤♠❡ E ♣❛#*✐# ❞❡ ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ *#❛♥&✐*✐♦♥&

{100 → 101, 101 → 001, 001 → 011, 011 → 010, 010 → 110, 110 → 100}✱ ❞❡ *❡❧❧❡ &♦#*❡ 8✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡

❞❡ ❝❡& *#❛♥&✐*✐♦♥& ❛✐❡♥* ✉♥❡ ♣#♦❜❛❜✐❧✐*3 ✶ ❞❛♥& ❧❛ ❝❤❛K♥❡ ❞❡ ▼❛#❦♦✈✳

❖♥ ♦❜*✐❡♥* 8✉❡ ❧❛ ❢♦#♠✉❧❡ T ⇒ (H ⇔ ϕ) ❡&* ✈❛❧✐❞❡✳ ❈❡ 8✉✐ &✐❣♥✐✜❡ 8✉❡ ❧❡& ❝♦♥❞✐*✐♦♥& 8✉❡ ❧✬♦♥

♦❜*✐❡♥* ♣♦✉# 8✉❡ ❧❡ &②&*J♠❡ ♦&❝✐❧❧❡ &♦♥* 38✉✐✈❛❧❡♥*❡& ❛✉① ❝♦♥❞✐*✐♦♥& ♦❜*❡♥✉❡& ❡①♣3#✐♠❡♥*❛❧❡♠❡♥*

❞❛♥& ❬❊❧♦✇✐*③ ❡* ▲❡✐❜❧❡#✱ ✷✵✵✵❪✳

✹✳✷✳✸ ❚♦❣❣❧❡ )✇✐,❝❤

◆♦✉& ❛✈♦♥& ❛✉&&✐ ❝♦♠♣❛#3 ♥♦& #3&✉❧*❛*& ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡ ❬●❛#❞♥❡# ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ E ♣#♦♣♦& ❞❡ ❧❛ ✧❜✐&✲

*❛❜✐❧✐*3✧ ❞✉ #3&❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉#❡ ✶✹✳ ▲❛ ❜✐&*❛❜✐❧✐*3 ❡&* ❧❛ &*❛❜✐❧✐*3 ❞❡& ❞❡✉① 3*❛*& (A = 0, B = 1) ❡*

(A = 1, B = 0) ✭❝❡& 3*❛*& &❡#♦♥* ❛❜#3❣3& #❡&♣❡❝*✐✈❡♠❡♥* ❡♥ 01 ❡* 10✮✳ ▲❛ ❜✐&*❛❜✐❧✐*3 ❡&* ❞♦♥❝ ❧❛

♣#♦♣#✐3*3 ❧✐3❡ E ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ *#❛♥&✐*✐♦♥& {01→ 01; 10→ 10}✳

✶✼



PA B

❋✐❣✉$❡ ✶✹ ✕ #♦❣❣❧❡ (✇✐#❝❤

❋✐❣✉$❡ ✶✺ ✕ ❧❛ ❜✐(#❛❜✐❧✐#0 ❞✉ ✧#♦❣❣❧❡ (✇✐#❝❤✧

β ❡# γ ❞0❝4✐✈❡♥# ❧✬❡✛❡# ❞❡ ❧✬0♥❡4❣✐❡ ❛♣♣♦4#0❡ ♣❛4 ❧❡( ❧✐❛✐(♦♥( ♣4♦#0✐♥❡(✲♣4♦#0✐♥❡(✳ ■❝✐✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

γ = AA ❡# β = BB ❛✈❡❝ ♥♦( ♥♦#❛#✐♦♥(✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ♠♦♥#4❡ ❧❡( ❝♦♥❞✐#✐♦♥( (♦✉( ❧❡(@✉❡❧❧❡( ✐❧ ②

❛ ✉♥❡ ✧❜✐(#❛❜✐❧✐#0✧ ❞✉ (②(#B♠❡✱ ❡# ❧❡( ❝♦♥❞✐#✐♦♥( (♦✉( ❧❡(@✉❡❧❧❡( (❡✉❧ ✉♥ 0#❛# ❡# (#❛❜❧❡✱ ♣❛4♠✐ ✶✵ ❡#

✵✶✳

▲❡( ❡①♣04✐❡♥❝❡( ❞❡ ❬●❛4❞♥❡4 ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ (♦♥# ❜❛(0❡( (✉4 ❞❡( 0@✉❛#✐♦♥( ❞❡ ❧❛ ❣0♥0#✐@✉❡ @✉✐ 4❡✲

♣♦(❡♥# (✉4 ❞❡✉① ♣❛4❛♠B#4❡( α1, α2 @✉✐ 4❡♣40(❡♥#❡♥# 4❡(♣❡❝#✐✈❡♠❡♥# ❧❛ ✈✐#❡((❡ ❞❡ (②♥#❤B(❡ ❞❡( ♣4♦✲

#0✐♥❡( ♣❛4 A ❡# B✳

I♦✉4 ❢❛✐4❡ ♥♦( ❝♦♠♣❛4❛✐(♦♥(✱ ❧✬✐❞0❡ ❡(# ❞❡ ❞✐✈✐(❡4 ❧❡ ❣4❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉4❡ ✶✺ ❡♥ #4♦✐( ③♦♥❡( ❣4M❝❡ N

❞❡( ❢♦4♠✉❧❡( ✿ ❡♥ ❤❛✉# N ❣❛✉❝❤❡✱ ❡♥ ❤❛✉# N ❞4♦✐#❡ ❡# ❡♥ ❜❛( N ❞4♦✐#❡✳ I♦✉4 (✐♠♣❧✐✜❡4 ❧❡( ♥♦#❛#✐♦♥(✱

❛♣♣❡❧♦♥( a1 ❧❡ ♣❛4❛♠B#4❡ ❧✐0 N ❧❛ 4❡♣4❡((✐♦♥ ❞❡ B ♣❛4 A ✭✐❡ a1 = A(A,(P,B))✮✱ ❡# a2 ❧❡ ♣❛4❛♠B#4❡ ❧✐0

N ❧❛ (❡❝♦♥❞❡ 40❣✉❧❛#✐♦♥ ❞❡ A ✭✐❡ a2 = A(A,(A,(P,B)))✮✳ ❖♥ ❞0✜♥✐# ❞❡ ❧❛ ♠S♠❡ ❢❛T♦♥ b1 ❡# b2✳ ❊# ♦♥

♥♦#❡ b = BB ❛✐♥(✐ @✉❡ a = AA✳

❖♥ ❞0✜♥✐# ❧❡ ❤❛✉# ❞✉ ❣4❛♣❤❡ ♣❛4 ❧❛ ❢♦4♠✉❧❡

Ha = (a1 & PB) ∧ (a2 & 1)

❊♥ ❡✛❡#✱ ❧❡ ❤❛✉# ❞✉ ❣4❛♣❤❡ 4❡♣40(❡♥#❡ ❧❡( ❝♦♥❞✐#✐♦♥( ♦V ❧❡ ❣B♥❡ A ❡(# ❡✣❝❛❝❡✱ ❝✬❡(#✲N✲❞✐4❡ (❛

40♣4❡((✐♦♥ ❡(# ✉#✐❧❡ (a1 & PB) ❡# (♦♥ ❛❝#✐✈❛#✐♦♥ ❛✉((✐ (a2 & 1)✳
❖♥ ❞0✜♥✐# ❞❡ ♠S♠❡ ❧❛ ♣❛4#✐❡ ❞4♦✐#❡ ❞✉ ❣4❛♣❤❡

Hb = (b1 & PA) ∧ (b2 & 1)

✶✽



 ❛" #②♠&'"✐❡✱ ♦♥ ❞&✜♥✐' ❧❛ ♣❛"'✐❡ ❜❛##❡

Ha = (a1 . PB) ∧ (a2 . 1)

❡' ❧❛ ♣❛"'✐❡ ❣❛✉❝❤❡

Hb = (b1 . PA) ∧ (b2 . 1)

❖♥ ♣❡✉' "❡♠❛"7✉❡" 7✉❡ Ha 6≡ ¬Ha✳ ▲❛ "❛✐#♦♥ ❡#' 7✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ❝❤❡"❝❤❡ ♣❛# ; ♣❛"'✐'✐♦♥♥❡" ❧❡

❣"❛♣❤❡ ✶✺ ❛✈❡❝ ❝❡# ③♦♥❡#✱ ♠❛✐# #✐♠♣❧❡♠❡♥' ; ❞&✜♥✐" ❝❡"'❛✐♥❡# ③♦♥❡#✳

❖♥ ♣❡✉' ♠❛✐♥'❡♥❛♥' ❞&✜♥✐" ❧❛ ♣❛"'✐❡ #✉♣&"✐❡✉"❡ ❣❛✉❝❤❡ ♣❛"

Hab = Ha ∧Hb

❛✐♥#✐ 7✉❡ ❧❛ ♣❛"'✐❡ ✐♥❢&"✐❡✉"❡ ❞"♦✐'❡ ♣❛"

Hab = Ha ∧Hb

❡' ❧❛ ♣❛"'✐❡ #✉♣&"✐❡✉"❡ ❞"♦✐'❡ ♣❛"

Hab = Ha ∧Hb

 ♦✉" ✈&"✐✜❡" #✐ ♥♦# "&#✉❧'❛'# #♦♥' ❝♦❤&"❡♥'# ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡ ❬●❛"❞♥❡" ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✱ ♦♥ ❞✐#'✐♥❣✉❡ '"♦✐#

❝❛# ✿ ❧❛ ✧③♦♥❡ ❞❡ ❜✐#'❛❜✐❧✐'&✧ ❡#' ❣"❛♥❞❡ ✭E3 = (a≫ 1)∧ (b≫ 1)✮✱ ❧❛ ✧③♦♥❡ ❞❡ ❜✐#'❛❜✐❧✐'&✧ ❡#' ♣❡'✐'❡
✭E2 = (a . 1) ∧ (b . 1)✮ ❡' ❧❛ '❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ♥✬❡#' ♣❛# #♣&❝✐✜&❡ ✭E1 = ⊤✮✳ ❉&✜♥✐##♦♥# ❞❡ ♣❧✉# ❧❛
❢♦"♠✉❧❡ H0 = (PA ≫ 1)∧(PB ≫ 1) 7✉✐ #✐❣♥✐✜❡ 7✉❡ ❧❡# ♣"♦♠♦'❡✉"# #♦♥' ♥❛'✉"❡❧❧❡♠❡♥' ❢♦"'# ✭✐❡ #✐ ✉♥
❣L♥❡ ♥✬❡#' ♣❛# "&♣"✐♠&✱ ✐❧ ❡#' #M" ❞❡ #✬❛❝'✐✈❡"✮✱ ❝❡ 7✉✐ ❡#' ✉♥❡ ❤②♣♦'❤L#❡ ❞❛♥# ❬●❛"❞♥❡" ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳

❈♦♥#✐❞&"♦♥# ϕ=1
b ❧❛ ❢♦"♠✉❧❡ ♣"♦❞✉✐'❡ ♣❛" ♥♦'"❡ ❛❧❣♦"✐'❤♠❡ ; ♣❛"'✐" ❞❡ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ {01→ 01; 10→

10} ❛##♦❝✐&❡ ; ❞❡# '"❛♥#✐'✐♦♥# ❞❡ ♣"♦❜❛❜✐❧✐'&# ✉♥✱ ϕ>0
b ❧❛ ❢♦"♠✉❧❡ ❧✐&❡ ❛✉① ♠O♠❡# '"❛♥#✐'✐♦♥# ♠❛✐#

❛✈❡❝ ❞❡# ♣"♦❜❛❜✐❧✐'&# ♥♦♥✲♥✉❧❧❡#✳ ❈♦♥#✐❞&"♦♥# ❛✉##✐ ❧❡# ❢♦"♠✉❧❡# ϕ=1
ma ❡' ϕ>0

ma ❧✐&❡# ; ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡

{10 → 10; 01 → 11} ❛✈❡❝ "❡#♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' ❞❡# '"❛♥#✐'✐♦♥# ❞❡ ♣"♦❜❛❜✐❧✐'&# ✶ ❡' ❞❡ ♣"♦❜❛❜✐❧✐'&# ♥♦♥✲
♥✉❧❧❡#✳ ❈❡ ❞❡"♥✐❡" ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ '"❛♥#✐'✐♦♥# ❝♦""❡#♣♦♥❞ ; ❧❛ ♣"♦♣"✐&'& ❞❡ ♠♦♥♦#'❛❜✐❧✐'& ❞❡ A ✭❝✬❡#'✲

;✲❞✐"❡ ❧❛ #'❛❜✐❧✐'& ❞❡ 10✱ ♠❛✐# ♣❛# ❝❡❧❧❡ ❞❡ 01✮✳ ❖♥ ♣❡✉' "❡♠❛"7✉❡" 7✉❡ ♣♦✉" ✐♥'❡"❞✐"❡ ❧❛ '"❛♥#✐'✐♦♥
01 → 01✱ ✐❧ #✉✣' ❞✬❛❥♦✉'❡" ❞❛♥# ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# '"❛♥#✐'✐♦♥# 01 → 11✱ ♣✉✐#7✉❡ ❧❡# ❞❡✉① '"❛♥#✐'✐♦♥#
01 → 00✱ 01 → 10 ♦♥' ✉♥❡ ♣"♦❜❛❜✐❧✐'& ✵ ❞L# 7✉❡ H0 ❡#' ✈"❛✐❡ ✭✐❡ ✉♥ ❣L♥❡ 7✉✐ ♥✬❡#' ♣❛# "&♣"✐♠&

❞♦✐' #✬❛❝'✐✈❡"✮✳ ❊' ❞♦♥❝✱ ❞✐"❡ 7✉❡ 01 → 01 ❛ ✉♥❡ ♣"♦❜❛❜✐❧✐'& ✵ "❡✈✐❡♥' ; ❞✐"❡ 7✉❡ 01 → 11 ❛ ✉♥❡
♣"♦❜❛❜✐❧✐'& ✶✳ ❉❡ ♠O♠❡ 01→ 01 ❛ ✉♥❡ ♣"♦❜❛❜✐❧✐'& ❞✐✛&"❡♥'❡ ❞❡ ✶ "❡✈✐❡♥' ; ❞✐"❡ 7✉❡ 01→ 11 ❛ ✉♥❡
♣"♦❜❛❜✐❧✐'& ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥'✱ ♣♦✉" ϕ ∈ {ϕb, ϕma}✱ ❞&✜♥✐##♦♥# ϕ
=0 = ¬ϕ>0

❡' ϕ<1 = ¬ϕ=1
✳

 ♦✉" ❝❤❛7✉❡ E ∈ {E1, E2, E3}, H ∈ {Hab, Hab, Hab}, ϕ ∈ {ϕb, ϕma} ❡' c ∈ {= 0, > 0, < 1,= 1}✱
♦♥ ❛ ✈&"✐✜& ❧❛ ✈❛❧✐❞✐'& ❞❡ ❧❛ ❢♦"♠✉❧❡

(E ∧H ∧H0)⇒ ϕc

▲❡# "&#✉❧'❛'# #♦♥' "&#✉♠&# ❞❛♥# ❧❡# '❛❜❧❡❛✉① ✶ ❡' ✷✳

❙✉" ❧❡ '❛❜❧❡❛✉ ✶✱ ♦♥ ✈♦✐' 7✉❡ ❧❛ ❜✐#'❛❜✐❧✐'& ❛ '♦✉❥♦✉"# ✉♥❡ ♣"♦❜❛❜✐❧✐'& ♣♦#✐'✐✈❡ #❡✉❧❡♠❡♥' ❞❛♥#

❧✬❤②♣♦'❤L#❡ Hab ✭✐❡ 7✉❛♥❞ ♦♥ #❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥# ❧❛ ♣❛"'✐❡ #✉♣&"✐❡✉"❡ ❞"♦✐'❡✮✱ 7✉✬❡❧❧❡ ♥✬❡#' ❥❛♠❛✐# #M"❡

❞❛♥# ❧✬❤②♣♦'❤L#❡ E2 ✭✐❡ 7✉❛♥❞ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❜✐#'❛❜✐❧✐'& ❡#' ♣❡'✐'❡✮ 7✉❛♥❞ ♦♥ #❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥# ❧❛ ♣❛"'✐❡

#✉♣&"✐❡✉"❡ ❣❛✉❝❤❡ ✭Hab✮ ♦✉ ❞❛♥# ❧❛ ♣❛"'✐❡ ✐♥❢&"✐❡✉"❡ ❞"♦✐'❡ ✭Hab✮ ❞✉ ❣"❛♣❤❡ ✶✺✱ ❡' ❡♥✜♥ 7✉✬❡❧❧❡ ❡#'

'♦✉❥♦✉"# #M"❡ #♦✉# ❧❡# ❤②♣♦'❤L#❡# Hab ∧ E3✳

✶✾



E✱H
❝

= 0 > 0 < 1 = 1

E1✱ Hab ❳ ❳ ❳ ❳

E1✱ Hab ❳ ❱ ❳ ❳

E1✱ Hab ❳ ❳ ❳ ❳

E2✱ Hab ❳ ❳ ❱ ❳

E2✱ Hab ❳ ❱ ❳ ❳

E2✱ Hab ❳ ❳ ❱ ❳

E3✱ Hab ❳ ❳ ❳ ❳

E3✱ Hab ❳ ❱ ❳ ❱

E3✱ Hab ❳ ❳ ❳ ❳

❚❛❜❧❡❛✉ ✶ ✕ ❱❛❧✐❞✐./ ❞❡ (H0 ∧H ∧ E ⇒ φcb)

E✱H
❝

= 0 > 0 < 1 = 1

E1✱ Hab ❳ ❳ ❳ ❳

E1✱ Hab ❳ ❳ ❱ ❳

E1✱ Hab ❳ ❳ ❱ ❳

E2✱ Hab ❳ ❱ ❳ ❳

E2✱ Hab ❳ ❳ ❱ ❳

E2✱ Hab ❳ ❳ ❱ ❳

E3✱ Hab ❳ ❳ ❳ ❳

E3✱ Hab ❱ ❳ ❱ ❳

E3✱ Hab ❱ ❳ ❱ ❳

❚❛❜❧❡❛✉ ✷ ✕ ❱❛❧✐❞✐./ ❞❡ (H0 ∧H ∧ E ⇒ φcma)

✷✵



❯♥❡ ❝❤♦&❡ ✐♥()*❡&&❛♥(❡ , ♥♦(❡* ❞❛♥& ❧❛ ♣*❡♠✐1*❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✉ &❡❝♦♥❞ (❛❜❧❡❛✉ ❡&( 4✉❡ &✐ ♦♥ &❡ ♣❧❛❝❡

❞❛♥& ❧❛ ♣❛*✐(❡ ❞*♦✐(❡ ✭Hab ♦✉ Hab✮ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣*❛♥❞❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❜✐&(❛❜✐❧✐() ✭E3✮✱ ❛❧♦*& ♦♥ ♥❡ ♣❡✉( ♣❛&

❛✈♦✐* ❧❛ ♠♦♥♦&(❛❜✐❧✐() ❞❡ A✱ ♣✉✐&4✉❡ &♦✉& ❝❡& ❤②♣♦(❤1&❡& ♦♥ ❛✉*❛ ❧❛ &(❛❜✐❧✐() ❞❡ B✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥&✐❞1*❡ ❧❛
♣❡(✐(❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❜✐&(❛❜✐❧✐() ✭E2✮✱ ❡♥ *❡✈❛♥❝❤❡✱ ♦♥ ♣❡✉( ♦❜&❡*✈❡* ❧❛ ♠♦♥♦&(❛❜✐❧✐() ❞❡ A &♦✉& ❧✬❤②♣♦(❤1&❡
Hab✳

❆✐♥&✐✱ ♦♥ ✈♦✐( ❜✐❡♥ 4✉❡ ❧❡& ❢♦*♠✉❧❡& ♣*♦❞✉✐(❡& ♣❛* ♥♦(*❡ ❛❧❣♦*✐(❤♠❡ ♣❛*✈✐❡♥♥❡♥( , ❞)❝*✐*❡ ❧❡&

❞✐✛)*❡♥(❡& ③♦♥❡& ❞✉ ❣*❛♣❤❡ ✶✺✱ &❡❧♦♥ ❧❡& ❡①♣)*✐❡♥❝❡& ❞❡ ❬●❛*❞♥❡* ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳

■❞"❡ ❞❡ ♣❡%&♣❡❝(✐✈❡

❖♥ ♣❡✉( ❛♠)❧✐♦*❡* ❝❡((❡ ♠♦❞)❧✐&❛(✐♦♥ ❡♥ ❡&&❛②❛♥( ❞✬❡♥❧❡✈❡* ✉♥❡ ❤②♣♦(❤1&❡ ❞❡ ♠♦❞)❧✐&❛(✐♦♥✱ ,

&❛✈♦✐* 4✉✬✉♥ ❣1♥❡ ♥✬❛ 4✉❡ ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞✬❡①♣*❡&&✐♦♥&✳ ❈✬❡&(✲,✲❞✐*❡✱ &♦✐( ✐❧ ❡&( ❛❝(✐❢ ❡( ✐❧ ♣*♦❞✉✐( &❛

4✉❛♥(✐() ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ♣*♦()✐♥❡& ✐♠♠)❞✐❛(❡♠❡♥(✱ &♦✐( ✐❧ ❡&( ✐♥❛❝(✐❢ ❡( ♥❡ ♣*♦❞✉✐( *✐❡♥✳ ❯♥❡ ♠)(❤♦❞❡

♣♦&&✐❜❧❡ ♣♦✉* &❡ ♣❛&&❡* ❞❡ ❝❡((❡ ❤②♣♦(❤1&❡ ❡&( ❝❡❧❧❡ ❡①♣❧✐4✉)❡ ❞❛♥& ❝❡((❡ &❡❝(✐♦♥✳ ❚♦✉(❡❢♦✐& ❡❧❧❡ ♥✬❡&(

♣❛& ❡♥❝♦*❡ ❜✐❡♥ ❞)✈❡❧♦♣♣)❡ ❡( ♥✬❛ ♣❛& )() (❡&()❡ &✉* ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❡①❡♠♣❧❡&✳

❖♥ ❛ ❞)❥, ✈✉ &✉* ❧❡& ❣*❛♣❤❡& ❞❡& ✜❣✉*❡& ✽ ❡( ✾✱ 4✉❡ ❝❡((❡ ❤②♣♦(❤1&❡ ♠♦❞)❧✐&❡ ✉♥ ♣❤)♥♦♠1♥❡ 4✉✐

❛ ✉♥ &❡♥&✱ (♦✉(❡❢♦✐& ✐❧ ❛**✐✈❡ ❛✉&&✐ 4✉❡ ❝❡ ♥❡ &♦✐( ♣❛& ❧❡ ❝❛&✱ ♦♥ ♣❡✉( ♣❛* ❡①❡♠♣❧❡ *❡❣❛*❞❡* ❧❡ ❣*❛♣❤❡

❞❡ ❞*♦✐(❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉*❡ ✶ ❞✉ ♣❛♣✐❡* ❬❊❧♦✇✐(③ ❡( ▲❡✐❜❧❡*✱ ✷✵✵✵❪✳
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✈♦✐& ❛✉##✐ ,✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥# ❧❛ ❝❤❛(♥❡ ❞❡ ▼❛8❦♦✈✱ ♦♥ ♣❡✉& ♣❛##❡8 ❞✐8❡❝&❡♠❡♥& ❞❡ ❧❛ ♣8❡♠✐>8❡ ♣❤❛#❡

✭♦C ❧❡# ❣>♥❡# #✬❡①♣8✐♠❡♥& ❞❡ ❧❛ ♠@♠❡ ❢❛F♦♥✮ G ✉♥❡ ♣❤❛#❡ &❡8♠✐♥❛❧❡ ✭♦C ✉♥ ❣>♥❡ #✬❡①♣8✐♠❡ ❢♦8&❡♠❡♥&

❡♥ 8.♣8✐♠❛♥& ❧✬❛✉&8❡✮ #✉8 ❧❡ ❣8❛♣❤❡ C2✳
❈❡&&❡ ♠.&❤♦❞❡ ♣♦✉88❛✐& @&8❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ #❡ ♣❛##❡8 ❞❡ ❧✬❤②♣♦&❤>#❡ ,✉✬✉♥ ❣>♥❡ ♥✬❛ ,✉❡ ❞❡✉①

♥✐✈❡❛✉① ❞✬❡①♣8❡##✐♦♥#✱ ♣✉✐#,✉✬❡❧❧❡ ❛ ❧✬❛✐8 ❞❡ ❜✐❡♥ ♠♦❞.❧✐#❡8 ❛✉ ♠♦✐♥# ✉♥ 8.#❡❛✉✳ ❚♦✉&❡❢♦✐# ❝❡&&❡

♠.&❤♦❞❡ ♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥♥❡ ,✉❡ #✉8 ♣❡✉ ❞❡ 8.#❡❛✉①✱ ❧❡# 8.#❡❛✉① ❞❛♥# ❧❡#,✉❡❧# ❝❤❛,✉❡ ❣>♥❡ 8.❣✉❧❡ ❛✉ ♣❧✉#

✉♥ ❣>♥❡✱ ❡& ❝❤❛,✉❡ ❣>♥❡ ❡#& 8.❣✉❧. ♣❛8 ❛✉ ♣❧✉# ✉♥ ❣>♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ❧❡ ❢❛✐& ❞✬❛✈♦✐8 G ✜①❡8 ❧❡# ✈❛❧❡✉8# ❞❡#

♣❛8❛♠>&8❡# 8.❞✉✐& ❧❡# ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥# ❞❡ ❧❛ ♠♦❞.❧✐#❛&✐♦♥✱ ♠❛✐# ♦♥ ♣♦✉88❛✐& &♦✉❥♦✉8# #✬❡♥ #❡8✈✐8 ♣♦✉8

✈.8✐✜❡8 ❧❡ ❝♦♠♣♦8&❡♠❡♥& ❞✬✉♥ 8.#❡❛✉ ❞♦♥& ♦♥ ❝♦♥♥❛✐& ❧❡# ✈❛❧❡✉8# ❞❡# ♣❛8❛♠>&8❡#✳
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❧✬♦)❣❛♥✐"♠❡✱ ♣❛) ❡①❡♠♣❧❡✳

❚♦✉#❡❢♦✐" ❝❡##❡ ♠&#❤♦❞❡ ❞&♣❡♥❞ ❞✬✉♥❡ ❤②♣♦#❤7"❡ ❞❡ ♠♦❞&❧✐"❛#✐♦♥ ✿ ✉♥ ❣7♥❡ ♥✬❛ ,✉❡ ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉①
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❞❡♠♠❡♥#✳ ❉❡ ♣❧✉"✱ "✐ ❥✬❛✈❛✐" ❡✉ ♣❧✉" ❞❡ #❡♠♣"✱ ✐❧ ❛✉)❛✐# &#& ✐♥#&)❡""❛♥# ❞❡ ❞✐"❝✉#❡) ♣❧✉" ❡♥ ❞&#❛✐❧"

❞❡ ❝❡ ♣)♦❥❡# ❛✈❡❝ ❞❡" ❜✐♦❧♦❣✐"#❡" ,✉✐ ❢♦♥# ❞❡" ❡①♣&)✐❡♥❝❡" ♣)❛#✐,✉❡"✱ ❛✜♥ ❞❡ #)♦✉✈❡) ❞❡" ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥"

❞✐)❡❝#❡" ❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥# ❧❡" ♣❡)"♦♥♥❡" ❛✈❡❝ ,✉✐ ♦♥ ❛ ♣❛)❧& ❞✉ ♣)♦❥❡#✱ "❡♠❜❧❛✐❡♥# ♦♣#✐♠✐"#❡"

,✉❛♥# C "❡" ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥"✳ ❯♥❡ ❛✉#)❡ ♣❡)"♣❡❝#✐✈❡ ❞❡ ❝❡ ♣)♦❥❡# ♣♦✉))❛✐# ❝♦♥"✐"#❡) C )❡♣)&"❡♥#❡) ❧❡"

❡✛❡#" ❞✬✉♥❡ ♠✉#❛#✐♦♥ "✉) ✉♥ )&"❡❛✉ ❞❡ )&❣✉❧❛#✐♦♥ ✭♣❛) ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ❡♥❧❡✈❛♥# ♦✉ ❡♥ ❛❥♦✉#❛♥# ❞❡"

)&❣✉❧❛#✐♦♥"✱ ❡#✴♦✉ ❡♥ ✐♠♣♦"❛♥# ❞❡" ❝♦♥#)❛✐♥#❡" ❜✐♦❧♦❣✐,✉❡" "♦✉" ❢♦)♠❡ ❞❡ ❢♦)♠✉❧❡" ❧♦❣✐,✉❡"✮✱ ❛✜♥

❞✬❡①❛♠✐♥❡) ❧❡" ❝❤❛♥❣❡♠❡♥#" ❞❛♥" ❧❛ ❞②♥❛♠✐,✉❡ ❞✉ )&"❡❛✉ ❡# ❞❡ ❧❡" ❝♦♠♣❛)❡) ❛✈❡❝ ❞❡" )&"✉❧#❛#"
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❬❍❡8♠:❡♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ❍❡)♠4❡♥✱ ❘✳✱ ❚❛♥4✱ ❙✳ ❡$ ❚❡♥ ❲♦❧❞❡✱ V✳ ❘✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❚8❛♥:❝8✐♣$✐♦♥❛❧

8❡❣✉❧❛$✐♦♥ ❜② ❝♦♠♣❡$✐♥❣ $8❛♥:❝8✐♣$✐♦♥ ❢❛❝$♦8 ♠♦❞✉❧❡:✳ ;▲♦❙ ❈♦♠♣✉! ❇✐♦❧✱ ✷✭✶✷✮✿❡✶✻✹✳

❬▼♦♥$❡✐8♦✱ ✷✵✶✶❪ ▼♦♥#❡✐)♦✱ ❆✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ●❡♥❡ 8❡❣✉❧❛$♦8② ♥❡$✇♦8❦: 8❡✉:❡❞ $♦ ❜✉✐❧❞ ♥♦✈❡❧ $8❛✐$:✳

❇✐♦❡..❛②.✱ ♣❛❣❡: ✶✽✶✕✶✽✻✳

❬❙❤❡❛ ❡$ ❆❝❦❡8:✱ ✶✾✽✺❪ ❙❤❡❛✱ ▼✳ ❆✳ ❡$ ❆❝❦❡)4✱ ●✳ ❑✳ ✭✶✾✽✺✮✳ ❚❤❡ ♦8 ❝♦♥$8♦❧ :②:$❡♠ ♦❢ ❜❛❝$❡8✐♦✲

♣❤❛❣❡ ❧❛♠❜❞❛ ✿ ❆ ♣❤②:✐❝❛❧✲❝❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦8 ❣❡♥❡ 8❡❣✉❧❛$✐♦♥✳ ❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛' ❜✐♦❧♦❣②✱

✶✽✶✭✷✮✿✷✶✶✕✷✸✵✳

✷✻



❆ ❆♥♥❡①❡ ✿ ❝❤❛(♥❡ ❞❡ ▼❛+❦♦✈

▲❡" ❝❤❛&♥❡" ❞❡ ▼❛*❦♦✈ ♣❡*♠❡00❡♥0 ❞❡ "✐♠✉❧❡* ❧❛ ❞②♥❛♠✐5✉❡ ❞✬✉♥ "②"07♠❡ "0♦❝❤❛"0✐5✉❡✳ ■❧ ❡①✐"0❡

❞❡✉① 0②♣❡" ❞❡ ❝❤❛&♥❡" ❞❡ ▼❛*❦♦✈✱ ❝❡❧❧❡" < 0❡♠♣" ❞✐"❝*❡0 ❡0 ❝❡❧❧❡" < 0❡♠♣" ❝♦♥0✐♥✉❡✳ ❯♥❡ ❝❤❛&♥❡

❞❡ ▼❛*❦♦✈ ✭< 0❡♠♣" ❞✐"❝*❡0 ♦✉ ❝♦♥0✐♥✉✮ ❡"0 ✉♥❡ ❡①0❡♥"✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣*❛♣❤❡ ♦*✐❡♥0A✱ ❞♦♥0 ❧❡" ♥B✉❞"

*❡♣*A"❡♥0❡♥0 ❧❡" A0❛0" ♣♦""✐❜❧❡" ❞✉ "②"07♠❡ ❡0 ❧❡" 0*❛♥"✐0✐♦♥" *❡♣*A"❡♥0❡♥0 ❧❡" ❝❤❛♥❣❡♠❡♥0" ❞✬A0❛0"✳

▲✬✐❞A❡ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛&♥❡ ❞❡ ▼❛*❦♦✈ ❡"0 5✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥ "②"07♠❡ 5✉✐ ❛ 0♦✉0 ♠♦♠❡♥0 ❡"0 ❞❛♥" ✉♥ ❝❡*0❛✐♥

A0❛0 ✭✐❡ ✉♥ ♥B✉❞ ❞✉ ❣*❛♣❤❡✮ 5✉✐ "❡*❛ ❛❝0✉❛❧✐"A ❡♥ ♣❛*❝♦✉*❛♥0 ❧❡ ❣*❛♣❤❡ ❞❡ ♠❛♥✐7*❡ "0♦❝❤❛"0✐5✉❡ <

♣❛*0✐* ❞❡" ♣*♦❜❛❜✐❧✐0A" ❞❡" 0*❛♥"✐0✐♦♥"✳

❆✳✶ ❈❤❛&♥❡ ❞❡ ▼❛+❦♦✈ / 0❡♠♣3 ❞✐3❝+❡0

❯♥❡ ❝❤❛&♥❡ ❞❡ ▼❛*❦♦✈ < 0❡♠♣" ❞✐"❝*❡0 ❡"0 ✉♥❡ ♣*♦♠❡♥❛❞❡ ❛❧A❛0♦✐*❡ "✉* ✉♥ ❣*❛♣❤❡ ♦*✐❡♥0A ❞♦♥0

❧❡" ❛*❝" "♦♥0 A0✐5✉❡00A" ♣❛* ❞❡" ♣*♦❜❛❜✐❧✐0A"✳

❋♦*♠❡❧❧❡♠❡♥0 ✉♥❡ ❝❤❛&♥❡ ❞❡ ▼❛*❦♦✈ < 0❡♠♣" ❞✐"❝*❡0 ❡"0 ✉♥ 5✉❛❞*✉♣❧❡0 (S,A, P, P0) 0❡❧ 5✉❡ ✿
✖ S ❡"0 ❧✬❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡" A0❛0" ❞✉ "②"07♠❡

✖ A ⊆ S × S ❡"0 ❧✬❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡" 0*❛♥"✐0✐♦♥" ❞✉ "②"07♠❡

✖ P0 : S → [0, 1] 0❡❧ 5✉❡
∑

s∈S P0(s) = 1✱ ❡"0 ❧❛ ❞✐"0*✐❜✉0✐♦♥ ✐♥✐0✐❛❧❡
✖ P : A →]0, 1] ❡"0 ❧❛ ❢♦♥❝0✐♦♥ 5✉✐ ❛""♦❝✐❡ < ❝❤❛5✉❡ 0*❛♥"✐0✐♦♥ ❧❛ ♣*♦❜❛❜✐❧✐0A 5✉❡ ❧❡ "②"07♠❡

❝❤❛♥❣❡ ❞✬A0❛0 ❡♥ ✉0✐❧✐"❛♥0 ❝❡00❡ 0*❛♥"✐0✐♦♥

✖ ∀s ∈ S,
∑

s′∈S P (s, s
′) = 1

❖♥ ♣❡✉0 0*♦✉✈❡* ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❤❛&♥❡ ❞❡ ▼❛*❦♦✈ < ❧❛ ✜❣✉*❡ ✶✽✳

❯♥❡ ❝❤❛&♥❡ ❞❡ ▼❛*❦♦✈ < 0❡♠♣" ❞✐"❝*❡0 ❞A✜♥✐0 ❞♦♥❝ ✉♥❡ "✉✐0❡ ❞❡ ✈❛*✐❛❜❧❡" ❛❧A❛0♦✐*❡" (sn)n∈N <

✈❛❧❡✉*" ❞❛♥" S✳ ❈❡00❡ "✉✐0❡ *❡♣*A"❡♥0❡ ❧❡" A0❛0" *❡♥❝♦♥0*A" ❧♦*" ❞✬✉♥❡ ♣*♦♠❡♥❛❞❡ ❛❧A❛0♦✐*❡ "✉* ❝❡
❣*❛♣❤❡✱ ❡0 ❡"0 ❞A✜♥✐❡ ♣❛* ✿

✖ ∀s ∈ S,P(s0 = s) = P0(s)
✖ ∀n ∈ N, ∀s, t ∈ S,P(sn+1 = s|sn = t) = P (t, s)
❖♥ ♣❡✉0 ❞A❞✉✐*❡ ❞✉ "❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥0 ❧❛ ❢♦*♠✉❧❡ ✿

∀n ∈ N, ∀s ∈ S,P(sn+1 = s) =
∑

t∈S

P (t, s)P(sn = t)

❆✳✷ ❈❤❛&♥❡ ❞❡ ▼❛+❦♦✈ / 0❡♠♣3 ❝♦♥0✐♥✉

❯♥❡ ❝❤❛&♥❡ ❞❡ ▼❛*❦♦✈ < 0❡♠♣" ❝♦♥0✐♥✉ ❡"0 ❛✉""✐ ✉♥❡ ♣*♦♠❡♥❛❞❡ ❛❧A❛0♦✐*❡ "✉* ✉♥ ❣*❛♣❤❡ ♦*✐❡♥0A✱

♠❛✐" ❧❛ ❞✐✛A*❡♥❝❡ ❡"0 5✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ "✬✐♥0A*❡""❡* ❛✉ 0❡♠♣" ♣❛""A "✉* ❧❡" "♦♠♠❡0" ❞✉ ❣*❛♣❤❡✳

❋♦*♠❡❧❧❡♠❡♥0 ✉♥❡ ❝❤❛&♥❡ ❞❡ ▼❛*❦♦✈ < 0❡♠♣" ❝♦♥0✐♥✉ ❡"0 ✉♥ 5✉❛❞*✉♣❧❡0 (S,A,Q, P0) 0❡❧ 5✉❡ ✿
✖ S ❡"0 ❧✬❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡" A0❛0" ❞✉ "②"07♠❡

✖ A ⊆ S × S ❡"0 ❧✬❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡" 0*❛♥"✐0✐♦♥" ❞✉ "②"07♠❡

✖ P0 : S → [0, 1] 0❡❧ 5✉❡
∑

s∈S P0(s) = 1✱ ❡"0 ❧❛ ❞✐"0*✐❜✉0✐♦♥ ✐♥✐0✐❛❧❡
✖ Q : A → R

∗
+ ❡"0 ❧❛ ❢♦♥❝0✐♦♥ 5✉✐ ❛""♦❝✐❡ < ❝❤❛5✉❡ 0*❛♥"✐0✐♦♥ ❧❡ 0❛✉① ❛✈❡❝ ❧❡5✉❡❧ ❧❡ "②"07♠❡

❝❤❛♥❣❡ ❞✬A0❛0 ❡♥ ✉0✐❧✐"❛♥0 ❝❡00❡ 0*❛♥"✐0✐♦♥

❯♥❡ ❝❤❛&♥❡ ❞❡ ▼❛*❦♦✈ < 0❡♠♣" ❝♦♥0✐♥✉ ❞A✜♥✐0 ❞❡✉① "✉✐0❡" ❞❡ ✈❛*✐❛❜❧❡" ❛❧A❛0♦✐*❡" (sn)n∈N <

✈❛❧❡✉*" ❞❛♥" S ❡0 (Tn)n∈N < ✈❛❧❡✉*" ❞❛♥" R
∗
+✳ ▲❛ "✉✐0❡ (sn)n∈N *❡♣*A"❡♥0❡ ❧❡" A0❛0" *❡♥❝♦♥0*A" ❧♦*"

❞✬✉♥❡ ♣*♦♠❡♥❛❞❡ ❛❧A❛0♦✐*❡ "✉* ❝❡ ❣*❛♣❤❡ ❡0 ❧❛ "✉✐0❡ (Tn)n∈N *❡♣*A"❡♥0❡ ❧❡ 0❡♠♣" ♣❛""A "✉* ❝❤❛❝✉♥

❞❡ ❝❡" A0❛0"✳ ❈❡" "✉✐0❡" "♦♥0 ❞A✜♥✐❡" ♣❛* ✿

✖ ∀s ∈ S,P(s0 = s) = P0(s)

✷✼



✖ ∀n ∈ N, ∀s, t ∈ S,P(sn+1 = s|sn = t) = Q(t,s)∑
s′∈S Q(t,s′)

✖ ∀n ∈ N, ∀s ∈ S, ∀T ≥ 0,P(Tn ≤ T |sn = s) = 1− exp
(
−

(∑

s′∈S Q(s, s′)
)
T
)

❆✳✸ ❈❧❛&&✐✜❝❛*✐♦♥ ❞❡& /*❛*& ❞✬✉♥❡ ❈❤❛3♥❡ ❞❡ ▼❛5❦♦✈

➱"❛♥" ❞♦♥♥' ✉♥❡ ❝❤❛,♥❡ ❞❡ ▼❛.❦♦✈ 1 "❡♠♣4 ❞✐4❝.❡"✱ ✐♥".♦❞✉✐4♦♥4 ❧❛ .❡❧❛"✐♦♥ →⊆ S2
❞'✜♥✐ ♣❛. ✿

i→ j 4✐ ❡" 4❡✉❧❡♠❡♥" 4✐ j ❡4" ❛❝❝❡44✐❜❧❡ ❞❡♣✉✐4 i ❞❛♥4 ❧❡ ❣.❛♣❤❡ (S,A)✳
❖♥ ♣❡✉" ❛❧♦.4 ❞'✜♥✐. ❧❛ .❡❧❛"✐♦♥ 4✉✐✈❛♥"❡ ↔⊆ S2

♣❛. ✿i ↔ j 4✐ ❡" 4❡✉❧❡♠❡♥" 4✐ i → j ❡" j → i✳
❈❡""❡ .❡❧❛"✐♦♥ ❡4" ✉♥❡ .❡❧❛"✐♦♥ ❞✬'@✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭❧❛ ♣.❡✉✈❡ ❡4" ✐♠♠'❞✐❛"❡✮✳

▲❛ .❡❧❛"✐♦♥ → 4✬'"❡♥❞ ❛❧♦.4 ❛✉① ❝❧❛44❡4 ❞✬'@✉✐✈❛❧❡♥❝❡4 ❞❡ ❧❛ .❡❛❧"✐♦♥ ↔ ✿

C → C ′ ⇔ ∃(i, j) ∈ C × C ′, i→ j ⇔ ∀(i, j) ∈ C × C ′, i→ j

❖♥ ❞✐4"✐♥❣✉❡ ❞❡✉① "②♣❡4 ❞❡ ❝❧❛44❡4 ❞✬'@✉✐✈❛❧❡♥❝❡4 ✿

✖ ❧❡4 ❝❧❛44❡4 ✜♥❛❧❡4✳ C ❡4" ✉♥❡ ❝❧❛44❡ ✜♥❛❧❡ 4✐ ✿ 6 ∃C ′ ❝❧❛44❡, C → C ′

✖ ❧❡4 ❝❧❛44❡4 ".❛♥4✐"♦✐.❡4✳ C ❡4" ✉♥❡ ❝❧❛44❡ ".❛♥4✐"♦✐.❡ 4✐ ✿ ∃C ′ ❝❧❛44❡, C → C ′

❈❡4 ❝❧❛44❡4 ❞✬'@✉✐✈❛❧❡♥❝❡ 4♦♥" ✐❧❧✉4".'❡4 1 ❧❛ ✜❣✉.❡ ✶✽✳ ❊❧❧❡4 ♣❡.♠❡""❡♥" ❞✬'♥♦♥❝❡. ✉♥ "❤'♦.I♠❡

@✉❡ ♥♦✉4 ✉"✐❧✐4❡.♦♥4 ✿

❚❤"♦$%♠❡ ✶ ❙♦✐# (S,A, P, P0) ✉♥❡ ❝❤❛*♥❡ ❞❡ ▼❛-❦♦✈ 0 #❡♠♣3 ❞✐3❝-❡# #❡❧ 5✉❡ S ❡3# ✜♥✐✳ ❙♦✐# F
❧✬❡♥3❡♠❜❧❡ ❞❡3 :#❛#3 ❞♦♥# ❧❛ ❝❧❛33❡ ❞✬:5✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡3# ✜♥❛❧❡✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦-3 ✿

P(sn ∈ F ) −→
n→+∞

1

❈❡ "❤'♦.I♠❡ 4✐❣♥✐✜❡ @✉✬✉♥❡ ♣.♦♠❡♥❛❞❡ ❛❧'❛"♦✐.❡ 4✉. ✉♥❡ ❝❤❛,♥❡ ❞❡ ▼❛.❦♦✈ ✜♥✐ 1 "❡♠♣4 ❞✐4❝.❡"

✈✐4✐"❡.❛ "♦✉❥♦✉.4 ✉♥❡ ❝❧❛44❡ ✜♥❛❧❡ ❛✉ ❜♦✉" ❞✬✉♥ "❡♠♣4 ✜♥✐ ✭❡" ② .❡4"❡.❛ ♣✉✐4@✉❡ ❧❛ ❝❧❛44❡ ❡4" ✜♥❛❧❡✮✳

s1 s2 s3 s4

0.3
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