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Introduction

Les processus de Hawkes sont utilisés pour modéliser des phénoménes dans divers domaine, comme les neuros-
ciences, les finances, la génomique, la sisméologie. Le but de ce mémoire est d’étudier des systémes de processus
de Hawkes en interaction, quand le nombre de processus tend vers 'infini.

Commencgons par détailler trés briévement le fonctionnement d’un systéme neuronal, afin de comprendre
I'intérét des processus de Hawkes d’'un point de vue de la modélisation. Les neurones communiquent entre eux
en s’envoyant des décharges via leurs synapses. L’instant ol un neurone envoie une décharge & ses voisins dans le
réseau neuronal est déterminé par son potentiel de membrane, plus ce dernier est élevé, plus le neurone a tendance
a envoyé une décharge. Quand un neurone recoit une décharge d’un de ses voisins, son potentiel est modifié.

Les instants de décharge sont donc une information importante de I’activité neuronale. I’ensemble des instants
de décharge d’un neurone ¢ est modélisé par un processus ponctuel Z; sur R (c’est-a-dire Z; est une mesure de
comptage aléatoire). Les processus Z; seront définis comme des processus de Hawkes en interaction, c’est-a-dire
des processus ponctules admettant des intensités stochastiques de la forme :

N
ORI /] hys(t — $)dZ;(s) (1)

—o00,t[

N
Dans cette formule, il faut interpréter I'expression X;; = > hji(t — s)dZ;(s) comme le potentiel de
§=1J]—o0,t|
membrane du neurone 7 a l'instant ¢, l'intégrale / hj;(t —s)dZ;(s) représente I'influence que les décharges du
]—OO,t[

neurone j ont sur le potentiel du neurone ¢ (Z; est une mesure de comptage qui compte les instants de décharge
du neurone j). La fonction f; est la fonction qui donne le taux de décharge du neurone i en fonction de son
potentiel.

Il apparait alors clairement comment les processus de Hawkes peuvent simuler une activité neuronale, et plus
généralement, divers phénomeénes liés & des interactions d’inhibition et/ou d’excitation mutuelle entre particules.

Dans ce mémoire, la problématique a laquelle on va s’intéresser est la convergence des systémes (Z1,...,2Zn)
donnés par la formule quand N tend vers +oo. Le but sera donc de caractériser le systéme limite (c’est-a-dire
le systéme obtenu en prenant la limite formelle). Les cas auxquels on s’intéressera seront ceux dans lesquels on
suppose que tous les neurones sont similaires, c’est-a-dire le cas ot les fonctions hj; et f; de ne dépendent ni
de i ni de j, mais uniquement de N.

Ce mémoire s’articule en trois parties. Dans la partie I, on introduit la théorie des processus ponctuels, les
sous-sections I.A et I.B présentent les définitions et généralités sur les processus et introduisent les processus de
Poisson (ces sous-sections sont inspirées de [Duquesne, 2017]). Dans les sous-sections I.C' et I.D, on étudie le cas
des processus ponctuels sur R et la notion d’intensité stochastique (|[Brémaud, 1981]). La partie 1] est consacrée
a I'étude des processus de Hawkes, notamment aux résultats permettant de les construire et de les manipuler
(|[Brémaud et Massoulié, 1996]). Dans la partie I71, on s’intéresse a la convergence des systémes de processus de
Hawkes. Dans la partie I11.A, on étudie le cas d’interaction de type champ moyen, on présente essentiellement
les résultats de [Delattre et al., 2014]. La partie II1.B est consacrée a ’étude de la convergence dans un régime
diffusif, elle s’appuie sur [Locherbach, 2017].



I Processus Ponctuel

Dans toute cette partie, E désignera un espace métrique, complet et séparable, que ’on munira de sa tribu
borélienne B(E), et (Q, F,P) un espace de probabilité complet.

Informellement, un processus ponctuel sur un E est un ensemble dénombrable aléatoire de points de . On
peut représenter un tel processus de deux maniéres :

— D’ensemble des points T'={T},, € E : n €N}

— la mesure de comptage Zr = > dr, des points du processus
neN

I.A  Généralités sur les Processus Ponctuels

Soit D(FE) I’ensemble des parties dénombrables de E. Pour B € B(E), on définit la fonction Z4(B) :

[ D(E) — NU{+o0}
Z.(B): { T s Zp(B)=|TnB] @)
1l faut comprendre la définition de Z7(B) de la maniére suivante : étant donné une partie dénombrable T' de

E, et un borélien B de FE, Zr(B) compte le nombre de points de T' qui sont dans B.
On munit D(E) de la tribu D(F) engendrée par les applications Z,(B) (B € B(E)).

Définition I.A.1 (processus ponctuel) :
On dit que T : (Q, F) — (D(E), D(E)) est un processus ponctuel a valeurs dans E si T est mesurable.

Dans la suite, s’il n’y a pas d’ambiguité, on notera Z au lieu de Zr, et on identifiera T'= {T,, : n € N} et
Z = (Z(B))gep(p)- i€ on écrira parfois "soit Z = (T},),, un processus ponctuel".

Définition I.A.2 (mesure intensité) :
Soit T un processus ponctuel sur E.
On appelle la mesure intensité de T, la fonction p: B € B(E) — E [Zr(B)] € [0, +00]

Lemme 1.A.3 :
Soit T un processus ponctuel sur E, alors sa mesure intensité p est une mesure sur (E,B(E))

preuve :

Tl est clair que u(@) =0
Par ailleurs, si on prend (B;,),ecn une suite de boréliens deux & deux disjoints, il est clair que

Z (U Bn> => Z(By) (3)

Dot 4 (9 Bn> - S u(B)

Dans la suite, on parlera parfois d’intensité plutot que de mesure intensité.

Définition 1.A.4 :
Soit Z un processus ponctuel sur E. On dit que :
— Z est fini si Z(E) < 400 ps
— Z est localement fini si pour tout B € B(E) borné, Z(B) < 400 ps

Lemme 1.A.5 :
Soient Z; (i € I) des processus ponctuels sur E. Les assertions suivantes sont équivalentes :
— (Z;)ier est une famille indépendante
— pour tout By,...,B, € B(E) deuz & deuz disjoints, (Z;(B1),...,Zi(By))icr est une famille indépendante



I.B Processus Ponctuel de Poisson

Définition I.B.1 (processus ponctuel de Poisson) :

Un processus ponctuel T sur E est dit de Poisson si :

— pour tout By,...,B, € B(E) deuz a deux disjoints, (Z(B1),...,Z(By)) est une famille indépendante

— pour tout B € B(E), Z(B) suit une loi de Poisson

On remarque que, si Z est un processus de Poisson de mesure intensité u, et B un borélien de F, alors Z(B)
suit une loi de Poisson de paramétre p(B), puisque le paramétre d’une variable de Poisson est égal & son espérance.

Exemple 1.B.2 :
Si E =Ry, considérons (S,,),>1 une suite de variables iid de loi exponentielle de paramétre 0 < A < 400

On définit par récurrence :

Ty =5
{ Tot1="Th+ Snt1 )
Et considérons Z = {T;, : n € N*}.
Montrons que Z est un processus ponctuel de Poisson sur R} d’intensité Adt.
Tout d’abord, le fait que Z est un processus ponctuel vient du fait que,

Vi €NV0<a<b<+400,{Z(a,b]) =j} = |J{Th1 <a <TW} N {Thy; 1 <b<Thp;}€F - (5)
k=1
Dans I'équation (5), on a posé Ty =0
Pour montrer la condition d’indépendance, il suffit de montrer que

VI, J intervalles disjoints, Z(I) et Z(J) sont indépendants (6)

Montrons @ Soient I,J deux intervalles disjoints non-vides, supposons que I = [a,b] et J = [¢,d] avec
b < ¢. On remarque que Z; = Z([0,t]) définit une chaine de Markov sur N qui part de 0, et qui saute de n &
n+1ataux A\. Soit K = inf{i > 1 : T; > b}. Tk est un temps d’arrét (par rapport 7y = o(Z([0,s]) : s <1t)),
puisque {7} < t} vaut soit @ € F; si ¢t < b, soit {Z(]b,t]) > 1} si t > b. On peut donc appliquer la propriété de
Markov forte & (Z;); au temps T, pour obtenir que Zjj7, 4oo[ €st indépendant de Fr, . Mais, comme Z([a, b])
est Fr, —mesurable (puisque b < Tk) et que Z([¢,d]) = N([max(c,Tk),b]), on a bien I'indépendance entre
Z([a,b]) et Z((c,d)).

Ensuite, remarquons que

Vs > 0,(Z([s,s +1]));5, a méme loi que (Z([0,t])),s, (7)
En effet, si on fixe s > 0, soit K = min{k > 1 : Ty > s}, alors le processus Z|[, ;o[ €st exactement
{T,—5s :n>K}={(Sxk—8)+Sks1+...+S, : n>K}. Or,siS est une variable exponentielle, alors la
loi conditionnelle de S — s (conditionnée & S > s) est exactement la loi (inconditionnelle) de S. Aisni, on voit
que le processus Z|[s 1 o0[ @ meéme loi que Z. Ce qui suffit pour montrer .
Par ailleurs, on a

P(Z([0,t) =0)=P(S1 >t)=e M =1-\+0(t?) (8)
Et
P(Z([0,t]) =1) =P (S; <t < S; + So)
:E[P(Sl <t< Sl +52|Sl)]
—E pfslq}xe—w—sn o
_ 67/\@7‘70)67)\:” x
)\/0 d
= e M
D’ou
P(Z([0,t]) = 1) = Xt + O(t?) (10)



De plus, en utilisant et , on obtient

P(Z([0,1]) > 2) = O(t?) (11)
Notons p;(t) = P(Z([0,t]) = j), on veut montrer que p;(t) = e_’\to‘j—t!)j
est un processus ponctuel de Poisson d’intensité Adt, puisque, par , on saura alors que, pour tout a < b,
Z([a,b]) a méme loi que Z([0,b — a]) qui suit la loi de Poisson de paramétre A(b — a)

D’aprés et @, on sait déja que p;(t) = e’*t(’\J%t!)] pour j € {0,1}. 1l suffit donc de montrer le résultat
par récurrence sur j.

. Cela suffira & démontrer que Z

Soit donc j > 2 fixé. Montrons que p;(t) = e‘*t(AT’?j

D’apres (), et (1), on a
Vh,t > 0,p;(t + h) =P (N([0, ¢+ h[) = j)

P(Z([0,t]) =4 — i, Z([t,t + h]) = 1)

I
.M“'

s
<l
o

P(Z([0,t])) = j =) P(Z([t,t + h[) = 4) (12)

I
o

i

Y P (Z([0,t) = j — i) P(Z([0,h]) = i)

1=0
=p;(t)(1 = A+ O(h?)) + pj—1 ()AL + O(h?) + O(h?)

[

On a done PHN=Pi® _ _ y\p (1) &+ \pi_1(t) + O(h) ott O(h) est uniforme pour . On voit donc que
h j j
t + p;(t) est dérivable & droite et uniformément continue. Par ailleurs, en posant s = t+h, on a M =
—Api(s—h)+Ap;i_1(s—h)+O(h), il s’agit encore d’'un O(h) par uniforme continuité de p;. On voit donc que
Dj Dy > g p by q
p; est aussi dérivable & gauche. On a donc :

¥t > 0,5(t) = ~Ap; () + Apj1 (1) (13)

j—1
De plus, on sait, par hypothése de récurrence, que p;_;(t) = ((’\jtzjl)! e~*. En résolvant I’équation différen-

tielle (13), on obtient que p;(t) s’écrit p;(t) = (’\j—t!)jef’\t +p;(0)e= = (’\;!)] e M
On a donc bien montré que

At)d
Vi € N,Vt > 0,p,(t) = (j')eﬂ (14)

L’exemple est fondamental, puisque tout processus ponctuel de Poisson sur Ry d’intensité Adt peut se

construire comme dans cet exemple (cf proposition [I.C.2)).

Dans ’exemple on a construit un processus ponctuel de Poisson sur R, d’intensité Adt. Avec une

construction similaire (cf (15))), on construit un processus ponctuel de Poisson sur R d’intensité Adt

T, = S
Vn >2,Tp = Ta_1 + Sy (15)
¥n < 0,T) = Thy1 — Sy

ot (S, )nez est une suite de variables iid de loi exponentielle de paramétre A.

Proposition 1.B.3 :

Soit Z un processus ponctuel de Poisson d’intensité p. Alors

Z est localement fini < VB € B(E) borné, u(B) < 400



preuve :

Comme Z(B) suit une loi de Poisson de paramétre u(B), on sait que
Z(B) < 400 ps & p(B) < 400
|

Une conséquence de la porposition [.B.3] est que tout processus de Poisson sur R? d’intensité Adt (ot A € R)
est localement fini.

Définition I.B.4 (Processus ponctuel de Poisson non-homogéne) :

Un processus ponctuel Z sur R? est un processus ponctuel de Poisson non-homogéne d’intensité X : R4 — R
St :

— A : (R4 BRY)) — (Ry, B(R,)) est mesurable

— pour tout By,...,B, € B(RY) deur a deux disjoints, (Z(B1),...,Z(B,)) est une famille indépendante

— pour tout B € B(RY), Z(B) suit une loi de Poisson de paramétre / Az)dz

Il y a un abus de notation lorsqu’on parle de 'intensité d’un processBus de Poisson non-homogeéne, il peut
s’agir soit de la mesure de la définition soit de la fonction \ : R? — R, de la définition Le contexte
déterminera toujours de quelle intensité on parle, puisqu’elles ne sont pas de méme nature.

Il est évident qu’un processus de Poisson non-homogéne d’intensité A : ¢ € R? s \(t) est un processus de

Poisson (au sens de la définition [[.B.1) d’intensité p: B € B(RY) — u(B) = / A(z)dzx.
B

I.C Processus Ponctuel sur R

Quand on définit un processus ponctuel sur en ensemble E quelconque, on s’intéresse a l’ensemble {7}, : n €
N}, mais a priori on ne sait rien sur les 7,, individuellement, les points T}, sont indexés arbitrairement.

Un intérét de se placer sur Ry (resp. R) est que l'on peut imposer 'indexation suivante des T,, lorsque le
processus est localement fini :

0< Ty (resp. To <0< TY) (16)
YneN,T, <T,y1 (resp. Vn € Z,T, < Tpi1)

Pour des raisons pratiques, on autorise les T}, & prendre les valeurs +oo et —oo. Dans ce cas, il faut modifier
I’indexation pour n’imposer T}, < Ty, 41 que si Tj, < 400 et Tj,;1 > —oc. Dans la suite, on supposera toujours
que les processus ponctuels localement finis (7},), sur Ry (resp. R) vérifient :

0< 1Ty (resp. Tp <0< T1)
Vne N, T, <Th11 (vesp. Vn € Z,T,, < Tpt1) (17)
Vn e N, T, <4oo=T, <Thi1 (resp.Vn € Z,(T, < +ooet Tpy1 >—00) =T, < Tpi1)

Proposition I.C.1 :
Soit Z = (Ty,)n un processus ponctuel localement fini sur Ry (resp. R) tel que les T, sont indexés comme

dans .

Alors, pour tout n, T, est une variable aléatoire.

Ce sont mémes des (Ft): temps d’arrét, ou Fy = o (Z(B) : B € B([0,t])) (resp. Ft = o (Z(B) : B € B(] — ,t])))

preuve :
Dauns le cas de R, il suffit de remarquer que

Vn > 0,{T, <t} ={Z([0,t])) >n+1} € F (18)



Dans le cas de R, il faut remarquer que
Vn > 1,{T, <t} ={Z([0,t]) > n} € F; (19)
et
Vn <0,{T, > —t} ={Z([-t,0]) >1—n} e F (20)
|

Proposition I.C.2 :

Soit Z ={T,, : n >0} un processus ponctuel sur Ry d’intensité Adt (indexés comme dans )

Alors (T,, — Tp—1)n>0 (en posant T_1 = 0) est une famille iid de variables exponentielles de paramétre \.
preuve :
Soit S, =T, — Tp—1 (n > 0)
Montrons d’abord que les S,, suivent des loi exponentielles de paramétre A
Comme PP (Sy > t) = P(Z([0,t]) = 0) = e~, on sait que Sy est une variable exponentielle de paramétre .
Soit n > 1. On peut écrire :

P(S,>t) = P
= E
E

(Z()Tr=1,Tr—1 +t]) = 0)
P (Z(|T-1,Trer +t]) = 0| Fr,,_,)] (21)
P (Zy7,_y 400 Tn1,Tr—1 + t]) = 0| Fr,_,)]

Mais il est simple de voir que Zj7,_, 1o €t Zjjo,7,_,] sont indépendants (il suffit d’utiliser la caractérisa-
tion d’indépendance des processus ponctuels du lemme [[LAT5] et la propriété d’indépendance des processus de
Poisson), donc T, est indépendant de Z)j7, _, 4oof-

On sait alors que la derniére expression de (21) s’écrit E [f(T,,—1)] ot f(z) =P (Z)jz 400((Jz, 2+ ]) = 0) =
P(Z(]0,t] = 0)) = e~ .

On trouve bien que S,, est une variable exponentielle de paramétre .

Tout ce qu’il reste & montrer, c’est que les variables S,, (n > 0) sont indépendantes. Si on prend k < n,
alors Sy, est o(Z)jo,1;,)) —mesurable, et S, est 0(Z)|7, 1oc[) —Mmesurable, et comme on a déja vu que Zjjg, 4o €t
Z)(0,1,) sont indépendants, on sait alors que Sy, et S, sont indépendants.

On vient de voir qu’un intérét de considérer des processus ponctuels sur Ry (resp. R), est que 'on peut
travailler sur les points du processus, puisque ce sont des variables aléatoires (en imposant I'indexation . Un
autre intérét est que I’on peut ramener I’étude d’un processus ponctuel Z = (Z(B))pep(r) & I'étude du processus
stochastique (Z;)icr, (resp. (Z;)ier) défini par :

Z, = Z()0,t]) sit>0> (22)

Zy=Z([0,8]) sit >0 (resp.{zt — _Z(t0) sit<0

Le processus (Z;): est un processus croissant, continue a gauche, constant par morceaux, et qui fait des sauts
d’amplitude 1 sur les points du processus ponctuel Z.
Dans la suite, on utilisera la fait que, pour tout s <t (méme si s ou ¢ est négatif), on a

Zy — Zy = Z(s,1])

I.D Intensité Stochastique et Prévisibilité

Dans cette sous-section, on ne considére que des processus ponctuels sur R, tous les résultats se généraliseront
immeédiatement au cas R, en restreignant les processus & leurs points sur R . La notion d’intensité stochastique
d’un processus ponctuel généralise la notion de fonction intensité d’un processus de Poisson non-homogeéne au cas
ot la fonction A : R — R, de la définition [[LB-4] est un processus stochastique.

L’intensité stochastique dépend de la filtration sur laquelle on travaille. La seule condition que ’on impose &
cette filtration est qu’elle soit adaptée au processus, au sens de la définition



Définition I.D.1 (Filtration adaptée) :
Soit Z un processus ponctuel sur R. On dit qu’une filtration (F;)ier est adaptée a Z si :

VteR, o(Z(C) : CeB(—oot])CF

La notion d’intensité stochastique est liée a celle de processus prévisibles.

Définition I.D.2 (Prévisibilité) :
Soit (Fy)ier une filtration, on définit la tribu prévisible P((Fi)icr) sur R x Q comme la tribu engendrée par
les ensembles du type :
Jr,s] x Aotr<setAeF,

De plus, on dit qu’un processus (Xi)icr est (Fi)ier—prévisible si Uapplication X : (t,w) € R x Q — X;(w) est
P((Ft)ter)—mesurable.

Définition I.D.3 (Intensité Stochastique) :

Soient Z un processus ponctuel sur R, (\)tcr un processus (F;);—progressivement mesurable, ot (Fy)icr est
une filtration adaptée a Z.

On dit que Z admet A comme (F;):— intensité si, pour tout processus positif (Fi):—prévisible (Ci)icr, on a

E[ o cst(s)] :E[ -

— 00

CsAst} (23)

— 00

Il vient tout de suite de la définition que si Z admet une intensité stochastique A, alors en notant
w(A) = E[Z(A)], on sait que p est une mesure absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue, de
densité t — E [A(t)].

Exemple 1.D.4 :

Soit 7 un processus ponctuel de Poisson sur R d’intensité A.d¢t (o A > 0). Alors 7 admet comme intensité
stochastique (constante) A.

1l suffit de montrer que, pour tout processus prévisible positif (C), on a

E [/R Csdw(s)] = A\E [/R Csds}

Il suffit de le montrer pour les processus de la forme Cy(w) = 1 a(w)1y,. 4(t) (le résultat se généralisera par
le théoréme des classes monotones version fonctionnelle).

E [ / cscm(s)} = E[La()r(r,s)]

= P(A)E[r(]r,s])] (cf propriété d’indépendance des processus de Poisson)

P(A)A(s — 1)
= JAE {/}R Csds]

Dans la suite, on aura besoin d’une notion de prévisibilité pour les processus indexés sur des ensembles plus
généraux que R.



Définition 1.D.5 :
Soit (E, &) un espace mesurable, on dit qu’un processus (X;,)ierver est prévisible si X : (t,w,v) € R x Q x
E— X p(w) est P((F1)t) ® E—mesurable

On utilise le méme mot "prévisible" qu’a la définition [[LD.2] car ces deux définitions portent sur des processus
différents, et donc il n’y a pas d’ambiguité.
On remarque que les processus P((F;):) ® E—mesurable sont générés par les processus de la forme :

(t,w,v) ERX Q2 x E— Ci(w)lp(v) ou (Ct): est prévisible et B € €
Dans la suite, on aura besoin d’un résultat plus général que celui de I'exemple [LD-4]

Lemme 1.D.6 :
Soient (E,E,v) un espace mesuré et m un processus ponctuel de Poisson sur R X E d’intensité dt.dv(v). Alors
pour tout processus prévisible (au sens de la déﬁnition positif (Cyo)terveE, ON @

E[ RXECtﬂ,d?r(t,v)} _E { /R /E Cmdz/(v)dt}

preuve :

Comme dans Pexemple [[D4] il suffit d’établir le résultat pour des processus qui générent les processus
prévisibles. On va donc montrer le résultat pour les processus de la forme Cy , = D;15(v) ou (D,), est prévisible
(au sens de la définition [[.D.2)) et B € £

B[ Cudnten)| <[ [ Dintt)

RxB

On introduit 75(A) = 7(A x B) (pour A € B(R)). Il est clair que T est un processus ponctuel de Poisson
d’intensité v(B)dt. On a donc :

E { Cy pdm(t, v)] E
RxE

_ /R Dtd%B(t)}
- I/(:B)E [ /]R Dtdt} (cf exemple [D4)

- E| /R /E C’mdu(v)dt}

Théoréme 1.D.7 :
Soit Z un processus ponctuel admettant (M), comme (Fy),—intensité.

Supposons que pour tout a < b, fab Asds < 400 ps.
t
Alors Z est localement fini, et My = Z; —/ Asds est une (Fy)i—martingale locale (0w Z; est défini a et
0
b a
fa ...:—fb ..)

preuve :
Montrons d’abord que Z est localement fini.

t 0
Soit S;F = inf {tZO : / )\SdSZn} (ouinf @ = 400) et S, = sup {t<0 : / )\SdSZn} (ot sup @ =
0 t

t
—00). Comme / Asds < +00 ps pour tout t, on sait que S;” ' +oco ps et que S, N\, —0o ps.
0



Soit C; = L ci<gty, comme (Ct): est continue & gauche presque sirement, on sait que (Cy); est

(Ft)+—prévisible, on peut donc appliquer (23) pour avoir

E(2(S;.5{))] = E l / " Asds]
E[/S" Aods
0

< 2n< 4o

[ h

On sait donc que Z(]S,,, S;¥]) < 400 presque stirement pour tout n > 1. Comme, on sait de plus que S,
tend vers —oo et que S;F tend vers +oc, on a bien que Z est localement fini.

Montrons maintenant que M; = Z; — / Asds est une (F;);—martingale locale.

Comme les S, sont des (F;);—temps d’arrét, il suffit de montrer que (M, , g+ ); est une (vraie) martingale.

Soient donc a < b, et soit A € F,. Soit C; = ]lA']l{a/\Sf{<t§b/\S:[} = ﬂAﬁ{tﬁSI}'ll{a<t§b}' Comme (C});
est continue & gauche presque stirement, pour montrer que (C); est (F;):—prévisible, il suffit de montrer que
(Cy)s est (Fi)i—adapté. Or si t > a, Cy est clairement Fi—mesurable (puisque A € F, C F;), et si t < a,
C; = 0. Comme (C;); est (F;);—prévisible, on peut appliquer :

bAS;T

E[14Z(aA S}, bASH)] =E lnA/ )\Sds]

ASE

aAS;
—E lﬂA/ ASdS]
0

L’égalité ci-dessus a bien un sens, car toutes les quantités sont finis.
Finalement, on obtient exactement que

Ce qu’on peut réécrire en

bAS;T
E {ILAZb/\SI] —E [HAZa/\Si} =E ILA/ Asds
0

E {]lAMbASﬂ —F {]lAM AS+]

Ceci étant vrai pour tout A € F,, on a bien montré que (MMS:{)t est une martingale, et comme (S,,),, est
une suite croissante de temps d’arréts qui tend vers +oo presque stirement, on a finalement bien montré que
(My); est une martingale locale.

Théoréme 1.D.8 : .

Soit Z un processus ponctuel admettant une (F;)i—intensité \ telle que Va < b,/ Asds < 400 ps.
On a alors ‘

Va <b, E[Z(a,b))|Fu] = E l/b)\sds

fa] (25)

preuve :

Soient a < b. Soit (Sy)n>1 une suite de temps d’arrét croissante qui tend vers +oo presque sirement telle

tAS
que, pour tout n > 1, Mirg, = Zins, — / Asds est une (vraie) martingale.
0

10



On sait alors que, pour tout n,

E[Mb/\Sn‘fa] = E[Ma/\Sn]
= E [Ma/\Sn|—Fa]

bAS,
/ Asds .Fa]
aNSy
. (27)

bAS,
/ Asds| Fq
alNSy
Pour conclure, il suffit d’appliquer le théoréme de convergence monotone (version conditionnelle). Ce théo-
bAS,
réme est bien applicable, puisque les les variables Z(JaA Sy, bA S,]) et / Asds sont positives et croissantes

aAS,
en n, car (Sp), est une suite croissante. [ |

(26)

D’ou

E [Zb/\S71 - Za/\Sn | -Fa] = E

E{Z(JaASn,bASy))|Fa] = E

Proposition I.D.9 (Changement de filtration) :

Soit Z un processus admettant (\¢); comme (F;);—intensité. Soit (G): une filtration telle que Vt € R, F; est
indépendante de G;.

Alors Z admet (A\y); comme (F; V Gi)i—intensité

IT Processus de Hawkes

Informellement, un processus de Hawkes est un processus ponctuel sur R qui admet une intensité stochastique
A telle que A(t) dépend du processus restreint & | — 0o, ¢[. Autrement dit, s’il y a un point du processus a un
instant ¢, ce point va modifier les valeurs de l'intensité aprés ¢t. On verra deux notions de processus de Hawkes :
les processus de Hawkes dont la dynamique est défini sur R, et ceux dont la dynamique est défini sur Ry et dont
le comportement sur R_ sera imposé par ce qu’on appellera une condition initiale.

II.A Définitions

Définition II.A.1 (Processus de Hawkes isolé avec condition initiale) :

Soit Z un processus ponctuel sur R admettant une (F;);—intensité (A(t))icr, sur Ry, et soit P un prédicat
sur les processus ponctuels sur R_ (ie P est un fonction prenant en argument un processus ponctuel sur R_, et
renvoyant vrai ou faux). On dit que Z est un (F,),—processus de Hawkes de condition initiale P si :

P (Z|R7) est vrai
VEERy A = f </ h(t — s)dz<s)>
]=00,t]

ot f:R—R, eth:R, - R

Dans la suite, on utilisera un seul type de prédicats : le prédicat Pyiqe défini par Pyige(pn) = "p = @7, ce
qui impose que le processus de Hawkes n’a aucun point sur R_. On peut imaginer d’autres types de prédicat,
par exemple, on pourrait fixer Z_ une mesure (déterministe) de comptage définie sur R_, et considérer P(u) =
"= Z_7, cette condition initiale autoriserait a fixer les points de notre processus de Hawkes sur R_ de maniére
déterministe. La raison pour laquelle on ne considére que les intensités stochastiques sur R, c’est que la condition
initiale peut fixer des points sur R_ de maniére déterministe, et dans ce cas, on ne peut pas avoir d’intensité
stochastique.

11



Définition II.A.2 (Processus de Hawkes isolé sans condition initiale) :
Soit Z un processus ponctuel sur R admettant une (Fi)i—intensité (A(t))ier sur R. On dit que Z est un
(F)e—processus de Hawkes sans condition initiale si :

VtER,)\tf</ h(ts)dZ(s))
}70077:[
ot f:R—>Rieth:Ry =R

On peut remarquer, qu’il y a une différence entre un processus de Hawkes sans condition initiale et un processus
de Hawkes de condition initiale le prédicat qui vaut toujours "vrai". En effet, au sens de la définition la
forme de A(t) n’est imposée que pour ¢ > 0. Il apparait toutefois nécessaire de différencier ces deux notions,

car on ne peut pas garantir la forme de A\(¢) = f / h(t — s)dZ(s)) sur R_ et le fait que X soit l'intensité
]—(X),t[

stochastique de Z en méme temps qu’une condition initiale sur R_ dans le cas général. En effet, prenons ’exemple
du prédicat Pyiqe, ce prédicat impose A(t) = 0 pour ¢ < 0, et la formule imposerait donc f(0) = 0, ce qui est une
condition que ’on ne veut pas nécessairement garantir.

Dans les définitions [ILAT] et [[I.AZ2] on considére un processus ponctuel isolé, dans le sens ou il est seul a
"alimenter" son intensité stochastique. On peut considérer un cas plus général, avec plusieurs processus ponctuels
en interaction.

Définition II.A.3 (Processus de Hawkes en interaction avec condition initiale) :

Soient N € N*, et Zy,...,Zy des processus ponctuels admettant des (F;);—intensités respectives (Xi(t))ier,
sur Ry et soit P un prédicats sur les N—uplets de processus ponctuels sur R_. On dit que (Z1,...,ZN) est un
systeme de (Fy)i—processus de Hawkes en interaction de condition initiale (P1,...,PNn) si :

P (ZHRJ. .. 7ZN|]R,) est vrai
N

VI<i< N, VteRL, N() = fi (Z/ hji(t—s)de(s)>
j:1 ]7001“

Définition II.A.4 (Processus de Hawkes en interaction sans condition initiale) :

Soient N € N*, et Zy,...,Z N des processus ponctuels admettant des (F;)—intensités respectives (A\;(t))ier sur
R. On dit que (Z1,...,ZN) est un systéme de (F;),—processus de Hawkes en interaction sans condition initiale
LV

—o00,t]

N
VlSiSN,Vt€R7/\i(t):fi Z/ hji(t—s)de(s)
j=1"1

Dans la littérature, un processus de Hawkes isolé s’appelle "univariate Hawkes process", et un systéme de
processus de Hawkes en interaction "multivariate Hawkes process".

On peut remarquer que dans le cas des processus de Hawkes sans condition initiale, la "dynamique" évolue
librement depuis —oo. On peut donc s’attendre a une "stabilisation" de la dynamique, dans le sens ou la loi du
processus devient invariante en fonction du temps. Développons cette notion de stationnarité dans la prochaine
sous-section.
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II.B Stationnarité

Définition II.B.1 (Stationnarité) :

Soit Z un processus ponctuel sur R x E (o (E &) est un espace mesurable). On définit Sy lopérateur de
décalage des processus ponctuels par rapport & la premiére variable, ¢’est-a-dire que pour tout (A, B) € B(R) x &,
SiZ(AxB)=Z((t+A)x B) (out+A={t+z : € A})

On dit que Z est stationnaire si ¥Vt € R, S;Z a méme loi que Z.

Le lemme [[.B-4] sera beaucoup utilisé dans la suite. Sa démonstration repose sur deux lemmes classiques de
la théorie de l'intégration.

Lemme I1.B.2 :

Soit 11 une mesure sur (R, B(R)) invariante par translation telle que p(]0,1]) < +o00.
Alors du(t) = ([0, 1])dt

Lemme I1.B.3 :

Soient f,g;R — R deux fonctions mesurables telles que pour tout borélien A, / ft)ydt = / g(t)dt.
A A
Alors f =g pp

preuve :

Montrons que f < g pp. Pour tout n > 1, posons A,, = {f > g+ 1/n}. On a alors

Anf:AngSAnf_;Leb(A”)

Donc nécessairement, A,, est de mesure nulle, d’ou {f > g} = |J A, est aussi de mesure nulle, c’est-a-dire
n>1
f < g pp. De méme, on démontre que f > g pp, et donc que f =g pp [ |

Lemme I1.B.4 :

Soit Z un processus ponctuel sur R stationnaire admettant une intensité stochastique (A(t)): telle que E[Z([0,1])] <
+00.

Alors, il existe une constante K € Ry tel que pour presque tout t, E[A(t)] = K

preuve :

Soit p : A € B(R) — E[Z(A)] une mesure. Par stationnarité de Z, on sait que p est invariante par
translation. Par le lemme [[I.B.2] on sait alors du(t) = K.dt ou K = E[Z([0,1])].
On sait alors que, pour tout borélien A, on a
E { / )\(t)dt]
A

= /EM@&]
A

‘/Kﬁ:EwMﬂ
A

11 suffit alors de conclure avec le lemme [LB.3| [ ]

La constante K du lemme est donnée par K = E[A(¢)] pour preque tout ¢t. Pour simplifier, dans la
suite, on supposera que K = E [A(0)].

Dans la suite, on utilisera un critére de stationnarité basé sur un espace de probabilité défini comme 'espace
canonique d’un uplet de processus de Poisson indépendants.
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Définition II.B.5 :
Soit N € N* fizé. On note (Qn, Fn,Pn) Uespace canonique d’un N—uplet de processus ponctuels de Poisson

indépendants sur R x Ry d’intensité la mesure de Lebesgue. C’est-a-dire, tout w € Qn s’écrit w = (71,...,7N) 00
les m; sont des réalisations de processus de Poisson indépendants d’intensité la mesure de Lebesque. On introduit
Dopérateur de décalage 0; sur Qn défini par Oyw = (Sym1, ..., SiwN)

Lemme I1.B.6 (Critére de stationnarité) :

Soit Z un processus ponctuel sur R défini sur l’espace de probabilité (Qn, Fn,Pn) de la définition
Si pour tout t € R, Sy Z = Z o 0y, alors Z est stationnaire.

preuve :
Pour toute fonction mesurable et positive g, on a

Elg(S:2)] = El[g(Zo0,)]
= E[g(2)]

La derniére égalité vient du fait que ; est invariant sous P . Ceci étant évident, car les processus de Poisson
d’intensité la mesure de Lebesgue sont stationnaires, puisque cette mesure est invariante par translation. B

I1.C Construction des processus de Hawkes

Le but de cette sous-section est de présenter les résultats essentiels pour construire des processus de Hawkes.

Lemme II.C.1 (Amincissement) :

Soient ™ un processus de Poisson sur R x Ry d’intensité la mesure de Lebesgue, et (Fi): une filtration adaptée
a T tels que Vs < t, Fs et [, 4o0[ 0Nt indépendants. Soit (\); un processus positif et (F;),—prévisible. Soit Z
le processus ponctuel défini par

Z(C) = / Liz<rydr(t,x) pour C € B(R)
CXR+
Alors Z admet (A\¢); comme (Fy)i—intensité.
preuve :

Soit (C;); un processus prévisible et positif, comme ()\;); est aussi prévisible, on sait que
(Cil{z<x,})ter,zcr, est aussi prévisible. On peut donc appliquer le lemme :

E [/ Otﬂ{$<At}dW(t,x)] = E / Ot]l{$<)\t}d$dt‘|
RxR N | /R IR, -
= E /Ct/ H{I<At}d$dt]
| /R R,
= E /C’t)\tdt}
L/R

Introduisons un lemme similaire au lemme que Pon utilisera dans la suite.

Lemme II.C.2 :
Soient (A1(t))s, (A2(t)): deuzx processus positifs et prévisibles, et ™ un processus de Poisson sur R x Ry d’in-
tensité la mesure de Lebesgue. Alors le processus ponctuel Z défini par

VA € B(R), Z(A) = / ]ﬂ{xg,\l(t)} - 1{1§)\2(i)}| dr(t, )
AXR4
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Admet |\ — 3| comme intensité stochastique.
preuve :

Soit (C}); un processus positif et prévisible. Soient AT (t) = max(\;(t), A2(t)) et A7 (t) = min(\1(£), A2(2)).
On a alors :

E [/ CtdZ(t)] = E / Cy | Lz<ri )} —ﬂ{x<A2(t)}\dW(t,$)]
A AxXRy

/ Ct]l{x<)\—(t)}d7r(tax)]
AxRy

_E [ / Ot/\(t)dt] (cf[[LCT)
AxRy

= E / Ctﬂ{I<A+(t)}dﬂ(t7$)] —E
AxRy

= E / CiAt(t)dt
AXR+

_E AXR+Ct|A1(t)—A2(t)|dt]

Théoréme I1.C.3 :
Soit N € N*. Soient fi ' R—Ry (1<i<N)eth;;:Rp - R (1<¢j<N).
On suppose que les fonctions f; sont continues a gauche et croissantes, et que les fonctions hj; sont positives.
Alors il existe un systéme de processus de Hawkes (Z1,...,Zn) sans condition initiale. De plus, ces processus
sont stationnaires.

preuve :

On se place sur 'espace (Qn, Fn,Pn) de la définition Soient mq,...,mn les processus de Poisson
sur R x R indépendants d’intensité la mesure de Lebesgue dont Q2 est I’espace canonique. Dans la suite, on
notera cette espace (€, F,P) pour alléger les notations.

En utilisant le lemme [[T.C.1] il suffit de construire des processus Z; et \; tels que

Zi(C>:/C . Tz, @ydmi(t, )
XS4

Ai(t) = fi (é /]_ t[hji(t - s)de(8)>

pour tout C' € B(R),t € R et i € [1, N].
Pour obtenir ces égalités, on utilise le schéma d’itération de Picard suivant :

Vvt € R, A0 =0 (a)
() _
vC € B(R), 2™ (C)= /C o My drisn) )
1 N
Vt € R, NERIOEEA DS hyi(t —)dZ"(s) | ()
i=1 /)0 t]

Il suffit donc de montrer que les processus (Zi(n))n et ()\gn))n convergent (dans un sens que ’on précisera),
puis de justifier un passage 4 la limite dans les équations (b) et (c).

Montrons d’abord que les processus convergent vers des processus limites. Pour cela, on va montrer par
récurrence sur n, que pour tout w € €, et pour tout 1 <i < N, on a

(Hn)

vt e R AT (1) > A )
()  Znt1)
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Quand on écrit ZZ-(") C ZZ-("H), on identifie les mesures de comptage Zi(”) et les ensembles de points que
ces mesures comptent.
Comme )\EO) =0et ZZ.(O) = @, Hy est trivialement vraie.
Supposons que H,, soit vraie pour un certain n € N, et montrons H,, 1. Soient doncw € Qet 1 <i < N fixés,
N N
e o +1
on remarque que la positivité des hy; implique 7 hji(t — s)dZJ(n )(s) > Z/ hji(t — s)dZJ(-n)(s)
j=1J]—o00,t[ j=1"1—o0:tl
(puisque Zj(.”) - ZJ("H) pour tout j). Et comme f; est croissante, on obtient bien A" () > A"V (1), De
plus, par définition, Zi(k) compte les points de 7; sous la courbe {(¢, )\Ek)(t)) : t € R} (pour tout k € N*).
Comme )\En+2) > AE”H), on a bien Zi("H) - Zi("+2). On a donc bien montré H,, ;1.

Donc, a w € 2,7 € [1, N],t € R fixés, la suite (AE”)(t)) est croissante, donc converge vers une certaine
n

limite A;(t). De méme, & w € 2,4 € [1, N], on définit Z; = | ZZ-(") (qui est une limite croissante).
neN

De plus, on peut montrer par récurrence que la filtration naturelle de 7; est adaptée a Zi(") et que ()\E”) (t)s
est prévisible par rapport a la filtration naturelle de m;. Donc (\;(t)); est aussi prévisible par rapport a cette
filtration.

D’aprés le lemme [IT.C.1} pour montrer que Z; admet \; comme (F;*);—intensité, il suffit de montrer que
2= [ tponmdn(s) (29)
CX]R+

Ensuite, en appliquant la proposition [[.D.9) on saura que Z; admet A\; comme (F;);—intensité (avec F; =
FV O VFT)

Montrons .
Soient w et 7 fixés. Ecrivons m; = {(Tx,Xx) € Rx Ry : k € N}. On sait que Vt € {Tx, : k €

N}, Zi({t}) = lim Zi(n)({t}) = 0. Donc Z; C m;. Par ailleurs, on sait que Z;({T}})) est la limite croissante des
Zf")({Tk}) € {0,1}. Distinguons deux cas.

cas 1: Z;({Tr}) = 1, dans ce cas, il existe un ng tel que Vn > ng, ZZ.(")({Tk}) = 1. Ce qui revient & dire que
Vn > ng, Xi < /\En) (Ty). En passant a la limite, on a donc X < A;(Tk). Autrement dit, on vient de montrer
que : Ty € Z; = Xi < Al(Tk)

cas 2 : Z;({Tx}) = 0, dans ce cas ¥n, Zi(")({Tk}) = 0, ie X; > A(T). En passant & la limite, on a
X > Ai(Tk). On vient donc de montrer que Ty, & Z; = Xk > Ai(Tk)

On sait donc que :

X < )\i(Tk) =1, € Z; = X < /\i(Tk)

On sait alors que, pour tout borélien C' (on est toujours & w fixé) on a

/ Tioen,ydmi(t,x) < Z;(C) < / T o<, @)ydmi(t, x)
CXR+

C><R+

EHZi(C)—chR+ ﬂ{xsmw}dm(tx)ﬂ < E[forn, Lamnandmi(t o)

- IOE[wi {t, \@) : teC})

On obtient bien I’égalité presque strement. Donc, on a bien montré que Z; admet )\; comme
(F¢)¢—intensité.
N

> / hji(t — s)de(s)>. Pour cela, on va faire un passage a
j=1J]—c0,t

1l suffit dont de montrer que \;(t) = f; (

la limite dans ’égalité ci-dessous (& w fixé) :
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N Z / hyilt = 5)dz" (5 (29)

Le membre de gauche tend vers \;(¢) (on I’a déja vu, et c’est méme la définition de A;(¢)).
Pour prendre la limite dans le membre de droite, il faut remarquer que, pour tout j

/]_OOJ[ hji(t — s)de(-n)(s) = / hji(t — S)ﬂ{sezj.”)}dzj(s) (30)

]—o00,t]

Ceci est une conséquence du fait que Vn, ZJ(»n) C Z;. En effet, quand on intégre par rapport a Z](n), cela
revient sommer sur tous les points du processus Z; (n) , ce qui revient & sommer sur tous les points de Z; et &

enlever ceux qui ne sont pas dans Z . On pourrait le montrer plus rigoureusement, mais cela ferait introduire
beaucoup de notations pour pas grand chose.

Comme ]l{sez§”)} est une suite croissante qui converge vers ]l{sezj} et que les fonctions hj; sont positives,

on peut appliquer le théoréme de convergence monotone au membre de droite de (30). Et comme f; est continue
N
a gauche, on sait que le membre de droite de ’égalité (29) tend vers f; (Z jiioo i hji(t — s)dZ;(s)
=1

Finalement on a bien

Z/m[ — 5)dZy(s)

La stationnarité est évidente. En effet, les processus Zi,...,Zyx ont été construits en amincissant les
processus de Poisson 71, ..., 7y, il est donc clair que, pour tout ¢, S;Z; = Z; o 0;, et le lemme est donc
appliquable. [ |

La preuve du théoréme[lI.C.3|est une adaptation directe de la preuve du théoréme 6 de [Brémaud et Massoulié, 1996]

dans le cas ou il y a IV processus et pas seulement deux.

En pratique, pour construire un processus de Hawkes Z, on utilise toujours un résultat d’amincissement d’un
processus ponctuel de Poisson 7, du méme genre que le lemme [[T.C] 11 est intéressant de noter que la réciproque
est, en partie, vraie. C’est-a-dire que si on se donne un processus ponctuel Z sur R localement fini admettant une
intensité stochastique, on peut construire un processus ponctuel de Poisson 7 tel que Z et 7 vérifient la formule

du lemme Plus précisément, on a le lemme [T.C4]

Lemme II.C.4 (Inversion de Poisson) :

Soit Z = {T,, : n € Z} un processus ponctuel sur R localement fini admettant une (F;);—intensité stochastique
(A(t))ter qui est (Fy)—prévisible. Soient (Uy,)nez des variables iid de loi uniforme sur [0,1] indépendantes de Z
et T un processus ponctuel de Poisson d’intensité la mesure de Lebesgue sur R? indépendant de (U,), et de Z.
On définit le processus 7 sur R? par :

7(la, b x L) = > Ty (Tn (/\(Tn)Un)+/ d7(t, x)
Ja.b] X (L\JOA (1))

nez

Alors T est un processus ponctuel de Poisson d’intensité la mesure de Lebesgue sur R2.

Une conséquence du lemme [[T.C4] est qu’étant donné un systéme de processus de Hawkes en intéraction

(Z1,...,Zn) (localement bornés), on peut se donner des processus ponctuels de Poisson (my,...,7x) tel que :
vC € B(R), Z;(C) = / 1 N dm;(t, x) (31)
CxR4 {:v<f1<z / h]z(t — S)dZJ(S)> }
=1 J]—c0,t[
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On aurait donc pu définir les processus de Hawkes par la relation (31), comme c’est fait dans la définition 2
de [Delattre et al., 2014]. Dans la sous-section I71.B, on introduira une généralisation des processus de Hawkes
que 'on définira par une relation similaire & .

Dans la suite, on verra deux autres théorémes d’existence de systémes de processus de Hawkes en interaction,
tous deux basés sur le méme schéma d’itération de Picard que l'on a vu dans la preuve du théoréme [[I.C.3]

IIT Limite de grande échelle de processus de Hawkes

Dans cette section, on s’intéresse & la stabilité d’un systéme composé de N processus de Hawkes quand N
tend vers 4+o0o0. On va supposer que chacun des N processus de Hawkes d’un systéme est similaire aux autres,
c’est-a-dire que les fonctions f; (1 < i < N) et hj; (1 < 4,5 < N) des définitions [II.A.3| et [[I.A.4| ne dépendent

N
ni de ¢ ni de j. On va donc, en particulier, s’'intéresser a la convergence de la somme 3 / h(t — s)dZ;(s)
j=1J]—o00,t
quand N tend vers +oo, puisqu’elle apparait dans la définition des processus de Hawi{es. ]Pour [faire converger
cette somme, on va étudier deux cas particuliers : le cas champ moyen ot on normalise la somme en 1/N et le
cas diffusif ot on normalise la somme en 1/4/N.
Autrement dit, on va s’intéresser a a convergence des processus de Hawkes vers des processus limites. La
premiére chose  faire dans chacun des deux cas est de trouver une caractérisation de ces processus limites.

III.A Champ moyen

Dans cette sous-section, on présente certains résultats de [Delattre et al., 2014]. Dans toute cette sous-section,
on va imposer la condition initiale vide, ¢’est-a-dire qu’avec les notations de les processus Z; n’ont aucun
point sur R_ et donc leur intensité \; s’écrira

N
XNy =fi D / hji(t — s)dZ;(s)
j=1 10,¢[
On aura besoin de deux lemmes techniques pour prouver les résultats principaux de cette sous-section. Le

premier est un lemme de calcul qui repose sur une interversion d’intégrales.

Lemme II1.A.1 :
Soient h : Ry — R localement inrégrable et o : Ry — R a variations finies sur tout segment telle que a(0) = 0.

Alors, pour tout t > 0
t t
/ / h(s —u)da(u)ds = / h(t — s)a(s)ds
0 J10,s] 0

preuve :
Pour tout £ > 0, on a

t t
/ h(s —u)da(u)ds = / T iucsyh(s — u)da(u)ds
0 J10,s[ 10

[
t

db‘-

/O Lucoh(s — u)dsda(u)
/u h(s — u)dsda(u)

_ /M /0 T ho)duda(u)
/

1 {p<t—uph(v)dvda(u)

t
= / T {p<t—uph(v)da(u)dv
0



/Ot/]O,s[h(s—u)da(u)ds = /Ot (/]07t_v[da(u)> h(v)dv

= / a(t —v)h(v)dv

0

/ a(v)h(t —v)dv

0

L’autre lemme est une sorte de généralisation du lemme de Grénwall. On utilisera la version (faible) suivante
du lemme de Gronwall.

Lemme IIT.A.2 (Gronwall) :
Soit ¢ et y des fonctions de [0,T] dans Ry continues telles que

Je>0,Vt € [0,T),y(t) <c+ /Olw(s)y(s)ds

T
Alors y(T) < cexp (/0 ¢(s)ds>

Lemme III.A.3 :

Soient ¢ : Ry — R localement intégrable et g : Ry — Ry localement bornée.
t

(7) Soit u une fonction positive, localement bornée et continue telle que ¥t > 0, u(t) < g(t)Jr/ o(t—s)u(s)ds.

0
Alors pour tout T > 0, il existe une constante Cr (dépendant uniquement de T, g et ) telle que sup u(t) <
te[0,T

Cr sup g(t)
t€[0,7]
(i) Soit (u'™), une suite de fonctions localement bornées, positives et continues telles que ¥n € N,Vt >

t
0,u™ (1) < g(t) +/ o(t — s)u'™ (s)ds. Alors, pour tout T > 0, il existe une constante Cp (dépendant

0
uniquement de T,u(®), g et @) telle que sup u(™(t) < Cr
te[0,T]

(#ii) Soit (u™),, une suite de fonctions localement bornées, positives et continues telles que ¥n € N,Vt >
¢
0, u™t(t) < / o(t — s)u™ (s)ds. Alors, pour tout T > 0, il existe une constante Cp (dépendant unique-

0
ment de T,u'®) et h) telle que sup > u(™(t) < Cr
t€[0,T] n>0
preuve :

Etape 1 : Montrons le point (i)
T
Soit T' > 0 fixé. On sait qu’il existe A > 0 tel que / ()1 p(s)>a1ds < 1/2. En effet, si ce n’était pas
0
T
le cas, on aurait Vn € N,/ ©(8)11p(s)>nyds > 1/2, et par convergence dominée (puisque ¢ est localement

0
intégrable), on aurait 0 > 1/2.
On sait donc que, pour tout ¢ € [0, 7],

t t
ut) < 90+ [ ot - Iipu-genuleids + [ olt =i auls)ds
0 + 0

1
< g(t)+ A/ u(s)ds + = sup u(s)
0 s€[0,t]

t
On sait donc que Vt € [0,T], sup u(s) <2 < sup g(s)> +2A/ u(s)ds. On peut donc appliquer le lemme
s€0,t] s€[0,T] 0
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de Grénwall pour obtenir sup u(t) < 2| sup g(s) | €247
te[0,T] s€[0,T]

Etape 2 : Montrons le point (i)

t
On pose v(™ (t) = Jax u®) (t). Tl suffit alors de remarquer que v(™ (t) < g(t)+u® (t)—l—/ o(t—s5)v™ (s)ds,
<k<n 0
puis d’appliquer le point (i) pour avoir Vn,Vt € [0,T], sup v(™(t) < Cr sup (g(t) +u® (1))
te[0,T t€[0,T
Etape 3 : Montrons le point (iii)
n t
1l suffit de poser v(™(t) = 3> u®)(t) et de remarquer que v+ (¢) < u(® (1) +/ o(t — s)v™(s)ds, puis
k=0 0
d’appliquer le point (i)

Avant de démontrer le théoréme d’existence des systémes de Processus de Hawkes, on va démontrer un critére
de continuité qui nous permettra d’appliquer le lemme

Lemme IIT.A .4 :
Soit Z un processus ponctuel tel que Va < b, ps E[Z([a,b])] < +oo.et Vt, ps Z({t}) =0
Alors la fonction t € Ry — E[Z([0,¢t])] est continue.

preuve :

On va montrer que la fonction est continue & droite et & gauche.

Considérons donc (t), une suite strictement croissante qui converge vers un réel ¢. Si on fixe un w pour
lequel Z¥({t}) = 0, alors comme la suite d’intervalles [0,t;] est croissante (pour l'inclusion) et que 'union
est égale & [0,¢], on sait que Z“([0,t;]) converge vers Z“([0,t]) = Z“([0,¢]) (puisque Z“({t}) = 0). On
a donc, par convergence dominée (avec le majorant Z([0,¢ + 1]) qui est d’espérance finie par hypothése),
EZ(0.0])),—_E[Z(0,)]

Montrons maintenant la continuité a gauche. Soit donc (1), une suite strictement décroissante qui converge
un t > 0 telle que ¢ty < t+ 1. Fixons un w tel que Z«([0,t + 1]) < +o00. On sait alors que la suite d’intervalles
[0,%] est décroissante et que lintersection vaut [0,¢], et que donc Z“([0,t;]) converge vers Z“([0,t]) (car
Z“([0,t + 1])). Par convergence dominée, on a donc E [Z([0, t])] o Z([0,¢]).

Avec le méme argument, on prouverait évidemment que la fonction ¢t € R_ — E[Z([t,0])] est continue.

Nous allons maintenant prouver un autre théoréme d’existence de systémes de processus de Hawkes en inter-
action, dont les hypothéses sont mieux adaptées aux résultats de cette partie que celles de la proposition
notamment au lemme [[TIA6] qui permet de construire les processus limites.

Proposition ITI.A.5 :

Soit N € N*, on considére f; : R — R, C—lipschitziennes pour tout 1 <i < N (pour un certain C' € R ) et
hji : Ry — R localement intégrables pour tout 1 <i,j < N.

Alors il existe un systéme de processus de Hawkes en interaction (Zy,...,Zn) de condition initiale vide véri-
fiant V1 < i < N,Vt > 0,E[Z;([0,t])] < +o0

preuve :
Pour construire ces processus de Hawkes, on va encore utiliser un schéma d’itération de Picard :
vVt € R, A% =0 (a)
(n) _ ,
CeB®), Z00)= [t gm0
(nt1) - (n)
vVt € R, A; )= f; '21 o hji(t — s)de (s) (c)
j=1JJ0,
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ou les m; (1 <i < N) sont des processus ponctuels de Poisson iid sur R4 d’intensité la mesure de Lebesgue.
Posons A1) = |27 — 2| ([0,1)) et 6”(1) =E [ A1)

50 #) { / AL —)\E”)(s)ds}

< CE Z// ﬂs—u|d’z(n) (n— 1)‘ ds
0,s[

¢
=CE Z/ / |hji(s — u)] dA;n_l)(u)ds
=1 0 J[0,s]

N t
=C ZE [/ |hjs (t — s)|A§-n1)(s)ds] (cf lemme [TTT.A.)
j=1 0

N t
:cz/o Ihji(t — )8V (s)ds
j=1

N
Notons 6 (t) = 3 6 (£). On a évidemment 6™ (£) < 5™ (t).

=1
D’ou
+ N
5 <C [ 3 Ihite = 916 (s
03

En sommant ces inégalités pour ¢ allant de 1 & N, on a

5 () < © / ot — )60 (5)ds (32)
0

N
ou p(t) = ‘Zl |hji(t)]
)=
Comme les hj; sont localement intégrables, on sait que ¢ est aussi localement intégrable. Avec une récurrence
immeédiate, on peut démontrer que Vn € N, §(™) est localement bornée. On sait donc que §(™) est continue (par

le lemme [ITT.A.4), et on peut donc appliquer le lemme [[TL.A.3l On sait alors que V¢ >0, 3 6" (¢) < +oo.
n>0

Donc la série de terme général (Zi(nﬂ) — Zi( )) ([0,t]) est absolument convergente presque siirement (car

'espérance du terme général est majoré par 6™ (t)), donc convergente presque strement. On peut donc poser
zi([0.) = Y- (200 = 2) ((o.4)
n>0

Il est alors clair que ¢ — E[ ( [O7 t])] est localement bornée, puisque cette fonction est croissante et que
E(Z(0.0)] < X E ||z - 2| (0.4)] < +oc
n>0

N
Ensuite, on pose A;(t) = f; <Z / hji(t — s)dZ;(s)
j=1J]0,¢]

1l suffit alors de montrer que, pour tout ¢t > 0 et pour tout 1 <i < N,

Z;([0,1]) Z/ Lio<a<n,(s)ydmj(t, @)
10,¢] xR 4

Pour cela on va utiliser

2 (0.) = [

J0,] xRy ﬂ{ISAEn)(”}dm(um) 33)
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Par le lemme de Fatou, on sait que

]El/]oﬂZi(ds)—wi(ds,[o,)\i(s)]ﬂ] < lmE

n——+00

o

e [ -l
= lim cz |hﬂ(t—s E[|2 - 2] (o, s])ds

n—-+4oo

mi(ds, [0, A" (s)])) = m(ds, [0, Ms)nﬂ

IN

Il est alors facile de montrer que cette derniére limite est nulle. En effet, soit ¢ > 0, soit N, € N* tel

que > §((t) < e, donc en particulier, E[ - )H ([0,#]) < 3 6™ (t) < e. On sait alors, par
n>Ng n>Ne

intégrabilité locale des hj;, que C Z |hﬂ(t —3)|E [

Jj=1
une constante dépendant de ¢ (qui est ﬁxe ici), des hj; et de C.

/ \Zi(ds) — mi(ds, [O,Ai(s)})q _0
10,t]

On a donc, pour tout ¢ > 0, presque stirement, pour tout 1 <i < N,

K2

Z-(”fl)u ([0, s])ds est inférieure & Ke ot K est

On sait alors que E

Z;([0,t]) = / Lio<z<n,(s)ydmi(t, )
10,t] xRy

On peut adapter la preuve de la proposition [[II.A.5]dans le cas ou il y a une infinité dénombrable de processus
de Hawkes en interaction (cf théoréme 6 de [Delattre et al., 2014]).

En particulier, dans la proposition si on se donne f une fonction C—lipschitzienne et h une fonction
locallement intégrable, alors pour tout NV € N* on sait qu’il existe un unique systéme de processus de Hawkes
sur R (Z{V,...,Zﬁ) associé & f; = f (pour 1 <i < N)et hj; = %h (pour 1 <i,5 < N).

Le résultat principal de cette sous-partie est la convergence des processus ZV vers des processus limites Z;
iid. On va montrer que ces processus limites sont solutions de

¥CEBR:), Z(C)= [ Lpaxpydnite)
CxR4

VR, N = f (/Ot Wt — 5)dE [7] (s))

ol 7 est un processus ponctuel de poisson sur R x R, d’intensité la mesure de Lebesgue.
Afin de démontrer I'existence et I'unicité de ce processus limite donné par , on va passer a ’espérance
pour obtenir une équation sur le processus m(t) = E [Z([0,¢])]. Il suffit ensuite d’utiliser le Lemme [[IL.A.6

(34)

Lemme II1.A.6 :
Soient f : R — Ry une fonction C—lipschitzienne (pour un certain C € R3) et h : R — R une fonction

localement intégrable. Alors I’équation
t s
t) = / f (/ h(s — u)dm(u)) ds
0 0

admet une unique solution croissante, localement bornée et continue. De plus, cette fonction est de classe C*
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preuve :
Etape 1 : Montrons d’abord l’unicité.

t
Soient donc m et m deux solutions. On pose v(t) = / d|lm(u) — m(u)|. On sait donc que
0

o(t) < C’/ /S |h(s —u)|d|m(u) — m(u)| = C/ [h(t — w)|v(u)du

d’aprés le lemme [ITI.A.1] De plus, la fonction ¢ — v(t) est localement bornée (car v(t) < m(t) + m(t)) et
continue, en effet, par définition v s’écrit v( / d|m(u (w)] = (m(t) vm(t)) — (m(t) Am(t)) (car m et

m sont croissantes, positives et continues) qui est bien continue. On peut donc appliquer le lemme [ITT.A.3}(7)
pour obtenir que Vt,v( ) =0, et donc Vt, m(t) = m(t)
Etape 2 : Montrons l’existence.

Posons m(?)(¢) = 0 pour tout ¢, et m"+1)(¢ / (/ h(s —u)dm™ (u )) ds

t
Comme f est C—lipschitzienne, on sait que |f(x)| < |£(0)| + C|z|. D’ott m™ V() < f(0)t + C’/ lo(t —
0

w)|m™ (u)du (cf lemme [ITL.A.1). On sait alors, par le lemme [ITL.A.3|- (i), que ¢ — sup m(™(t) est localement
n>0

bornée. . t
Posons §(, (1) = / d ‘m("+1)(u) —m™ (u)| du, on sait que "+ (t) < C/ lo(s — u) |6 (u)du. D’apres
0 0

le lemme [[IT.A.3|-(iii), on sait donc que > 8™ (t) < +oo pour tout t. On peut donc poser m(t) =
n>0

> (m™ (X)) — m™ (1)), de telle sorte que (m(™)(t)), converge vers m(t) pour tout ¢. On sait donc que
n>0

m est croissante (comme limite de fonctions croissantes) et localement bornée (puisque t — sup m(™ (t) est
n>0

localement bornée).
Etape 3 : Montrons maintenant que t — m(t) est C*

Tout d’abord, il est clair que, pour tout n, m{™t1) est dérivable, de deérivée (m(")),(t) =

(/ h(t — u)dm™ (u )) Montrons par récurrence que m(™ est C1. Si m(™ est C!, alors on peut écrire

’ t ’
(m ”“)) t=f (/ h(t —u) (m(”)) (u)du) =f </ h(u) (m(")> (t— u)du> ce qui est bien continue. En
0 0
t+1 ,
effet, si (t;)y converge vers ¢, alors (m™*+1)’ (1) = f (/ h(u) (m(”)) (tr — u)]l{u<tk_}du). Cette intégrale
0

t+1 ,
converge vers / h(u) (m(")) (t — u)L{,<sydu par convergence dominée et par continuité de (m("))/, et
0

finalement la continuité de f (puisque f est lipschitzienne) permet de conclure.
On sait donc que les fonctions (m(™) sont de classe C' et que (m™tD)' (1) =

(/ h(t —u) ) (u )du) on sait donc que ‘(m(”“))/ (t) — (m("))/ (t)’ <

C/o (m(")) (u) — (m(”71)>/ (u)

obtenir que la série de terme général ‘(m(”H))/ — (m("))/‘ converge uniformément sur tout segment (puis-

h(t — )|

du. On peut donc appliquer le lemme [[II.A.3|-(iii) pour

qu’elle est bornée). On sait alors que la somme de la série de terme général (m("*Y) — (m(™) (qui n’est autre
que m) est de classe C!
Etape 4 : Il ne nous reste plus qu’a montrer que

m(t):/Otf(/osh(s—u)dm(u))ds:/otf</osh(s—u) (u )du)d
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Pour cela, on va faire un passage a la limite dans ’équation

m(™+D) (p) = A t f( OS (s —u) (m)’ (u)du) ds

Le membre de gauche converge vers m(t) (par définition de m(t)). Le membre de droit converge vers

t s
/ I (/ h(s — u)m’(u)du) ds par continuité de f et par convergence dominée. En effet, comme la série
0 0

de terme général‘(m(”“))/ — (m("))/‘ est convergente, on sait que la suite ((m("))/) est de Cauchy (pour
n

la convergence uniforme sur les segments), donc converge uniformément sur [0,t], et donc (m("))/ (u) est
uniformément borné en (n,u) € N x [0, t]. Par suite, comme h est localement intégrable, on peut bien appliquer
le théoréme de convergence dominée.

Théoréme ITI.A.7 (Propagation du chaos) :

Soient f : R — R une fonction C—lipschitzienne, et h : Ry — R localement de carré intégrable. Soit (7;);en+
une suite de processus ponctuels de Poisson iid d’intensité la mesure de Lebesgue sur R x R.

Alors, pour tout i € N*, il existe une unique solution Z; de (avec m = ;) telle que t — E [Z;([0,1])] est
localement bornée.

De plus, si on considére pour tout N le systéme de processus de Hawkes (va,...,Zﬁ) suivant (dont la
construction est faite dans la preuve de la proposition |IILA.

ZZN([OvtD :/ ]l{xgkf’(s)}dﬂ-i(t"r)
[0,¢]x[0,+00

() =1 (}v > [ n-saz <s>>

[0,

Alors, pour tout T > 0, pour tout 1 <1< N, on a

E[|Z} — Z]|([0,T)] <

=S

ou, Cp est une constante qui ne dépend que de T, f et h.

preuve :

Etape 1 : Montrons d’abord Uezistence et Uunicité des Z;.

Soit donc i € N*. L’espérance m(t) de Z;([0,t]) doit étre une solution croissante et localement bor-
née de (34)). Par le lemme III.A.GL cette fonction m est unique. Cela impose I'unicité de \; de ([34), puis
celle de Z;. Pour lexistence, il suffit de considérer m I'unique solution localement bornée de m(t) =

t s
/ f (/ h(s — u)dm(u)) ds (cf lemme [[II.A.6]), puis de poser :
0 0

5\1(15) = f < ol h(t - S)dE [Zz] (S))
Z;(C) = /C . Lia<x, @ydmi(t, @)

11 suffit alors de prouver que E [ Z([0, ])] m(t). Ce qui est évident, par unicité de m.
Dans la suite, on note 6™ (t) = E [|Z; — Z| ([0,t])] (qui ne dépend pas de i).
Etape 2 : Montrons que

V(1) < C% /Ot (/Os(h(s _ u))Qdm(u))U2 ds + C/Ot IA(t — 5)|6N (s)ds (35)
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On sait que :

Nty = E[|Z -2V ([0,4)]

= E[/tﬁl(s)kﬁs)\dS]
[/ /hu—sdm _72 Og[hs—udZN()ds]
C/O E /Oh(s—u)dm(u)—;z/o h(s—u)de(u)]ds

+c/otE NZ/hS—u —ZN)(u)]ds

Dans la derniére égalité ci-dessus, on note A l'intégrale de la premiére ligne, et B celle de la seconde. On a
donc 6V (t) < C(A+ B) )
Tout d’abord, par échangeabilité des Z; — ZJN (1<j<N) et par le lemme [lII.A.1} on a :

[//|hs—u|d|z1 ZY | (u ]

IN

IA

B

IN

I
3
-~

|
CIJ
N\
=
N
O
o
@..

|—|

—~
w
=

Il suffit maintenant de majorer A. Notons X;(s) = / h(s — u)dZ;(u). Comme les (X;(s)) (j € N*) sont
0

iid, d’espérance / h(s — u)dm(u), on sait par I'inégalité de Cauchy-Schwarz que
0

. . 1/2
{/ h(s — u)dm(u) — Z/ h(s—u)de(u)] < VixX h(s —u)dZ;(u)
170 Jj=1J0
” N 1/2
= V|x Zl X;(s)
j=
= LV[Xy(s)"
D’ou ) s
A< — V(X1 (s)]Y? ds
S [X1(s)]
Par ailleurs, on sait que
Xi(s) = / ]l{ng\l(u)}h(S — u)dm (u, )
[0,s[xR4
Donc
Xl(s) —E [Xl(S)] = / ]l{rg;\l(u)}h(s — u)d7~r1(u, 33)
[0,s[xRy

ou m; est la mesure de Poisson compensée de 7.
On sait alors, par un argument d’isométrie classique (cf calcul stochastique sur des mesures de Poisson),
que

V[Xi(s)] = /Os h(s —u)?f (/Ou h(u — r)dm(r)) du
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Comme m est solution de , on sait que

quﬂgp:Asms—ufmmw

L /t (/S(h(s - u))Qdm(u)) " s (37)

Finalement, en combinant les inégalités (36) et (37)), on obtient bien I’ 1negahte

Pour finir la preuve il suffit dapphquer le lemme IIIA llnegahte (35) (ce que
lon peut faire puisque 6V est continue d’aprés le lemme IIA et remarquer que

On en déduit donc que

t s 1/2
t </ (h(s—u))%lm(u)) ds est localement bornée. En effet, m étant C!, on a
0 \Jo

/Ot (/os(h(s a u))%lm(u))lh ds = /Ot (/Os(h(s - “))27”/(“)65“)1/2 ds, et comme m’ est continue, m’

est localement bornée, et puisque h est supposée localement de carré intégrable, on peut bien conclure.

|
III.B Régime diffusif
Cette sous-section suit les idées présentées dans [Locherbach, 2017]
Dans la sous-section précédente, on a vu que les systémes de processus de Hawkes (Z7',.. .,Zﬁ ) dont les

N

intensités sont données par A(t) = f (i, > h(t — s)dZJN (s)) convergent vers des processus limites selon
i=1.]0,¢

une propagation du chaos. Dans cette sous-section, on s’intéresse & la méme question quand les intensités sont de

la forme A(t) = f (\/» Z o h(t — s)dZ]N(s)>. Tout d’abord, il est clair que cette somme va exploser quand
N tend vers +o0o (car c’est une somme de N termes normalisée en 1/4/N ...). Afin de garantir que cette somme
converge, on va considérer des variables aléatoires iid centrées sur les instants de saut des processus ZJ]-V . On
pourrait penser & reformuler les définitions et [[ILA74) avec des intensités stochastiques de la forme :

. — —3 N
Ai(t) Wz/m (t — 5)U;(s)dZ) (s)

ot les (U;(s))jen+,scr sont des variables iid centrées. Le probléme avec ces variables U;(s), c’est que les processus
(U;(s))ser ne sont pas prévisibles, et donc cela empécherait d’utiliser les propriétés des intensités stochastiques.
On va donc introduire ces variables de saut d’une maniére similaire & ’équation . On notera p la loi des
sauts. L’idée est de "coder" les amplitudes des sauts dans les processus de Poissons que I'on amincit. Il faut faire
attention & un point, ici on a besoin de connaitre amplitude des sauts (et pas seulement les instants de sauts)
sur R_ pour définir la dynamique des processus de Hawkes. C’est pour cela que la condition initiale doit prendre
en compte ces sauts.

Définition III.B.1 (Processus de Hawkes avec sauts aléatoires avec condition initiale) :

Soient N € N*, Zy,...,Zn des processus ponctuels sur R. Soient 71,...,mn des mesures de Poisson sur
R x Ry x R d’intensité dt.dz.dp;(u) ot p; (1 < j < N) est une mesure de probabilité sur R centrée et réduite.
Soit P un prédicat sur les N—uplets de parties au plus dénombrables de R_ x R (chaque couple (T,U) € R_ xR
correspond a un instant de saut T et une amplitude U). Pour 1 <i < N, notons T; x U; les points de Z;r_ et les
amplitudes de sauts correspondantes.

On dit que (Z1,...,ZN) est un systéme de processus de Hawkes de loi de sauts (u1,...,un) de condition
initiale P si :

— P(T1 xUr,...,Tn X Uy) est vrai
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— VC e B(R;),V1 <i< N, Z,(C) = / ]l{z<)\i(t)}dﬂ'i(t,$,u)
CxRy xR B

oaw>ovxi<t>:fi<3v§ S Ute-1)+ [

uhji(t — s)Liz<x;(s)ydm;(s, @, U)>
J=1(T5,U;)€T; XU, 10,¢[x R, xR

Définition II1.B.2 (Processus de Hawkes avec sauts aléatoires sans condition initiale) :

Soient N € N*, Zy,...,Zn des processus ponctuels sur R. Soient 71,...,7mn des mesures de Poisson sur
R x R} x R d’intensité dt.dx.duj(u) ot p; (1 < j < N) est une mesure de probabilité sur R centrée et réduite.
On dit que (Zy,...,Zn) est un systéme de processus de Hawkes de loi de sauts (ui,...,un) sans condition
initiale si :
VCGB(R),Vl SZSN,ZAC)Z/ ]l{wg/\z(t)}dﬁz(t,l’,u)
CxRi xR
N
ot Vt € R, \i(t) = f; (jﬁ > / uhyi(t = )Lz <x;(s)ydm;(s, 2, u))
j=1J]—o0,t[xR4 xR

Ou remarque que si on prend pour p la mesure de dirac en 1, on retrouve exactement la relation (31).

N
Dans la suite, on s’intéressera aux processus XZ{\Q = % > uhyi(t —s)Lz<x,(s)ydm;(s, z,u). Donc
j=1J]—o0,t] xRy xR
la condition initiale de la définition peut permettre d’imposer des conditions sur XZ% par exemple. Tou-
tefois, dans la suite, on n’utilisera que la définition (ie sans condition initiale).

On va d’abord démontrer I'existence d’un tel systéme de processus. La premiére remarque qu’on peut faire
est que la proposition [I.C.3] ne peut pas s’appliquer puisque la loi 41 est centrée, donc la variable d’intégration
u prend des valeurs positives et négatives. On pourrait adapter la preuve de la proposition mais on va
donner une preuve similaire avec des hypothéses un peu plus fortes qui permettront de travailler sur des processus
ponctuels définis sur R (et pas seulement sur R ).

Pour prouver le théoréme d’existence, on va avoir besoin d’un critére de convergence presque sir :

Lemme II1.B.3 :
Soient (en)nen et (An)nen deux suites de R qui sont les termes généraux de séries convergentes. Soit (Xy, )nen
une suite de variables aléatoires telle que, pour tout n € N,

]P(|Xn+1 - Xn‘ Z Sn) S )\n

Alors (Xp)nen converge presque sirement.

preuve :
Soient A,, U {|Xk+1 — Xk| > Ek} et A= ﬂ A,
k>n neN
Comme P (A,,) < A, qui est le terme général d’une série convergente, on sait, par le lemme de Borel-Cantelli,
que P(A) =0.
D’ow, pour presque tout w, Ing, Vk > ng, | Xi+1(w) — X (w)| < e. Comme ¢, est le terme général d’une
série convergente, on sait que (Xy(w))g est une suite de Cauchy, donc converge. [ |

Proposition II1.B.4 :
Soient f; : R — Ry une fonction C;—lipschitzienne (1 <i < N), et h;; : Ry — R intégrable (1 <i,5 < N),

et (i) jeq1,n) des mesures de probabilités tels que Vj, | |u|du;(u) < M;. On suppose de plus que la norme subor-
R

—+oo
donnée & la norme infini de la matrice A définie par ces coefficients a;; = CiMj/ |hji(t)|dt est strictement
0

inférieure a 1.
Alors il existe un systéme de processus de Hawkes (Z1,...,Zy) de loi de sauts (u1,...,pun) sans condition
initiale. De plus, ces processus sont stationnaires, et pour tout 1 <i < N,Va < b,E[Z;([a,b])] < +o0.
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preuve :

On pose (9, F,P) 'espace canonique d’'un N—uplet de processus ponctuels de Poisson (m1,...,7x) d’in-
tensités respectives dt.dz.du;(u) (1 < j < N).

On réutilise le schéma d’itération de Picard :

Vt €R, A% =0 (a)
vC € B(R), z™(C :/ 1 wdmi(t T, u b
(R) (@) o AP0} (t,z,u) (b)
N
vt e R, /\E"H)(t) =fi ;:1 S XRUhji(t - S)Il{ajg)\;n)(s)}dﬂ.j(s’x’u)) (c)
= ) cotixrs

Zi(n—&-l)

Tout d’abord, il est clair que les processus Zi(n) et — Zi(") (pour tout n € Net 1 < ¢ < N) sont

stationnaires par le lemme

Posons A\ (t) = (/\(n)( t),. )\(" (t)) (on identifiera le vecteur avec la matrice unicolonne correspondante).
Etape 1 : Montrons que, pour tout t, ||]E H)\(”H H H est le terme général d’une série conver-
gente.

Pour tout 1 <7 < N, on a

E|

) -A"w|] < CE

M=

1 00,t[ xRy xR

=/
S [ a1 x —A;"-”(s)\duj(u)ds]
/.,
2|

lul|hji(t — |\]1{ S/\;n)(s)}—]l{xg/\g_n1>(s)}‘dﬂj(s,x,u)]

HMZ

C; jzj: hji(t—s) Hx\g»n)(s) - )\g»n_l)(s)H ds
= g: ‘)\(" ,\5,”*1)(())H /t |hji(t — s)|ds

— o0

sus |Zi(") — Zf"71)| et du lemme Pour montrer que ce lemme est bien applicable, il suf-
fit de montrer que ¢t — E[)\;(¢)] est localement bornée (cf la remarque aprés le lemme [I.B.4)),
et ceci est évident par récurrence, car si on suppose que les )\;”) sont bornées, on a alors

N
Z/] - Ruhﬁ(t— s)1 (=2 (s dﬂ'](s x,u)
o0 X +><

Jj=1

10+ ([ 1l ( [ |hﬂ<s>|ds> E [\ ()]

Finalement, on a donc

La premiére égalité vient du lemm la derniére égalité vient de la stationnarité du proces-

EZV0)] < £i0) + GE

] et donc E {)\("H)(t)} <

e[ =[] < [lae [ -xe=2o[[] < maiffa oo -]l

Comme on a supposé que ||| A[|| < 1, on a bien montré que ||E [[A" 1) (£) — At (£)[]||__ est le terme général
d’une série convergente.
On peut donc poser \;(t) = > )\1(-"4'1)(15) - )\E") (t), et on sait que ()x(»n) (t))n converge vers \;(t) dans L.

K3
n>0
. (n+1) _\(n) < n s — |: (1) :| —
On sait notamment que ||E [|A ) =A@ ]|, < Al["K ou K 122%)5\;%3 A ()] 1r<na<>§vfz( )
Et, par I'inégalité de Markov, on a

B

XM @) =AM @) = 1alm2) < AlmE [ @ =AM e
A2 [[E [ (@) = 2D @] |,

11AllI"2 K

INIA A



Donc, d’apreés le lemme [II1.B.3} on sait que ()\En) (t))n converge presque siirement vers A;(t)
Etape 2 : Maintenant, on va montrer la convergence des processus Zi(n)

Pour tout borélien borné C, on a

n>0

(C) #0)

IN

5 5[l ]

</C ds) o) H)\ D )—A§">(0)H

(C) est a valeurs entiéres, et 1’égalité vient de la stationnarité

‘Z(n+1) . Z(n)

ou l'inégalité vient du fait que
de AT A\
) _ n)

(C )750} est de

Et donc, par le lemme de Borel-Cantelli, on sait que 1’événement () |J {
n k>n

probabilité nulle, et donc on sait que, presque sfirement, il existe ng € N tel que la suite (Zi(k)(C’))k.Zno est
constante.

Etape 3 : 11 suffit maintenant de prouver deuz points : Z;(C) = / Tiaan, @ydmi(t,z,u) et \i(t) =
CxRy xR

N
fi <Z / uhji(t—s)]l{$§Aj(s)}dﬂj(s7x,u)>
j=1J]—o00,t[xR4 xR
Le premier point vient du fait que, pour tout borélien borné C, on a (par le lemme de Fatou)
E {/ |Z:(ds) — mi(ds, [0, A ()], XR)@ < lim E {/
C n—-+oo C

(/c ds) lim E[IA(0) = Ai(0)
=0

mi(ds, [0, A (s)], xR) — m;(ds, [0, Ai(s)], XR)”

Pour le second point, on a

E Z/ OOt[ hji t—s)]l{w@\ (s)ydm;(s, 7, )

N
< E[n@-A"0l] +GE| 2 /] e = s, 9<.n—1>(s)}ﬂ{wws»!dm(s,w,u)]
Jj= 00, ’
(n) ([ (n—1)
= E[n0)-X"0)] +C ) /O [hi(s)lds ) E [3;(0) = A"~V (0)]
=

ce qui tend bien vers 0 quand n tend vers +oco
Pour finir la preuve, il reste & montrer que E [Z;([a, b])] < 400 pour tout ¢ et tout a < b. Ceci est évident,

b
car par stationnarité, on a E[Z;([a,b])] = E / Ai(s)ds| = (b — a)E[A;(0)], qui est la somme d’une série
absolument convergente, donc fini. Par ailleurs, on avait bien le droit d’utiliser le lemme a A\, puisque

—+oo
t — E[A;(¢)] est localement bornée. En effet, E [A;(¢)] < Z E HAE"H)(t) — Agn)(t)H < nZ::O I||A]||"K = %
]

La preuve de la propositionest une adaptation directe de la preuve du théoréme 7 de [Brémaud et Massoulié, 1996]

La proposition reste vraie si on remplace la condition "norme subordonnée & la norme infini de A est
strictement inférieure & 1" par la condition plus générale "rayon spectral de A est strictement inférieur & 1".

Dans la suite, on pose f; = f (pour 1 < i <n) et hj; = Tlﬁh (pour 1 < i,57 < N). De plus on fixe une suite
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de processus ponctuels de Poisson (7;);en+ d’intensité dt.dz.dp(u) (ot p est une mesure de probabilité sur R) et
on considére un systéme de processus de Hawkes (ZV,..., ZY) avec loi de sauts (u1,...,ux) olt g; = p (pour
1 <4 < N) associé aux processus (71,...,7y). On n’étudiera pas directement les processus ZJN , mais plutot les
processus (XY )ier définis par

N
1
XN _ / uh(t — )< v ondm;(s, z,u) (38)
7 TR 2 enn G )

Le lien entre les processus (X/V); et les processus ZJN, c’est que les processus ZJN admettent pour intensité
stochastique AN (t) = AN (t) = f (xXY).

Par définition, on voit que (X{V); est un processus de Markov déterministe par morceaux et continue &
droite. En effet, ce qui est stochastique dans ce processus, ce sont les instants de sauts du processus (X}V); (qui
correpondent aux points des processus ponctuels ZV, ..., Z¥) et les amplitudes des sauts, qui sont données par la
mesure de probabilités p (plus précisément, si s € ZJN, alors le processus X}V a un saut a Iinstant s d’amplitude
h(0)U ou U suit la loi u), de plus les amplitudes de deux sauts différents sont indépendantes (ceci est garanti
par la propriété d’indépendance des processus de Poisson). On est donc dans un bon cadre pour faire du calcul
stochastique.

Proposition III.B.5 (Dynamique de X}V) :
Soit (XN); le processus défini a avec h(t) = e~ supposons que pour tout 1 < j < N, pour tout
a<b,Zj([a,b]) < +oo ps. On a alors :

N
1
dX)N = —aXNdt + — / ullfpcnnp)ydmi(t, o, u)
| t \/N; (z,u)ER4 xR {z<AN ()47

preuve :
On a
1N
at y N as
eV X = — / we Ly pern oy dm; (s, ,u) (39)
! \/N; ]—o0,t] xRy xR {eA ()™
Notons ¢;(t) = / ue™ v ()1 dm;(s, T, u).
]—o00,t] xRy xR -
Montrons que ¢; est & variations bornées.
Notons FT(t) = / ue 1 p<an (o)1 dmi(s, z,u) et F~(t) = / ue® v ()1 dm5(s, T, u).
]—00,t] xRy xR N ]—o0,t] xRy xR* -

Alors F* et F'~ sont positives, croissantes, continues a droites, finies ps (en effet, le nombre de sauts sur [a, b]

N
est donné par > Z;([a,b]) < +oo ps et les amplitudes sont aussi finies) et vérifient p; = F* — F~. On sait
j=1
donc que ¢; est & variations bornées.
On sait donc aussi que (X}V); est & variations bornées. On peut donc appliquer la formule d’intégration
par parties pour avoir
d (e X)) = ae™ XN dt + et d X}

Par ailleurs, en appliquant la formule d’Ito, on obtient

dp;(t) = et / wl s iy vy (1, 1)

R4 xR

En injectant ces deux derniéres égalités dans I’équation (39), on obtient

N
1
ae® XNdt + e?taxN = — E eo‘t/ ul g prnvndm;(t, z,u)
t FTUNE e ETON
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Lemme II1.B.6 :

Soit (XN)s le processus défini tel que h est intégrable sur Ry et admet un prolongement (que l’on
note toujours h) tel que |h| est décroissante sur R (par exemple h(t) = e~ ) et tel que le processus (AN (t)); est
stationnaire et vérifie E [)\N (0)] < 400 (ce qui est le cas avec les processus construits dans la proposition
On suppose de plus que la loi p admet un moment d’ordre 1.

Alors, pour tout T > 0 il existe une variable aléatoire positive WX (indépendante det) telle que E [W%V] < 400
et presque sirement Vt € [T, T), | X | < WJ

preuve :
Soit T' > 0 fixé. On a, pour tout ¢t € [T, T],

N
1
xN S—E / |u||h(t — 8)|[Liparnsnndmi(s,z,u)
| ! | \/Nj:1 ]—00,T] xRy xR R

N
On note W = \/—lﬁ > [ull (T — )Lz <rn(s)pdm;(s, z,u). 1l suffit alors de montrer que
j=1J]—00, T]xRy xR B
E [W]] < +oc.
N p & N
BN = G nB|[ [l - oY @dutuds
j=1 ]—00,T] JR

( A |u|du(u)> Jlﬁjéfl—ooﬂ (T — $)[E AN (s)] ds
N
(f o) 300 5 32 [ e

Le lemme [III.B.6| reste vrai si on considére un AV non-stationnaire, mais alors il faut par exemple supposer
que la fonction f est bornée. En effet, on peut alors majorer A(s) dans les formules directement puisque AV (s) =

FX0).

Proposition III.B.7 (Générateur de X}V) :

Soit AN le générateur de (X}V), défini a avec h(t) = e=**. On reprend les hypothéses du lemme
et on suppose de plus que la fonction [ est continue et vérifie une inégalité du type Vo € R, f(x) < A.jz|+ B
ot A, B > 0 sont fixés (ce qui est le cas par exemple si [ est uniformément continue). Alors pour tout fonction
g:R — R bornée, C' et dérivée bornée, on a

A¥g(a) = ~aag' @)+ N5@) [ o (24 %) o) dutw

preuve :
Dans toute la suite de la preuve, on fixe une fonction g de classe C!. Par définition, ANg(x) =
lim 3 (B, [ (X{)] - 9(x))
Comme (X}V); est & variation bornée, on peut appliquer la formule d’Ito (avec sauts) pour obtenir :

g(XN) — g(xY) = /M G(XM)AXY + 3 (g(x) = g(XY) — g/ (XN )AXD)

0<s<t
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o(XM) — g(X)) = —a /] ]g<XN>XNds+fZ / XN Yl a5, 7, 0)
0,t

0,¢] xRy ><]R
+ (9(XY) —g(XY)) - ¥ gxXDAXY
0<s<t O<é<t
= —Q o g (XN )XNd + ——— /Ot & XR )u]l{zg)\w(s)}dwj(s,z,u)
) +
N N
Y (Xs—+m) ‘9<Xs—>} Feomoin sy
J= +
U
7ZN= g,(Xé{V—)i]l 2<AN (s d’/T'(S,Z,U)
=t 10,t] xRy xR \/ﬁ e
N
U
- /]0 t] g/(XSN_)XéVdS i Z/]o t] xRy xR [g <X£V_ " \/N> - g(X )} Teove )}dﬁj(s #)
j=1 /10t xRy
On a finalement
ol U
o) -9 = —a [ gOx)xNastY [ o (X2 )~ o) Ly dn o2
‘ 0 10,¢] ; 10,t] xRy xR \/N =A™
Donc, par échangeabilité des processus 7;, on a :
t
HE )] —a0) =~k [} [ sOaal
0
u
+NE, [1 /]0 xR, xR |:g (Xév— + \/N) _g(XéV—):| ]l{zg)\Ns)}dﬂ-l(SvZau)]
) +

(40)
Notons I;(t) 'espérance de la premiére ligne ci-dessus, et I(¢) celle de la seconde.
Etape 1 : Montrons que I, (t) — xzg'(x)

t—0

t
Posons Y, = 1 / g (XM)XNds. Soit T} le premier temps de saut de (X¥);>0 (qui est aussi le premier temps
0

de saut des Z|R, ). On sait que, presque sirement 7y > 0 (puisque, pour tout j, E [ZN ({0})] = [fo ds = O}
et que Z1([0,1]) < +oo ps, car E[Z;([0,1])] = folE[)\(s)] ds = E[A0) < +o0]). Soit donc w fixé tel que

t
T1(w) > 0. On sait donc que ¢ — X}V est continue sur [0,7}(w)/2], et donc t / g (XM XNds est C* sur
0
[0, Ty (w)/2] de dérivée t — ¢/ (X)X . On sait alors que, presque stirement,
/ N N
Yi =g (X0 )Xo
Et, comme on a supposé que ¢’ est bornée, et par le lemme [[II.B.6] on peut appliquer le théoréme de

convergence dominée pour obtenir :
L(t) — xg'(2)

t—0

. . U
Etape 2 : I 1 suffit maintenant de montrer que I»(t) P f(z)E {/Rg (x + \/N) - g(x)d,u(u)}

On sait que

u
IQ(t) = E, % 0. |:g< m) - g(Xs]\L)]l{zleq)\N(s)}] dﬂl(S,Z,U)]

|1 /M Ll (x4 ) -] f(Xiv)du(U)ds]
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Pour alléger les notations, notons U une variable aléatoire de loi u indépendante des (Z{,..., ZY) et de
(XN)s. Soit ¢(y) = f(y)E [g (y + TUW> - g(y)} Avec ces notations, on a

) = [} [ otxas]

Comme, on a supposé f et g continues, et g bornées, on sait que ¢ est continue (par convergence dominée).
t

Avec le méme raison qu’on a fait pour I;(¢), on sait donc que %/ ©(XN)ds converge vers p(X{¥) quand t

tend vers 0. Tout ce qu’il reste a faire est donc de justifier qu’on Igeut appliquer le théoréme de convergence
dominée pour avoir I5(t) " olx) = f(z )/ [g (:I: + \/UN> - g(x)] dp(u).

Tout d’abord, il est clalr que |o(y)] < 2||glleof (W) < 2||9lloc(Aly] + B) (c’est une des hypothéses sur f).
On sait donc que t/ot o(XM)ds| < 2||g]]s <B+ t/ot WlNds> < 2||glloo (B + W{¥) ot Wi est défini au

lemme [[I1.B.6l

Proposition ITI.B.8 (Générateur du systéme limite) :
On reprend les hypothéses de la proposition[III.B.7} De plus, on suppose que la loi p est centrée et de variance 1.
Alors pour toute fonction g bornée et deuz fois dérivable, on a :

AVg(a) — —axg(@) + 5 f(@)g" @)

De plus, si on note Ag(x) = —axg'(x) + %f(m)g”(w), et si on suppose que p admet un moment d’ordre 3,
alors on sait que, pour toute fonction g trois fois dérivable, on a

" E [|U|3]
| Ag(z) — ANg(x)| < [£(2)].]lg IIOOW

ou U suit la loi p

preuve :
On sait que

AVg(o) = ~azg(0) + N7 [ |o (24 ) = 9(o)] dut) (41)

En utilisant la formule de Taylor-Young & g supposée deux fois dérivable, on a

(w4 ) = 90) = S @)+ 50 (@) + 0 (UN)

En injectant cette égalité dans (41)), on a

ANg(z) = —axg'(x)+VNf(z) x)( Qudu >+W (/Q’quu(u))
= —axg'(x) + 3f(2)g"(x) + o(1)

Pour obtenir la derniére égalité, on rappelle que p est la loi des variables U, (s) qui sont, par hypothése, centrées
et de variance 1.
Motrons la derniére partie de la proposition. Soit donc g une fonction trois fois dérivable. On a :

[4V5(0) — Ag(0)| < £ [VE [ (++ T2) = ot)] - 307(0)
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Comme E[U] =0et E[U? =1,0na

[AVg(@) ~ Ag(@)] < F@IN[E[g(v+ L) - 9@) - Lo () — Sro"(@)] |
< @INE[|g(v+ %) - 9) - L9'@) - Grg"@)]]

Par l'inégalité de Taylor-Lagrange, on obtient

AN g(z) — Ag(@)] < |£()] 1" lloe =

On peut maintenant justifier Pappellation de "régime diffusif" puisqu’on reconnait dans la formule Ag(z) =
—azg'(z) + 1 f(x)g" (z) le générateur d’une diffusion (X;); qui est solution de I’'EDS :

dXt = —OéXtdt + f(Xt)dBt

En particulier, si on suppose que i%f f >0, alors on sait que les coefficients de 'EDS sont lipschitziens, et donc

qu’il y a unicité du processus (X;);.
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Bilan et Perspectives

Dans ce mémoire, on a étudié la convergence des systémes de processus de Hawkes en interation (71, ..., Zy)
quand leur nombre tend vers l'infini. On a étudié deux cas. Le premier correspond & des interactions de type
champ moyen, dont l'intensité des interactions est en 1/N, dans ce cas, on peut donner les processus limites
Z; sous une forme relativement explicite. Le second correspond & des interactions en 1/ V/N, dans ce cas, on a
seulement la convergence selon les générateurs des processus (X/); qui sont liés aux processus Z; par la formule
E[dZ;(t)] = E [ f(X})dt]. On pourrait essayer de démontrer d’autres types de convergence des processus (X;V),,
comme une convergence selon les semi-groupes en utilisant les résultats de [Bally et al., 2017], voir méme une
convergence plus forte comme dans l’espace de Skorokhod.

Ma contribution dans ce mémoire, au-deld d’organiser et présenter des résultats de différents articles et livres,
a été de justifier la continuité de certaines fonctions dans la partie I111.A pour pouvoir appliquer le lemme [[TT.A73]
(notamment le lemme, ainsi que d’écrire les preuves détaillées de la partie I71.B (notamment d’introduire
le lemme [I11.B.6]).
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