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Introduction
Malgré le (ou peut être à cause du) rôle des précurseurs géniaux allant de
Blaise Pascal à Paul Lévy en France, les probabilités ont mis quelque temps
- euphémisme ! - à y être reconnues comme sous-discipline mathématique à
part entière.
Au cours du dernier demi-siècle (1960-2010), il a fallu que des probabilistes
éminents, à la suite - indirectement - de l'axiomatisation de Kolmogorov
montrent que les (ou : la théorie des) probabilités sont inextricablement liées
à la théorie de l'intégration (au sens le plus large du terme), à la théorie de
potentiel, à l'analyse de Fourier, à l'analyse complexe, au calcul des varia-
tions, à la théorie des nombres... pour qu'elles trouvent en�n droit de cité
dans l'Olympe mathématique. A titre d'exemple, au Congrès International
des Mathématiciens de 2006, à la fois les travaux de K. Itô, et de W. Werner,
se trouvent récompensés au plus haut niveau. Cette tendance a encore été
con�rmée au CIM 2010 à Hyderabad.
Quittons ce niveau pour revenir "à la base". Je voudrais montrer ici, en pré-
sentant une dizaine de mes thèmes de recherche préférés, comment l'étude du
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mouvement brownien est entrelacée avec un certain nombre d'autres ques-
tions mathématiques. J'ai écrit cet article de façon un peu inhabituelle (en
Mathématiques), espérant ainsi rendre sa lecture plus attrayante qu'une tra-
ditionnelle Notice de travaux...

0 Généralités

(0.a) Pourquoi un mathématicien travaille-t-il sur tel ou tel sujet, plutôt que
sur d'autres ? Chacun a sa (ou ses) réponse(s), et je voudrais donner ici les
miennes.

(G1) Pourquoi ça marche ? Etant donné un résultat (R), portant di-
sons sur le mouvement brownien, je souhaite comprendre "ce qui fait que
ça marche", autrement dit, isoler les propriétés du mouvement brownien qui
servent dans la démonstration de (R).
Ceci va permettre de montrer, par exemple, que (R) est encore valable pour
une certaine classe de martingales continues.

(G2)Constructions génériques, appliquées à la trajectoire brownien-
ne. Un processus stochastique, prenons encore le mouvement brownien, n'est
- après tout - que la fonction continue générique (f(t), t ≥ 0) considérée sous
(ou : relativement à) la mesure de WienerW (df) sur C(R+,Rn). Cette mesure
confère à f , presque surement, des propriétés très particulières, lesquelles per-
mettent de considérer "génériquement" certaines constructions d'analyse ou
de géométrie, valables pour une large classe de fonctions f ; on obtient ainsi
une fonctionnelle Q(f), dé�nie W (df) p.s., et souvent - de façon générale
en théorie des probabilités - notée simplement Q. On peut alors naturelle-
ment se poser la question : quelle est la loi de Q sous W ? Par exemple :

Q1(f) =

∫ 1

0

f 2(t)dt, Q2(f) = sup
t≤1
|f(t)|, etc... Quelle est la loi conjointe de

(Q1, Q2) sous W ? Ceci nous amène très naturellement à la généralité sui-
vante.

(G3) Calculs de lois. Le problème de la détermination de la loi d'une fonc-
tionnelle du mouvement brownien m'est posé. Assez rapidement, ce problème
me paraît voisin d'une ou plusieurs autres questions que j'ai déjà traitées.
Toutefois, cela résiste...
Ceci va me fournir une motivation assez forte pour que je m'accroche... Peut-
être, plusieurs mois, voire plusieurs années plus tard, ce problème sera-t-il
résolu... C'est ainsi que je me suis intéressé au problème des options asia-
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tiques.

(0.b) D'autres chercheurs probabilistes, dont les travaux concernent éga-
lement essentiellement le mouvement brownien, sont motivés de façons di�é-
rentes ; citons par exemple :
(G4) Le mouvement brownien comme méthode de preuve.Donner une
démonstration à l'aide du mouvement brownien de théorèmes célèbres en
analyse et/ou géométrie. Ainsi, B. Davis ([0.4]) a obtenu une belle démons-
tration du grand théorème de Picard à l'aide du mouvement brownien plan ;
K. Carne ([0.3]) a su retrouver les théorèmes fondamentaux de la théorie de
Nevanlinna sur les fonctions méromorphes à l'aide du mouvement brownien
plan, et de considérations sur les martingales conformes.
Le succès de ces deux approches peut s'expliquer "globalement" par le fait
que le mouvement brownien plan (Zt, t ≥ 0) est tellement récurrent que la
connaissance de ϕ, fonction méromorphe donnée, "équivaut" à la connais-
sance du processus (ϕ(Zt), t ≥ 0).
De même, en géométrie, des résultats purement géométriques sur certaines
variétésM ont été retrouvés en considérant le mouvement brownien à valeurs
dans ces variétés M ; là encore, on peut dire que, en général, le mouvement
brownien à valeurs dans M va visiter "tous les coins et recoins" de cette
variété, et divulguer ainsi certaines informations sur la géométrie de cette
variété.
Notons que ce point (G4) fait partie d'une "philosophie" plus générale de
démonstrations de résultats mathématiques à l'aide d'une approche probabi-
liste. Voir l'article de Bruss et Heyvaert [0.2] ayant pour titre : La méthode
probabiliste ; voir également le livre de Alon-Erdös-Spencer [0.1].

(G5) Probabilités et Physique. Développer les problématiques étudiées
par certains physiciens à l'aide des techniques d'investigation des probabili-
tés, et en particulier du mouvement brownien. Citons, par exemple, le pro-
gramme de Symanzik (1969) [0.7] de théorie constructive des champs qui
suggérait la connaissance et l'utilisation des points multiples du mouvement
brownien plan, pour construire des champs avec interactions non linéaires.
Ce programme a, immédiatement (c'est-à-dire avec publication dans le livre
de Jost-Symanzik [0.7]) amené S. Varadhan à prouver un profond résultat de
renormalisation d'intégrales doubles du mouvement brownien plan.
Plus récemment, l'étude des exposants de non-intersection pour les "paquets"
de trajectoires browniennes a été développée au départ par certains physi-
ciens (dont B. Duplantier à Saclay) à l'aide d'arguments de gravité quantique
(voir, par exemple, sur un sujet voisin, l'article de Duplantier-She�eld [0.5]),
puis ces études et résultats ont ensuite été repris par des probabilistes (Law-
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ler - Schramm - Werner) à l'aide de l'invariance conforme du mouvement
brownien plan, menant à la découverte et à l'étude des SLE (= Stochastic
(ou : Schramm) - Loewner - Evolution Processes) ; voir, de façon générale,
G. Lawler [0.6] pour une étude de ces processus.

(0.c) Dans cet article, je présente succinctement dix thèmes - correspondant
chacun à une section de l'article - sur lesquels j'ai travaillé, et qui illustrent
les généralités (Gi)i=1,2,3.

A la �n de la discussion de chaque thème, �gurent les références "essen-
tielles" correspondantes.

Liste des thèmes :
� Thème ]1 (→ (G1)) : Représentation de martingales comme intégrales
stochastiques

� Thème ]2 (→ (G1)) : Si on remplace un temps d'arrêt par un temps quel-
conque, la propriété (P ) reste-t-elle satisfaite ?

� Thème ]3 (→ (G1)) : Jusqu'où un processus peut-il ressembler au mouve-
ment brownien, et néanmoins en être di�érent ?

� Thème ]4 (→ (G1)) : Jusqu'où une �ltration peut-elle ressembler à la
�ltration brownienne, et néanmoins en être di�érente ?

� Thème ]5 (→ (G1)) : De l'équation de Tsirel'son au rôle incomplet du
mécanisme d'évolution...

� Thème ]6 (→ (G2)) : Nombres de tours du mouvement brownien plan
� Thème ]7 (→ (G2)) : Mouvement brownien et valeurs principales
� Thème ]8 (→ (G3)) : Sur l'air(e) de Paul Lévy, des fonctionnelles quadra-
tiques du mouvement brownien, et des identités de Ciesielski-Taylor

� Thème ]9 (→ (G2)) : Filtration des ponts browniens, et e�euillage (ou
épluchage) du mouvement Brownien

� Thème ]10 (→ (G3)) : Moyenne arithmétique du mouvement brownien
géométrique ; options asiatiques ; extensions exponentielles des théorèmes
de Lévy et Pitman.

(Note : Remarquons que, pour ces 10 thèmes, 5 relèvent de (G1), 3 de (G2),
et 2 de (G3))

Références pour cette section

[0.1] N. Alon, P. Erdös, J. Spencer. The probabilistic Method. Wiley,
1992.
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[0.2] T.Bruss, M. Heyvaert. La méthode probabiliste. Gazette des Ma-
thématiciens, n◦124, Avril 2010.

[0.3] K. Carne. Brownian motion and Nevanlinna theory. Proc. London
Math. Soc 52, p. 349�368, 1986.

[0.4] B. Davis. Brownian Motion and Analytic Functions. Ann. Prob. 7,
p. 913�932, 1979.

[0.5] B. Duplantier, S. She�eld. Duality and KPZ in Liouville Quantum
Gravity. Arkiv [math-ph]. 2 janv. 2009.

[0.6] G. Lawler. Conformally Invariant Processes in the Plane. Math.
Surveys and Monographs, vol. 114, AMS, 2005.

[0.7] K. Symanzik. Euclidean Quantum Field Theory. In : Local Quantum
theory, R. Jost (ed.), Academic Press, 1969.

1 Thème ]1 (→ (G1)) : Représentation de mar-

tingales comme intégrales stochastiques

(1.a) C'est un résultat classique - et important - dû à Itô que toute martingale
(Mt) par rapport à la �ltration naturelle (Ft) du mouvement brownien (Bt)
peut se représenter comme :

Mt = c+

∫ t

0

msdBs

où (ms, s ≥ 0) est un processus (Fs) prévisible. Une démonstration "stan-
dard" de ce résultat consiste à obtenir la représentation comme intégrale
stochastique pour les martingales exponentielles :

Eft = exp

(∫ t

0

f(s)dBs −
1

2

∫ t

0

f 2(s)ds

)
,

pour f ∈ L2
loc(R+; ds). On obtient grâce à la formule d'Itô :

Eft = 1 +

∫ t

0

Efs f(s)dBs .

Ensuite, on utilise un argument de densité de l'espace vectoriel engendré par
ces martingales.

(1.b) C'est ensuite Dellacherie [1.1] qui remarque que la loiW - la mesure de
Wiener - est extrêmale parmi les lois de martingales, et que cette propriété
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permet de démontrer la propriété de représentation des martingales brow-
niennes. Dellacherie indique également que son argument vaut aussi pour la
loi du processus de Poisson recentré (on dit souvent : compensé).

(1.c) Ensuite, Ch. Yoeurp, J. Jacod ([1.3], [1.4]) et moi-même (Thèse ; 1976)
apportons chacun des résultats partiels à cette question, pour, �nalement,
aboutir au résultat suivant.

Théorème 1.1. (Jacod-Yor [1.5]) : Soit M l'ensemble des lois de martin-
gales sur l'espace canonique des fonctions càdlàg ; autrement dit, P ∈M si,
et seulement si, le processus des coordonnées (Xt) est une martingale sous P ,
pour la �ltration naturelle de X, que nous notons (Xt). Alors, P (∈ M) est
un point extrêmal deM si, et seulement si, toute (P, (Xt)) martingale (Mt)
peut s'écrire sous la forme :

Mt = c+

∫ t

0

msdXs ,

où (ms) est un processus (Xs) prévisible.

L'argument clé est le fait que l'espace dual de H1(P ) soit BMO(P ), et que
toute martingale de BMO(P ) soit localement bornée.

(1.d) Une approche sans �ltration

Il me semble me souvenir, qu'après avoir raconté le théorème 1.1 à G. Mo-
kobodzki, il m'avait signalé que le théorème suivant, qu'il attribuait à R.
Douglas [1.2] lui semblait apparenté à ce théorème 1.1.

Théorème 1.2. Soit (fi; i ∈ I) une famille de fonctions mesurables dé�nies
sur un espace (X,X ), et (ci; i ∈ I) une famille de nombres réels. On considère
la familleM(fi)i∈I ,(ci)i∈I de toutes les probabilités P qui font de chaque fi une
variable P -intégrable d'intégrale ci. Alors, un élément P ∈ M(fi)i∈I ,(ci)i∈I est
un point extrémal de cet ensemble si, et seulement si l'ensemble (fi)i∈I , auquel
on adjoint la fonction 1 est total dans L1(X,X , P ).

En fait, bien avant Douglas, ce théorème avait déjà été obtenu par Naïmark
[1.6]. Là encore, le point clé est que le dual de L1(P ) est L∞(P ).
On peut réduire la démonstration du théorème 1.1 à celle du théorème 1.2
en prenant pour fi dans le cadre du théorème 1.1 les variables :

1Γs(Xt −Xs)
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pour Γs ∈ Fs, et s < t, et ci = 0.
G. Mokobodzki m'a ensuite aidé à montrer comment passer d'une conver-
gence dans L1 pour une suite à une convergence dans H1 pour une sous-suite,
ce qui m'a permis de donner en [1.7] une autre démonstration du Théorème
1.1 ci-dessus.

Références pour cette section

[1.1] C. Dellacherie. Intégrales stochastiques par rapport aux processus
de Wiener et de Poisson. Sém. Prob. VIII, LNM 381, Springer, 1974.

[1.2] R. Douglas. On extremal measures and subspace density. Michigan
Math. J. 11, p. 243�246, 1964, II Proc. Amer. Math. Soc. 17, p. 1363�
1365, 1966.

[1.3] J. Jacod. Calcul stochastique et problèmes de martingales. LNM vol.
714, Springer, 1979.

[1.4] J. Jacod. A general theorem of representation for martingales. Pro-
ceedings AMS in honor of J. Doob, 1976.

[1.5] J. Jacod, M. Yor. Etude des solutions extrêmales et représentation
intégrale des solutions pour certains problèmes de martingales. Z.für
Wahr. 38, p. 83�125, 1977.

[1.6] M.A. Naïmark. Extremal spectral functions of a symmetric operator.
Bull. Acad. Sci. URSS, Sém. Math. 11, p. 327�344, 1947.

[1.7] M. Yor. Sous-espaces denses dans L1 ou H1 et représentation des
martingales. Sem. Prob. XII, LNM 649, p. 265�309, Springer, 1978.

2 Thème ]2 (→ (G1)) : Si on remplace un temps

d'arrêt par un temps quelconque, la propriété

(P ) reste-t-elle satisfaite ?

(2.a) Je donne tout d'abord deux exemples de propriété (P ) pour lesquelles
je me suis posé la question ci-dessus :
(P1) D'après Burkholder-Davis-Gundy, pour tout p > 0, il existe deux
constantes universelles 0 < cp < Cp <∞ telles que : pour tout temps d'arrêt
T de la �ltration naturelle de (Bt) (plus généralement, de toute �ltration
(Ft) pour laquelle (Bt) est un (Ft) mouvement brownien) on ait :

cpE[(T )p/2] ≤ E

(
sup
s≤T
|Bs|p

)
≤ CpE[(T )p/2]
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(P2) Si l'on arrête le (Ft)-mouvement brownien (Bt) en un temps d'arrêt T
de la �ltration (Ft), alors (Bt∧T )t≥0 reste une martingale.

Remarque importante : la représentation de Dubbins-Schwarz de toute mar-
tingale locale continue (Mt, t ≥ 0) comme : (B<M>t , t ≥ 0), avec B mouve-
ment brownien, permet de formuler (P1) de façon apparemment plus géné-
rale, T étant maintenant remplacée par < M >∞ et supt≤T |Bt| par sup |Mt| ;
de même pour (P2), remplacer (Bt∧T ) par (Mt∧S) pour tout taS.

(2.b) Que deviennent (P1) et (P2) lorsque l'on remplace T par un temps
quelconque L, c'est-à-dire une variable aléatoire positive, mesurable seule-
ment par rapport à F∞ ?

(2.b.1) On peut montrer, en toute généralité, que (Bt∧L)t≥0 reste une semi-
martingale dans la plus petite �ltration, souvent notée (FLt )t≥0, qui contienne
(Ft)t≥0, et fasse de L un temps d'arrêt.
Par contre, (Bt, t ≥ 0) n'est pas en général une (FLt ) semimartingale. Pour
qu'il en soit ainsi, il est su�sant que L soit la �n d'un ensemble prévisible Γ,
i.e :

L = sup{t ≥ 0 : (t, ω) ∈ Γ}

(2.b.2) On peut exprimer la décomposition canonique de (Bt∧L)t≥0 dans la
�ltration (FLt )t≥0 (cf : Récapitulatif de [2.4]).

Si ZL
t

def
= P (L > t|Ft) ( : version continue à droite), et (ML

t ) désigne l'unique
martingale de BMO((Ft)) telle que :

E[XL] = E[X∞M
L
∞] ,

pour toute martingale bornée X, alors, si (Yt, t ≥ 0) est une (Ft) martingale
locale,

Yt∧L −
∫ t∧L

0

d < Y,ML >s

ZL
s−

est une (FLt ) martingale locale.

(2.b.3) Dans le cas particulier où L est la �n d'un ensemble (Ft) prévisible
Γ, on peut exprimer la décomposition de (Bt) comme semimartingale dans
(FLt ) : précisément, si l'on pose (à nouveau) :

Zt ≡ ZL
t = P (L > t|Ft) ,
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on a :

Bt = βt +

∫ t∧L

0

d < B,Z >s

Zs
+

∫ t

L

d < B, 1− Z >s

1− Zs
où (βt, t ≥ 0) est un (FLt ) mouvement brownien.

(2.b.4) A l'aide de la décomposition de (Bt∧L) présentée en (2.b.2), on peut
maintenant préciser comment (P1) peut être modi�ée.
Si L est un temps aléatoire, on lui associe, comme ci-dessus :

Zt ≡ ZL
t = P (L > t|Ft) (version continue à droite)

et la quantité IL = infs<L Zs, qui véri�e :

pour tout b ∈]0, 1[ , P (IL < b) ≤ P (U ≤ b) ≡ b , (2.1)

avec égalité lorsque P (L = T ) = 0 , pour tout (Ft) temps d'arrêt T.

U désigne une variable uniforme sur [0, 1] .

Alors, les inégalités de BDG (que je considère ici seulement pour p = 1, pour
simpli�er la présentation) peuvent être étendues comme suit :

E[sup
t≤L
|Bt|] ≤

(1)
CE

[
√
L

(
1 + log

1

IL

)1/2
]

≤
(2)
C||
√
L||φ||

(
1 + log

1

U

)1/2

||ψ

et

E[
√
L] ≤

(3)
CE

[
(sup
t≤L
|Bt|)

(
1 + log

1

IL

)1/2
]

≤
(4)
C|| sup

t≤L
|Bt|||φ||

(
1 + log

1

U

)1/2

||ψ

Dans les inégalités ci-dessus, C désigne une constante universelle, qui varie de
ligne en ligne. Remarquons que les inégalités (1) et (3), lorsque L est un (Ft)
temps d'arrêt sont précisément les inégalités de BDG pour p = 1, puisque
alors : IL ≡ 1, et donc : log(1/IL) = 0.
Les inégalités (2) et (4), dans lesquelles �gurent un couple de fonctions de
Young conjuguées (φ, ψ) sont obtenues, à partir de (1) et (3) par applica-
tion de l'inégalité de Hölder généralisée, et de la domination stochastique de
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(1/IL) par 1/U , énoncée ci-dessus en (2.1).

(2.b.5) Soulignons quelques conséquences des résultats précédents :
• on peut remplacer le mouvement brownien (Bt, t ≥ 0) par toute martingale
locale (Mt, t ≥ 0), et

√
t par

√
< M >t grâce à la représentation de Dubins-

Schwarz : Mt = B<M>t , t ≥ 0.
• bien que les inégalités de BDG, valables pour toute martingale locale conti-
nue arrêtée en un temps d'arrêt T , ne s'étendent pas (tout au moins, de façon
"immédiate") lorsque T est remplacé par un temps quelconque L, une telle
extension est "presque" valable, au sens où, pour tout p > 0, et tout ε > 0,
il existe une constante Cp,ε telle que :

|| sup
t≤L
|Mt| ||p ≤ Cp,ε||

√
< M >L||p+ε (2.2)

ainsi que :

||
√
< M >L||p ≤ Cp,ε|| sup

t≤L
|Mt| ||p+ε (2.3)

Ces inégalités découlent aisément des (variantes des) inégalités (2) et (4)
présentées en (2.b.4), et appliquées avec des fonctions puissance ψ.
En [2.2], et [2.1], Bismut et Yor, puis Barlow, Jacka et Yor, montrent qu'il
n'est pas nécessaire d'utiliser des arguments de grossissement de �ltration
pour obtenir (2.2) et (2.3), mais, que l'on peut, peut être de façon plus
directe, appliquer le critère de Kolmogorov "bien compris", ou de façon plus
ra�née, les inégalités de Garsia-Rodemich-Rumsey. Voir Stroock-Varadhan
[2.6] pour l'exposé de ces inégalités, et de certaines de leurs conséquences.

Références pour cette section

[2.1] M. Barlow, S. Jacka et M. Yor. Inequalities for a pair of processes
stopped at a random time. Proc. London Math. Soc. 52, p. 142�172,
1986.

[2.2] J.M. Bismut et M. Yor. An inequality for processes which satisfy
Kolmogorov's continuity criterion. Application to continuous martin-
gales. Journal of Funct. Anal., vol. 51, n◦2, p. 166�173, Avril 1983.

[2.3] T. Jeulin. Semi-martingales et grossissement d'une �ltration. LNM
833, Springer, 1980.

[2.4] T. Jeulin et M. Yor. (éditeurs) Grossissement de �ltrations :
exemples et applications LNM 1118, Springer, 1985.
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[2.5] R. Mansuy et M. Yor. Random Times and (Enlargement of) Fil-
trations in a Brownian setting. LNM 1873, Springer, 2006.

[2.6] D. Stroock et S. Varadhan. Multidimensional di�usion processes.
Springer, 1979.

3 Thème ]3 (→ (G1)) : Jusqu'où un processus

peut-il ressembler au mouvement brownien,

et néanmoins en être di�érent ?

(3.a) De façon assez étonnante ( ?), on peut aller très loin dans la construc-
tion d'avatars du mouvement brownien, qui lui soient néanmoins di�érents.
Je vais en donner plusieurs exemples.

(3.b) H. Föllmer, C.T. Wu et moi-même avons montré en [3.3] que, pour
n'importe quel entier k ∈ N, il existe une loi (en fait, une in�nité de lois)
de probabilité W̃ sur C([0, 1];R), équivalente à la mesure de Wiener W telle
que sous W̃ , le processus canonique (Xt, t ≤ 1) ait mêmes marginales de rang
k que sous W ; c'est-à-dire, pour tous 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tk ≤ 1, la loi de
(Xt1 , ..., Xtk) sous W̃ est la même que celle du vecteur (Bt1 , ..., Btk) relatif au
mouvement brownien B. Le travail [3.3] répondait à la question de Stoyanov
[3.6] (p. 316), qui posait la question pour k = 4.

(3.c) Puisque W̃ est équivalente à W , le processus (Xt, t ≤ 1) n'est pas
une martingale sous W̃ . On peut néanmoins se poser la question suivante :
existe-t-il une martingale continue qui admette les marginales de rang 1 du
mouvement brownien ? La réponse est : Oui, ainsi que cela a été démontré
par Albin [3.1] récemment, en s'appuyant sur la formule de duplication de
la fonction Γ, qui mène à certaines factorisations d'une variable gaussienne,

i.e : N
(loi)
= X1X2Y , avec X1, X2 iid, et Y indépendante de (X1, X2).

Voir également Baker, Donati-Martin, Yor [3.2] qui utilisent la formule de
multiplication de la fonction Γ, et développent ainsi la méthode de Albin en

exploitant : N
(loi)
= X1...Xn+1Yn, avec X1, ..., Xn+1, iid, indépendantes de Yn.

Il existe aussi des martingales discontinues qui admettent les marginales de
rang 1 du mouvement brownien. Voir, par exemple, Madan-Yor [3.5].

(3.d) Plus généralement (que dans la dernière phrase ci-dessus), si un pro-
cessus (πt, t ≥ 0) admet les mêmes marginales de rang 1 qu'une martingale,
alors : (πt, t ≥ 0) est croissant pour l'ordre convexe. La réciproque est égale-
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ment vraie et est dûe à H. Kellerer [3.4], à la suite des travaux de Strassen,
Doob, Meyer...
Une étude systématique de ces processus (πt, t ≥ 0), et des martingales asso-
ciées est faite en [3.7] ; cette étude montre - essentiellement à l'aide d'exemples
- combien la connaissance des marginales de rang 1 d'un processus renseigne
peu sur la loi "complète" de ce processus.
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4 Thème ]4 (→ (G1)) : Jusqu'où une �ltration

peut-elle ressembler à la �ltration brownienne,

et néanmoins en être di�érente ?

(4.a) L'école probabiliste de Strasbourg a mis l'accent, de façon extrêmement
appuyée, sur les propriétés de la �ltration, ou des �ltrations, de référence,
avec lesquelles on travaille dans un contexte donné. Ainsi, à un processus
(Ys, s ≥ 0) donné (par sa loi, par exemple), on associe sa �ltration naturelle
(Ys, s ≥ 0) ; il s'agit là d'un invariant assez simple : deux processus (Ys, s ≥ 0)
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et (Zs, s ≥ 0) peuvent être assez di�érents et néanmoins avoir même �ltra-
tion naturelle...

(4.b) Pour un chercheur en Probabilités qui travaille essentiellement sur le
mouvement brownien, la question suivante se pose alors, de façon naturelle :
si (Fs, s ≥ 0) est une �ltration donnée sur un espace de probabilité, est-elle
la �ltration naturelle d'un mouvement brownien ? On dira alors que cette
�ltration est une �ltration brownienne forte (FBF).

(4.c) Filtration brownienne faible (FBf)
On dira qu'une �ltration (Ft) sur un espace de probabilité est une FBf s'il
existe un (Ft) mouvement brownien (βt, t ≥ 0) tel que toute (Ft) martingale
(Mt, t ≥ 0) puisse s'écrire comme :

Mt = c+

∫ t

0

msdβs , t ≥ 0

où (ms, s ≥ 0) est un certain processus (Fs) prévisible.
Bien sûr, on ne demande pas que la �ltration naturelle de β soit égale à (Ft),
auquel cas (Ft) serait une FBF.

(4.d) Quelques exemples de (FBf)

(4.d.1) La �ltration naturelle du processus des coordonnées sur l'espace ca-
nonique C(R+,R), sous toute probabilité Q (localement) équivalente à la
mesure de Wiener W . Pour la preuve détaillée de ce résultat, voir [4.7] dans
ce volume.

(4.d.2) La �ltration (Bτt)t≥0, obtenue par changement de temps (τt, t ≥ 0),
continu, strictement croissant, bijectif de R+ sur lui-même, à partir de la
�ltration brownienne (Bu, u ≥ 0).

(4.d.3) La �ltration naturelle de l'araignée brownienne (At, t ≥ 0) à N
branches, c'est-à-dire un processus qui évolue sur l'union de N 1/2-droites
concourantes en un point 0, qui se comporte comme un mouvement brownien
sur chaque branche hors de 0, et qui choisit sa branche avec, disons, proba-
bilité (1/N) lorsqu'elle arrive en 0 (plus généralement, ce choix des branches
peut être fait avec la probabilité (p1, ..., pN) sur {1, 2, ..., N}). Cette descrip-
tion, dûe à J. Walsh [4.6], est très informelle, mais peut-être rendue tout à
fait rigoureuse (cf. Barlow-Pitman-Yor [4.2]).
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(4.e) B. Tsirel'son [4.5] a établi que pour tout N ≥ 3, la �ltration (At, t ≥ 0)
de l'araignée brownienne à N branches est faible, et n'est pas forte. Ce ré-
sultat avait été conjecturé - mais pas établi ! - en [4.2].

(4.f) On peut - a posteriori - comprendre assez simplement pourquoi, pour
N ≥ 3, cette �ltration (At)t≥0 est faible, et pas forte : en e�et, une conjecture
de M. Barlow rappelée en [4.2], bien avant la publication [4.5] de Tsirel'son,
était que si (Ft) est une FBF , et si L est la �n d'un ensemble (Ft) prévisible,
alors FL+ le futur immédiat jusqu'en (ou juste après) L, ne peut di�érer du
passé strict FL− , avant L, que par l'adjonction d'un ensemble, au plus. Or,
pour (ANt ), avec N ≥ 3, et L ≡ g = sup{s ≤ 1;As = 0}, il faut adjoindre à
(ANg−) les ensembles : {A1 ∈ I1}, {A1 ∈ I2}, {A1 ∈ In−1} pour obtenir (ANg+).
D'autre part, les arguments développés par Tsirel'son en [4.5], convenable-
ment simpli�és et généralisés en [4.1] établissent la validité de la conjecture
de Barlow. En conséquence, pour N ≥ 3, (ANt ) est une FBf .
Par ailleurs, les auteurs de [4.3] ont montré qu'il existe une in�nité de lois de
probabilité Q, équivalentes à W , telles que sous Q, la �ltration naturelle du
processus des coordonnées est faible, et pas forte.
De même, il a été montré en [4.4] qu'il existe une in�nité de changements de
temps (τt) tels que ceux décrits en (4.d.2) pour lesquels (Bτt) est faible, et
pas forte.

(4.g) D'autres exemples de �ltrations browniennes faibles, et pas fortes.
Les auteurs de [4.3]...

De même, ...

Références pour cette section

[4.1] M. Barlow, M. Emery, F. Knight, S. Song et M. Yor. Au-
tour d'un théorème de Tsirelson sur des �ltrations browniennes et non
browniennes. Sém. Prob. XXXII, p. 264�305, LNM 1686, Springer,
1998.

[4.2] M. Barlow, J. Pitman et M. Yor. On Walsh's Brownian motions.
Sém. Prob. XXIII, LNM 1372, Springer, 1989.

[4.3] L. Dubins, J. Feldman, M. Smorodinsky et B. Tsirelson. De-
creasing sequences of σ-�elds and a measure change for Brownian mo-
tion. Ann. Probab. 24, no. 2, p. 882�904, 1996.

14



[4.4] M. Emery et W. Schachermayer. Brownian �ltrations are not
stable under equivalent time-changes. Sém. Prob. XXXIII, p. 267�276,
Lecture Notes in Math., 1709, Springer, 1999.

[4.5] B. Tsirel'son. Triple points : from non-Brownian �ltrations to har-
monic measures. Geom-Funct. Ana. (GAFA), Birkhäuser, Boston, p.
117�135, 1997.

[4.6] J.B. Walsh. A di�usion with a discontinuous local time. Astérisque
52-53. Temps locaux, p. 37�45, 1978.

[4.7] M. Yor. On weak and strong Brownian �ltrations : de�nitions and
examples. Dans ce volume.

5 Thème ]5 (→ (G1)) : De l'équation de Tsi-

rel'son au rôle incomplet du mécanisme d'évo-

lution...

(On pourrait ajouter comme sous-titre - à ne pas prendre trop au sérieux ! -
à ce thème : Du processus "bang bang" au Big Bang...)
Parmi les thèmes sur lesquels j'ai travaillé, c'est - avec l'étude des nombres de
tours du mouvement brownien plan - celui qui me fascine le plus. A chaque
fois que j'y ré�échis à nouveau, je trouve toujours les résultats clés aussi
paradoxaux, et ouvrant la voie à des ré�exions philosophiques. En e�et, ce
thème révèle des propriétés extrêmement surprenantes ("mind-boggling" a
écrit D. Williams !) Voici ce dont il s'agit.

(5.a) L'équation de Tsirels'on
L'un des objectifs d'Itô, en construisant l'intégrale stochastique, disons, pour
simpli�er, d'un processus prévisible (Hs) par rapport à un mouvement Brow-
nien (Bs) :∫ t

0

HsdBs, t ≥ 0 , lorsque : pour tout t <∞
∫ t

0

H2
sds <∞, Pp.s.,

était de développer l'étude des équations di�érentielles stochastiques :

Xt = x+

∫ t

0

σ(Xs)dBs +

∫ t

0

b(Xs)ds. (5.1)

En e�et, Itô a montré :
� d'une part, que l'argument du point �xe de Picard pour les équations di�é-
rentielles ordinaires à coe�cients lipschitziens s'applique, mutatis mutandis
lorsque σ et b sont lipschitziens ;
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� d'autre part, et en conséquence, que (5.1) permet de construire un proces-
sus de di�usion de coe�cients σ et b, sous cette condition de Lipschitz.
Il a fallu attendre les années 70 pour s'apercevoir que la présence du mouve-
ment brownien en (5.1) permettait d'obtenir existence et unicité des solu-
tions, lorsque, par exemple, σ ≡ 1, et b est seulement borélienne bornée. Ce
résultat est dû à Zvonkin (1974) ; par exemple, lorsque b(x) = −λ sgn(x),
avec λ > 0, on obtient ainsi le processus dit "bang-bang" de paramètre λ,
rappelé vers l'origine dès qu'il s'en éloigne.

De plus, même dans cette situation "irrégulière", le processus solution de :

Xt = x+Bt +

∫ t

0

b(Xs)ds (5.2)

est obtenu de façon mesurable et adaptée comme fonction de B, (on dit que
(Xt) est solution forte) au sens où :

Xt = Fx(Bs; s ≤ t) , t ≥ 0

avec (Fx) famille mesurable en x de fonctionnelles dé�nies sur C([0, t];R).
La question a ensuite été posée, par A. Shyriaev, de savoir si cette propriété
de solution forte demeurait vraie lorsque en (5.2), la fonction b(x), ou plutôt
le processus b(Xs), est remplacé, en toute généralité, par une fonctionnelle
bornée

β(Xu;u ≤ s)

Très rapidement, B. Tsirel'son a apporté un contre-exemple avec la fonction-
nelle :

β(Xu;u ≤ s) = T (Xu;u ≤ s)

=
∑
k∈−N

{
Xtk −Xtk−1

tk − tk−1

}
1]tk,tk+1](s) (5.3)

où tk ↓ 0 lorsque k ↓ −∞.
Le théorème 5.1 ci-dessous exprime précisément que X ne peut être construit
en fonction de B seulement.
Ce résultat m'ayant extrêmement intrigué, j'ai cherché à comprendre quelles
propriétés du mouvement brownien étaient réellement en jeu. En fait, rela-
tivement peu ! On se rend vite compte que pour comprendre l'équation de
Tsirel'son :

Xt = Bt +

∫ t

0

T (Xu;u ≤ s)ds (5.4)
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il su�t d'en comprendre son squelette discret :

Xtk+1
−Xtk

tk+1 − tk
=
Btk+1

−Btk

(tk+1 − tk)
+

{
Xtk −Xtk−1

tk − tk−1

}
, (5.5)

et il est donc naturel d'étudier les propriétés de l'équation :

ηk+1 = ξk+1 + {ηk} , k ∈ −N (5.6)

où les variables (ξk)k∈−N sont indépendantes, et de loi donnée pour tout k
(pas nécessairement la même loi). Les propriétés de cette équation, indexée
par −N, sont décrites dans le théorème 5.2.

(5.b) Énoncés des théorèmes 5.1 et 5.2.

Théorème 5.1. L'équation (5.4) jouit de l'unicité en loi. De plus, pour

tous s < t, la variable

{
Xt −Xs

t− s

}
est uniformément distribuée sur [0, 1[, et

indépendante du mouvement brownien directeur B.

Remarques : 1) Une conséquence simple (et amusante...) du théorème 5.1
est que le processus X̂t = E(Xt|B) où B désigne la tribu globale engendrée
par le mouvement brownien B satisfait :

X̂t = Bt + (t/2) ,

en tout cas pour tout t ≤ t0.
2) En relation avec les discussions du Thème 4, la �ltration naturelle de
l'unique solution - en loi - de (5.4), bien que di�érente de celle de B (elle
contient strictement la �ltration naturelle de B), est néanmoins une FBF
ainsi que ceci a été démontré par Emery et Schachermayer.

Pour présenter les di�érents cas possibles concernant l'équation (5.6), il nous
faut introduire les notations et préliminaires suivants.
Notons µk la loi de ξk, pour k ∈ −N, et µ = (µk)k∈−N. Introduisons le sous
ensemble de Z :

Zµ =
{
p ∈ Z ; il existe k tel que : Πj≤k

∣∣∣∣∫ exp(2iπpx)µj(dx)

∣∣∣∣ > 0
}

D'après [5.7], Zµ est un sous groupe de Z, et il existe donc un unique entier
pµ ≥ 0 tel que : Zµ = pµZ.
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Théorème 5.2. Selon la valeur de pµ, les propriétés suivantes ont lieu :
1) pµ = 0. L'équation (5.6) jouit de l'unicité en loi ; de plus, Fη−∞ est triviale ;

pour tout k, {ηk} est uniforme sur [0,1] et indépendante de F ξk ; pour tout k,
F ξk = σ({ηk}) ∨ F ξk .
2) pµ = 1. L'équation (5.6) admet une solution forte pour laquelle Fη−∞ est

triviale. en toute généralité, dans ce second cas, Fηk = Fη−∞ ∨ F
ξ
k , pour tout

k ∈ −N.
3) pµ ≥ 2. L'équation (5.6) n'admet pas de solution forte, et ne jouit pas de
l'unicité en loi.

(5.c) Développements du thème, relations avec le thème 4.
D'après le Théorème 5.1, l'équation (5.4) jouit de l'unicité en loi, mais la �l-
tration naturelle de B est strictement contenue dans celle de X. En utilisant
la terminologie du Thème 4, la �ltration de X est une �ltration brownienne
faible (FBf).
Toutefois, Emery et Schachermayer [5.2] ont montré que c'est une FBF : il
existe un mouvement brownien B̃ qui engendre précisément la �ltration deX.

(5.d) Résolution et discussion des équations (5.4) et (5.6)

(5.d.1) Résolvons tout d'abord l'équation (5.4), en commençant par (5.5).
Posons :

Nk =

{
Xtk −Xtk−1

tk − tk−1

}
et ξk =

Btk −Btk−1

tk − tk−1

.

On voit, d'après (5.5), que l'on a :

exp(2iπNk+1) = exp(2iπξk+1) exp(2iπNk) (5.7)

qui est une équation (de récurrence) sur le tore.
Il n'est pas di�cile de montrer que : pour tout p ∈ Z�{0},

E[exp(2iπpNk)] = 0 ,

puis de renforcer ce résultat en :

E[exp(2iπpNk)|B] = 0 , (5.8)

où B désigne la tribu (globale) engendrée par le mouvement brownien. Ainsi,
d'après (5.8),Nk est uniformément distribuée sur [0, 1], et indépendante de B.

(5.d.2) Discutons maintenant de l'équation (5.6), ce qui revient à démontrer
le Théorème 5.2. Pour cela (voir [5.7] pour les détails), on reprend avec soin
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l'équation de récurrence (5.5), puis selon les valeurs de pµ, on parvient sans
trop de di�cultés à la discussion en 3 points (=trichotomie) du Théorème 5.2.

(5.e) Etude sur un groupe compact
En un sens, l'équation (5.6) - qui représente la "squelette" de l'équation de
Tsirel'son (5.4) - est une équation "hybride", avec des variables prenant leurs
valeurs sur R ou sur le tore... On s'est ramené en (5.7) à une équation sur le
tore, ce qui a permis �nalement de résoudre l'équation hybride (5.6).
Cette remarque a amené à considérer de façon générale l'équation :

ηk+1 = ξk+1ηk , k ∈ −N , (5.9)

sur un groupe compact G, où la suite (ξk)k∈−N représentant l'évolution est
constituée de variables indépendantes de lois µk données.
Une discussion complète de (5.9) a été faite en [5.2] et [5.1] ; indiquons par
exemple que toute solution de (5.9) peut être obtenue à partir d'une solution
extrêmale (η

(0)
k )k∈−N (parmi l'ensemble des solutions - en loi - de (5.9) de la

façon suivante :

(ηk)k
(loi)
= (η0

kV )k ,

où V est une variable à valeurs dans G, indépendante de (η0
k).

(5.f) Quelques ré�exions mathématico-philosophiques...

Le mouvement brownien (et son action), plus généralement le bruit blanc
(ξk)k∈−N représentent l'action de l'Etre suprème (ou de l'évolution... utilisez
le terme que vous préférez...). Pour connaître l'état du monde aujourd'hui, en
l'instant k, j'ai accès à l'état du monde dans le passé, c'est-à-dire jusqu'en :
k − nk, nk augmentant avec k, au fur et à mesure des techniques modernes
d'investigation, et aussi comment l'évolution a transformé cet état, en les
instants k − nk + 1, k − nk + 2, ..., k − 1, pour parvenir jusqu'à l'instant k
aujourd'hui.
Nous avons pu déterminer tous les cas possibles - c'est l'objet du Théorème
5.2 - selon des critères portant sur le bruit blanc (ξk)k∈−N. Néanmoins, cette
discussion exhaustive me laisse toujours dans l'expectative, car je ne sais pas
lequel de ces critères est véri�é... Dit d'une autre façon : les règles de l'évo-
lution aujourd'hui, en l'instant k, ne me sont connues qu'entre les instants
(k−nk) et k. Je ne puis donc inférer (au mieux !) que les lois de ξk−nk , ξk−nk+1

,
..., ξk, et je ne sais donc pas lequel des critères sur la suite (ξj) est satisfait.
Cette discussion mathématique dans laquelle on essaie de modéliser "toute

19



l'histoire" (à prendre avec une pincée de modestie !) me semble embléma-
tique : les mathématiques permettent de décrire tous les possibles, mais le
mystère des origines reste entier !

(5.g) Encore de nouvelles études et extensions
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6 Thème ]6 (→ (G2)) : Nombres de tours du

mouvement brownien plan

(6.a) Le mouvement brownien plan (Zt, t ≥ 0), issu de z0 6= 0, ne visite
presque sûrement pas le point 0. (On peut bien sûr changer le couple (z0, 0)
en (a, b), avec a 6= b). Ce résultat (de polarité des points pour Z) est dû à Paul
Lévy, qui, plus généralement, a établi l'invariance conforme du mouvement
brownien plan (vers 1943) ; de façon précise, si f : C→ C est holomorphe, et
non constante, il existe alors un second mouvement brownien plan (Ẑs, s ≥ 0)
tel que :
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f(Zt) = Ẑ∫ t

0

du|f ′(Zu)|2
, t ≥ 0. (6.1)

Prenons par exemple f(z) = exp(z) ; alors, la formule (6.1) devient, en écri-
vant Xt = Re(Zt) :

exp(Zt) = Ẑ∫ t

0

du exp(2Xu)
. (6.2)

Ainsi, le mouvement brownien plan (Ẑh, h ≥ 0), issu de ẑ = exp(z0) ne visite
presque sûrement pas le point 0, puisque Ẑ peut s'écrire, à un changement
de temps près sous forme exponentielle : le membre de gauche de (6.2).
Cette démonstration lumineuse de la polarité des points pour le mouvement
brownien plan a été donnée par B. Davis [6.7], qui, dans le même article
donne une démonstration à l'aide du mouvement brownien plan du "grand
théorème de Picard" : f(C), l'image de C par f : C → C, fonction entière,
est C tout entier, privé d'un point au plus.
Depuis lors, on ne compte plus les applications de la propriété d'invariance
conforme du mouvement brownien plan, soit pour établir des propriétés du
mouvement brownien plan lui-même, ou de processus qui s'y rattachent (par
exemple : les célèbres processus SLE), soit pour donner des démonstrations
browniennes de théorèmes portant sur les fonctions méromorphes (exemple :
les théorèmes de Nevanlinna, revisités par K. Carne [6.6], et d'autres auteurs :
Atsuji [6.1],[6.2], Gruet [6.10]).

(6.b) Venons-en maintenant plus précisément au sujet de ce thème : l'étude
(en fait asymptotique, lorsque t → ∞) des nombres de tours de (Zu, u ≤ t)
lorsque Z0 = z0 autour d'un nombre �ni de points (z1, ..., zn) avec zi 6= zj, 0 ≤
i < j ≤ n. On note (θzit , t ≥ 0) une détermination continue du nombre de
tours de (Zu, u ≤ t) lorsque t varie, autour de zi(1 ≤ i ≤ n).
Cette étude commence en 1958 avec 2 résultats apparemment très di�érents :
a) F. Spitzer [6.23] montre que :

2

log t
θzit

loi−→
t→∞
Ci

où Ci est une variable de Cauchy standard.
b) Harris et Robbins [6.11] montrent que, si f : C→ R est bornée, à support
compact (pour simpli�er), alors :

1

log t

∫ t

0

dsf(Zs)
loi−→
t→∞

(
f

2π

)
E
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où E désigne une variable exponentielle, d'espérance 1, et f =

∫
dxdyf(z).

En fait, ces 2 résultats peuvent être présentés conjointement, ainsi que la
convergence en loi de

2

log t
(θz1t , ..., θ

zn
t )

lorsque t→∞.
Pour ne pas présenter trop rapidement un résultat très global, commençons
par une étude asymptotique avec "un point de base" ; cf, Messulan-Yor [6.18].

Théorème 6.1. La convergence en loi tridimensionnelle suivante a lieu :

2

log t

(
θr,−t , θr,+t ,

∫ t

0

dsf(Zs)

)
(loi)−→
t→∞

(∫ σ

0

dγs1(βs≤0),

∫ σ

0

dγs1(βs≥0),
f

2π
`σ

)
où :

θr,−t =

∫ t

0

dθs1|Zs|≤r, θr,+t =

∫ t

0

dθs1|Zs|≥r,

f : C→ R est intégrable par rapport à la mesure de Lebesgue, β et γ sont deux
mouvements browniens réels indépendants issus de 0, σ = inf{t : βt = 1}, et
`σ est le temps local au niveau 0, pour β, jusqu'au temps σ.

Commentaires : a) Il est remarquable que la loi limite de
1

log t
θr,±t , t→∞,

ne dépende pas de r. Cette non-dépendance peut-être expliquée par le fait
que : pour 0 < r < R <∞, l'angle "intermédiaire" :

1√
log t

∫ t

0

dθs1(r≤|Zs|≤R)

converge en loi vers une variable W r,R non triviale
En conséquence :

1

log t

∫ t

0

dθs1(r≤|Zs|≤R)
(P)→ 0

b) Le résultat concernant la 3ème composante dans la convergence en loi du
Théorème 6.1 est bien en accord avec le résultat de Harris-Robbins énoncé
ci-dessus, car : `σ

(loi)
= 2E .

(6.c) Ce théorème 6.1 est très loin de présenter une vision globale des ré-
sultats asymptotiques portant sur les fonctionnelles du mouvement brownien
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plan. Il présente, "au contraire", en ce qui concerne tout au moins l'asymp-
totique des nombres de tours, le "début" de l'histoire dans les années 80 ; cf,
l'article de présentation à mi-course de Pitman-Yor [6.20]. Le panorama plus
global, à la �n des années 80, �gure dans Pitman-Yor [6.22].

Théorème 6.2. 1) Pour tout n-uplet de points (z1, ..., zn) di�érents, et dif-

férents de z0(= Z0), le vecteur :
2

log t
(θz1t , ..., θ

zn
t ) converge en loi, lorsque

t→∞, vers :

(W−
1 +W+,W−

2 +W+, ...,W−
n +W+)

le vecteur (n+ 1) dimensionnel (W−
1 , ...,W

−
n ,W

+) étant la limite en loi de :
2

log t

(
θzi,−t , ..., θzn,−t , θ+

t

)
où :

θzi,−t =

∫ t

0

dθzis 1(|Zs−zi|≤ri)

et θ+
t peut être n'importe lequel des "grands nombres de tours"

θ
zj ,+
t =

∫ t

0

dθzjs 1(|Zs−zj |≥rj)

2) La fonction caractéristique de (Wj ≡ W−
j +W+; j ≤ n) est donnée par la

formule :

E

[
exp

(
i

n∑
j=1

λjWj

)]
=

[
ch

(
n∑
j=1

λj

)
+

∑n
j=1 |λj|∑n
j=1 λj

sh

(
n∑
j=1

λj

)]−1

Notons, pour illustrer ce dernier résultat que, si tous les (λj) sont de même
signe, alors la fonction caractéristique conjointe ci-dessus est égale à :

exp

(
−

n∑
j=1

|λj|

)
ce qui pourrait donner l'illusion que les Wj sont indépendantes. Il n'en est
pas ainsi toujours par inspection de la même fonction caractéristique, cette
fois-ci avec un point générique (λ1, ..., λn) ∈ Rn.

(6.d) Le théorème 6.2 ci-dessus donne une idée de l'uni�cation des théorèmes
limites de fonctionnelles du mouvement brownien plan, i.e : uni�cation des
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théorèmes de Spitzer et Harris-Robbins (cf : (6.a) ci-dessus). On trouvera
dans Hu-Yor [6.12] une présentation systématique de cet e�ort d'uni�cation.

(6.e) Le théorème 6.2 ne tient compte que de l'aspect homologique des
nombres de tours, c'est-à-dire qu'il ne tient pas compte de la façon dont
le "mot" des tours successifs autour des di�érents points s'est formé, c'est-
à-dire l'aspect homotopique. Plusieurs études, profondes et di�ciles, de cet
aspect homotopique ont été menées (cf. [6.17], [6.9]).

(6.f) Ces études approfondies des nombres de tours du mouvement Brownian
plan m'ont permis d'aborder - de façon étonnante - les études de fonction-
nelles exponentielles du mouvement brownien. Pour une discussion détaillée,
voir
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7 Thème ]7 (→ (G2)) : Mouvement brownien et

valeurs principales

(7.a) J'ai dû apprendre la notion de valeur principale au détour d'un ou de
plusieurs problèmes en Terminale. La possibilité de donner un sens, pour les
intégrales, à : (+∞) − (+∞) m'a vraiment impressionné, d'autant plus que
les quantités ainsi construites avaient souvent une importance très particu-
lière (cf : la transformation de Hilbert sur L2(R), apprise quelques années
plus tard).

(7.b) Il n'est donc pas très étonnant que je me sois ensuite intéressé aux
versions browniennes de ces valeurs principales ; ainsi :

• Ht
def
= lim

ε→0

∫ t

0

ds

Bs

1(|Bs|≥ε), où (Bs) est le mouvement brownien réel ;
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• γt
def
= lim

n→∞
{
∫ t

0

ds

∫ s

0

dufn(Bu −Bs)−
∫ t

0

ds

∫ s

0

duE[fn(Bu −Bs)]},

où fn(x) ≡ n2f(nx), n ∈ N, est une approximation de l'identité dans R2,
et (Bt, t ≥ 0) désigne ici un mouvement brownien 2-dimensionnel.

(7.b.1) L'existence de (Ht, t ≥ 0) résulte de la régularité höldérienne des
temps locaux browniens ; en e�et, on a :∫ t

0

ds

Bs

1(|Bs|≥ε) =

∫ ∞
ε

da

a
(`at − `−at ) , (7.1)

où (`at ; t ≥ 0) désigne le temps local de B au niveau a. Il est bien connu que
l'on a, par exemple :

sup
s≤t
|`as − `bs| ≤ Ct,ω|a− b|

1
2
−η (7.2)

pour tout η ∈
(
0, 1

2

)
.

Ainsi, le membre de droite de (7.1) converge absolument, i.e :∫ ∞
0

da

a
|`at − `−at | <∞ Pp.s.

Mon intérêt pour ce "processus de Hilbert" (Ht, t ≥ 0) est la remarque
suivante : considérons (τu, u ≥ 0) l'inverse de (`0

t , t ≥ 0), le temps local
en 0, c'est-à-dire :

τu = inf{t : `0
t > u}.

Il n'est pas di�cile de montrer que (Hτu , u ≥ 0) est un processus de Cauchy
symétrique.
Encore un peu de travail, et on obtient (à l'aide de la théorie des excursions

par exemple), que

(
1

π
Hτu , u ≥ 0

)
est un processus de Cauchy standard.

On ne peut alors s'empêcher de rapprocher ce résultat d'une représentation de
Spitzer du processus de Cauchy standard, comme (βτu , u ≥ 0) où (βs, s ≥ 0)
désigne un mouvement brownien réel indépendant de (τu, u ≥ 0). Autrement

dit, le processus de Hilbert

(
1

π
Ht, t ≥ 0

)
a même "trace" sur l'ensemble des

zéros du mouvement brownien B à partir duquel il est dé�ni qu'un mouve-
ment brownien (βt, t ≥ 0) supposé indépendant de B !
La question naturelle qui se pose alors est : quelle est la loi du processus de
Lévy 2-dimensionnel : ((

1

π
Hτ` , τ`

)
; ` ≥ 0

)
(7.3)
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dont la première composante est un processus de Cauchy, et la seconde un
subordinateur stable d'indice (1/2) ?
Une conjecture naïve, qui permettrait d'expliquer la loi de la première compo-

sante de (7.3) serait que, conditionnellement à τ(`) = θ,
1

π
H(τ(`)) ≡ 1

π
H(θ)

serait une variable Gaussienne centrée, de variance θ.
Il n'en est pas du tout ainsi, comme le théorème suivant, extrait de [7.4], le
montre.

Théorème 7.1. La transformée de Laplace-Fourier du couple

(
τ` ,

1

π
Hτ`

)
est donnée par :

E

[
exp

(
−qτ` + i

λ

π
Hτ`

)]
= exp

(
−`λ coth

(
λ√
2q

))
(λ ∈ R, q > 0)

A l'aide de la théorie des excursions d'Itô, on peut passer assez aisément du

résultat du théorème 7.1 à une compréhension de la loi de
1

π
H(Tλ), et même

plus généralement : (
1

π
H(gT ),

1

π
(H(T )−H(gT ))

)
où Tλ, resp : T est une variable exponentielle de paramètre λ, resp : 1/2 (pour
un paramètre λ quelconque, utiliser la propriété de scaling pour se ramener
à la valeur 1/2), indépendante du mouvement brownien B, gt = sup{s < t :
Bs = 0}.

Théorème 7.2. Les variables H−T ≡ H(gT ) et H+
T ≡ H(T ) − H(gT ) sont

indépendantes, et on a :

E

[
exp

(
iλ

π
H+
T

)]
=

λ

sh(λ)
; E

[
exp

(
iλ

π
H−T

)]
=

th(λ)

λ

En conséquence :

E

[
exp

(
i
λ

π
HT

)]
=

1

ch(λ)

(7.b.2) Le second résultat ( : existence de γt) mentionné au début de (7.b)
est dû à S. Varadhan [7.11], qui répondait ainsi, par la négative, à une sugges-
tion de Symanzik [7.10] de construire des champs quantiques avec interaction
en "e�açant les points doubles du mouvement brownien plan".
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(7.c) Extension à certains processus de Lévy
A la suite de Fitzsimmons-Getoor [7.6] qui ont étendu les précédents résul-
tats de Biane-Yor [7.4] aux processus de Lévy symétriques, J. Bertoin ([7.2],
Chap. 5) supprime même l'hypothèse de symétrie, et montre que le théorème
7.1 s'étend, quitte à remplacer

√
2q dans le membre de droite par K(q), où

1
K(q)

est l'exposant de Laplace de (τ`, ` ≥ 0). Plus récemment, dans sa thèse,
F. Cordero [7.5] reprend les calculs de Bertoin dans le cadre des processus de
Lévy symétriques stables.

(7.d) Calcul stochastique et valeurs principales des temps locaux browniens
Cet aspect a été développé par T. Yamada [7.12] ; (voir aussi R. Mansuy-M.
Yor [7.13], Chap. 10). La formule de Itô-Tanaka montre que, pour α ≥ 0,
le processus |Bt|1+α, t ≥ 0, est une semi-martingale, et la même formule
en exprime la décomposition canonique. Par contre, pour 1

2
< β < 1, le

processus |Bt|β est seulement un processus de Dirichlet, c'est-à-dire la somme
d'une martingale locale, et d'un processus à variation quadratique nulle. Plus
précisément, pour β = 1− α, avec : 0 < α < 1

2
, on a :

|Bt|1−α = (1− α)

∫ t

0

|Bs|−αsgn(Bs)dBs +
(1− α)(−α)

2
p.v.

∫ t

0

ds

|Bs|1+α

où l'on a noté : p.v.
∫ t

0

ds

|Bs|1+α
pour :

∫ ∞
−∞

db

|b|1+α
(`bt − `0

t ).

Ces valeurs principales apparaissent également naturellement dans l'expres-
sion de certains théorèmes limites de fonctionnelles du mouvement brownien
linéaire ; voir l'article de Yamada [8.12] pour leur formulation et le détail des
preuves.
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8 Thème ]8 (→ (G3)) : Sur l'air(e) de Paul Lévy,

des fonctionnelles quadratiques du mouve-

ment brownien, et des identités de Ciesielski-

Taylor

(8.a) Paul Lévy a dé�ni le processus de l'aire stochastique du mouvement

brownien plan : (Zt = Xt + iYt, t ≥ 0) comme At =
1

2

∫ t

0

(XsdYs− YsdXs) et

en a donné la loi, au travers de sa fonction caractéristique (tout au moins,
pour t �xé). Plus précisément, on a :
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E[exp(iλAt)|Zt = z] = E

[
exp

(
−λ

2

8

∫ t

0

ds|Zs|2
)
||Zt| = |z|

]
=

(
λt/2

sh(λt/2)

)
exp

(
−|z|

2

2t

(
λt

2
coth

(
λt

2

)
− 1

))
(8.1)

la première égalité découlant de l'invariance de la loi de (Zu, u ≥ 0) par rota-
tion, et la seconde identité pouvant être obtenue par changement de proba-
bilité (à la Girsanov), et ramenant le calcul à celui de la loi au temps t d'un
processus d'Ornstein-Uhlenbeck complexe, ce qui est bien sûr élémentaire,
celle-ci étant une loi gaussienne centrée, dont il su�t de calculer la variance.
Bien entendu, cette méthode, pour obtenir (8.1) di�ère de celle d'origine de

Paul Lévy [8.7] qui utilisait la décomposition en série de
∫ t

0

ds|Zs|2 à l'aide

d'un argument / développement de Karhunen-Loève.

(8.b) Grâce à la propriété d'additivité des carrés de processus de Bessel, la
formule de Paul Lévy (8.1) peut être étendue comme suit : notons Qδ

x (pour
δ, x ≥ 0) la loi d'un carré, issu de x, de processus de Bessel de dimension δ, loi
considérée sur C(R+,R+), où (Xt) est le processus des coordonnées. Alors,
la propriété d'additivité, remarquée par Shiga-Watanabe [8.10], s'écrit :

Qδ
x ∗Qδ′

x′ = Qx+x′

δ+δ′ , (x, x′, δ, δ′ ≥ 0) (8.2)

et, pour toute mesure µ(dt) sur R+, telle que :
∫ ∞

0

µ(dt)(t ∨ 1) < ∞ on a

l'identité :

Qδ
x

(
exp

(
−1

2

∫
µ(dt)Xt

))
= (φµ(∞))δ/2 exp

(x
2
φ′µ(0+)

)
(8.3)

où φµ : R+ → R+ est l'unique solution décroissante de l'équation de Sturm-
Liouville : φ′′ = µφ, avec φ(0) = 1. L'identité (8.3), pour toute mesure
µ(dt) ≥ 0, �nie (pour simpli�er), et à support compact, caractérise la loi Qδ

x.
De (8.2), on déduit que, pour tout δ, x ≥ 0 �xés,Qδ

x est indé�niment divisible ;
cette famille de probabilités admet une représentation de Lévy-Khintchine :

Qδ
x

(
exp

(
−1

2
Iµ(X)

))
= exp−

∫
C(R+,R+)

(xM(dω) + δN(dω))(1− e−
1
2
Iµ(ω))

où, pour simpli�er l'écriture, on a noté : Iµ(X) =
∫
µ(dt)Xt ; Iµ(ω) =∫

µ(dt)ω(t). Les théorèmes de Ray-Knight, pour le mouvement brownien,
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d'une part, et pour le processus de Bessel de dimension 3 d'autre part, per-
mettent d'exprimer M et N en termes des temps locaux browniens. Voir
Pitman-Yor [8.8], qui étudient, plus généralement les probabilités Qδ,t

x→y des
carrés de ponts de Bessel de durée t, issus de x et �nissant en y.

(8.c) Les identités de Ciesielski-Taylor [8.3] sont les suivantes :∫ ∞
0

ds1(Rδ+2(s)≤1)
(loi)
= T1(Rδ) (8.4)

où (Rγ(s), s ≥ 0) désigne un processus de Bessel de dimension γ issu de 0,
et T1(Rδ) = inf{t : Rt = 1}. Hormis le cas δ = 1, pour lequel D. Williams
a montré que l'on pouvait obtenir (8.4) comme conséquence du résultat de
retournement liant mouvement brownien, et processus de Bessel de dimension
3, il n'y a pas de démonstration vraiment lumineuse, c'est-à-dire au moyen
d'une transformation trajectorielle ad hoc, qui permette d'obtenir (8.4) pour
δ 6= 1.
Toutefois, le désir de comprendre (8.4) avec un minimum de calculs a permis
de mettre en évidence une "formule d'intégration par parties" qui, à son tour,
permet d'expliquer d'autres "coïncidences" du type de celles de (8.4).
En e�et, réécrivons chacun des deux membres de (8.4) comme intégrale des
temps locaux du processus de Bessel correspondant. L'identité (8.4) devient :∫ 1

0

daLa∞(R(δ+2)
• )

(loi)
=

∫ 1

0

daLaT1(R
(δ)
• ) (8.5)

On se convainc immédiatement qu'il ne saurait y avoir d'identité en loi entre
les deux processus (La∞(R(δ+2)

• ), 0 ≤ a ≤ 1) et (LaT1(R
(δ)
• ), 0 ≤ a ≤ 1), puisque

ce second processus est nul en a = 1, et pas le premier.
Par contre, il n'est pas di�cile d'obtenir des théorèmes de Ray-Knight pour
les processus (La∞(R(δ+2)

• ), a ≥ 0) et (LaT1(R
(δ)
• ), 0 ≤ a ≤ 1), à l'aide des

théorèmes de Ray-Knight pour le mouvement brownien et le processus de
Bessel de dimension 3. Voir [8.8], [8.12], pour l'énoncé de ces théorèmes de
Ray-Knight pour toutes les dimensions δ. Je ne donnerai ici les énoncés que
pour δ = 2 :

(La∞(R(2+2)
• ), a ≥ 0)

(loi)
=

(
1

a
|B̃a2|2, a ≥ 0

)
et

(LaT1(R
(2)
• ), 0 ≤ a ≤ 1)

(loi)
=
(
a|B̃log(1/a)|2, 0 ≤ a ≤ 1

)
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où (B̃u, u ≥ 0) désigne ici un mouvement brownien 2-dimensionnel issu de 0.
Dans ce cas, l'identité en loi (8.5) est ramenée à :∫ 1

0

da

a
B2
a2

(loi)
=

∫ 1

0

2aB2
log(1/a)da , (8.6)

où (Bu, u ≥ 0) désigne maintenant simplement un mouvement brownien réel.
Comment comprendre (8.6) ? En fait, c'est un cas particulier de l'identité en
loi suivante, que l'on peut quali�er de "formule d'intégration par parties" :∫ d

c

−df(x)B2
g(x) + f(d)B2

g(d)

(loi)
= g(c)B2

f(c) +

∫ d

c

dg(x)B2
f(x) , (8.7)

où f, g : [c, d]→ R+ sont deux fonctions continues, f étant supposée décrois-
sante, et g croissante.
(8.6) est bien sûr un cas particulier de (8.7), où l'on a pris : c = 0, d =
1, f(x) = log(1/x), g(x) = x2.
Faisons quelques remarques à propos de (8.7) : si l'on prend l'espérance de
chacun des deux membres de (8.7), on obtient :∫ d

c

−df(x)g(x) + f(d)g(d) = g(c)f(c) +

∫ d

c

dg(x)f(x)

qui est bien sûr l'expression de la "formule d'intégration par partie" classique
c'est-à-dire déterministe. Mais, il est plus remarquable (et moins évident) que,
"derrière l'identité (8.7)", sont cachées une in�nité d'identités mettant en jeu
les fonctions f et g, obtenues en prenant les moments d'ordre n, pour tout
n ∈ N, n ≥ 2. Ces identités se ramènent également à des formules d'intégra-
tion par parties déterministes. Voir Yen-Yor [8.11].

(8.d) Quelques questions liées qui ont interessé les physiciens

(8.e) Quelques variantes des identités de CT

(8.f) Développement ? ? ? ? ?
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9 Thème ]9 (→ (G2)) : Filtration des ponts brow-

niens, et e�euillage (ou épluchage) du mou-

vement Brownien

(9.a) On doit à Paul Lévy (une fois de plus !) la notion de mouvement
brownien non-canonique ; je prendrai ici pour dé�nition de cette notion, tout
mouvement brownien représentable sous la forme :(

γt =

∫ t

0

h(t, u)dβu, t ≥ 0

)
où (βs, s ≥ 0) est un mouvement brownien réel, et h : (u < t) → R une

fonction de deux variables telle que :
∫ t

0

h2(t, u)du < ∞, pour tout t. On

demande de plus - c'est le caractère "non-canonique" - que la �ltration natu-
relle de γ soit strictement contenue dans celle de β. Une condition équivalente
est, bien sûr, que, pour certains t, l'espace gaussien Gγ

t , engendré par les va-
riables (γs, s ≤ t) soit strictement contenu dans Gβ

t , ou encore, qu'il existe un

élément de Gβ
t , disons :

∫ t

0

θ(u)dβu, qui soit orthogonal à toutes les variables

(γs, s ≤ t).

Le cas particulier où h(t, u) = ϕ
(u
t

)
pour ϕ : [0, 1]→ R est spécialement in-

téressant. Il n'est pas di�cile de montrer que γ(ϕ)
t ≡

∫ t

0

ϕ
(u
t

)
dβu, t ≥ 0 est

un mouvement brownien si, et seulement si
∫ 1

0

dvϕ(xv)ϕ(v) = 1(0 < x < 1).

(9.b) L'exemple de mouvement brownien non canonique qui m'a le plus
intéressé est :

γt = βt −
∫ t

0

ds

s
βs ≡

∫ t

0

(
1− log

(
t

s

))
dβs (9.1)

Cet exemple apparait naturellement lors de considérations liées aux ponts du
mouvement brownien β.
Plus précisément, considérons la décomposition comme semimartingale de
(βu, u ≤ t) dans la �ltration F (t)

u ≡ Fβu ∨ σ(βt) ( : à t �xé). Il est classique
que l'on a :

βu = β(t)
u +

∫ u

0

ds
βt − βs
t− s

, u ≤ t , (9.2)
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avec (β
(t)
u , u ≤ t) un (F (t)

u ) mouvement brownien.
Si l'on retourne β en l'instant t, on obtient, d'après (9.2) :

βt − β(t−u) = (β
(t)
t − β

(t)
(t−u)) +

∫ u

0

dh

h
(βt − β(t−h)) .

Ainsi, on a :

β̃(t)
u = β̂

(t)
u −

∫ u

0

dh

h
β̃

(t)
h

où l'on a noté : β̃(t)
u = βt − β(t−u) et β̂(t)

u = β
(t)
t − β

(t)
(t−u). On a donc ainsi

"compris" pourquoi la formule (9.1) produit un mouvement brownien γ à
partir de β. Bien sûr, on peut aussi véri�er "mécaniquement" que (γt, t ≥ 0)
dé�ni en (9.1) admet pour covariance t ∧ s. Mais, l'explication ci-dessus de
"l'apparition" de γ me semble bien plus intéressante !

(9.c) D'autres auteurs (Chitashvili [9.3], Deheuvels [9.5]) sont aussi "tom-
bés" sur l'exemple (9.1) de mouvement brownien non-canonique, à la suite
de di�érentes motivations. La discussion faite en (9.b) ci-dessus est le point
de départ de l'article de Jeulin-Yor [9.7] lui-même développé en [9.8].

(9.d) L'e�euillage (ou épluchage) dont il est question dans le titre de ce thème
a le sens suivant : introduisons la transformation T qui est bien dé�nie sur

les fonctions continues f : R+ → R telle que :
∫

0

ds

s
|f(s)| <∞, par :

Tf(t) = f(t)−
∫ t

0

ds

s
f(s) .

Nous venons de voir que T préserve la mesure de Wiener, i.e T (W ) = W .
Itérons T ; on obtient alors aisément :

T n(β)t =

∫ t

0

Pn

(
log

t

u

)
dβu

où Pn est le n
ieme
= polynome de Laguerre. (Cette représentation explique pour-

quoi j'ai classé ce thème dans la rubrique (G2) : T entretient des liens étroits
avec la b.o.n des polynomes de Laguerre (Pn) dans L2(R+; e−xdx)). Si T (n)

t

désigne l'espace gaussien engendré par (T n(β)s, s ≤ t), alors : T (0)
t est la

somme directe de l'espace T (n)
t et de l'espace orthogonal engendré par les

variables : T k(β)t; k = 0, 1, ..., n− 1.
La suite des polynomes de Laguerre (Pn(x), n = 0, 1, ...) constituant une
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b.o.n. de L2(R+, e
−xdx), les variables gaussiennes {T k(β)t; k = 0, 1, ...} consti-

tuent une b.o.n. de T (0)
t . Cet argument montre que T est unK-automorphisme...,

et a fortiori, T est une transformation ergodique de l'espace de Wiener.

(9.e) Relations avec un théorème de Widder.
Un théorème de Widder (cf. [9.13], Chap ?) a�rme que si une fonction :
h : R+ × Rd

′ → R+ est une fonction harmonique espace-temps, c'est-à-dire

qu'elle satisfait (au moins au sens des distributions) :
∂h

∂t
+

1

2
∆xh = 0, alors

il existe une mesure �nie µ(dλ) sur Rd telle que :

h(x, t) =

∫
dµ(λ) exp(λ•x− 1

2
|λ|2t) (9.3)

Une démonstration probabiliste de ce résultat a été, pour l'essentiel, donnée
en ([9.10], Chap 1, Theo 1.3), où le mouvement brownien (T (B)t, t ≥ 0) joue
un rôle auxiliaire, mais essentiel... Voici cet argument :
h étant harmonique espace-temps, le processus (h(t, Bt), t ≥ 0) est une mar-
tingale locale. Admettons que ce soit une martingale (il faudrait savoir sup-
primer cette hypothèse...). On peut alors construire une probabilité W h sur
l'espace canonique qui satisfasse :

W h
|Ft = h(t,Xt)•W|Ft , (9.4)

W désignant comme toujours la mesure de Wiener, (Xt, t ≥ 0) le processus
des coordonnées, et Ft = σ{Xs, s ≤ t}.
Le processus (T (X)u, u ≤ t) étant indépendant de Xt, sous W , l'est encore
sous W h, d'après (9.4). En conséquence, (T (X)u, u ≥ 0), sous W h, est un
mouvement brownien, et satisfait en outre la propriété d'indépendance que
nous venons de mentionner. Posons : βt = T (X)t, et cherchons à résoudre :

Xt = βt +

∫ t

0

ds

s
Xs , sous W

h (9.5)

Remarquons que, pour 0 < s < t, d'après (9.5) :

Xt

t
=
Xs

s
+

∫ t

s

dβu
u

(9.6)

En conséquence, puisque
∫ ∞ du

u2
<∞, le membre de droite de (9.6) converge

lorsque t → ∞ ; ainsi, à gauche, on a : Y := lim
t→∞

Xt

t
et on déduit de (9.6)

Xs = sY + β̂s, s ≥ 0, où β̂s = s

∫ ∞
s

dβu
u

est encore un mouvement brownien.
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Ainsi, W h est la loi du mouvement brownien avec drift indépendant Y , dont
on note maintenant la loi µ(dλ) (sur Rn). En conséquence de la relation
d'absolue continuité de Cameron-Martin, on a donc :

W h
|Ft =

∫
µ(dλ) exp

(
λ•Xt −

|λ|2

2
t

)
•W|Ft

et la représentation (9.4) s'ensuit.

(9.f)Une autre décomposition du mouvement brownien, le long des polynomes
de Legendre.
En Décembre 2009, D. Stroock a posé la question de savoir s'il existe un
groupe (T u)u∈R de transformations bien dé�nies sur l'espace de Wiener, qui
interpole les puissances entières (T n, n ∈ Z). La réponse à cette question est
positive (cf. [9.12]). Il ne m'est malheureusement pas possible de donner les
détails de la construction ; hormis le fait que l'on procède ici par transforma-
tion de Fourier, et que ce travail a quelque parenté avec celui de Jeulin-Yor
[9.8].
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10 Thème ]10 (→ (G3)) : Moyenne arithmétique

du mouvement brownien géométrique ; op-

tions asiatiques ; extensions exponentielles

des théorèmes de Lévy et Pitman

(10.a) Rappelons les énoncés classiques des théorèmes de Lévy et Pitman,
qui permettent de représenter (en loi), respectivement, le mouvement brow-
nien ré�échi (|Bt|, t ≥ 0) et le processus de Bessel de dimension 3 (Rt, t ≥ 0)
comme combinaisons linéaires du mouvement brownien réel (Bt, t ≥ 0) et de
son supremum (St = sup

s≤t
Bs, t ≥ 0).

Précisément :
(i) (St − Bt, St; t ≥ 0)

(loi)
= (|Bt|, Lt; t ≥ 0), où (Lt, t ≥ 0) désigne le temps

local en 0 de B ;

(ii) (2St −Bt, St; t ≥ 0)
(loi)
= (Rt, It ≡ inf

s≥t
Rs; t ≥ 0)

Ces deux théorèmes admettent des extensions convenables lorsque l'on rem-
place dans les membres de gauche, (Bt) par Bµ

t ≡ Bt + µt, le mouvement
brownien avec dérive µ, et St par S

µ
t = sup

s≤t
Bµ
s . Voir, par exemple, [10.8].

(10.b) Ces deux théorèmes admettent les variantes exponentielles suivantes :
pour tout λ ∈ R, et µ ∈ R, les processus

Xλ,µ
t = exp(−λBµ

t )

∫ t

0

exp(λBµ
s )ds, t ≥ 0 (10.1)

et

Zλ,µ
t = exp(−λBµ

t )

∫ t

0

exp(2λBµ
s )ds, t ≥ 0 (10.2)
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sont deux di�usions réelles, de générateurs in�nitésimaux respectifs (1)Lλ,µ
et (2)Lλ,µ décrits dans le théorème suivant

Théorème 10.1. 1) Pour tous λ, µ ∈ R, le processus (Xλ,µ
t , t ≥ 0) est un

processus de Markov, de générateur in�nitésimal :

(1)Lλ,µ =
λ2

2
x2 d

2

dx2
+

((
λ2

2
− λu

)
x+ 1

)
d

dx

2) Pour simpli�er, prenons λ = 1, et écrivons Zµ pour Z(1,µ).

Alors, les processus (Z
(µ)
t , t ≥ 0) et (Z

(−µ)
t , t ≥ 0) ont même loi, celle d'une

di�usion sur R+, de générateur in�nitésimal :

(2)Lµ =
z2

2

d2

dz2
+

((
1

2
− µ

)
z +

(
K1+µ

Kµ

)(
1

z

))
d

dz

où la fonction Kν est la fonction de Bessel-Mc Donald d'indice ν.

(A titre d'exercice, on pourra véri�er d'une part que (2)Lµ = (2)L−µ, à partir
des propriétés des fonctions Kν et d'autre part on pourra calculer (2)Lλ,µ.

Un résumé assez synthétique des arguments de démonstration du théorème
10.1 �gure en [10.2], Sections 5 et 6. Voir également [10.5] et [10.6].

(10.c) Les variantes exponentielles des théorèmes de Lévy et Pitman énon-
cées en (10.b) peuvent en fait être considérées comme des extensions de ces
théorèmes. En e�et, si l'on prend la puissance d'ordre 1/λ des expressions
�gurant en (10.1) et (10.2), et que l'on fait tendre λ vers +∞, on obtient, par
application de la méthode de Laplace, que les processus : (exp(Sµt −B

µ
t ); t ≥

0) d'une part, et (exp(2Sµt −B
µ
t ); t ≥ 0) d'autre part, sont Markoviens, et on

peut calculer leurs générateurs in�nitésimaux à partir de (1)Lλ,µ et (2)Lλ,µ,
retrouvant ainsi les résultats énoncés en (10.a).

(10.d) A leur tour, les résultats de (10.b) admettent des extensions mul-
tidimensionnelles, qui ont été obtenues récemment par F. Baudouin et N.
O'Connell [10.1], puis encore plus profondément par N. O'Connell [10.7]. (A
développer).
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11 En guise de conclusion

(11.a) J'aurais voulu présenter un plus grand nombre de mes thèmes de re-
cherches favoris, mais le temps et mes capacités m'en ont empéché. J'espère
pouvoir continuer dans un prochain avenir...Voir [11.4] pour une première
ébauche, qui commence avec le thème ]11 : Fonctionnelles exponentielles de
processus de Lévy, continuation, dans une autre direction, du thème ]10 ci-
dessus.

(11.b) Les thèmes exposés ci-dessus ne représentent qu'une in�me partie des
recherches probabilistes, même concentrées sur le mouvement brownien. Je
renvoie le lecteur aux magni�ques articles et monographies, par exemple, de
J. Bertoin, Ph. Biane, J.F. Le Gall et W. Werner. Ces 4 auteurs ont d'ailleurs
illustré la manière propre à chacun d'eux d'exploiter la théorie des excursions
d'Itô et du calcul stochastique d'Itô pour leurs investigations respectives. Voir
[11.3].
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(11.c) Je terminerai en�n par un petit clin d'oeil, montrant que l'aura des
probabilistes peut encore faire quelques progrès dans l'opinion publique 1 (j'en
doute fort aujourd'hui, avec le développement très profond de la crise �nan-
cière). V. Tanase [11.2] écrit en e�et en page 2 de sa biographie de A. Ca-
mus : "Quelle faute de goût que de parler de vérité et de justice à ceux qui
se contentent d'une martingale !".
Laissons Camus répondre lui-même (cf. [11.1], p. 27) : "... Car moi aussi,
j'attends, je cherche, j'espère et ne veux point trouver. N'ayant pas de vérité,
je n'aime pas les grandes allées. Mais j'aime les routes arides, arrosées d'espé-
rance." Cette déclaration ne re�ète-t-elle pas parfaitement notre "condition
de probabiliste" ?
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1. Il y a pire que la citation qui suit ! Y. Kabanov m'a appris que l'infâme Dr. Petiau

avait écrit un livre sur les martingales
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