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CALCUL STOCHASTIOUE ET REPRESENTATIONS INTEGRALES
par
Marc YOR

Cette thise est constitude de plusieurs articles que l'on peut
regrouper en trois parties principales, dont les lieus apparaitront dans le

résumé qui suit,

1. - La correspondance entre représentations de Weyl et mesures quagi~
invariantes sur les EVT fait de 1'étude de ces mesures un chapitre important

de la théorie quantique des champs.

L'article (1.]} , écrit en collaboration avec P. Piouret, a pour
objet la construction et 1'&tude directe de la mesure sur UF=- C(R, R) ,
arkovienne, euclidienne, et quasi-invariante sous les translations de
(R, R) , construite ind&pendamment par Ph, Courrége et P. Renouard dans
leur étude de la théorie des champs en dimension d = 1 . On utilise prin—
cipalement la th8orie des processus de diffusion et le calcul stochastique,
ce qui permet d'obtenir en particulier une formule explicite du module de

quasi-invariance eA de la mesure en question.

Inversement, dans l'article [1.2) , on étudie, sous certaines con-
ditions de régularité, toutes les mesures sur Z&* qui sont markoviennes,

. . . . A . .
quasi-invariantes, et qui admettent e pour module de quasi-invariance.

Cette &étude réciproque est 8galement menée dans i1'article (1.3)
~ gerit en collaboration avec G. Royer - dans le cas ot la fonction P qui
intervient dans 1'expression de A est un polynSme borné infé€rieurement. On
montre alors que @

-~ le cOne gf formé des mesures positives bornées sur ‘2{?"
quasi~invariantes et admettant eA pour module de quasi-invariance,est la
réunion de ses chapeaux, et est fermé dans aﬁé?(&ﬁj , qui est muni de la to-
pologie de la convergence étroite associe d la topologie de la convergence
compacte ;

- les mesures extr@males du cOne '%’ sont markowdiennes.



2. - Le caleul stochastique, qui a &t& 1'outil essentiel des articles
précédents, relatifs 3 la dimension d =1 , n'a commencé & se développer,
pour des processus i plusieurs paramétres, que pendant les deux dernidres

années.

Les trois articles suivants représentent la contribution de

1'auteur & ce développement.

En (2.1) , on obtient la représentation des martingales de carré
intégrable relatives aux processus de Wiener et de Poisson & n paramétres
_comnme somme de différentes intégrales stochastiques, deux i deux orthogonales.
Ce résultat généralise le théoréme de Wong et Zakal obtenu pour le processus

de Wiener 2 deux paramdtres. La méthode utilis@e consiste a exprimer comme

intégrales stochastiques certaines martingales exponentielles remarquables.

Dans l'article (2.2) , on compase, pour Z martingale continue
complexe, & valeurs dans U , ouvert de L , et £ fonction holomorphe sur
L

h
-~
3
S’
(L
[}

. En

, les iniégrales f £{z} dz et [ conséquence, le
Zin W 0
(0,8)
théoréme des résidus (et done la formule de Cauchy) peuvent s'exprimer, le
long de certains lacets du processus de Wiener complexe & deux paramétres,

& 1'aide d'intégrales stochastiques.

Dans l'article [2.3) , on caractérise les processus de carré inté-
grable qui sont stochastiquement différentiables par rapport aux composantes
X et Y du processus de Wiener complexe Z = X + iY 3 deux paramétres,

Ceci généralise et améliore certains résultats de R. Cairoli et J.B., Walsh.



3. - Enfin, dans le cours de ce travail, j'ai &té conduit naturellement
i aborder les questions suivantes relatives au calcul stochastique usuel

(c'est & dire : pour des processus indexés par R ).

En [3.1] » j'ai développ& quelques compléments 3 la théorie des
intégrales stochastiques optionnelles de P.A. Meyer et &tudié différentes
exponentielles de semi-martingales ~ en particulier, on peut associer de
fagon naturelle & une martingale X vérifiant certaines conditions d'inté-
grabilité une famille remarquable de martingales exponentielles, permettant
par ailleurs de caract@riser le processus < x%,%x° > et 1a mesure de Lévy

v associde 8 X .

J'ai montré en (3.2) , & partir d'un travail de K.A. Yén et
Ch. Yoeurp, les liens étroits qui existent.entre les martingales locales X
qui possé&dent une propriété de repré@sentation prévisible ou optionnelle et
les probabilités extrémales dans l'ensemble de celles qui font de X une
martingale locale. De plus, si X est le processus des projections sur

1'espace des trajectoires cadlag & valeurs réelles, toute probabilité P

faisant de X wune martingale telle que J sup |XS| dP < « pour tout .t
(s<t)

est .barycentre de lois extr@males,
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REPRESENTATION INTEGRALE DE CERTAINES MESURES QUASI-INVARIANTE 3

SUR fTIR) ; MESURES EXTREMALES ET PROPRIETE DE MARKOV

PAR G. ROYER ET M. Yor &™)

. Introduction.

£ . '
A la suite de l'article [4] de P. Courrége et P. Renouard ainsi que des

travaux de P. Priouret et des auteurs (cf [12], [13], [1&]),0n s'intéresse

. . & , .
ici & certaines, mesures sur ‘é’(fR)< ) qui sont quasi-invariantes sous les trans~
latione de <H{R) &) : de fagon précige soit P un polynBme non constant bornd

inféricurement sur R et a(f, w) la fonctioﬁ sur DR) % C(R) donnée par :

a(f,w) = exp [ [@(t) + -%- £(t)) £"(t) ~ Plu(t) + £(t)) + Plu(t))] dt,
R

on s'attache & 1'étude du cSne C de toutes les mesures u positives bornges

gur la tribu borélienne de T (R) qui satisfont :
(Q ¥ £ EDR)  u(f 4+ dw) = a(f, w) u(dw) (on dit que a(f, w)

est une version du module de quasi-invariance de uy). On &tablira les deux ré-

sultats principaux suivants :

*) E®) (resp :D)) désigne 1'espace des fonctions réelles continues

i P & = 5 PP R 8

R £ g et o o 4T ST

et s g

sur MR (resp : indéfiniment dérivables & support compact)(On mom F ?g(TR

c[e, (c; topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

(**)  Equipes de recherche associées au C.N.R.8 n° 1 et 294,



1° toute mesure Je ¢ est intégrale de mesures appartenant aux génératrices

extrémales de .

¢ ' - 3 - .
2% . toute mesure |4, &lément d'une génératrice extrémale de C, est marko-
vienne, du sens suivant : &1 pour ¢t €/R on désigne par Xt la fonction sur

C(R) définie par Xt(m) = w(t) et si ﬂrz est la tribu engendrée par les

8 £ t, le processus (u. / u(l), ﬂft,

X Xt) vérifie la propriété de Markov.

si
.
On rappelle que le caractére markovien d'une mesure quasi-invariante

et le caractére local de gon module de quasi-invariance sont 1iés (voir [ 41,

n® 6,4).

§ 0. : PRELIMINAIRES ET RAPPLLS.

Dane [4] ou [12] est construit un &lément du cBne C que l'on no-

tera | et dont les propridids suivantes seront utilisées par la suite :
= ; .

1 u est une probabilité euclidienne, ce qui signifie que y est invariante

par tout isomorphisme TO de %(R) induit par une tramslation ou une symétrie ¢

de R ([T W] (t) =w @t

2° Wy 1ol commune des variables ¥ _, t €fR, est domnde par Ho(dx) w g (x)dx

th
avec p = exp ~ 2 [, ol § désigne upe primitive convenable de la fonction ¥ déter-
minge en fonction du poljnﬁme P par L' - %-g” = P'" etp€ 4.

(cf [4] n® 1,5 ou [12] n® 2,1).

3°  u est la loi d'un processus de diffusion stationnaire, de générateur

infinitésimal L donné par :
|
¥ g € DR) L) i " - e !

La mesure W est donc markovienne et admet un semi-groupe de transition



'Pt(x, dy). De plus pour & > 0 on a Pt(x, dy)w Ft(x, yv) dy, la fonction

pt(x, y) ayant les propriétés suivantes :

0. 1 Progosépion.

1° Pl y) eet indéfiniment dérivable et satisfait oux Squations :

I _ 5 % . .
ng LxJ p=0 et 6§§ Ly) p=0 qvec &

¥
L wz% "+ (g p)!

2° R, satiefalt @ 1'équation de Chapman = Kblmogorov :

Yo %’:j &R pwsfx,.ﬁ') = jfﬁ p,bl'.x', z) Pa(z,. y) dy

La propridté 1) reprend le théoréme 2 de [12] et la propridtd 2)

sera €tablie en' 3.3,

L]
+ s o 4 4
0. 2 Notations é&tant donnés 8 < t on note '31 ¢ {resp CFt) la tribu sur
e . = Ta,

| £@R) engendrée par les Xu, Bsugt (resp : u> t) 5”[9, €] désigne 1'image.

par 1'application canonique :'ﬁGR) s f([s, t]) d'une mesure u sur &(R) ;
enfiﬁ “{s £} est la mesure sur IR2 image de | par l'application (XS, Xr) H
N -

on utilisera la propriété suivante @

i

0. 3. LEMME. o
La probabilité y {e, ¢} admet wie densité continue par rapport 4 la me-
. E]

sure de Lebesgue qui est strictement positive en tout point de IFE.

Démonstration : on a &videmment g{s’ t}(dx, dy) w pt"ﬂ(x’ ¥v) p(x) dx dy et

Py et p sont continues et strictement positives.



. . + -
Contrairement & 1 usage on note R = {t&€R | t » O}r(resp :t R, <),
et on note LfGRz) le cOne des classes de fonctions positives et mesurables

pour la mesure de Lebesgue de JRZ.

0. & Définition,
a . s e ' \
On appelle D le ctne des applications d ‘Rx MR -—> LiGRz) ,(S,E)P“#C&&
. b

telles que d (X X.) soit une {4, 2l Yy martingale intégrable ; autrement
B,t Sg t = &:¥t
dit, d_ . (x, y) €tant une version quelconque de d s ON & pour 8,< s < O,
8,L 5,t 1~ "a

t, % t.> 0 et presgue tout (x, y) @

1 2
€) d (x, ) » [ d (uv) P (¢, du) P (y, dV)
© ety R RS R
et R {d ) <o (on se limite 8 8 < 0 et ¢ s 0 par commodité pour
T . {S,L} S’t ) .

ia fin de ce travail).

On s'appulera par la suite sur @
P L]

0. 5 Proposition.
1°  pour toute mesure U € C M 8, 1] est dquivalente & (e, t] et 1l existe
wn Elément d de D tel que pour 8 < 0, t ¥ 0,1 Ls, 8" ds,t(Xs,Xﬁ)E (6,

L'application ¥ : C —» D ainet définte est un isomorphisme de cines.

2° pour que W goit markovienne €1 faaﬁ et 1l suffit que ds P soit décorm—
. k]

sée c'lest~d-dire qu'il existe des fonctions sur IR, w; et %; telles que :
Ya < 0, t> 0 pour presque tout (xz, y) &8 t(x’y) = wZ(x) ¢;(y)
¥

Démonstration, 1° 1l'existenca de l'application <J est reprise de [ 13 ]

prop 11. D'autre part &tant donné d€ D si l'on définit laz mesure us’t

a ”S’t = A .4 ; 7
gur Y?([s, t] ) par W ds,tCXs,Xt) B[s,t ? 1téquation . {g) exprime que le



aysténe ua’t'&ﬁt projectif {(pour les applications canoniques

ﬁﬂ[sl, tlj) S 855 tZ]) lorsque 8, 8,5 b, £ t]) H il provient
d'aprés le théoréme de Kolmogorov sur les espaces polonais (cf [3] n® 4, 3
ou {10] page 79) d'une mesure u sur ¥(R) et on a imnmédiatement y € D,

T = d.

2° le caractdre nécessaire de cette condition est 8tabli dans [13] et la
réciproque est aisée & l'aide du caractére markovien de 1y (remarquons que

S - - ‘ .
( ws,fﬁs) et ( P fﬁt) sont des martingales).

§ 1 LE CAS DU CHAMP LIBRE.

.

Dang ce paragraphe on &tudie le cas particulier simple ot le polyndme

2

. m 2 . s o1 .
P(x) " est T X m> 0 3 c¢'est le cas du chemp libre en théorie quantique
des champs ; 14 se trouve alors &Cre une mesure gaussienme et on peut cal-

culer explicitement les fonctions p et P, correspondantes (cf [4] n° 2.6.2.

161 e q . ! \ y
o 1 " 5 pur l1a 1{an avee les propessus gaussiens s By nOUY
o8 L4y w o Lol LLE cc a8 PIOCes5Us gaussiens, ; 21 pouy

Ly
A

fake

X = (x], xz) €MR" on désigne par Sx la golution x}'e +x_ e de 1'Eé~
) 2 o . a
quation S" = m” 8 = 0, la proposition suivante donne la structure du cdne C

{cf {13] prop 16) :

1.1. Proposition.

Toute mesure U € (¢ se rdprésente dé.maniére untque sous la forme :
U(dw) = Ll(Sm + dw ofde),o déaignant une meéure 3 0 bornée

2 R
sur IR,

I. 2. Remarques : ici le module de quasi-invariance vaut



£1 se prolonge continument & DR) x P'(R) et on peut montrer que toute me=
sure bornée sur D'(R) qui est PR)-quasi~invariante avec le module a(f,n)
est portde par Y(R). D'autre part la bijection définie plus haut entre C
et Jf;(kz) est biétroitement continue (voir le paragraphe 2).

On voit qu'ici les résultats annoncés dans l'introduction découlent de la
propogition. 1.1 ¢ les générations extrémales'da C sont formées des mesures
gth + dw) qui sont markoviennes y 1'étant. Dé plus on peut alors trouver

toutes leg mesures markoviennes de C. - ¢

1. 8. Proposition.
U est markovienme gi et geulement st o eet de la forme

.

2m x.l xz

“,'(dxz-‘ 3:!:3) = e mifdmz) G (d.‘xg),,,oe.I et o, &tant des mesures

sur (R,

y . x - . . '
DEmonstration % la mesure U = B<Sx + dw) 8tant markovienne, si on pose

a® mfj{ux). a*  est décomposée d'aprés la proposition 0.4 ; on peut ici &

1taide des formules (2.6.1) et (1.7.1) de [4 ] Etablir que :

a -{o -
'dsgt(y, z) = exp~ 2 m X, % wt’x(z) ws’x(y) ol

W;’x(y) = exp~m (Qth xlz + 2y x, emt)
W:’x(z} = exp= m (e—st xé + 22z %, e T8y

.

Soit d =¢(u) ; 11 est donc clair que =2i o est de la forme indiquée
d est décomposée. Réciproquement supposons d décomposée et posons, s,t,

drang fixés :

: -2m x Xy 12 2m t -2m 8 2 :
ﬁ(dxl, dxz) ) exp '“mxfl e + e x2) a(dx], dxz) ;
d est (8 des coefficients pré&s) la transformfe de Laplace de B ; d

8,t g,t

étant un produit tensoriel il en est de méme de B d'ol le résultat.



§ 2 REPRESENTATION INTEGRALE LORSQUE P EST QUELCONQUE,

<

2.0, Rappellons les &léments de la théorie de la représentation intégrale

de G. Choquet qui noug seront utiles pour la suite ; soit I' un c3ne con-
vexe sajillant, xéticulé pour son ordre propre et réunion de chapeaux métri-
sables dans un espace localement convexe ; pour tout éléient x de T 1l
eXiste une mesure conique maximale unique /f sur ' de résultante x ; de
plus pour tout cﬁapeau K de I' contenant x, /L provient d'une probabilité
de Radon gur K, portée par les génératrices extrémales de K (Ce théoréme est

indiqué dans {971 § 11 n® 37 3 pour le § 3 on utilisera plutSt [5 1§ 30)

Etant donnéd un espace topologique X (complétement régulier) on notera

+ a e . s aq *)
J[b(x) le cBne des mesures pogitives bornées sur la tribu borélienne de X~ 7
muni de la topologie de la convergence &troite, c'est-d-dire la topologie fai-

ble définie var la dualité avec fL(X), espace des fonctions continues bornées
) \ _ A

sur X. On posera W = f%R).

2.1, THEOREME.

¢ est un sous=cdne fermé et réticulé de c}f;(ﬁ? ; € est métrisable et

réunion de ses chapeaus.

Démonstration ! une mesure | appartient & C -8i et seulement si elle vérifie

@ ¥rFeln, ¥ fedm [ T-H u@) = a(f,w) FE) udw)
W W

) ) + -
(*) dans les exemples qui suivent X est polonais et donc Jﬂb(x) est composé

de mesures de Radon.



Montrons que (Q) &quivaut & @
@) FEEE[D, £ [alf, W P ude) ¢ [ F (0= £ ndw) ;

pour cela on remarque que af, w) est une'fonction continue de la varia-

ble ® qui posséde la propriétd de cocycle multiplicatif :

¥ fl’ fz, W a(fr + f29 W) = a(fl, o) ﬂ(fz, w + fl)°

.

D'autre part 1'8galité (Q') s'étend, d'aprés le théoréme de Fatou, au cas

ol ¥ n'est pas supposde borne ; en particulier si on pose
- +
PG = a( - £, w+ £) b+ £), ot ¥ & L W,
d'aprés 1'égalitd de cocyele, (Q') s'écrit :
[ e+ £ u@w § [ at= £, 0) ¥() Wdw
W

et done {(Q') implique (Q). Pour montrer que C est fermd il suffit mainte-

aant d'utiliser (Q') en remarquant que 1'application :

SR TR f a(f, W Fl(w wWdw est ‘s.c,i. pour T E‘@;(w)
W

d'aprés le théoréme de Fatou et la continuité de a(f, .)

b) Soient by, et. Ho € ¢ .et y= Hy * My D'aprés le théoréme de Radon -
Nikodym  con peut é&crire W o= Fi woi=1,2 et comme . et | ont néme

module de gquagsi-invariance, pour touf f €W(ER), on a pour U-presque tout W

Fi(m + f) = Fi(uﬂ s sl on pose ¢t G = sup (FI, F2>’ on a domc aussi

presque partout G{w + £) = G(uw) ; on en déduit que la mesure Gu est dans C
. . ,
c'est la borne supérieure de Y et u2 dans 'sz(w) et donc aussi pour

1'ordre propre de C..

L]
.



I e

¢} € est métrisable ; en effet W &tant un espace polonais QE;(W) est

polonais (cf [3] n° 5 = 4)

u - + - o e
d) ¢ évant fermé dans dzb(wjfpour démontrer que € est rfunion de ses

o » . Ld ¥ P + " L4 -
chapeaux (bien colffe))11 suffit de démontrer que sz(WU est blen coiffé,

La démonstration suivante est indiquée dans [3] exercice 5 - 10 : soit £

+

} s - . + : e x e
une fonction s.c.i sur W A valeurs dans R quil est bornée inférieurement

sur W et telle que pour tout n l'ensemble fwl([o,n] ) soit compact ;

alors l'ensemble Kf = {u Eeﬂ;(W)l W (£ € 1} est un chapeau ¢ en effet
Kf est fermé et d'autre part si a est la borne inférieure de £, les me-

e 1 “ - 1
sures de Kf- cnt leur masse majorEe par Y et sonlt portées 24 e prés
par fml([O, nl) ; done Kf est.compact d'aprds le critére de Prokhorov
(cf [3] n® 5,5) ; enfin W é&tant donnde on peut former une fonction £

telle que Y € Kf de la maniére suivante : supposant W de masse |, soit

K une suite orolssante de compacts de W tels que Kn porte U 3 —5

n , o 2
- L] e 4 o . - oo ] i v nnml i .S o e Mmook -
pres Ll sulyli de poser s L @ o v & ‘FII s QU wn 8L 18 L0nculion Ccar
=]

ractéristique du complémentaire de Kn'

Remarque sur la démonstration.

En utilisant (Q') on peut montrer que la quasi~invariance par les trans-—
lations dfune partie dense de {D(R) avec le module a(f, w) implique la quasi-

invariance par D(R) ; ceci permet d'obtenir des dEsintégrations de mesures

quagsi-invariantes en mesures quasi-invariantes de méme module (ef [16]).

2 -
Dans le cas ot P(x} = %L~x2, on a vu que C .&tait isomorphe & u{bGR").

Dans le cas général la proposition qui va suivre précise la structure du cdne

C ; posons WS P Y(la,t]) s on utilisera :
’ »



-1 -

2. 8 LEMME,
gf, ¢!

8,1

Ji;(hv est la limite projective topologique du systéme (UE;(WE s /s
‘ &

31"’{;?

r
s, t

désignant 1'application canonique :

? A

AW o s JU (0 ) pour [8,8] Cla',t].

v V A o - + & +
Démonstration : D'aprés le théoréme de Kolmogorov il est clair que ¢Z§b(w)

e . . s + - .
est limite projective ensembliste de Jib(ws Y. D'autre part étant donné une

,
bagse d'ouvertf 0 de W, la topologie &troite de Jt;(w) est la moins fine

de celles qui rendent s.c.i les applications u +—>» u{U) pour tout

Ue 0 (cf]14]). Orysi 0 est l'ensemble des ouverts qui sont image récipro-

que canonigque d'un ouvert d'un espace W, ?la limite projective des topolo-~
¥

-

. + . . . Can
gies de Jﬁbcws,t) est moins fine que celle de Jﬂ;(W) et posséde la propriété

précédente. D'ol le ré&sultat.

ez

C est limite projective topologique d'une suite de cdnes isomorphes 4

. 2
J m%).

» m - 4 -~ l ’ -~ *
Démongtration ¢ Soit ﬁ‘) { s,t]) l'espace des fonctions indéfiniment déri-

vables sur [ s,t], nulles en 8 et t et a, . la fonction sur‘ﬁi([s,t})x WS .
3 b [

définie par ' '

b p o
log a t(fgw)mw(a)f'(a)mw(b)f'(b)+ f 1 w(t)+ 5-f(t))f"(t)*P(w(t)+f(t))+P(w(t))}dt
r a ]

et soit Cs . le cOne des mesures bornées positives sur WS ¢ qul sont quasi-
] »

o0
invariantes par les translations de ‘60 (fe,t]) avec le module ag . Dans [ 13]
]

(démonstration de la proposition 11) il est montré& que si W € C alors

s',t'
(S 4 mame idre on démontr 1e le systd C o !
u[s,t] Cs,t at de la m@me manidre on démontre que le sy gme ( 8,6’ st )
est projectif ; C dtant muni de la topologie dtroite le lemme 2.2 implique

g,t

que C est la limite projective topologique de ce systéme. Pour terminer



_1'&pplidﬁtion (Xs’xt)]’ et définissons la probabilité- v, par i

'f-ll"'

: . . o Y2 . . .
on &tablit que C est topologlquement isomorphe & JﬁbﬂR)), cet isomdérphisme

a,t

gtant déerit par les formules suivantes (cf [13] proposition 9 et sa démons-

K. o %
. : o . ol P2 .

tration) : désignons pour =X = (x,, %x,)& [R” par vy 1 la loi sur W

. 1 2 8, t §,t
d'un mouvement brownien prenant la valeur ‘xl au temps, s et la valeur X,
‘ X, %,

au temps ¢t [on peut définir Ys

¥

. " par sa transformée de Fourier comme dans

{13 ) ou bien désintégrer la loi du mouvement brownien habituel par rapport i

&

}Cl ,X’Z

' t
(1) vx(dw).m Ix] exp - f P(w(g)) du. Ys,t

(dw) ,
33 i

Ix Gtant la constante de normalisation j; alors toute mesure v de C8 L
¥

représente de manidre unique zous la forme :

(2) v = f v, B (dx) ol B est.une mesure Sur {Rz? et = (XS Xt)v .
N ] "

mz

Remarques = on pourrait remplacer ‘@Zk[s,t]) par €D (1s,t)

L]
- pour Vv = E[s g} o0 peut déduire la formule (2) de la formule

| IIIp du théoréme 7 de [12] et donc ausgi d'aprés la proposition 0-5

]

pour toute mesure u{s ¢] avec U € C.
’
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§ 3 RIUDE DU CONE D GENERATRICES ¥XTREMALES DE C.

Le proposition O0~5 améne naturellement i 1'é@tude du cone D.
La régularitd des &léments de D va découler des deux &noncés qui

gulvent :

LEMME. 8- ,
Sott A wn opérateur différentiel hypoelliptique sur wn owert X de
i/ et "’LEA = {f e\ x) | AfF) = 0} Sur c}fA la topologte des distributions

cotneide avee celle de B (X) (et done ausst avee la topologie de Léoc(X))"

Ce lemme est une consdquence du théordme du graphe fermé (voir Malgrange
[8] prop 2 p. 331). Pour deux groupes de variables il admet 1'analogue sui-~

vant

LEMME ., 3=2.

Soit A (reep : B) wn opéfcz-f:eur* différentiel hypoelliptique sur wr ouvert
X (resp : ¥) de /Rn(r*esp s 7E) et ctﬁA’B: freDx x ¥ | Ax 7= By 7= 0}
Toute distribution de ﬁ%)B eat une fonction €% et sur QZ,B les topologies
de DX x ¥) et de § (X x ¥) cotneident.

§

Démonstration ¢ Solent 0y an(x) et v, e DY) ; alors 1'application :

vy frrmmmmmip T(@] @bwz) est une distribution SW sur ¥ qui satisfait &
I
B SW = 0 3 par l'hypoellipticité de B, SW provient d'une fonction de
I ' I
'@“YY) que l'on notera T(@l,y) : 1'application : 0, —— S$ est continue :
. ' 1

() AT, BT = AT @T, BT &Y =T BT, e (x) T, €D (1))



Mljuw

DKy ——d D'(Y) elle eat done d'aprés le Jemme 3.1 continue :

D (N e ﬁm?Y) ; en particulier 1'applicationl ¢4 b T(wi,y) est une
distribution Vy sur X j il est iumédiat que A Vy = 0 et donc Vy ast
une fonction de f:,’°°(x) notée Vy(x) : de plus llapplication : y l—3 Vy‘

Y 3 HTX) est "ﬁw pour‘ la topologie faible de & '(X) donc zussi d'aprés
la propri&té de Montel de 4D '(X) pour la topologie forte .de hHrixy (cf [15]
chap III  § 2) ou enfin diaprés le lemme 3.1 éour la topologie de z?m(x) H
ceci implique que (Xx,y) k=P Vy(x) est une fonction de ﬁw(}{,Y) etr T provient

évidemment de cette fonction. Enfin la dernidre partie du lemme s'obtient en

appliquant & nouveaw 2 fois le lemme 3.1.

3.3 le lemme 3.1 permet &galement de compléter la démonstration de la pro~
position 0.1 : Pt(x, dy) étant un semi-groupe de noyaux (cf [12] théoréme 2)

on oa i

¥x pour plesque tout}l"'ijw(gg.d)u f ps(x, z) pt(z, y) dz ; soit Kri
une suite exhaustive de compacts de R de fonctions caractéristiques e

D'aprés 0.1 s8i on pose :

qg,t(x, y) = [ p (x, 2) ¢ (2) p (2, y) dz,

n

o (x,.} est une fonction appartenant & f’chz) ‘qui satisfait &
> ’0

q

('g'g - Ly) qn = (0 ; d'autre part pour presque tout y € R, ps+t(x’y) est 1a li-

: *
mite croissante de qtsl f;fx,.y) : J'opérateur -g-{_: e Ly étant hypoelliptique le
L

lemme 3.1 implique la convergence partout et donc :

¥ ¥y p_, (%, ¥) = lim qz’t(x, y) = [ p (x, 2 p (2, ¥) dz

g+E

Pr*opbmﬁf;ion 3,4

Tout lément d du ebne D admet une version ds,ﬁrm’ 'y} appartenant

& G R x ®" xﬁ?g) et qui vérifie les dquations :



- 8d .
F) = 55 * o d=0
+ dd -
(£ ) RN '\“Lyd-—()
(e) ¥ 8, = 8y <0 ¥ ﬁz Z,tg » 0 ?&by
3 (o) = A . () B (x,du) P, _, (y,dv)
gty " R 1t T sy bty

Démonstration. On va d'abord montrer que 4 définit une distribution sur

- Lt . . . o -~ L+ . . .
R *xfR MIRZ qui satisfait & (E ) et (E ). Daprés un lemme de Doob il existe

s . . - -+
une version ds t(x,y) de d qui est mesurable sur (R %R XIRZ ¢ dTautre
»
parg u{s t}(ds t) est fini et ne dépend pas de s et t ;3 & l'aide du thforéme
] ¥

de Fubini et du lemme 0.3 on en déduit que d € &fioch- xR NIRZ) et

_ B, L
da't(x,y) définit bien une distribption. D'aprés 1'équation (g) (cf o-4) et
les équations satiafaites par Py cette distribution satisfait a (&) et (E+)
et provient donF d'aprés le lemme 3.2 d'une fonction B i ES t(x,y). Enfin

) 2
pour &tablir l'éqﬁation (e) on procéde-comme au n° 3.3 : 0 étant les fonc-

* - + » » * 2 I3
tions caractéristicues d¢'une suite gxhaustive de compacts de [R 8i on pose

8 , t @tant fixés pour 8 > g , t < t .
o’ To 0 0

5 -
45 (t,y) = fz Py (0u) Py L (559) 9 (0,v) d
' R Q 0

¢ (w,v) du dv,
o] (8]

R qn € @”(]so, C[x]0, to[ E m?), satiafait & (F) et (E+) et tend
en croigsant presque partout vers EB L_(x,y') donc partout d'aprés la fin du
' .

lemme 3.2 .

Munissons D de la topologie initiale associe aux applications cano-

niques D e Ll(g{q t}) s alovs
8y

Proposition §.5.

D est métrieable complet et 1l'isomorphisme i ¢~ D est bicontinu.
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Démonstration § Soit s, une suite décroissante non bornée et tn une suite

croissante non bornde ; d'aprés l'équation (g) on peut ge restreindre 3 la
famille dénombrable dfindices (Sn’tn) pour définir la topologie de D d'ol

" ot . .
le caractére métrisable complet., Désignons par | et W des mesures de

¢ et a" = ﬁj(un), d m‘ﬁ(u) ; si a" w3 g alors pour tout (s; t),
n . ek Vo T no__ .
1 (s,t] & u[s,t} dtroitement donc d'aprés le lemme 2.2 | -+ 1. Récl
' 11 ) .
o J— .. N ] - o by i
Efoquemant 31 [ 3 U, U {s,t} u{s,t} étroitement ; on e? déduit que
- - + ; ' N
g* -—» d dans DR xR xrR%) donc aussi, d'aprés le lemme 3.2, dans
*@wGRm x[R+ % mz) :  comme de plus Y, (Eh ) converge vers U (d_ )
’ “{s,t} "s,t {s,t} s,t

o

la suite dg,t est H{s,t} équiin?égrable et éonverge dans Lt (H{s,t})

(cf[9] § 20" 2,1)

Pagsons maintenant & 1'étude des géndratfices extremales de D ; on re-
marque l'analogie qui.' existe entre D et le cOne des fonctions positives
. " ' .. - Ti e
séparément harméniques sur un produit d'ouverts bornés de R considéré par

divers auteurs ; on rappelle en particulier que les génératrices extrémales

de ce cBne sont formées de produits tensoriels de fonctions harmoniques (cf {7]).

On utilisera la remarque suivante : lorsqu'on fixe les variables s et x la

ey

‘fonction d8 (x,,) eat un &lément du cBne H défini comme suit :
y o :

Definition

0n note H le cdne des fonctions h(t,y) indéfiniment dérivables sur

mf % IR, positives qui sont solution de (E+) : %% + Ly h=0¢;: on munit H de

1a structure uniforme faible définie par les formes linéaires h —> {¢, B>

.&.
ol p est un &lément quelconque de D@ % m).

Propogition 3.6,

¥ est un obne complet, réticuld pour son ordre propre et réunion de eho-

peaqux métrisables.
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- s ’ . + . . .
Démonstration :+ =~ Si ¢ €4 x R) et si F est un filtre de Cauchy sur M,

lim {h, ¢ existe j on définit ainsi une forme lindaire positive sur €D donce

2

. . . . . +*
une distribution qui satisfait &videmment & (E ) 3 par l'hypoellipticité de

3 , e o : o o N
oy L , cette distribution est une fonctidn €7 d'oli le caractére complet de I.

at v .
-~  pour toute fonction h € § on construit aisément une fonction p
: .
continue et > 0 sur R XR celle que P h> = f p(t, y) h(k,y) dt dy <i;
on va montrer que K = {k € H | <p, k> €4} est un chapeau de” H ; d'abord

Ld

les fonctions de K &tant uniformément d¢'intégrales bornées sur chaque compact

* * - ) *
de R xR, ¥ est borné dans Lﬁloch X R) donc avesi dans ifmGR % R)

(cf lemme 3.1) donc relativement compact dang ce dernier espace (par la proprié-

té de Montel) ; d'autre part le lemme de Fatou.entraine que - X est fermé donc

. - : ) oo
compact dans ﬁfOGR X M) et donc K ezt aussi compact et métrisable dans H.

- le cBne W peut-8tre considéré comme un cOne de fonctions harmoniques
dans une théorie axiomatique du potentiel (cf[11]) ; il est connu que ces
cBnes sont rétfculés pour leur ovdre propre (la démonstration que 1'on.trouve
dans le livre de Brelot [ 2 ] chapitre II § 8 pour le cas classique se trans-

ose sans difficulté : on n'a besoin que d'une base d'ouverts réguliers pour
P

le probléme de Dirichlet) .

. L] » - * -F' - r
Le lemme suivant précise les liens entre L'équation (E') et 1'équation

(e ) ¥ 8, g 8 ¥y h(sz, y) m j h(sl, v) Psiwf (\f’éfv) .
_ R . %
LEMAE. 3.7,

§i k€ H et satisfait & 1'équation (€7) et i hE€H et h<k,

—

alors h vérifie (8+).

Démonstration : on utilise ls construction de Y donnée dans [12] @ un ins-

tant initial t, > 0 étant fix8 on peut écrire;
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t t
(1) u[t o ™ f Pxo Ho(dx), ?xo Etant la probabilité portée par
0" R >

zfxq Eyr * @ [y, (espace des fonctions continues suy [to' + «f  wvalant ¥ en to)

caractérisée par @

L t
(2y B w=»X f (X)) ds est un (E?Fn ar ) mouvement brownien ; con-
¢ £ 4 g X Eost

o o . . . . . _
sidérong pour touté fonctionm h{t,y) deux fois continument dérivable, 1'inté-

grale stochastique :

€

: t
: %
(3) M: w f %%-(5, KB) dﬁ%w( ); d'aprés la formule de Ito on a
% g ‘

o _ .
' tD B W
(&) Px - p.5.. h(t, Xt) & h(to, H) Mt * f A h(}ﬁ?ds avec
to :
A= %?'+7Ly ; 81 h& H la dernidre intégrale est nulle ; h(t, Xt)
est donc une martingale locale positive pour la suite de fF; ¢ temps d'arret
. o'
'J.‘n donnée par
Tn(m) = Inf(g > £, ] Ixs(w)] 2 n), donc une surmartingale ce qui entraine:
. .
t t
83 v Ol v VY g bfa - A 0 Baeamt TV cmfenmen v AZES L o T et oS
\Js s VRN, s, J D ik g P CULENc L €aperance aerinle par la propdol
% t o ®
£

. o . . . .

lité PX ) 3 mais en remplagant h par X =~ h dars ce raisonnement on &tablit
» prs ) o o s r - » -~ P, .“.+
1'inggalité inverse ; d'oll 1'égalité dans (5), qui équivaut d'aprés (1) a (¢ )

puisque t et t sont arbitraires.

-Pour continuer on a besoin d'une opération de restyiction i certains
sougs-cdnes de H de mesures coniques sur H ; tne telle opération est facile
& mettre en place en utilisant simplement le caracti@re bien coiffé de H. On

ra byl '
notera M(H) le plus\@ous~espace vectoriel de fonctions sur H qui soit réti-~

culé et contienne les formes lindaires continues sur H ; une mesure conique

est une forme lindaire positive sur M(H) et, H é&tant faiblement complet,

(*) On peut se réféver a []4] pour une présentation des intégrales stochas-—

tiques.
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toute mesure conlque sur H a un résultanldans H (cf [51). On notera B

la tribu sur H engendrée par les formes linfaires continues sur H.

s ‘.

LEMYE. 3.8,
Soit A wun sous—clne de H appartenant d B, fi uné mesure conique
sur H ; 11 existe une ynique mesure contque ﬂiA possédant la propriété sui-
vante : 8L ﬁi provient d'une mesure de Radom A portée par unyaha@eau
X de H, fiA provient de AA, vestriction de A a A ona J A < Ml et

8% TZA S }z pour tout A alors /Z provient d'une mesure de Dirac.

Démongtration ¢ on va montrer gue.si fz provient de X et 1A' alors

(1 AT(EY = A(E) poﬁr toute fonction £ positivement homogéne, bornée
sur chaque chapeau et B-mesurable ; on sait d&ji que (1) a lieu pour

f e M(H. Soit Hl ‘une base de H dé&finie paf H] = {h ] #Ch) = 13}, & Etant
une forme lin&dire continue positive sur H et pour toute fonuetion ¢  sur
H] soit ¢ 1'unique prolcngemenﬁ positivement homogine de ¢ & H. Soit

E. 1'espace des restrictions 3 Hl des fonctions de M{H) et F 1 espace
des fonctions ¢ Dbornées sur H}, tellés que @ soit B-mesurable et

AE) = A'($). Par application de la remarque qui suit le théordme .20 de
[91, on obtient que _F contient toutes les fonctions bornfes et mesurables
par répport 3 la tribu engen&rée par E c'est-d~dire "Bn H;f . Dol (1)
lorsque £ est bornée sur H et le cas général en €crivant pour £ > 0
f = sHp(inf(f, n 2)). On pose alors pour £ € M(H) )ﬂA(f) = A(XA £) et le

reste de la proposition est immédiat (om peut comparer cette méthode de res-

triction avee [5] prop 30.8)

THEOREME, 3.9

Les génératrices ewtrémalee de C sont formées de mesures markoviennes.
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Démonstration : d'aprés la propesition 0.5, i1 suffit de montrer que les

génératrices extrémales de D sont formdes d'éléments décomposés. Soit d € D
! - apr s o A
et A un sous cone de H B-mesurable ; on va définir un &lément d de D
d ’ o . . . co -
de la maniére suivante : soit d la versidn ﬁ) de d ; pour tout {s,x) € /R X/R,

(t, y) temmi dq t(x,y) est un él8ment de H noté hS X.,représenté par une
8, ¥

, , . - . . A
unigque mesure conique maximale Gy 5 Om considére la mesure conlquac)lp X
g 2y

(voir lemme 3.8) dont le résultant hi x est dangs H et on pose @

¥
&

dg t(xp v) = hz y(ﬂyy). Montrons que dA satigfait & l'équation (€) 3
’ w ’ L

hﬁ x gétant majoré par hs 5 on @ d'abord pour t' 3 t dfaprés le lemme 3.7
H

(y, dv).

£ l-t

A A
(1) ¥ 8, % t, y, t' hs,x(tv yy o= I hs,x(t‘y v) P

Dlautre part d'aprés (£) (voir proposition 3.4) on a pour s' % s

¥e, x t, ¥, s hsﬂx(tw Y) = f h;i’u(t? y) P$“g|<xs du) 3

L]

toute forme lindaire £ continue sur H é&tant dounée par &(h) = <v, h >,

+ , o P e
avec ¢ € PR x R) on a aussi d'aprés le théoréme de Fubini :

(2) £(ha’£) m [ Q(hs,’u) Ps_ﬁ,(x, du) ;3 (2) implique que pour toute
fonction £ € M(H) ¢

(3) yd;’x(f) = f&ﬂZ;Pu(f) Péus,(x, du), par le raisonnement suivant :

we
e
on remarque;l'intégrale .

T(f) = ij , (£ P  (x, du) existe ; en effet cette intégrale existe
s',u g8=3

d'aprés (2) lorsque £ est une forme linaire et dans le cas général celd

résulte des propriétés suivantes

R IZ . u(f) est une fometion borélienne (voir le théoréme 30.1 VIL
‘ ¥

8

de [ 51) et [fl est majorée par une forme lin8aire continue (voir la démons—
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tration de la proposition 30.13 de [5]) ; £ +ee—d I(f) est une mesure

conique, maximale comme intégrale de mesures coniques waximales (¢f [6] corol-

laire 30) dont le résultant est h . d'aprés (2) ; d'olt (3)
8y

; par unicité de la représentation int8grale de hs < Par le méme rais—
! ¥ :

j sonnement que dans la démonstration du lemme 3.8 on déduit de (3) la méme
- - - CoHA .
égalité pour les mesures JL o donc augsi

¥ dn

(4) hg,x(t’ y) = ! hg',u(t’ y) Pgmgv(xs dg)v

La conjonction de (i) et (4) entrafne que dA satisfait 3 (&) : il est
! _ alors clair que dA €D et que dé ¢d ( 4désignant 1'ordre propre de D)
Supposons maintenant que d appartienne 3 une génératrice extrémale de D :

- . A . ,
alors nécessairement d = c d, ¢ €R et en particulier :

A P
: (5) h m o h pour tous 8,%x 3 1l en résulte d'abord que h
i 8,%s 8,% , 8,%
appavtiaent 2 vne géndratrice oxtrfmals A de D {en effet d'aprés le lemme

A
8,yX

; A , . A .

| 3"§,JZ9 x provient d'une mesure de Dirac et JZQ x est maximale) ; d'autre

: ] S

] part 8 , x_ Etant fix@son a A A ¢ car dana le cas contraire pour
o' To g,% NN

tout A contenant As et disjoint de AB L On aurait ¢

] »

0" "o
§ ' hA = h et hA = 0. 1l existe donc une fonction ¢(s,x) telle que
? 8 X% 8 X G,% - s ]

» ce qui revient & dire que d est décomposé .

Remarque : la réciproque du théoréme 3.9 est fausse ; en effet, d peut

8,t
o + - o~ - N
ge décomposer sous la forme 2 @)wt sans etre extrémale dans D (pour cela

e oo s
il est nécessaire en effet que vy golt extrémale dansg le cOne des (H,g’t)

. P + +
martingales positives (resp :'ws,ﬂrt))
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BUR LES INTEGRALES STOCHASTIQUR 5 OPTIONNLLIES ET UNE
SUITE REMARQUABLE DI PORMULES BXPONENTIELLES

par Marc YOR

INTRODUCTION

Lforigine de ce travall a été la remarque suivante i si L est
une martingale locale guasi contxnuo 2 gauche, et dont leg sauts
sont uniforridment bornés, on peut associer a X au moins deux Formu-
les exponentielles intéressantes, & saveir l’éxponéntiella de C,
Doléans

'_E(X)ﬁ =oxp | K - X% T (waxs)e“ms

et une econde expomontlelLe
SRR

(X) = BXp | Xt - %<XG lax - fv dx)(exm1«x) |

v étant Lla " mesure de Lévy" de ¥, clest & dire la projecticn
( dusle ! ) prévisible de la mesure N{dtxdx)=% I{AK #Ola (dt)a {ax),
,.>

I . 52 E]
(}w vy bt e o L e et ey ey ettt e A o e ey e T e Tl or\r'}'l o BOYY a1 e
T CORSTIALT CA-=-GC330Ua wiil BUlto Lo AL HEgRLEE LOCELED -«--r:n\-ur,;I g il
que B (X)<E(K) et, au moins formellement, E_{(X) mewi EQD(X) . De plus,

N 0
o ces mart:ngach Llocales p@rm@tt ant de caractdériser le processus croig-

gant <X°,X“>Aet la mesure prévigible v

On donne dgalement une nouvelle expression de la formule 4'l{w
asgocide 4 ¥ ~ gous une condition d'intégrabilité - ol intervient
de manlére naturelle une Intégrale slochastique optiomnelle.

NOTATIONS, N _

Les notations wtilisdes sont principalement celles du " Cours sur
les intégrales stochastiques” de P.AMeyer, qui figure dans ce volu-
me ( référence [5] de 1la bibliographie ). En particulier, on consi~
dére les espaces M ( marfingales de carré intégrable ), W ( martin-
galeé 8 variation intégrable )}, I L o { martingales locales ), E { pro~

Ccessus a variation finie )... définis & partir diun espace probabili-
ad¢ complet (Q,E,P) , complet, wuni dlune famille croissante (Pt)t/o

de sous~tribus de F, vérifiant les conditions. habituelles,



“tels que

une application linéaire contractante de (LR(M)

On dit que X vérifie localement la propriété (P) ( le long de la

suite (T )) s'il existe une sulte (Tn)’de temps d'arrét, It ® pes.,

t@ile que pour tout n X n = K AT vérifie (P). Aingi un processus

- X est dit localement ‘borné dans Lp s'1l existe dcs T, t® p.s. et

PR

H”.'Z j:3 ’ 1
sup, BL PXgap 'p l<w@
Py S eAT b S

‘Par,exemplé,vﬂloc et l'espace des martingales locales, localement

- de carré intégrable. Enfin, la notation'suivante permet de simplifier

de nombreuses egalmteﬁ entre uemlmmartlngales 1 s1 X et Y ‘gont adap-

:*ii' tes,'on dlt qu 'ils uont aSbOCIGS gi XwYEL ,.et on note XJY (L)_( L

‘eut cong a Y modu]o L ) B ou simplement K= Y .

:.flﬁ1,, UN LEMM}' FONDAMENTAL ET @UELQUES GONSDQUENGE*’ o

;1 1. Les integrales %tocha%thues optlonnellea apparaltront Lres sou-

vent dang tout le travail. Montrons tout d'abord que L'extension

de 1! Jntégralp btochautique aunx 1ntegrdndg optlonnelq faite en [5]
‘J;est “maximale”. ' ' |

Rappelons 1'1nega11te génerale de KunitawWatamabe obtenue en [)]

si H et K @ont deux proces&us F@B(m )mmeburables, et M,N ¢ M, ona

| | e
é‘.”_ms] I, | |d[M,NJ]$ < (/"“ Hgd[M,MJS)‘/E (f KZa[N,N] 1172 5.

:En particuiler, ai H esL un processus mes urable vérifiant h(fH ‘A [, MJ )

< 00, 1‘applicatlon W ooz B /O H &LM N1, ) est continue sur (M, {-].),
0

_ et done 11 mx1ste une unigue mdrtlngdlv de carrdé intégrable, notée
o HeM, telle gque

V_Ne;}g , E(E(H-M),ij )' }‘( f i d{M N, )

Pour continuer, nous énongons le lemme gulvant @

Lemme 1 . L'application de projection optionnelle H -~ "H définie

sur les processus mesurables bornés se prolonge de fagon unique en
i[ ) dans

f{ .
(L20), yll-1) » ob
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’
F
8

i

? ' " s
L (M) { H nmesurable MHHHr = T(/ '1 8 1LM M] )

b

b

“2 ! . } r i
LO(M) { H cPﬁlomn@L : MHHHB < a)}

.On note encore H . YH ce prolongement.

Démonstration . Soit H un prooeusus mesurable borné, On & pour toui

' temps dtarrét T | |
S T g T 7 2_ prpe : il
() lgm<a>}”(L[Hml{T<a)§|£w]) = L[“TI{T<as]|£T]

B

1ol
(H )TIIT<aﬂ

Dtaprés le théoréme de section optionnel, on a donc (* H) l(H") sauf
sur un ensemble évanescent, et donc MﬂlHH < MHHH . Les p?ocessus

mesurab}es bornés sont denseg dans Ld(M), et.le lemme est démontré.

Proposition 1 . Soit H € I2(1) . Movs He M iy,

Démonqtratnon . D'aprés l'lnégallte de Kunlta~Watanab@, 1t appllcdilon

~;ﬁ;f£i~m¢ H M deilan sur L (M), a v&]eurs dans M 5 est continue ( et

" méme contractante ) I1 en est de méme de H-—»H- H, & 1'aide du lon-

me 1. Il suffit done de momtrer que HeM = ‘HeM pour H mesurable, bor--
‘né. Or'soit N €M . Nous avons par définition de H.M |
Eg[nam N1..) = B /& d[M N, ) - P( /031H aM,N] )
- l]'(% &
car le processus ) varLaLJOn intégrable [M, N] est optionnel. Or ceci
Cest L'égalité caractéristique de 1'3ntcgraic stochastique optionnelle
1H M ( [5], chap,II asf, 32 Yo N '

Qn est ann&i ramend a la Lhéorle de 1Ltintégrale gtochastique option-
'neli@ de [5], IL<31-35 pour M , et V.19 pour L .

1.2, Comme cela apparaltra dans la suite dans diverses applicaticnsg,
le lemme suivant permet de résoudre de noubreuses questiouns lides

& la théorie des iniégrales stochasgtiques, Il est di & Ch. Yoeurp et

ﬁigura; avec démonstration, dans son article [8] dans ce volume,

ﬁ@mme fondamental . Soit A € V prévigible, et'solt M € M . Aors
[4,M] = AA«M , En particulier, T[4,M] est une martingale Tocale.

1.3, Voici deux premiéres applications de ce lemme fondamental., On
commence par une nouvelle démonstration de la formule de M., Pra-
telli et Ch, Yoeurp (L5], IL,.37 et V.21 },



Propogition 2 . Soit M ¢ Ml « Alors 1l'intégrale AM-M et le pro-

cessus <M, M> gont bien définis et
(1) ' OMM = [M,M] ~ <M M

Démongtration. On renvoie & [5], V.21 pour le début de la proposition.

Pour démontrer (1), on peut évidemment supposer M®=0, Par la caractde
risation des intégrales stochastiques optionnelles, il suffit de véri-
fier que pour toute martingale N bornde

[ [M,0)-<N, N>, ¥ ] = awe[w,5] ()

Or le membre de gauche est égal 3

e 2 | o e o
B, ()%, - L] e 3

(A )T AN, = ES<.AMSALM,N]S

dtaprés le lemme fondamental, Cela démontre la proposition,

La proposition &uivant@'montre que L'intégrale stochastique option-

  neJl@ H-M est la compenséde de 1'intégrale de Stieltjes H*M m)lOTSque
r‘fcellcmc1 existe. L'énoncé est implicite dans la construction de [5].

IT.34, mais n'est explicité mulle part dans I51. S -

© Proposition 3 Soient M € W

0 £ &

“H un processug optionnel tel que

'nz AlvM w7 \1/2
.I..Lq‘ L.‘L_J.I.’J.A ’
2

=].0
T
- JS

SO 1AM | soit loca Lement

Mors (

ot~

l'ost aussi, et 1'on a
(2) ' Holl = HaM - (HxM)?

( on rappell@ que { )® désigne la projection duale prévigible ).

Démongtration . M appartenant i wj o6 n'a pas de partie martingale

~continue, de sorte que la premiére phrage de lténoncéd se réduit a

TVindgalits Bact Maaw < (3 [H ][ )%, Vérifions que HxMfixs)®

satlisfait a 1a proprleta caracterimthue de 1'intégrale stochastlque
optionnelle, c'est & dire que pour toute wartingale bornde N
‘ 5 . 1
[HxMw(Hxl)® ,N] = HeLM,N]() (L)

Or les deux membres différent par [ (H«M)2 ], et le lemme fondamentsal
s'applique encore. '

B L etk A AL

(1). Nous eroployons la notation * au lieuw de « pour les intdgrales
de Stieltjes, geulement lorsqu'il y a risque de confusion,
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2. DIFFBRENTES I‘){PON}JNT]P.L}J*‘“ DE SEMI-MARTINGALBS

2.1. Rappelons tout d'abord, pour notation et référence par la sulte,

©le théoréme sulvant dll a4 ¢, Doléang, qui est valable pour tout
X appartenant a 1‘'espace §O des semi-martingales nulleg en O,
Théoréme 1 . Soit X € 8, . Il existe alors une et une seule semi-
nartingale AmE(K)‘ solution de .

(ey) Amx14f Aax .
X _ﬁ:_ f“L_; ]0 t] O R

Blle est dopnde .par la formule -
b,

(3) B, = exp | X, - ;< XC, 10 > - S<I (1+ax )™ 78 .

‘ La proprieta fondamentale d'une exponen1ielle ool Sa_multiplicatim
}::vlté Etudlons Pette pxoprLéth pour E. .%_ : o e

;PTOPOULthH 4. Pour K Y e 3 Véﬁ'ai
(4) . E(k)E(Y) s ( X4Y4[X Y] )

- Démongtration . On peut obtenlr la formuie (4) par Lalcul dlrect a

. partir de la formule (%), On préfére ici appliquer la formule 1'I1to

& vat , on U=B(X), V=B(Y), ce qui revient & la formule d'intézration
var parties d(UV) = U 4V + V dU o+ d[U V] - Iei on a dV=V_4Y, aU=U_di,
 ﬁLU'V] = U_V_alx,¥] , done ' - .

A(UV) = U_V &Y + UV di + U v d[x V]

et UV est donc 1 unique aulutlon de (GX+Y+IXSY])’ dtod (4).

La proposition 4 permet de définir naturellement 1'application
‘hilindaire | , { sur §GM§O par ‘

Y= X Yo [X,Y)

Une notation d'operatlon telle que KLY gPydzt dlailleurs appropriée,

car ll'opération ainsl définie est associative
Xa¥i% = X + Y + Z + [X,Y] + Foly,z2) v [Z,X) + I, AX%AYSAZq .

. n 2 e
On explicite dans la propositiecn suivante la sultle .( ) dtéiéements

. 1 whn
de uO déterminde par la relation de vécurrence & ). =% € 30 ’ &( )m

i X, X ”E)} ( les puissances de X pour licpération L ).



Propogition 5 .‘Pdur tout X € 5, et n§1 ; h_GJN , ONn &

(5) X(l”l) . ni + I'ILT] 1l<){c }{C'> + qe l:'ﬁ.(ﬁa}{s) o Pﬁ(x):(‘!%x) wf-nx

Démonstration . Blle se falt par une succession de récurrences faciles.

. Nous commencons par vérifier la conséquence pulvante  de {5y -

™ s g e el g () = (1) T

En effet, la formule ALY w(n=1), [X,ifn;T)] nous donne la rela-
tion de récurrence Q (x)= x+Q (x)+XQ (x) avec Q (x)wx? qui conduit

- bien a ltexpression cxmdessuq, ""* T L
Nous §oqon ensulte Y( )w [X X(n)] La formuje X(n) X+X(n“ )4

] nous donna S
- Y(n) = [x X] + Y(n 1)+ £, A&EAK(H 1)

—

'i_x(n 1)+ <X x0\+ P, R (AX )

,_ﬂ

r?bu R, (xij (1+Q 1(£)) 4 x?(

X 1+x) , La solution de cette equatlon da
’77frécurrence egt s R j SR '
Y(“)A n<y xc + zq; T (AK ) ou T (ﬁ Y= x| (14 )11

'*ffgarfTQ;T 1._R . La relatlon de récurxence bur - x(n) devient aLOfB

o
1) soit

A
5,
0
b
2
P
ﬁ\
+~..,
o
.

  (n) _ w(n=1) e o PR :
X o= X | + X o+ (nw1)<£ s + ES< Tnmi(&xs) )

- dont 1& solutlon est ()) ; car Pn;1+Tnm1”T .
'_?.2. On donne maintenant une autre &emengtration de la Fforme GKPlJClLb
- de la boLutlon d'une équation différentielle stochastique posde

et résolue par Ch, Yosurp ( [8]1 et [5] ).

‘Hoit X wne semi-martingale spéciale ([51, IV.31 ), dont la dé-

-'-composition ganonique est X = X YM4A ( M € LO , A € V et prevmsLDTUj),

On note £ = Xyt +h la proaectloh prévisible de X. D'dpres (87 ou [5],

@i le processus 1-B8A ne s'annule pas, il eylste une unique seml-martin-

gale spéciale A=HB(X), solution de '

(éy) L by =1+ éo t]Ades

donnée par B(X)=B(Y), ol lt = dxg

| ]0 t]1 -AA

rwnsscvta s e

1. Bn rénlité, XO ntintervient pag.
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_Proposition 6 , E(X) = F{=iT

Démongtration . Avec 1es notaflons pr(oedenteﬁ, il sfagit de mon~

trer E(Y)E(~A)= L(M) D'aprés la prop081t10n 4, cela revient a
Y-A-[Y,A] = M , Or par définition de Y
4y - ah - a[¥,4] = dM»uiA - dA - [M A{+d[A Al

AA Aa AR A ..{"l

Nous remplagons dlA 4] AT AAdA,_ef d[M,4] par AA&M.( Temme fondaw
mental ). Il reste N ‘

aM A TSR e an
' T~ T T8 T - d?“zm - gy o= Al D
i Gemme tous les processus sont mils en'Q.-la”bropQSition est éuablie,

g

3. L exibtence des integrales wtochagtiques optionnelles permeﬁ d@
poser Te probléme de la resolutlon de 1'équatnon stochastique

.'_IgX) p,,_;;,_dzs = z SAX

'”5f_0n le résoudra 01mdesaous dan une SOH““Clawse &e i'espace des

f’semlwmartlnaales speoiaie% ) Tormee de& uemimmartlngales specmales.

:i'X admettant une décomposition canonlque XwKO+M+A, ol la martingale
- lacale M est qua51mcontlnue & gauche, Nous dirong pour abreg@r qﬁ?Uﬁe

_ telle semi-martingale est Lreb specialp, 11 faudra audsl imposer une

"5:;conthLon d'lntegrablllte. B

sy T

"3 Pr0pOSlt1On 7 e Solt X = X %MiA ld decompogltlon canoniquu dtune

. l’\
© gemi-martingale trés snecla1@1 On suvpose aue 1=K ne s'anpule jamais

ffﬂ*?fet!qua le processls croissant ( Ls<ﬁ(1 AM"7311|1 |”1/2| “ eut

'nglocalement 3ntégrab1e, Alors il existe une ot une &eule semimartingale
 :& telle que ( les i.s. ci-dessous &1ent un qenﬂ et que ) 1l'on ait

RTE 7S Y RSy 5@.}{‘& (=1 f pam o+ [ 2.dh ) .
R LA B f?‘- o, Lf] 5 Jo,4]° @

R T

s UaTte BHlution éét ﬁ(x):n(X),_ ﬁgi_ T ﬁM
- JO t] 8 ]0 ]

SRy ]'“'r";géﬁm . Délplﬁs, et z gont trés spéciales.
[ o

" Démonstration . Nous commengons par guelques remarques sur la condi-

tion dtintégrabilité impomée. D'abord, A‘n'a gque des sauts prévisibles,
M que des sauts totalement inaccessiblea, donc la condition que 1-bX
‘pe s'annule pas signifie que 1-&M et 1-2A4 ne gtanmulent pas, Ensuite,

1. En réalité, X ntintervient pas. 2., Cela entra{no que imAX {w) egt
horneé 1nfgrleuremant par un nombre :0 sur tout intervalle compuct (ne

pas confondre cela avec “1ocaT@mont horné Lntt" ou seng des t.d'arrét)
%, 0e théoréme a ¢4é démontxd 1ndepvnd%mment par Ch.Yoeurp ( non publa+)

!'\
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{1 revient au méme de dire que le processus croissant de 1'énoncé

est locaiément intégrable, ou gue le processus croiﬂsant
s N | 1/2
Oy oy Tean j<r/e) )

est localement intégrable. Mais d'aulre part, nous savons que
B . 2 2 ) 7 '3
3( Es¢t ﬂMS )1 gat localement 1ntegrable, done le procesgsus crois-

P o 1/2
ooest (1~ )° H_I» 1/2i

“eqt tougours 1ooa1ement 1ntégrable, eﬁ 1 1ntegrab11ite localc de 1!
i'euom,e, éunvaui el ceile du proces sus crojsqant

e ‘ "ZﬁM%”'Tf" 1/?
o = (B, P,
B A gt

=G A1)

im d‘ou L] réoulte an partmcullpx que Ill I /22 auralﬁ pu Stre rem-

3pldre par Iill " pour n' 1mpoxte quel rC]G 1[ Une autre remarque,

ﬁquj 1nterviendra par 3a auitn : le plooeqbus cr01ssant

o al?
”hhz}Eg‘f s<i Tﬁmﬂng ( ijni 1 note 2 Page precedenie )

BT

est Eocalement 1nteprabley”31 Ld gond1t¢on de 1'énoncé es 5atisfaiw
;fbe . Fn effet, choisimsons des tenps d'drret Tniﬁa}, réduisant forte-
- oment 1& martlnﬂale LocaLe M et telﬁ que BT S0, ag € 1! .

n

- Montrond que ST et ; ce qui rcvment ) dlze ‘que ABT = AM“ /|1~ By |
on
t imtwyrab]e, Jomme T rddumt fortement M &MT eut inteérable,
PR : 14}
3 dono &51 1311 AM l” 1/3} ast jntégrahle. D'autre pdlt on 8
3 . Lo L :
I&Mn | o 1
|1wAM y. n T
: , ] SRRV &
et le cate gauchu majore % [AgT II{“ M I“'?/2l ( car IAMT| l{i
g P ). On pourra uomparef ce ra1uonnﬁment & gelui de [5] , IV,

n“52,0



_est prévisible,

Par un raisonnement tout & fait analogue, maig plus simple, on dé-
montre gue la condition de 1'énoncé est dquivalente 3§ l'Lntégrabllmm
hé Joca]e du proco&sua croissant & val@ur finies

N E Egcm TH«ET“T |1~

Sgﬂ 1/?[

VZ-Enfin,_ ne dernieze remarque : dans ces condltions d! 1ntewrab311te

on peut pa}iout faire disparaitre la deoomposmtlomv en remplsgant

-:M-p4r X .En effet, les processus croissants analogues relatifs aux
-_sauts prevxolbleg de £, par exemple

(o Ay /
(.. 8(’14 (1_‘&&%) I I L\ltl |~c:‘ 1/2} ) | : **

gsont prévqubles a valeurs fnnieb, donc toujours lOCleM?HL intégra-

bles

Passons a la demonwtrdblon proprement th@. Vernflonw d?abord

.;que l on peut deiLnlr X . L'int@grale da Tneltgeo f mwmim eat bien
S : 3
'*fdeflnle, car 1a fonctlan |1 AK I esﬁ bornee 1nfer1eurem@nt sur

'iﬁf%bout 1ntervalle compdot D'autre P&Tt, I 5M n'est A0 quien des temps

totalement 1nQCC8891}1fug donc 1=0M = 1 PeP. pour la mesure di, et

- ‘t f t .\ s ]
-}gf'wwg%%« =/ wgggf‘, co qui moptre_qug ce processug & yariatlon finla

o 1= 3

Pn ce qui concerne 1! Jnt grale qtoch%atLque optionuelle é ToEE

' "»nous rOnATUONS de méme que 1u&A n'est #t quten des temps 4'arrét

pryv101b1eﬁ, done que 1-0A4 =.1 D.p. pour la mesure d[M,M], Ltintégrale

‘Stﬁﬂhd%tique est donc égale & ftmmmm ., Pour verlflar que celle-ci a

S AfM,¥ 1/%
nn,ben&, 11 woua fauf anmnner si le processus croissant (&” mwi} -) /:

' est lmcaiﬁmani LnteyrabLuﬂ Oomme_imAMg ne différe de 1 que pour des

en Jnijnlt& dénombranle . 11:n‘y a_aucuﬁe-difficulté quant a 1l'in-
tegralg relative 3 <MC M%s , et'il guffit de voir si
(5 - AMﬁMMm' /2 o |
BEY (1aM )3

'_cqt ]ocdlpmenb intég rablc¢ Noug avons wu p]us haut gue ¢ egﬁ hien le

cas. Alnsi X ggt blen deélfinie, et 1l dpparaxt gur sa décomposition

cque clest une semi-martingale trés spéeiale,

i. Dégormais, nous SUPPOSONs que XOmO .
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Pour prouver 1'unicité, nous remarquons que (EX) entraine, comme

X egt trés spéeiale ( [5], TII.35 et V,20 ) que AZy = Z, M, et done
que Ztmzt“/(1~AXt) . D'autre part, si H est prévisible localemént
borné, X optionnel tel que 1'intégrale KeX ( =(KeM+KeA ) alt un sens
1¥tintégrale optionnelle (HK).X a un seng et l'on a (HK)eX=H. (K X).
Tci, prensnt HeZ  , K=1/1-2X , (e 3 devient

| . R S

)

S S : = s '
dont nous savons gue la seule solution est E(X). Inversement, 801t

;*mE(i ) montrons qu elle matlufdlt a (LX)', Nous avons Azb 2y &Xt’

'donc - & nouveau grace aucmrmmﬁﬂaﬁxs %nﬁJaLd@ X - AL, =7 AX /1wAK

£t e £
‘et enfin by =2 (1-«AX ). Ainsi e

fl

t
; - 1 | Zg
by o= o f Ao (g—we AX_ ) = 1+ [ . __28=_ _ 4x
.r t;'lf: :]O’tl- ?%.Wfﬁzg B 0,4 1eaE s
1’__-_'-%« [ .2 1% ‘;;{
S0, 1:] ¥ aatn

jiaéﬂsﬁfté'qﬁé % satlsfajt a(ex)

Donnonu matntenahL wne forme pEus expiLolte de E(k).

' WQ PropogLfion 8 . Sous 10% hypotheqeo de la propo&ltlon T: on a
C e Cexp (-y -<X%,%x%)

j:l % .
“(4) = o
S L B(-X) T
oG Y est la projection prév1slble duaEe dc by gt ngﬁﬁm .

v 'Demonbtrﬁtlon . Nous savons que Y OXLSLQ ( ¢tude du processus croissant

'8 dans la démonstration précédente ). Comme M est quasi-continus 3
- gaacha, Y esl contlnu, et la formule s'dorit

_, BOOB(-X) = B(ay~ex®,x%) _
fHﬂomme L(X) L(%), cette formule s'derit, d‘ﬂpxes la prop.4

| S [%,%] = - X% %P

Noug remplagons X par M+h , X-par Tém M.+ TlﬁK'A s de sorte que

e MM AA went 3 (1.3 \ %°-x°

x“x %.1WAM oMo ToREed « Quant a [X?i] , TIOUS avons vu que X =X ,

e . AL AN _'; AA Coed , "
et que M s ToRF = ToAT TIRE - A;nulg comme [M, A7=0 -
AV AMS \, BA Y IRy

i - % - DD = (R - P B DA Bvv L N TRL, )RR

La seconde parenthaue est nulle, car c'est un processus a variation
v-y.a wriraends dis e \v\-u YA

finie/dont les saubs sont nuls. Il reste seulement & vérifier que



"

_AM M = T AMS -
"'m ,” ﬂféw 1"’2“15 Y

‘Or les deux membreu sont des martlngdluq localea sans partie continue,
ogui ont les mémes eauts, ' ' '

3. MESURE DE LEVY ET FORMULE D'TTO POUR UNh MARTINGALP LOGALE QUASI_
mCONTiNUL A GAUCHE.

SRERI P I Gontrairamenﬁ 8 ce qui se passe pour 1eu procegsus de Markov,

la notion de "mesure de Lévy® d'une maxtmngale locale n'a é%¢

5ﬁfiiiﬁée que trés rarement ( voir cependant [2] et [3]),

Nous avens tout d'abord hesoin de quelQués.généralités ‘sur les

mesures aldatoires.

Soit (E,£) un éqpaoe'mesufable.Jugihienm On note & = ax[ 0, ojfxf et
FP=prPee (P est la tribu prévisible sur Qx[O GDL ), ainsi que } =

| 10,0 [ x B et £ = B(10,m [)ee ,

On appeile mesure aléatoire tout noyau. pa 1tif Mlw 3 dtxdx) de'-

'i“f(ﬂ F) dans (L,&) Ung mesuTe aleatonre m ebt dite prpv151b19 si, povr |

| J'iout Y EVP+ le pxoce S8 nY suivant est prev151ble

e e

| doanle sur (ﬁ,m) par

_(w-(m)e: [ ] Y(ws,x)i(e ; dg,dx)

-,D'dpxbs [1] ( lemme 2.2 ) on a la

- Proposmtaon 9, Soit 1 mesura aieat01ra tLLle ﬁu@ Tk wesure’ Mﬂ

Fad

| v Ye®  m(y) ;Erm@,t x)n(,,d-t dm o

B : ' oo

o aolt Umﬁﬂhlem J] 931pta aloxa une unlque mesure pxavjblble, notce 1°,

telle que

¥ Y e P[, L[ftf(,,t x)n(,,dt dX)J = L[fY(.,t x)n (.,db dx\]

P . .
[ e

S RO I : : : ot ‘
Nous appliquons ce résultat dans la situation suivante : Ewﬂ\fofxﬂ%s

'_X amt une marLJngaJe ]OCdle réelie9 et

?'H£9 ; dtxda) =z >O. {AX W) #O] & (dt)CAX (w)(&x)

“Pour pomvaﬁr appliquer la proposition 9, on ¢tablit le

Lemme 2, La mesure Mn eatb Umfinie,

Y LA
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2 ' _ .
Sf\‘l) < [X,.Kj‘t eat a

Démonatration . Le processus croigsant Esft(AK

valeurs finies et a sauts bornds par 1. Il est donc lecalement inté-
grable., Cela signifie qu'il ex1¢te des temps d'arrét T t+oo , des
constantes a >O R tels que la fonction.

H(w,ﬁ,x) = L (A, 1]0 T J(S ©) x A1

eat

l

solt anintégrable. Comme H est strictement positive sur a y M
o-finie, B

On appelle mesure de Lévy de X, et on note v(w, dexdx), la mesure
prévisible ﬂ“ Elle interviendra pour nous de la manidre suivante

_si f{s,%x) est une fonction vositive sur R kﬂ s la projection
duale prévisible du processus croig sant £'<t f(s,ﬁXS)I{AXﬂ#O}

eatb 1@ prmvaaauq axojs ant [ v{d uxdx)f(s x) . On passe de 14
. 10, Tx#™ :
,au Cas dcs fonctlonq f non neoe%oalzemant positives, telles que le

‘pTOLessum& |£(3 AX II M #05 301t locslement intégrable ., On note

pour f e B, (m) v (,,f)_ é kﬂ* (., dexdx)T ]O,t](s)f( x),
3ele V01c1, 4 1'aide de La mesurs v - gous des hypothéses convenables -

“une nouvelle dcriture de la formule d’Ito.

Théoréme 2 , Soit X martingale 10341@ quds1wcontinue & gauche, et f
fonctlan de clagse C Le]le que le processus p¥ lf(XS P Y~ (X )aX |
g sgt , 5 Janl _ 8=~ 8

solt lccalement intégrable. Alors,

(6) £(x,) = 2£(Xp) + / 6E(X, X AKX + ?é f”(XS)dﬁXG,XC>B X

Co ]O"t:] o _
v/ -u(dﬁxdx)[f(x ¥x)~f(X -)qf'(XSm)x ]
o]0, t ]xR*

ol v est la mesure de Lévy de X, et 8£(x,y m-ﬁLi%fgiml ai y#x t
£r(x) sl y=x . | '

Démongtration . On écrlt la formule d'lto usuel]e, dans laguelle le

dernier terme est _ |
8(£)y = By g 1 LOI-E(X L AN C SRRV S

‘Draprés Lihypothése d'intégrabilité gue l'on vient de faive, S(f)
admet pour projection duale prévisible le procesgus sulvant, continu

du fait ocue X est quasi-continue a gauvhe
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-S(f)z = {o‘t] "(dsxdx)[f(xS“+£);f(xﬂ_)nf'(XSm)x]
. <} : wa '

Le Processus (f) S(E)-5(£)°  est donc une martingale locale, somme
compens ée de sauts, De plus : L '

A%(ﬁ)S; (f(Xs)wf(XS“)mf’(X )AX )1{AX gog
| (X)) T(X |
7 (e N B f’(x8~))ljax8#0}ﬂxs
8
' D'autré part, on a = ST AT E PR
L X)) el 1/2
5] [ R B " b .
'ngo;t] ‘o X T e gopaltlg )
() -e(X ) L BENPORVE
o= S'?ggt £  . sti'.  “-£'(XS")Ju;{AX5#Ql AXS.) .g
. 28@-'-,‘f(xé")-f(__ “)-:t‘ (x )A}: _}_' e

- -

" qul est un processus 1oéalemeﬂ% intégrable par hypothése. L'intégrale

- gtochastique _ : o
e R ) (X)) T S
B 1. . 5 €Y sm . . N )
My o= [ ( 2 et (XN ax
. .t.- 10, ] AKS R uf - iAXS¥O! s

aat donc bien définie, De plus, l'lntegrale relative a X° egt nulle,.
done Mf est une somme compensée de sauts. Comme Mf et é(f) ont les
. mémes Sauﬁs, elles sont égales. Ajoutant alors Mf a l'intégrale sto-
| chadthua qul f1 qure dang la formule d*Ito usuelle, on obtient

"_Mf + go't]? (xse)dxs - {O’tjﬁffﬁgu,xg)d$s
et le théordme est dtabli,

- Remarquons que, dans le cadre des martiﬁgales quasi-continues a
#auche, la formule d'Ito que 1l'on vient d'obtenir étend la formule

. de Pratei?i et Yoeurp rappelée dans la proposition 2. En effet, X

appartient & M o0 51 et seulement si £{x)- xa vérifie la condition
da théoreme 1, et on peut écrire la proposition 2

X2 . X 4 f (X

- - HAAE, + < XX >
§ .

t

S.ﬂ

+ <% xds

Op KXoy = < XCFXO>- . s ef <Kd,Xd>tmfvt(dx)x2 . .

t
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4e UNE SULTE REMARQUABLE DR PORMULES BXPONENTIELLES

‘4 1o Rappelons tout d'abord l'exfenwnon du théoreme de Girsenov obbe-
‘yue par J, Van ohuppen et E. Wong en (77 =

"Soaent U et X deux martnngaleﬁ locales nulles en O telles que [U,X]

"‘s01t localement intégrable, ce qul est equlvalent , d'aprés [8], &

LT
7

-arretée 3 T:bqt une Pgwmartlngalc Jocaie,_Ou encore ( sans arrét A T Y,

. gupposer Ltexistence de <U,X>, Supposons de plus 1+0U 20, de gorte

gue la mdrtinwa1e locale B(U) est positive, et soit T un temps dtarréet
tel gue F(U) golt unjformement inteyrable, On définit la probabL]lté
gur (Q, ET) pdr dPU = B U)lelp Alorb, @'apreﬂ [7], = X<k, U>

- E(X)tX est une P-martingale locale (LBT), vquante pour laquLLle 16

=-Jconst¢on 1+aU = O n'est plus nécessaire. L@ p01nt clé de la demon$~

;tratlon est encore le lemme fondamanal _ :
IL en est ae mem@ pgur la variante que nous proposons mamntenanfi_

: fPropobit1om 10 R 501ent U et X deux martnngalea 1ocales nul]eg en O

A s 2
LwE

telles que LU,X7] soit localement intégrables, Alors E( X)D(U) est une

_ martinga]e Iocale.

' .lDémOnstTabi0H . B X)P(U) = E( X+U+[UX,U]); Il suffit d@ﬁc de démon_"

T gue , R SR
UK+U4[ X,U] = X~<X Us + ﬁ " [x v - rax Us, U]

' est une martingale Tocale. Or X, U LX, U]—<X U> sont des martJngales
locales, et L<X,U»,U] gst une martingale locale d'aprés le lemme fon=

'ff'damgnta1¢

foAé £ Soﬁt X marti ngalu locala nu]]e en O et quasi“conLAnue & ﬁauche,

L)

Lm propo&nhion precedunte va permettre dfobtenlr de fagon naturel-

'1_;1elunc ﬁgiba de formules exloneniiengq aaqauiéem & K

Supposong tout d'abord que X Qoit localement de carré ihtégrableo

En $emplagant dans 1a proposition précédente £ et U par %X, on obtient

"1, Elle contient, au moing formellement, les autres résultats, BEn
- effet, remplagant X par tX on a que E(tUX)E(U) est une martingale

1ocalep et tous les coefficients du ddéveloppement de Taylor en + sont

des martingales locales ; UXE(U) egt le premier,
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e - 5 - ot sk e
LE(X) = E(;?X - ?NK,X/)L(a}f) € ;,‘,f

Comme X est quasi-continue a gauche, <{:;X> est continu, [<X,X> X7 =0
et 1z proposition 4 nous donne

B, (X) = E(ﬁX (wmax X»)E(ﬁx) = b(wK) gxp(~ E<X Xb)

Plus genoralement, nous allons caJouLer un processug 1rov151bl¢ A(n)

14

_(contjnu ) tel que

B (X) = P(MX) -e#p(mA(p?) € L:_ 

La cadl cul evb deL dans 1'enonca wuivant, aves des notdtnons un peu
'diffe1entem._ ; _,';‘-m.:., S '-", j;; S

Theor@me 3 . Soit X mdrtingdle locale nulle en O et quagi-continue &

" _gauche, S0lt Az, On suppose que 1+AX est un processus =0 { restriction
o oimutlle gd A est entier ) et que X es t localemeny bornée dang Lh
_, ;Alors 3i llon pose e o

R IR S R
- . SR S B

T prooessus
. N A ' o
o = B (&) exp(fA)-_

.l-,

est une martln rale locale.

Démonstration . Nous vérifions d'abord-qué AJG egt find, et continu,

Hous traiterons le cas ol A=n est entier, sans 1thypothése de positi-
vité de 1+4% , ce gul est un peu plus délicat., Il s'agit de vérifier

oque l@ processus crolgsant quasi - continu é gauche

"_Ea ot |(ﬁ+&X )n wiwn&X {

 est Twaalamwnb jnhmgrabla v Ncum 1o couponsg en deuX morceaux, Lltun
'relatif auxr g t&l& que ]AK |<1 , pour lequel on a une majoration de
_1a forme Qﬁ et AXE I{[AX ] 1; s brocessus iacalement intégrable , ot

ltautre, relat: Pour ce second pProcesgus,

. nous ubilisons une majoration de la fovmo

cE' I&X [? < cL ]AX |n + c?n sUp

s<t | l

le pramjer terme au second membre est un procesgsus croissant localew
‘ment borné, car fini et continu & gauche, et le second terme un vroces-

gus crolssant localement intégrable, d'apweﬂ ltinégalité de Doob,
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. .o ) . » . - . . ’
Revenant & A quelcongue, nous derivens la formaile d'Ito pour F{E(X),A)

2t z . ~ % -
. t1L vient apres quelques calculs

A” o + “ - ; ' Aﬂk“l b C C.
£ 1 AIJO,t] AB“dXS j]O,t]ASmdAS 4 Qﬁ“’lé Asd<X ,X “a

+ & o - : i '
P Ty fhgmbg A aX L, ‘
( on a tenu compte ici de la continuité de 4, mais non de son exprege
glon explicite (7)), On a ASmAS (1+a% )A , donc la derniére somme g!

_ - 5

4 * 1 ; \ A. . - ’ . - ) ’ . .
gcrmt.zﬁﬁt ASM((1+AXS) m1-hAXs),.qu1 est une intégrale stochastique

par rapport AU processusg Ctm ESCt((?+AX%)A~1mAAXS), localement inté-

grable par hypothése, Il reste donc

-A-t & / ' ASM( w)}-(%\'i}..). dﬂXC,XC}n +aC - ah )
'f,(%) gO,t] ) L . P 'g & |

et si l'on remplace maintenant A par sa valeur (7), la parenthése est

‘une martingale locele , car /vt(dx){(1+x)xfiwkxl est la projection

duale prévisible de C,

eI T o)

~ Remarques . &) Si 1+46X 20 ( i.e, sl E(K) est positive ), on peut

passage a la limite pour vérifier la validité de la formule dilto
N . A ey - '
utilisée ci~dessus, car u'e ntest plug de clagse 02, et il faut

A =V .
considérer (u+e)™e ', et faire tendre & vers O,
91 A1 , et t+AX ne s'awnule pas, un calcul analogue donne la

compensation multiplicative de'[E(X)IA .

b} Le processus A est unigue si 1+AX ne s'annule pas. En effet, soit

'YmE(X)A, et soit Bwexp(-A), Notons les propridétés : ¥ est une semimar-

tingale, et ¥ et Y_ ne stannulent Jjamals ( le produit infini de B{X)

~est absolument convergent et sang facteur nul ) ; B est un procegsus 4

variation finle prévisible, BOmT, B et B_ ne s'annulent jamais ; YB
est une martingale locale, ¥ dtant donnée, cela caractdérise uniguement

- B, En effet, d'aprés la formule d'intdgration par parties de Yoeurp

(£57, V.38 : ¢lest une autre forme du lemme fondamental) d(YB)=B4Y+

Y 4B, done $= + &P est la différentielle d'une martingale locale.

' Cela caractérise uniquement le preocessus 4 variation finie prévisidle

s, dB g
e )

10,t] s |
décompositions multiplicatives.,

, puis on a B=1/L(~C), Voir le chapitre de [8] sur leu
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¢) Congidérons la martingale locale

2N = axy 4w, (ot iast] - fo (@) () toax]

Noug avons v au cours de ]a demonﬁtrdtnon que AT"1+/ A ax s donc
A= (EMy, 10817

"~ Revenons alors aux notations précédant l?énoncé du théoreme 3. Le
S processus .
W ;( - b X+ v, (dx)i(1+w Petex]
Qst ]‘unique proces: sus prﬁv381ble a'varldtjon finie tel que
EACE B (L) Pexp(-a(R))

- exp [, -5, 5% ~fv (@) T
Fely
sozt une martingala lacala. De plus,_nous &von v que En(X) =
F(X )f avea _ ST , .‘ : | .‘ : o . :
| ﬁﬁjlxi w— Xt'%,“'/g Q (43 ) - fVL(dX)Q (x) ot (x) (14 Z)atox

. Q(x) |
U (AX )dX o Un(x)m mwi«_-sl 240 , 0 gi x=0

«AXS

i

= At LU

O
v

[ Lorsque new , Qn

a8

.X - - _,\, " .
K) tend<vers g =1-x, 8t on a de méme le thdoréme
guivant : B ' '

Théorém@ 4 « Soit X martingale locale quasi~continue & gauche, telle

qu@ le processus Lc<t le Mg S=1-0K | s0i% looalement intégrable ( condi-

tlon gul est en particulier re¢1nsee gl les sauts de X sont uniformé-
“ment bornéds ). Le processus Aé fvb(dx)(a wlex) et l'unLque pProces-

sua prévlqabje? & vazidtLon flnie tel que
B (X) = exp{ X - ":’uf(_ yxow - A.(m)}
_ o a) g . 2 B
golt une martingale locale, | R _ _
Le démonstration est identique & celle du théoréme 3. On a EGJ(X)
= E(iQ)); avec L 2 . |

o A (%g w1

¢ & e ) - fvt(dX)(ex~1mx)

g

= x -
e X, 4 f FOAX YaX. ou f(x) = &=l=E | p(o)=0 ,
t 8 3 X
10,41 :
Ltapplication B, a été utilisde en [47 et [6] pour la résolution du
probléme des maxtin gales 1ié aux opdrateurs intégro-différentiels qui
gont générateurs infinitésimaux de processus de Markov gur ", Toutes



" prxebés sulvantes o
e elle est prévisible , portée par ]0, o;[ X ([—1 +1]\{0}
- le processus fvr(dx)x est & valeurs fﬂnneg,

18

Tas ‘applitations B ( i=m ow w ) sont d "exponentielles”, en ce

es
seng que sl X et 'd 30ﬂt quagi- COﬂtanHH é gauche et [X,Y]=0 on'a

BB 0.

4,5 'On peut maintenant caractériser de plusieurs manidres 1e pProce s~
' C C
‘sus croissent <X o4 > et la mesure aldatoire v(dsxdx) d'une mar-

tingale locale guasi-continue & gauche, dont on supposera en général
“les sauts undlormément bornés.

Caractwliuon% tout d'abord le prome%suﬁ (XC XC .

e A o AR w e

o C G
mais. A <KX, X pv@st l’unlque process sus croissant prev151ble tel que

~al(x,4) ::_exp__{Xt-— -§A,,}“[“’I (1+6X e ™s €L

Démonstration . g1 Y est la 3emlmdrtlﬂgaLe exp(X OTTC ), le produit

'  inanj est absolument oonvergent et aucun de ses facteurs n'est nul,
:’donc Y ne &'annuie Jamalso_On dppilque alors ]e prlncipe generaT
' d*unieite des decomnnaitlona multlpJJcativgﬂ , remargque b) suivant le
Cthéoréme 3.

O caracterise mamnte“$3t la meaure de Levy v o,

..... kil . w ik e

A
me sure Hm Tr';‘xrv \J(ﬂk\/ } ESt r*aractéri“"

- paur Lout entler n, 2<n<o

n(x v) =oxp (X~ 54& xF «.jv (dx (x)iT’""](H o e"AXs

”est une mortingele local@, ol Q, (x)m(1+ " 1 “X .

© Démongiration . Soit V(w ; dsxdx) une seconde mesure aléatoire prévi-

sible possédant les mémes propriétés. Nous. définissons de manidre &vi-
dente v, (w,dx) et A™(X,V), Nous introduisons la semimartingale Y w=
éxp{Xt4 %ﬂXC,KC }I [(1+ mAX )Pe ~b8g » et les processus & variation

i

fini@ prévisibles = B? zexp (/v (dx)Q (%)), et ﬁ de méme, Comme

YIB® ot YU sont des martingsles iooalua, le p11n01pe général dfuni-

'01te { remarque b) suivant le th,3) entraine gque B"=B", ou encore

fv dx)Q (A) fm (dx)Q (x) pour tout n, done par combinaison lindaire
jv (dx)xn = f$t(dk)x pour tout n>2 , puis par le }pﬁorem@ de Welérs—
traoa fvf(dx)ng(x) o fﬁg(dx)ng(x) pour toute f gbntinue sur [~1,1] .
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y

Donc les mesures vt(dx)xd et V%(dx)xg sont dgales, et comme vﬁ(dx)-
Tt(dx) ne chargent pas 0, elles sont aussi égales._@n en déduit aisé-
ment 1'égalité de v et de V elles mémes,’ '

On & de méme, avec l'application B , des théorémes analogues
aux précédents, permettant de caractérisger <XC,XC> et v .

Théoréme 7 . Soit X processus cddlig., & valeurs dang B, adapté, gquasi-
contimu & zauche, et tel que |&X|<t . _
1) 81 X est une martingale locale, la mesure de Lévy v de X est
" uniquement caractériséde par les propriéiés suivantes ¢ .
= elle est prévisible, portée par J0O, az[x(f 1,1]\{0})
- le processus fv (dx)x est 4 valeurs iluiem,
= pour tout o« € m le processus -

( )(a,x v) w.exp{ax 4_; ?<X¢,Xc§£ mfvt(dxXean1max)]
Eeat une martangaie looaje, i;;f ﬁ?:f' SRR R S
N 2

'n*;_g) Suppogona ﬂeulpment que 19 pr@cesaus Lroissani L ot AX’ goit loca-

Jement intégrable, et ﬁoit v la projection duale prpviq1b191

de la

- . megure aléatoire X, {aX fO!S (ds)e b3, (dx). Soit A uvn processus

" eroissant nul en O, adapte et continu, Poun que X soit une martlngdie
'1ocale et que lL'on ait &X X >NA, 11 fTaut et il suffit que, pour tout

_'a C R

ﬁ(ﬁ?(&-x A) - exﬁ{ wﬂt ; lw A - fV (dx)( - f ) ll

- ﬂoit une martjnbaL@ lccaie

Démonstration . 1) La d{monstratdon et Jdeniiqu@ & celle du Lhéor"ma

6, ai L'on développe 8" -i-ax en sdérie entisdre, :
2) Avuoo les hypothéses fajlau,[%ﬁ ﬁ)(m X A)| o =% est une martin-

- gale locale., On montre ensulte gue A~<Xo XC@ de meme qufau théordme 5.

1. BElle existe d'aprés la prop.9.
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