FORMULE DE CAUCHY RELATIVE A CERTAINS LACETS BROWNIENS.

INTRODUCTION

Le théoréme de P. Lévy &tablissant l'invariance conforme du
mouvement brownien 3 valeurs dans C ((7), page 254) suscite de ncmbreuses
recherches (par exemple, (3), (4), (5) et cette liste est loin d'étre

exhaustive ') liant fonctions holomorphes et mouvement brownien.

Nous nous sommes posé, i ce sujet, la question suivante : la
formule de Cauchy constituant 1'un des points cruciaux de la théorie des
fonctions holomorphes, peut-on obtenir une formule analogue, relative au
mouvement brownien plan, ou 3 des processus <<voisins>> ?.

-~

Une seconde question, trés voisine de la premidre, est 3 1l'origine
de ce travail : si (Zt, t > 0) est une martingale continue, 3 valeurs dans
U, ouvert du plan complexe, et 1 = Pdx + Qdy une forme différentielle fermée
définie sur U, 1'intégrale o de @ ¢+ sur les trajectoires de Z

Z(o,t)(w)

colncide~t-elle avec 1'intégrale stochastique de Ito

t
J [P(XS,YS)dXS + Q(XS,Ys)dYJ (notée dans tout ce travail, pour abréger
0

t
‘ ?
jo mdes,dYs)). .



En général, les deux intégrales ne sont pas égales, et 1l'on est

amené 3 définir, au premier chapitre, les intégrales stochastiques :

o T (n+w) i€t Z, ]

t
n R'J w(dX ,dY ) A P.lim pX J 1]
S S [Z
?
n ti i+l
oi P.lim désigne la limite en probabilité, et (Tn , n € N) est une suite

de subdivisions de [O,t] , de plus en plus fines, et dont le pas ¢(rn)

décroit vers 0. On donne ensuite une formule générale liant

t t
R.J E(dxs,dYs) et J m(dxs,dYs) (voir les formules (8) et (9) ci—-dessous).
o o
La formule
t
(2) R.J w(dXs,dYs) = J [} ps permet alors de répondre &
) z (w)
(o,t)

la seconde question posée précédemment. Un cas particulier fondamental est

celui oli 1a martingale Z = X+iY est conforme (définition dde & R. Getoor

et M. Sharpe - voir (5)), i valeurs dans U. Alors, si w = f(z)dz, avec f
fonction holomorphe dans U, on a :

t
(3) J f(ZS)dZs = J f(z)dz ps.
o Z(o,t)(w)

En appliquant cette formule a £(z) = ]/z lorsque P(Zo = 0) = 0, on obtient
1'égalité :

t XdY - Y dX
@ 0 0@ = [ WP M ocscn
(o)
X2 + Y2
u u



explicitant la variation entre s et t d'une détermination continue
(6(u), u > 0) de l'angle polaire de la martingale conforme Z. Cette
identité nous permet de retrouver la loi de 6(t) -8(0), pour t > O f£fixéE,
lorsque Z est le mouvement brownien complexe (voir, & ce sujet,

1'article de F. Spitzer (]l) ou le livre de Ito-Mac Kean (6), page 271).

Les résultatec décrits ci-deecue noue entraTlnent 3 étudier au
second chapitre 1l'indice d'un point a du plan par rapport aux lacets
constitués par la trajectoire ZY(w) du processus de Wiener complexe 3
deux paramétres, Yy é&tant lui-mé€me un <<bon>> lacet de Ri, et 34 formuler
le théoréme des résidus (et donc la formule de Cauchy) relatifs 3 de tels

lacets en termes d'intégrales stochastiques.

Cette étude est reprise au troisiéme chapitre, en remplacgant le

point (déterministe) a par la variable aléatoire Za (ag RE).

0 - QUELQUES NOTATIONS

Si X = {x],...,xn} est une suite finie de points de R ou C,

on note @(X) = sgp[xi+] - xi|.

. n .
- Dans tout le travail, Tn = (0 = tg < tI <—< t; =t) est une suite de
n

subdivisions de [b,t] , de plus en plus fines, et dont le pas ¢(Tn)
décroit vers 0. Unetelle suite (rn, n € N) sera appelde suite de subdivisions

standard de [b,t].
- ;E(U) désigne l'ensemble des fonctions holomorphes sur U, ouvert de C.

= S8i V est un ouvert de R ou R? 5 C](V) (resp. C;(V)) désigne

1'ansemble des fonctions continiiment différentiables (resp. continiiment

différentiables et bornées, ainsi que leurs dérivées premidres).



. . . . * P
- On appelle chemin toute application continue v : [a,b] +~ € ; vy désigne

le graphe de .

- Les chiffres romains I, II, III dé&signant les chapitres ne sont pas
rappelés a4 1'intérieur de ces chapitres. Ainsi, la référence : lemme I.2.2.,

par exemple, désigne le lemme 2.2. du chapitre I.

I.~ INTEGRALES STOCEASTIQUES ET INTEGRALES DE FORMES DIFFERENTIELLES FERMEES
SUR UN OUVERT DE €.

.- Rappel :

On rappelle trés succintement la définition de IY(Eﬂ = J w

"
pour m‘é Pdx + Qdy 8 f(z)dz + g(z)dz , forme différentielle de degré 1,

définie sur U, ouvert de C, et fermée (ie : ses coefficients = complexes -
sont continus, et elle admet localement une primitive) et ¥ : [0,1] + U
. s . /par
chemin (pour référence, v01g/exemp1e (2), page 58)
n
si g= U B(Y(ti),ri) est une chalne formée de boules

i=l

recouvrant Y et contenues dans U, avec T, = (0=t <--——<tn = 1)
o

subdivision de [b,l] , on définit F primitive continue de @ 1le long de B
et on note IY(ED = F(Y(1)) = F(v(Q)). IY(Kﬂ ne dépend alors que de Y*
et @ . De plus, 1l'intégrale I posséde les propriétés remarquables

sulvantes :

h ]

i). Si y est de classe c' par morceaux, IY(m) coincide avec
1'intégrale de Riemann w(dx,dy) (d'ol la notation, dans tous les cas,
Y
I (@ =@
Y(—) Jtn

Y
ii). Si v et v

' sont deux chaTnes U.homotopes 3 extrémités fixes,

alors :



iii). Si (yn, n € N) désigne une suite de chemins tels que

* *
Yn C: Y , avec yn(O) + y(0) et Yn(l) + y(1), alors : IY w > JY w.
n

La proposition suivante découle aisément de ii), et de 1l'uniforme

continuité de v :

Proposition 1.1.

=}

1} une suite de subdivisions

]
rt
A

Soit T = {0 t® < <t"
n 1

o P,
standard de EO,]]. On note Y, la ligne polygonale obtenue en joignant les
. n
points de y_ = {y(t) , Y:---;Y(t? )}
n

Il existe alors N & N, tel que, pour tout n >N, on ait :

2.~ Différentes définitions d'intégrales stochastiques.

2.1. - Dans toute la suite, on suppose donné un espace de probabilité

(2,%,P) muni d'une filtration croissante (Jz;, t > 0) vérifiant les

conditions habituelles : .72 est (SZ;P) compléte, et la famille (SFL, t >0)

est continue 3 droite. cé% désigne l'ensemble des (SZL,P) martingales

. PR . 2
continues de carré intégrable (ie : V/t, E(Mt) < @), ch 1'ensemble des
(fF;,P) martingales locales continues. Les &léments de oﬂ% et 45;
sont & valeurs réelles ou complexes.

)

Si X é“‘/\c est 3 valeurs réelles, on note <X,X> 1l'unique
. P . . 2
processus croissant prévisible (en fait, continu) tel que X -<X,X>
appartienne & 94;. Ainsi, si X et Y sont les parties réelle et imaginaire

de 2z € lfc, le processus défini par :
(5) <Z,Z2> = <X,X> - <Y,Y> +21<X,¥Y >

est 1'unique processus prévisible 3 variation bornée tel que Z2 ~<2,2>€C L.
c

(1) Tous les processus croissants, et plus généralement, les processus a
variation bornée, sont ici supposés nuls en O.



(Signalons que ce processus est noté <7,Z> par R. Getoor et M. Sharpe en (S)

, , 2
mais notre notation nous eemble plus naturelle ( ). De toute fagon, cette

différence ne préte pas a confusion). Si Z,2'€ [ er on définit <Z,Z2'>
par polarisation, faisant de (Z,Z2')> <Z,Z'> une application

- - - . - . 3 o
€ bilinéaire définie sur ’Lc x Nf;.

2.2.- La variante suivante d'un lemme assez classique (voir, par exemple

(9) ) nous sera tr&s utili par la suite :

Lemme 2.2. : Soient

. 0< A <1 et (Tn, n € N) une suite de subdivisions standard

Y . A -
de [O,E] (t >0) que l'on pointe par ty ti+>\(ti+1 ti)'

. M€ Oéi, uniformément bornde, d valeurs réelles et A = <i;M>

(f(u,w), u > 0) un processus SE; adapté, continu, uniformément borné. Alors

. ey Ry 2 = -
1). La suite ¥ f(ti,w) (1 A ut.) z f(ti,w)(A \ At.)
n t. 1 n t. 1
2 i i
converge dans L (2,5 ,P) vers O.

2), S1 A= 1, ou si A — en tant que mesure aléatoire sur R# - est

absolument continu par rapport & la mesure de Lebesgue M et 0 <A <1, ona

s (@) t
y of(t., YM, -M ) /> A J f(s)dA .
Tn N g; t LZ(Q,JF,P) o 8

Preuve Guccinte) - Remarquons tout d'abord que M &tant uniformément

bornée, A est puissance pleme intégrable pour tout p¢& N (d'aprés les

inégalités de Burkholder par exemple).

(2) Voir par exemple la formule (9).

(1) On notera dans la suite A << y,



1J. La partie 1) du lemme est bien connue pour X =1 , Dne légére

modification des arguments utilisés dans ce cas entraine 1) pour 0 < A <1

2). Si A =1, 2) est immédiat, f é&tant un processus continu.

Si 0<A < 1 , et A<<yu, on déduit 2) des remarques sui~

vantes :
. Si a est une fonction continue sur [p,t] s
£ £,
i i
IZ J a(s) ds - % a(ti)A(ti+l- ti)l <z I Ia(s)-a(ti)lds ( +w; 0
Tn t. Tn Tn t. n
i i
et donc
\
t. t
i
b} I a(s) ds > AJ a(s) ds .
Th ti (o) 0

. Les fonctions continues &tant denses dans L]([p,f],u) , le

méme résultat est vrai pour aeLl([_O,t] SH)
2.3. = On déduit du lemme pré&cédent la :

Proposition 2.3. : Soient . fecll)( R)

. (Tn » NEN) une suite de subdivisions

_ A
standard de [Q,t] pointée par ty = t. + A(ti+l - ti) (tiéfrn,o <AL,

* M,N é‘/fc » uniformément bornées, i valeurs

réelles et A = < M,N >



1). On note M(n) le processus défini sur [6,{1 X § par :

d
(™) 4y = S B}
Mu (w) Mt.(w) + . TITE (Mt. Mt.)(w) (tié‘-u;ti'l-l’tié Tn)
1 1+1] i i+l i
t
La suite des intégrales de Riemann I f(Min))dNén) converge dans
LZ(Q,TK,P) vers 0
t t
- 1 '
(6) R.J f(Ms)st = I f(Ms) dN_ + 3 J f (MS) dAs A

o] 0 0
2). 81 A =1, ousi A<<yuy et 0 < A<l , la suite de variables

(f.N) A(t) =3 f(M l) (Nt - Nt )} converge dans LZ(Q,jf,P) vers S
T T t’, i+l i
n n i
t t t
(7) SX'J f(Ms) st = I f(Ms) dNS + AJ f (MS) dAS .
0] 0 0

Remarque - Cette proposition et la suivante étendent aux martingales
locales continues des résultats connus lorsque M = N = B mouvement brownien
réel. En effet, dans ce cas, le résultat 1) de la proposition découle en
particulier de ceux de l'article (12) de E. Wong et M. Zakal, et les intégra-

t
les SA.I f(BS) dBS) sont les "intégrales de Stratonovitch d'ordre A ™',
0

ce qui justifie notre notation.

(1) On notera § =S, dans la suite.



Démonstration de la proposition :

1). Posons M;(w) =M_ (W) + s(M, (w) - M. (w)) .

1 t. t. t.

1 1+1 1

On a alors :
t 1
J ™ yan® < 5 J FEQM + s(M. - M ))ds(N. - N_)
u u t. t. t. t. t.
T 1 i+1 1 i+1 1
0 n O
1 I

Nt.) + I J ds sI dv £ (Mt.+ v Mi)(Mt Mt.) (Nt Nt.

=L fM,_ )N
t; t 0 i i+1 i 141 i

i i+1 i
Tn 1 Tn 0

. 2 . .
¢ La premiére somme converge dans L~ wvers l'intégrale de Ito

f(MS)dNS . La seconde peut étre décomposée en :

Nj— Oy

R AN

I f'M,. Y
t. t .
T 1 1+1 1 1+1 i

n

1 1
+ I j ds s j dv(E' (M, + v Mi) - £, ) M, - M O(N, - N_)
. . . . . .

n o 0 i 1 1+l 1 1+] i
1
1
J f (MS) dAS
0

et la seconde vers O (grdce & la contipuité de f') dans LZ(Q,fF;P).

N =

D'aprés le lemme, la premiére somme converge vers

2, Décomposons (f£.N) X(t) en :
T

n
(£.N) . (t) =L fM_)H(N -N )
TA T ti ti+l ti
n n
1
+ I J f'M + s(M -M )) ds(M -M YN - N )
. t; ot oty

n O 1 i
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=L E@M N -N )+ D ETM )M )N N )+

i+1 1 1 t. i t. 1
Tt i i Tn i i

FIETM QLM YN, N )

T i t, 1 i+l t,
n 1 i

1
+ Z J ds{f'(Mt +s(M A—Mt ))—f'(Mt Y} oM A_Mt )(Nr - Nt )
T i i i t, i -

. 1 i+1 i
noO 1 tl 1 1 t

La premiére somme converge lorsque (n + ®) vers j f(Ms)st
0 t

dans LZ(Q,jf,P), la seconde converge, d'aprés le lemme, vers A J f'(MS)dAs
4]
dans LZ(Q,j:,P). La troisiéme somme converge dans LZ(Q,:FiP) vers O :

en effet, ona E{f £'(MM )M .~ M )(N. -0N .}
t. A t. t. A
T 1 t. i 1+1 t.
n 1 1
SE{Z (£'0MM )M - M )2 (a' -A')}, off A' =< N,N>, et la conti-
t. A t, . A
Tn 1 ti i i+1 ti

nuité de M entraine le résultat. Enfin, la continuité de f' entraine la

convergence de la derniére somme vers O dans LZ(Q,JVZP).
2.4, - Les résultats précédents s'étendent bien par “localisation'.

Proposition 2.4. : L'énoncé de la proposition I1.2.3. est toujours vala-

ble lorsque : M,N¢& Jf)c R fQC]( R) , @ condition de remplacer "convergence
dans L2(Q,JEZP) " par "convergence en probabilité",
t
Preuve : Définissons a priori R (resp. SA) .I f(Ms) dNS i 1'aide
0
des formules (6) (resp. (7)) . Soit T = Inf (t; IMtIAJNtl >n) et

(fn, n€ N) une suite de fonctions de C;(IR) , telles que fn = f sur

[%n-l,n+1] s pour tout un .
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On a alors, (en écrivant les inégalités pour S par exemple) pour tout

a >0 i
P(|S.J £(M)dN_ - (f'N)Tn(t)l >a) < P(Tpit)
0 t
+ P(IS.J fp(Ms)dNS—.(fp.N)Tn(t) |;cx;Tp>t)
0

Or, Tp 4 © p.s. Soit ¢ >0 fixé. I1 existe donc P, tel que

NIm

. On majore alors la seconde expression (pour p = po) par :

P(T <t)<
P, = T

1/2

1 " 2 £ .
3 (E((S.J fp (Ms)dNS (fp .N)T (t)) )) §=2 pour n suffisamment grand,

o 0 n
0
et la proposition est démontrée.
2.5. - Nous n'avons énoncé les résultats précédents que pour les mar-
tingales (locales) réelles continues. Le passage aux martingales 3 valeurs

dans IRd est immédiat, et on a donc le :

Théoréme 2.5.

Soit Z = X+iY€E§é; s telle que T = E€~U soit un fermé de € , polaire

pour Z , ie : P(Ht__io, Zté_l"] =0 .

Soit @ = Pdx + Qdy = £ dz + g dz une forme différentielle fermée,

de classe C] » définie sur U . Alors, on a 1'égalité :

t
(8) I w = R.I m(dxs,dYs) ps , ol le membre de droite est défini par :
Z 0
(0,t) @
t t
_ - 1
(9) R.J G(dX_,dY ) —J w(dX_,dY ) + 5 J, @,2)
0 0
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avec

t t t
Jw(dxs,dYs) = J {P(Xs,Ys)dXs+Q(XS,Ys)dYS}= Jo{f(zs)dzS + g(z )dZ_ }

o o

et

[t ap 3P .30 20 y
= - 42 S3(x Y. v .
Jt(w,X) Jo{ax(xs’Ys)d <X,X ; + (3y+8x)(xs’Ys)d<X’Y>s + ay( S,Ls)d'< ,Y:>s}

L of of ) - ) -
= oL ot _ o8 98,
o{az(zs)d<z’2>s + (az + az)(zs)d<z’2>s + ai(zs) d<Z,Z>s} .

De plus, les deux membres de (8) sont indistinguables.,

Remarque - Le membre de gauche de (8) n'étant défini que pour @

forme différentielle fermée, on a en fait : 3 o 20 et Qg =2 . Cependant,
dy  9x 9z oz

t
la définition de R.I E(dXS,dYs) &tant valable pour toute forme
)

différentielle de classe Cl, nous préférons donner 1l'expression générale

de Jt(m}X).

Démonstration du théoréme : D'aprés la proposition I.2.4.,

t
R.J m(dxs,dYs) est la limite en probabilité de la suite
(o}

I W ; {Tn, n € N} é&tant une suite de subdivisions standard de
Tn [Zt 22,

i i+l
[O,é]. C'est donc la limite p.s. d'une sous-suite de ces intégrales de

Riemann et la proposition I.l.l. permet alors de conclure.
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3.- Le cas particulier des martingales conformes.

3.1.- Le théoréme I.2.5. prend une forme tré&s simple et intéressante
pour une classe particulidre de martingales (locales) complexes : les

martingales conformes, dont nous rappelons la

péfinition 3.1. ((5))

z € xfc est dite martingale (locale) conforme si <2Z,Z>= 0, ou, de

fagon équivalente, 22 'S DC‘: (d'aprés la définition de <Z,Z> en I.2.1.).

L'ensemble des martingales conformes est noté 6 par la suite.

Les martingales conformes ont de nombreuses propriétés
intéressantes : en particulier, le théoréme de P. Lévy mentionné dans
1'introduction s'@tend naturellement aux éléments de ¥ de 1a fagcon

suivante :

Théoréme 3.1. :

Soit Z & ff ; alors, pour toute fonction f holomorphe (ou

sati-holomorphe) sur €, ona : foZ2 € G .

Preuve ~ D'aprés la formule de Ito, on a :

t
of .
f(zo) + I p (ZS)dZS si f est holomorphe

(¢}

f(Zt)

t
of = . .
f(Zo) + Jo BE(Zs)dzs si f est anti-holomorphe.

Or, si 2 & % , on a aussi : 2 & & 5 de plus, ¥ est stable par
intégration stochastique. En effet, si 2 G-QCC et E est un processus

bien mesurable tel que
¢ 2
J |6 | (@<X,%>_ + d< Y,Y>)) < =,ps, alors
o

. . t
< H dz , J E dZ > _ = J H2 d<z,Z2> , d'ol le résultat.
Tl s st s st o 8 s
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3.2.- Voici une version du théoréme I.2.5 appliqué 3 Z & ¥¢.

Théoréme 3.2.
Soit Z € 6, telle que I' = €\U soit un fermé de € polaire pour 2Z.

Alors, si f ¢ :E(U), on a :

t

t t
(10) [z f(z)dz = Jo f(Zs)dZs) v R.I f(Zs)dZS = S.Jo f(ZS)dZS ps.

(0,t) @

o

t
= sA.J £(Z)dZ, 8 0 <A< let A=<XX> = <Y,Y> <<p).
o .

Preuve - W = f(z)dz est une forme différentielle fermée de classe

C® sur U. g

En particulier, on a le :

Corollaire 3.2. :

Soit Z € Y%, telle que P(Z°=0) = 0. {0} est alors polaire pour Z
et on peut donc définir presque sfirement (6(t), t > 0) détermination

continue de 1'angle polaire de Z‘(w). Alors :

dz t dZS t xdes-Ys dXs
(1) I === ~~=~ et 6 -0 = Semmm—=—==Z  pg,
Z (w) 2 o s t o o x2 + Y2
(O,t) 8 8

Preuve - Les conditions : 2 & § et P(Z°=O) = 0 entralnent que {0}
est polaire pour Z, car Z est un mouvement brownien complexe, au
changement de temps inverse de A = < X,X > = <Y,Y>prés (voir(S)) et la
propriété est bien counuepour le mouvement brownien complexe.

La premidre formule de (11) découle donc du théoréme I.3.2. ;

de plus, par définition de g?'5 on a :

z
Z(o’t)(w)



dz . Logm(Zt(w)) - Logw(Zo(w)), Log,, (2)

Z(o’t)(w)

étant une primitive de i le long de la trajectoire Z (w) (voir I.1).

D'od

dz _
£

[
[
O

09

+ i(et(w) - eo(w)), et donc :

Z(0,6) )

B . p's'

tdz, thsdfis - Y_dx
- A 52 ol
‘o '=§Xs + Is)

S
et(m) - eo(w) = Im J -

Remarque = En (5), R. Getoor et M, Sharpe utilisent la formule de Ito

pour obtenir la premiére partie de (11). En effet, d'aprés cette formule,

t dZ Z

= -_8 A = 1 '~ _ t
on a, en posant Wt J 7> > 7 OXP Wt Q , d'ol exp(Wt) = & ,
o s t o o

ce qui entralne wt(w) = Logw(Zt(w)) - Logw(Zo(w)) ps, avec les notations

précédentes.

4.~ Loi de 1'angle polaire (6,6 ) du mouvement brownien complexe

(Z ,u>0).
11 -

—_—

Ce paragraphe donne une application de la formule (11) et est
indépendant de la suite de 1l'article.
Cette formule nous permet en effet de retrouver la loi de la

variable (et-eé), (eu, u > 0) désignant une détermination continue de
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1'angle polaire du mouvement brownien complexe Z = (Q,?T,:F;,Zt,Pz,z#O)

ne partant pas de O. Tout d'abord, remarquons que :
- le processus TI'(u ) = ((rl(u),rz(u)) ; u>0) défini par

u X dX_ + Y dY u X dY_ - Y_dX
r (u) = S8 8.8 0 ro(u) = | -S5=te—5-3y5e est un mouvement
1 o 1/2 2

brownien 3 deux dimensions, avec T(0) = (0,0).

- Si 1'on note R(u) = |Zu|, le processus (R(u),6(u) ; u > 0)

est solution du systéme d'équations stochastiques :

(e. 1) R(t)

[]

=

~~

(=)

~

+

v ]

~

(a3

~—

+
N ) —
—_—

o
=
~
(]
~
[= 9
[¥]

(e)

(e.2) 6(t)

L]
[«>]
”~~
O
S—?
+
S—
=
Lo
SN/
o
=3
N
~~
n
~r

En étudiant (e), on obtient la :

Proposition 4.1.

1) (R(t), t > 0) est 1'unique solution positive de (e.l) pour
R(0) > 0 fixé, et pour tout t > O, _’/\'Ié = g{R(s), s < t}VC/OQ ’]‘It‘l =

o{I‘l(s), sit}vt,//J3 oll 1/;/) désigne la classe des ensembles (#,P)

négligeables.
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2). La fonction caractéristique de (et-eo) vérifie la

formule :
ia(6 -0 ) ~a2/ Jt L4
------- 3
(12) E [e t oo ] =E |e 2 CRZ(SJ ) 1
z z ; :
4 g %
Preuve -
1). Seient Rl et R2 deux solutions positives de (e.l), avec
Rl(O) = RZ(O)' Alors, D = RI—R2 est un processus dérivable, ot
D'(t) = - 1__..D(£)_ . D'oli : [DZJ' (t) <0 ; or, DZ(O) =0 => D=0

2
R R,) (£)
(cette démonstration, valable pour les processus de Bessel en toute

dimension, figure dans McKean (8), page 80). Soit maintenant une suite

¢n & C;( R, R), telle que ¢n(x) =1 pour x > =, On note Rn 1'unique

x t
Jo ds ¢n(Rnf(s)). La

Nj=— T =

solution de 1'équation Rn(t) = Rn(O) + Fl(t) +

régularité de ¢n entralne que Rn est un processus adapté aux tribus
;féi . Soit Tn = Inf(t > O)|Rﬁ.it) j_é). On sait que, pour tout n,

Tn < @ p.s. D'autre part, par unicité, on a : Rn(s A Tn) = R(s A Tn)’

dont on déduit Tn = Inf (t[Rn(t)) f_i) i Tn est ainsi un ;emps d'arrit
1 >

T
. ~ 1
m < : ¥ .Z =
des tribus J - et pour u < t, ona n, R(u A Tn) € t/\Tn t

d'ol le rdsultat, en faisant tendre n vers +%,

2). Le résultat cherché ne dépend que de la loi du mouvement ..

. ; . . W .
bbownien complexe. On peut donc supposer £ = C( R},C), et il existe P, version
réguliére de l'eszpérance conditionnelle de P, par rapport d la tribu

o{Pl(u), ug Rw}. On a alors, d'aprés (e.2), et le résultat 1) :
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t
. 1
ia(e -0 ) w] R(s) (@) 2T2®
E%e ¢ %< (e— ) ps,
z Z
t
e R™(8) (w) ps.

d'ol la formule (12), obtenue en prenant 1'espérance des deux membres
Jans 1'égalité précédente. C'est ensuite 3 partir de la formule (12)
que Ito-McKean ((6), page 271) déduisent la loi de (et-eo), par

inversion de la transformation de Fourier.

5.~ Remarques générales

5.1.- Sous les hypoth&ses du théoréme I.2.5., posons :

t t
§(° t)f(Zu)dzu = Jo f(Zu)dZu - S.Io f(zu)dzu.

Si 1'on suppose de plus Z G ¢, on a d'aprés le théoréme I.3.2,

£(z)dz = 0. En particulier, si P(Z =a) =0, et Z G5, {a} est

polaire pour Z, et donc : § z-:g = 0. Cette propriété est d'ailleurs
(o,t) "u

caractéristique des éléments de b4 , comme le montre la :
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Proposition 5.1.

Soit Z & 42 , pour laquelle {a} est polaire. Alors,
s

({; -ZE a) € 2inZ <===>\£ —--9 0. === 7 €°€.
(o,t) *Tu

Preuve - L+ premidre équivalence provient de la continuité de

dzu dz. t d<2Z,Z >u
t *._¢§ zifg , et la seconde de % o=t = I
(o,t) (o

[ ..

Ainsi, on ne peut poursuivre plus loin~si l'on se limite 3 ce cadre -
- une étude - qui ne soit pas triviale - d'une formule de Cauchy
stochastique. Ceci est bien sfir 1ié au fait que les seuls lacets que
1'on puisse raisonnablement associer 3 Z € ¢ sont 2 w) - Z

P € ' (Ost)( ) (o,t)(w)

(voir cependant la remarque II.3.2).

C'est pourquoi, dans la méme optique, nous avons &té amené &
considérer le mouvement brownien i deux paramétres (voir II.l). Alors si
w€ Q , et y est une courbe fermée de C telle que a ﬁ(ZY(w),il
n'est pas trivial de décider si zy(w) est €~{a} homotope & 0 ou

non.

5.2.- Revenons maintenant aux hypothéses et notations du théoréme I.2.5

sans supposer w fermée. Disons que @ est (stochastiquement) fermée pour

t
Z si: R, m(dxs,dYs)éf*Cc. D'aprés les formules (8) et (9), on a
o] t t
évidemment : W est fermée pour Z <==> f m(dxs,dYs)=(RouS).j 5(dXS,dYs)
o o

W est donc fermée pour Z si les différentes

définitions de 1'intégrale stochastique de @ par rapport @ 2Z

coincident.
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Exemples :
t
1). S(t) = J (XdeS - stXs) - appelée par P. Lévy
o

1'aire stochastique de Z entre O et t - est définie 3 1l'aide de

W= x dy - y dx, forme fermée pour Z, mais non fermée.

2). Soit Z 1le mouvement brownien complexe tué & TU’ temps
de sortie de U230, U ouvert de €, et w=PF dx + Q dy forme
différentielle de classe CI sur U. Les propriétés des trajectoires

du mouvement brownien entrainent 1'équivalence suivante :

8, 20 . o

(JK compact de U, @ est fermee pour Z'/\TK) C===> % 3y
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II - INDICE D'UN POINT ET THEOREME DES RESIDUS RELATIFS A CERTAINS LACETS
BROWNIENS.

A la suite de I.5., nous allons appliquer les résultats du
chapitre I & certdains lacets ZY(w) du processus de Wiener complexe &

2 paramétres. Voici tout d'abord un :

1.- Rappel sur le processus de Wiener a deux paramétres. ([l) et ((10])

On note encore Y la mesure de Lebesgue sur ( Ri ,QB(ZRE)) ; soit
Eu la classe des boréliens p inté&grables. On appelle mesure

browvnienne (centrée, réelle) sur L2('Ef s ja( Ri)u) tout processus

gaussien centré@ réel B = (Q,CZ,P,B(F), € £u) de coveriance p ie :

E[Q(ID B(r')] = (rf) I'). Le noyau (£f,g) =+ Jfg dy défini sur

(Lz(]Ri ,j%(IRE),F))Z‘ est symétrique, de type positif, ce qui assure
l'existence de B. D'aprés (10), il existe une réalisation de B telle

que le processus Bt = B(]O,t]] X ]O,té]) (t] >0, tzz_ 0) soit p.8.:

. . . . 2 .
3 trajectoires continues : on appelle (Bt’ t QIR+) processus de Wiener

(réel) 3 deux paramétres.

- Dans toute la suite, on s'intéresse principalement au processus
. 2 - . ~
(Zt = Xt + 1Yt, t GZR+) oi X et Y sont deux processus de Wiener réels,
3a deux paramétres, et indépendants. En particulier, pour tout 5, > 0,

(Zs v v >0) est un mouvement brownien complexe, de covariance S,V
O’
De méme, pour tout v, > o, (ZS‘V” » S > 0) est un mouvement brownien
5
o

complexe, de covariance 8.V .

-~ De fagon générale, pour toutes les questions concernant les

processus & deux paramétres, on se référe a (1) s, dont on adopte en

particulier les notations suivantes :
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Pour z = (x,y), 2' = (x',y') points de Bi , on note
' x < x' 1 : ' v
(z < z') 1lorsque y <y et zA 2" si (x<x')et (y>y').

Si a < b, on note (a,b] = {lea <X LY S Ya'< y i-yb} 3

2 . . . N .
Rz = {u 6'34| u < z}. Voici quelques tribus intéressantes pour la suite :

-

v
o{Zu yiu i.x}voﬁ’;

? 1
F =olz,u<z W I
z u Z

I)
]a\z o{z v;viy}‘/f/ﬁ,

z u,
ol a%ﬁjest la classe des ensembles P-négligeables pour

ﬂ?» = o{Zz, z € Ri}.

s

2.- Questions de quasi-invariance et de support.

Les résultats de ce paragraphe seront utilisés en I1.3., et sont
obtenus de fagon indépendante du reste du travail. En effet, les arguments
employés découlant principalement de la quasi-invariance des mesures
considérées.

Soit, pour fixer les idées, k)— espace de Banach séparable et

?g/ . . .
[y sous—espace dense de &0y: Ly” est muni de sa tribu borélienne

j%afq . On dit que v & 04{+ (]/:Jéap) est quasi-invariante sans les

. | / . V 2
translations de &' si, notant TV la translation sur tw > wv (v GZ/),
on a : Y/V' ¢ af' . Tv(v) A v. Remarquons alors, que, si u # 0, supp(u)

8 "
contient au moins un point s donc w * Z’ par quasi invariance, donc

tout Zt’u, UU’ étant dense dans L/’

Les mesures considérées ci-dessous sont toutes des mesures de

probabilité sur des espaces E = C(r; R ou C) (T & 75 RE)) munis de

la topologie de la convergence compacte, et de leur tribu borélienme. Les

projections habituelles sont notées (Xu, u & F)[ku(w)zcn(uX] 3 CZ désigne
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. . 2 . -
1'union des axes de coordonnées de 'R+ et X le mouvement brownien réel

a deux paramétres. Le résultat suivant est di a J. Yeh(lB) 3

Proposition 2.1.

Soit P 1la loi de X sur Q= {f : RE + R continue, flétg 0}
t

S
Soit j= {u :Rf +R | Joe C(mf, R), u(s,t) = J J ¢(x,y)dx dy} . Alors :
o]

V’uC':]

» T, v Pl et
Vz = x+iy§ R+ 772 J(Tz
d Tu(P) I ( 1 2 }
=35~ L = exp{-X(¢1 ) - 3 J ¢ du
F, z R,

On en déduit le :

Théoréme 2.2,

Soit A compact de ]Rf_ ; on mote @ = {f :A » R, continue}

f =0 la loi du processus X .
LA.(\CL A P ._|A

P est quasi-invariante sous les translations de

j/\ = {u|A . u € )}, dense dans QA , et a donc pour support R, .

et P

Preuve - Soit z & Rf tel que : A C Rz . PR étant quasi invariante
z

- sous les translations de 'jR_ (proposition 11.2.1), Pp = ri (PP ) est

z
donc quasi-invariante sous les translations de 3i(jR ) = ty\ (on note
z
z .
r, 1l'application Q. +Q,)
A PP R, 7 A

£ -)flj\
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~ Montrons maintenant que ij est dense dans fr ¢ si geg QR s
z z z

il existe une suite g, de fonctions continues sur Rz, avec g=u.lim &y

K (n +=)
n S
et g (5,00 = 1 o (e) ¥V (), avee ¥MVe c([0,x],B),
i=1

wi(-n)EC(EO,y], R). Quitte 3 remplacer ¢]~(_n) (resp. Ibi(n)) par
¢£n}_¢§n)(0) (resp. ¢§n) - wgn)(O)), on peut supposer ¢£n)(0) = ¢§n)(0) = 0,

et il reste ensuite 3 approcher ¢£n) (resp. win)) par des fonctions de

classe Cl nulles en O.

- tjA est demnse dans QA : en effet, soit gA € QA' Considérons
iiA prolongeant g,  sur At}{ﬂf]Rz} par O sur CZ () R . Par
définition de QA s 'El est continue sur AW{Q_(!RZ} et peut donc &tre

prolongée, d'aprés le théoréme de Tietze-Urisohn en une fonction g, €% -
z

L'application Ei. étant contractante, et jR dense dans QR s Oon a le
z z

résultat. i..
- Supp(PA) = QA (propri&té des mesures quasi-invariantes).

Corollaire 2.3.

1). Soit A compact de RE, ag& A, Soit PX la loi de

(§uf§a. u € A) sur QX = {v € QA ; v(a) = 0}. On a le méme résultat que

dans le théoréme pour le triplet

a

(PK ;'35; = {u-u(a), uGJA} : QA)
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2). Soit ¥y chemin, a ¢ Y .

. a .
Soit PY la loi de (_}Eu Ea’ u€y ) sur QY .

On a le méme résultat que dans le théor&me pour le triplet :

a a= ~
27 ,3Y {ulY u(a), uell, o)

Pteuve — 1). La quasi invariance de Pi goug, 7] i découle de :
a a a
PA = sA(PA), avec sA(u) u—ua), u & QA

De plus, ﬁ)i est dense dans Qi : en effet, soit g G-Qi - QA.
Pour tout € > 0, il existe donc u & jA tel que : llgfullA j_e/z

c:¢i entraine : |u(a)] < ©/, et donc ||g-(u—u(a))||A < e, d'ol le

résultat.

2). Posons A =y (U {a}l ; les espaces Qi et QY sont en

bijection & l'aide de :
a
Q > 0
A Y

v > v|Y , ce qui entrafne le résultat
d'aprés l).m

On a évidemment des résultats analogues pour P, loi du processus

2

de Wiener complexe i deux paramétres sur © = {f : ]R.+ - C 3 flﬁ[ z 0}

En particulier, supp( PA) = ﬂA et supp( Pi) = QY , avec les notations

du corollaire 1II.2.3, modifiées de fagon &vidente.
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3.- Indice d'un point par rapport & certains lacets browniens.

Dans toute la suite, sauf précision contraire, y désigne le

. . 2 P - S
bord orienté d'un rectangle T de R+, de cotés paralléles aux axa8, et ne
touchant pas les axes. On parcourt vy dans le sens direct i partir du
z

sommet 2z _ de coordonnées minimales. 2> 25 2 =z, désignant

2’ 23’

les sommets de Yy rencontrés successivement. On pose

4

= T i
Y < i%5 zi+l] (0 <1< 3).

D'aprés les propriétés du mouvement brownien complexe, on a :

v a€c, P[Jucy, Zu=a] = 0. L'indice T (a) 4 (2 (),a) du point a

par rapport a Zy(w) est donc presque sirement défini, ainsi que 1'intégrale

stochastique JY 2_%5 dZu. De plus, d'aprés la formule (11), on a :
u
1 dZu
(13) I (a) = -~ J 5 =g PS:
Y 2im ‘y Tu

3.1.- Vérifions maintenant que les indices IY(a) ne sont pas p.s. nuls,
(auquel cas la formule de Cauchy que l'on se propose d'écrire se réduirait 3
0=0 V).

Théoréme 3.1. :

Soit a & C et ¥ chemin fermé, Y*C ]RE tel que {a} soit

polaire pour {Zu, u &€ y}. Alors, pour tout n € Z, il existe un Sous—ensemble
mesurable . - :de Q , de probabilité positive, sur lequel 1'indice de a

par rapport & ZY(w) est égal 4 n.

Preuve = Reprenons les notations de 1II.2, ol l'on a démontré que

supp('PY) = nY. Soit (Cu, u £Y) un chemin fermé, 3 valeurs dans €, tel que
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1'indice de a par rapport 8 C soit n (n € Z, fixd) . Soit

g= d(C,a) > 0. On a : Zu(w)-a = (Zu(w)-Cu) + Cu—a, et

\du. € v, lZu(w)~Cu | < |Cu—a] sur 1'ensemble M={w|us:f Y|Zu(w)°-Cu| i»e/z}.

D'aprés une propriété classique des indices ((2), page 64), on a donc

IY(a) = I(C,a) = n sur M, et d'aprés II.2, Py(H) > 0, d'ol le résultat.

3.2.- Voici une application du th&oréme précédent concernant les

trajectoires de Z :

Théoréme 3.2.

* .
Soit a € C, et vy chemin fermé, Y C Ri, tel que a soit
- *
polaire pour {%,; ,u &y} . On suppose deplus que 7y est le bord d'un

compact T de Ri, et que Y* est T homotope & O.

Alors, P[JuerT, z = a] > O.

Preuve - D'aprés le théoréme I1I.3.1., on a : P[iy(a) # O] > 0.
On aura donc le résultat cherché si 1'on montre : {I_(a) # O}C{w|Ju €T ,

Zu(m) = a}l, ou de facon équivalente A = {w] V,u &r , Zu(w) + a} {IY(a) = 0}.

Or, par hypothése, y* est TI'-homotope 3 {20} (éo &T), et donc sur A,

-

ZY(w) est € {a} homotope 2 {Zz (w)}, ce qui entralne Iy(a) = 0 sur A,
o)

On en déduit le :

Corollaire 3.2.

Soit I' rectangle de c3tés paralléles aux axes, et a & €. Alors,
P[] uer, z =a] >o.
Il peut €tre intéressant de remarquer que, par exemple pour
r= Rz, le résultat précédent peut aussi €tre démontré en étendant au cas

complexe le calcul stochastique développé en (1), et en particulier la formule
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de Green : en effet, supposons que (%) P[}tJé Rz, Zu = a] = 0 (a#0).
Notons Hz = {(u,y)| uw<x}, v, ={(x,v) ; v <y} et Y, = H =V . On a

alors

d'aprés la formule de Green convenablement étendue i la situation (pour la
définition de la martingale JZ’ voir (1), paragraphe 6 ; d'autre part, d'aprés
1'hypothése (%), les intégrales stochastiques écrites sont bien définies).

On a donc :

1 dz dz
I (a) = 57- { I o I ——-2 } = 0 ps, ce qui est contraire
Yz o H v

au résultat du théoréme II.3.1. (%) n'est donc pas vérifiée.

Remarque - L'analogue du th€or&me IIL.3.1. pour le mouvement brownien
plan (Zt’ t > 0) a été obtenu par P. Lévy en (7), page 237, les lacets
considérés étant constitués par la trajectoire (Zu(w), s<u<t)(sc<t),
i laquelle on adjoint la cokde [Zt(w)9 Zs(w)]. Bien entendu, dans ce cadre,

il n'y a pas d'analogue du tuéoréme II.3.2.

4.~ Théoréme des résidus et formule de Cauchy

A 1'aide du théoréme I.3.2., on peut formuler le théoréme des
résidus le long de certains lacets browniens en termes d'intégrales

stochastiques.

Théoréme 4.1. :

Soit £ e,iﬁ (C “E), oi E est l'ensemble des points singuliers
isolés de f. Alors,

~-‘.—-I £(z )dZ = T I (e) Rés(f,e) P p.s.
2im u’' " u (e € E) Y
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Remarque - -Les. deux membres de 1'8galité sont bien définis : le

membre 1'est car E est dénombrable, et polaire pour Z, le nombre de

droite car {1 = U o @ = {w] lzy(w)l <n} ; or,

E = {e ¢E||e] <n} est fini, et pour w €, e GE\En, IY(e) =0 P ps.

Corollaire 4.1.

Si fgf(dl), et a¢cC;, ona:

(n) e Do | YU
\/néN, £ (a) Iy(a) = Zi"JY o n+1dzu' P ps.
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IITI - INDICE D'UN POINT RELATIVEMENT A CERTAINS LACETS BROWNIENS
SECONDE DEFINITION.

On s'est interessé en IT d 1'indice du point a déterministe
par rapport aux lacets ZY(w) (on emploie les m@mes notations qu'en II).

La formule de Cauchy obtenue en II.4. est :
Y€ F©),Va €6, £(a)I () = sim| -sim-cbe
Pt Y 21m y u

Cependant, du point de vue probabiliste, il semble aussi
intéressant d'obtenir une formule de Cauchy, ol le membre de gauche

serait f(Za) I(Zy(m), Za(w)). C'est le but de ce troisidme chapitre.

l1.- Seconde définition de 1l'indice.

l.1.~ On.utilise toujours les notations de II.3 et 1'on suppose
maintenant a & ([ . Soit a € C\Y . L'existence de 1'indice du point

aléatoire Za(w) par rapport 3 la courbe ZY(w) est p.s. assurée par la :

Proposition 1.1.

Soit I wun segment de Ri paralléle 3 1'un des axes, et a ¢ I.

Alors, P[}z €I, Zz = Za ]= 0.

Preuve - A 1'évidence, on peut supposer I paralléle & 1'axe des
abscisses, Notons I = [io, 21] avec z = (xo,yo), z, = (xl,yo) et
X <x ;as= (xa,ya). On distingue ensuite dans 1'é&tude les cas
suivants :

a) x <x
a—"o

B) xa Z-xl ? Ja

Y) Xa.?_x] » ¥, LY
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a) Le processus (Z Z , X <x<x) estune

x z(x,yo) T 4 o 1

4] martingale conforme, dont la variable initiale n'est pas nulle,
(X,Yo) &

et donc pour qui O est polaire.

B) Paramétrons ~I par x, = xl+t(xo-x]), té[O,l]. Le

~a
processus (Zz =

Za’ t & [O,,]]) est une (I: martingale
t .

A -
(Xt,}’o) t

conforme ne partant pas de 0 (37: = a{Z(A), A € F5( Ri), AC R;).

¥) ¥.1)) On fait tout d'abord 1la remarque : soit W 1la loi
sur C (]R+,(B) du mouvement brownien (Ut’ t €]R+) partant de O en

t=0 ou plutdt, pour 1'application ci-dessous,de Ut =V y.Z,, avec Zt

mouvement brownien complexe, et ZO = 0. On note (!v'z, z € C) une

version réguliére de la loi conditionnelle de W quand Ut (t°> 0 fix&).
o

On pose p_(u) =w” [Jo <s <t US=u__'j.
Le résultat de polarité maintes fois employé entraine :

\/ué c, pz(u) =0 dx dy - ps (¥).

¥.2)) Revenons & notre probléme. On note D ={z ¢ Clx >0, y=yo}.
On décompose Z en 2Z = Z1 + 22 s Z] étant la projection
a a a a a

orthogonale de Za sur ﬁD (espace gaussien engendré par les Zz, z £D).

On a
1 Ya
z === 7z
a v, (x;vy)

AP[QSGI, 2~z =0]

]

= Jpz(z) dx dy P[}s €I, zs-(z;-;.'z) = 0]

y
= Jpz(Z) dx dy jpl(Z')dX' dy' pz.(-é z'+z);
y0
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oi z = (x,5), 2" = (x',¥"), pl(z') (resp. p2(z)) est la densité de

. 2
Z(xa’y ) (respectivement Za)'
© y
En faisant le changement de variable (emn z) u = ;é z'+z, et
o
a 1'aide du théoréme de Fubini, on a :
= (z")dx' dy’ (z) dx d (Zé z'+z)
P, P x' dy' |p, y eyl

y
- ' [ _ _a
Ipl(z ) dx'dy Jpz(u . z') dxudyu sz(u)

y
_ P 1,1 ' - 8. =
= deudyu de dy pl(z ) p2(u yoz )qu(u) 0

(d'aprés (»)) ®

1.2.- Ainsi, on a donc, si a E:E~\Y*, P[Za ¢ Zyj= 1. On peut donc

A a
définir 1'indice : J (a,%) =375 | 7370 . De méme, qu'en II.3,

on a le Y Zy(w) 8

Théoréme 1.2,

Soit a &€ € et y chemin fermé, Y*C ]R2 tel que

+
P{Za Q’ZY} = 1. Alors, pour tout n € Z, il existe un sous—ensemble

mesurable de {1 , de prcbabilité positive, sur lequel JY(a,w) =0 ps.
La démonstration est analogue 3 celle du théoréme II.3.1,, compte-tenu

du résultat de II.2. : supp(iPa) = ﬂY.
Y

2.- Définition d'intdgrales stochastiques et seconde formule

de 1'indice.
On veut maintenant — comme pour Iy(a) - pouvoir représenter Jy(a)

comme intégrale stochastique ; pour cela, il s'agit de définir

J f(Zu-Za)dZu pour f 6‘2?(¢\{0}) dans tous les cas a), B), y) de III.I1.
I
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Cas a) : Il n'y a aucune difficulté, le processus
(2 » Xy S X j.xl) étant une JF; martingale. De plus, cette martingale est
conforme et on a donc, d'aprds le théoréme I.3.2.,

X

1
Jx f(zu,y - Za)dZ

0,y P; J f(z)dez
o 7o ZI(w) —Za(w)

Q

J £(z-2 (w))dz.
Zp(w) 4

Cas B) : On fait le m@me raisonnement en parcourant (~I)

—_— T

(voir B)en III.1). On a de méme :

II f(Zu—Za)dZu = f(z—Za(w))dz.

JZI((.u)

Cas y ) : C'est le seul cas qui ne soit pas évident a priori, car

f(Zz-Za) n'est pas adpaté aux tribus :E; (oui]i;).

Avant de continuer, pr&cisons les notations suivantes : si z €I,

: Cy oy p7
oz 5 Te¥, Te®p POV

(o) ot Z = X ‘-
on note (x,y,) ?z

JT+ ofz(r) ; re¢ , I‘C(R[o,z])c Y A7

z
u
a a
- = + a - -
On remarque alors que Zz Za Zz azz’ avec Zz Zz Zaz et
aZz = 7 Z—Za (z €I). (aZz s 2 & I) est une j?rz martingale conforme et
a a

azz’ "z €(-I)) une SE+Z martingale conforme.
a

Donc, si {¢(u,w)} (u & 1I) (resp (u € -I)) est un processus
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,j;-u (resp. jﬁiu.) bien mesurable vérifiant () J |®(u,w)|2 du < « ps,
a a I

1'intégrale stochastique J o (u,w)d aZu(w) (resp. [ @(u,w)daZu) est
I -1

bien définie.

t . s e
Comme o{Zz—Za}g' -~ , on peut donc poser comme définition,
7 z
a

pour toute fonction f : € » €, boréliemne, telle que d(u,w) = f(Zu“Za)

vérifie (%)

A -7 Ya%z - -
II £(z,-z )dz, = JI £(z,-2,)d°Z, J(._I)f(zZ 242, .

On a ainsi défini 1'intégrale stochastique J f(Zu—Za)dZu, pour

toute fonction f € ¢{ ¢€\{0}, € } dans tous les cas, et  on peut &noncer la :

Proposition 2.1. ¢

Soit a ? y*. Alors, pour toute fonction £ € Z:'(o:\ {0}), on a :

JY f(Zz—Za)de = J dz f(z-Za(w)) Ps
Z (w)
Y
En particulier :
a4z
J_(a,w) = === J ==Y~ s
2im Jy (Zu“Za)

Preuve - Avec les notations de III.1, il suffit de démontrer pour
oy
£ €4 @ oy,

J f(zz—za)dzz = dz f(z—Za(w)) ps
I

JZI(w)
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dans le cas y), 1'égalité pour les cas a) et B) découlant du

théoréme I.3.2.. Il suffit de montrer, que pour f €& 5%'(@\{0}),

. a, _ _ a
R.II f(Zz Za)d Zz JI f(Zz Za)d Zz s

-~

ou

R.J £(Z2 -2 )daz = J(P.lim z J f{Zt -Za+A(Zt -Zt )dx (aZt ~aZ£ )
1 22 2 (a+e Mo i ivl i i+l i

ig(P.lim) désignant la limite en probabilité, si elle existe, et la méme
égalité en remplagant I par (-I) et az par aZ. Ces résultats découlent

du lemme suivant :

Lemme 2.2.
On se place dans le cas ¥) de III.l. Soit f é-CI(c v {0},0).

On a alors :
R.| £(z.-z)d% = | £(z -2)d% +(v ~v) [ 3Lz -z )du.
I z “a z I z a a "o “a I 3 ‘“u “a

Preuve ~ On procéde comme en I.2, c'est & dire que 1'on étudie

R. f(Xz-Ka) dﬂxz, pour X processus de Wiener réel, & deux paramétres,
I
et f é‘Cé( R, R), puis on déduit +'expression de R. [ f(Zz-Za)daZz
I
par complexification pour f & Cll)(C,OJ)s puis par limite en probabilité
pour £ €& c'(¢\{c},0).

1). Soit (rn) une suite de subdivisions standard de I. On
a alors, pour f ¢ Cll)( R, R)
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t. t.

1
> I £lx, -x, 9,
o] 1+l 1

-x_Jav #x, - %)
t.
i i+] i

n

i 1
= 1 £(X, -X)(x -%% ) o+ J AdA J du £' (X, -X +au(X,  ~X._ )
t. a t. t.: t. a t. t.
T i 1+1 1 .- T o o 1 1+1 1
n n
x X =z )% =% )
Sier B el Y
a a 1 a a
=7 f(X -X)(CX =X Y+ - E'(X X)X =X )Y(X =X )
T ti a ti+1 t 2 T ti a ot ti ti+l ti
n n
1 1
' - - - ' -
+ I J AdA J du [£ (B, "X Hw(X X)) = £1(X xa)]
T o 0 1 1+1] 1 1
n
XX, X, )(axt - axt ).
i+l i i+l i
La premiére somme converge dans L2 vers J f(Xu-Xa)daXu.
1
Pour la seconde, examinons de fagon générale :
a a
Ioax, X)X, X )X, "X ) (pour 6 €& G (R, R)
. a t. t. t. t. b
Tn 1 i+l 1 1+1 1
_ ) _ a,, _a 2 . _ B a .a
=L ¢(Xt. Xa)s }t- xt.) I ¢(xt. Xa)(axt. axt.)( Xt. Xt.)'
Tn i i+l 1 Tn 1 1+1 1 1+1 i

‘D'aprés le lemme I.2.2.;, la premiére somme converge dans L2 vers
J ¢(Xu-Xa)d < aX,aX>u ol <aX,aX > désigne le processus croissant continu
I

associé 3 la martingale (aXu , u gl
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Pour la seconde somme, remarquons que les processus

{aXt, tgel}l et {aXt’ t & I} sont indépendants. On a alors :

a 2
E{{Z ¢(X_-X)(X - X )X —x)}l
T by alatiy 2ttty ty
n
2 2 ,a a, .2
= I E[_¢ (X =-X)(X - X )° (X - % ) ]
T ti a a.l:i_'_1 ati ti+l ti
n
2 . _ 2 a _a 2
<loll? = L[<axt_ X)) ]E“Xt. X, )%
T 1+1} i i+l i
n
or, E(X - % )%= (.. -ty
? a’'t. at. i+l "i’7a ’
i+1 1
a a, 2, _ - _ P
E(( Xti+] Ati) ) (yo ya)(ti+1 ti> et donc la somme précédente converge

vers O lorsque ( n + «),

On a donc :

1

_ a - _ a 1 ' _ a, a,.
R.JI f(xu Xa)d Xu II f(Xu Xa)d Xu +3 JI f (Xu xa)d < X, % >u.

2). Dans le cas complexe, pour £ Q-CQ(G, €), la formule

précédente devient :
R.J £(z -z )da%z
I z a z

a 1 of a_ a of a, a
= - + =~ —-— - - - :
JI f(Zz Za)d Zz 2 JI {az (Zz Za)d'< Z,°Z >, * aE(Zz Za)d <“z,°27 >,
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. a , )
Mais, ( Z,s 2 & I) st uné martingale conforme, ct donc

as a a, 4a a, a
< >= < > =2 < > = - -
Z,°2 0 et <°2,°z 5.y, X,°X 5.3, 2(y _-y,) -8

On obtient finalement le résultat cherché par approximation de £, et

convergence en probabilité.

Remarque ~ Les difficultés apparues dans ce paragraphe sont semblables a
celles qu'il y a a définir les intégrales stochastiques linéaires
J ¢(u,w)qu, pour le processus de Wiener & 2 paramétres, réel, le long de
I
'+ -, courbe  gii n'est ni croissante, ni décroissante pour 1'ordre partiel

sur 'Ri (voir (l), paragraphe 4).

3.~ Remarque sur la formule de Cauchy

De méme qu'en III.2, il faudrait maintenant dé&finir les intégrales

£(Z )dZ .
stochastiques J ___%___g’ au moins pour f réguliére. Malheureusement, nous ne savons
I

le faire que dans le cas a), oii 1'intégrand est 9?3 adapté. Dans les

autres cas, les tribus engendrées par le couple (Zu,Za) (ou (Zu,Zu~Za)!)
sont trop '"vasteg'pour faire les calculs d'orthogonalité permettant la
construction d'intégrales stochastiques. Cependant, nous noterons :

dans tous les cas (et on vérifie dans le cas x)) :

£(z )dz
[[eeal [ i@l ey
1 (z-2)° Yz (9 (zmz ()P

On a alors bien slir : si £ GZ‘(C), a%?‘, né& N

£(2)
f(n)(Za(m))JY(a) = §§i J ——————— 2-- 4z ps.
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4.- Remarques finales et questions ouvertes

Nous nous sommes limité: en général au cas oG y est le bord
d'un rectangle de c8tés paralléles aux axes ; les résultats de II
s'étendent &videmment au cas ol Yy est une courbe fermée, décomposée
en un nombre fini de courbes croissantes ou décroissantes au sens large
pour la relation (z < 2') = (x < x', y <y"). A ce sujet, la premiére
question qui se pose pour étendre les résultats de II i une classe plus
vaste de courbes est la suivante : pour quelles courbes ¥y , et a € C,

{a} est-il polaire pour ZY?.

- D'aprés le corollaire II.3.2., on a, pour T rectangle de

cOtés paralléles aux axes, et a € C, I’[HIJ T, Zu=a] > 0.
Atoﬁ’-e_!_;fait:P[-ﬂuﬁl‘,zu=a]=l?.

= Peut-on localiser le théoréme des résidus, ou la formule de
Cauchy obtenus en II, c'est 2 dire les &noncer pour f & 2?(U), U ouvert
de € ? Ici encore, c'est la notion de temps (ou d'ensemble) d'arrét

pour les processus & deux paramétres, qui fait défaut.

= La remarque III.3. sur la formule de Cauchy semble indiquer
que, poour une définition raisonnable de la notion de processus holomorphes,
1'ensemble de ces processus (supposés QTu.adaptés, et en tout état de
cause, satisfaisant '"la formule de Cauchy™) ne saurait comprendre d‘'autre

processug que f.Zz, £ E:Zf(c). Nous espérons revenir sur cette question.
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